


Preface: 
The present volume is an outgrowth of a Conference on Mathematical Tables 

held at Cambridge, Mass., on September 15-16, 1954, under the auspices of the 
National Science Foundation and the Massachusetts Institute of Technology. The 
purpose of the meeting was to evaluate the need for mathematical tables in the light 
of the availability of large scale computing machines. It was the consensus of 
opinion that in spite of the increasing use of the new machines the basic need for 
tables would continue to exist. 

Numerical tables of mathematical functions are in continual demand by scien
tists and engineers. A. greater variety of functions and higher accuracy of tabula
tion are now required as a result of scientific advances and, especially, of the in
creasing use of automatic computers. In the latter connection, the tables serve 
mainlyforpreliminarysurveys of problems before programming for machine operation. 
For those without easy access to machines, such tables are, of course, indispensable. 

Consequently, the Conference recognized that there was a pressing need for a 
modernized version of the classical tables of functions of Jahnke-Emde. To imple
ment the project, the National Science Foundation requested the National Bureau 
of Standards to prepare such a volume and established an Ad Hoc Advisory Com
mittee, with Professor Philip M. Morse of the Massachusetts Institute of Technology 
as chairman, to advise the staff of the National Bureau of Standards during the 

-course of its preparation. In addition to the Chairman, the Committee consisted 
of A. Erdelyi, M.  C. Gray, N. Metropolis, J. B .  Rosser, H. C. Thacher, Jr., John 
Todd, C. B .  Tompkins, and J. W. Tukey. 

The primary aim has been to include a maximum of useful information within 
the limits of a moderately large volume, with particullar attention to the needs of 
scientists in all fields. An attempt has been made to cover the entire field of special 
functions. To carry out the goal set forth by the Ad Hoc Committee, it has been 
necessary to supplement the tables by including the mathematical properties that 
are important in computation work, as well as by providing numerical methods 
which demonstrate the use and extension of the tables. 

The Handbook was prepared under the direction of' the late Milton Abramowitz, 
and Irene A. Stegun. Its success has depended greatly upon the cooperation of 
many mathematicians. Their efforts together with the cooperation of the Ad Hoc 
Committee are greatly appreciated. The particular contributions of these and 
other individuals are acknowledged at appropriate plaees in the text. The sponsor
ship of the National Science Foundation for the preparation of the material is 
gratefully recognized. 

It is hoped that this volume will not only meet the needs of all table users but 
will in many cases acquaint its users with new functions. 

Ar.LEN V. AsTIN, Director. 

Washington, D.C. 
m 
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Preface to the Ninth Printing 
The enthusiastic reception accorded the "Handbook of Mathematical 

Functions" is little short of unprecedented in the long history of mathe
matical tables that began when John Napier published his tables of loga
rithms in 1614. Only four and one-half years after the first copy came 
from the press in 1964, Myron Tribus, the Assistant Secretary of Com
merce for Science and Technology, presented the 100,000th copy of the 
Handbook to Lee A. DuBridge, then Science Advisor to the President. 
Today, total distribution is approaching the 150,000 mark at a scarcely 
diminished rate. 

The success of the Handbook has not ended our interest in the subject. 
On the contrary, we continue our close watch over the growing and chang
ing world of computation and to discuss with outside experts and among 
ourselves the various proposals for possible extension or supplementation 
of the formulas, methods and tables that make up the Handbook. 

In keeping with previous policy, a number of errors discovered since 
the last printing have been corrected. Aside from this, the mathematical 
tables and accompanying text are unaltered. However, some noteworthy 
changes have been made in Chapter 2: Physical Constants and Conversion 
Factors, pp, 6-8. The table on page 7 has been revised to give the values 
of physical constants obtained in a recent reevaluation; and pages 6 and 8 
have been modified to reflect changes in definition and nomenclature of 
physical units and in the values adopted for the acceleration due to gravity 
in the revised Potsdam system. 

The record of continuing acceptance of the Handbook, the praise that 
has come from all quarters, and the fact that it is one of the most-quoted 
scientific publications in recent years are evidence that the hope expressed 
by Dr. Astin in his Preface is being amply fulfilled. 

November 1970 

LEWIS M. BRANSCOMB, Director 
National Bureau of Standards 



Foreword 
This volume is the result of the cooperative effort of many persons and a number 

of organizations. The National Bureau of Standards has long been turning out 
mathematical tables and has had under consideration, for at least 10  years, the 
production of a compendium like the present one. During a Conference on Tables, 
called by the NBS Applied Mathematics Division on May 1 5, 1952, Dr. Abramo
witz of that Division mentioned preliminary plans for such an undertaking, but 
indicated the need for technical advice and financial support. 

The Mathematics Division of the National Research Council has also had an 
active interest in tables ; since 1943 it has published the quarterly journal, "Mathe
matical Tables and Aids to Computation" (MT AC) ,, editorial supervision being 
exercised by a Committee of the Division. 

Subsequent to the NBS Conference on Tables in 1952 the attention of the 
National Science Foundation was drawn to the desirability of financing activity in 
table production. With its support a 2-day Conference on Tables was called at the 
Massachusetts Institute of Technology on September 15-16, 1954, to discuss the 
needs for tables of various kinds. Twenty-eight persons attended, representing 
scientists and engineers using tables as well as table producers. This conference 
reached consensus on several conclusions and recommendations, which were set 
forth in tbe published Report �f the Conference. There was general agreement, 
for example, "that the advent of high-speed computing equipment changed the 
task of table making but definitely did not remove the need for tables". It was 
also agreed that "an outstanding need is for a Handbook of Tables for the Occasional 
Computer, with tables of usually encountered functions and a set of formulas and 
tables for interpolation and other techniques useful to the occasional computer". 
The Report suggested that the NBS undertake the production of such a Handbook 
and that the NSF contribute financial assistance. The Conference elected, from its 
participants, the following Committee: P. M. Morse (Chairman) , M. Abramowitz, 
J. H. Curtiss, R. W. Hamming, D. H. Lehmer, C. B. Tompkins, J. W. Tukey, to 
help implement these and other recommendations. 

The Bureau of Standards undertook to produce the recommended tables and the 
National Science Foundation made funds available. To provide technical guidance 
to the Mathematics Division of the Bureau, which carried out the work, and to pro
vide the NSF with independent judgments on grants for the work, the Conference 
Committee was reconstituted as the Committee on Revision of Mathematical 
Tables of the Mathematics Division of the National Research Council. This, after 
some changes of membership, became the Committee which is signing this Foreword. 
The present volume is evidence that Conferences can sometimes reach conclusions 
and that their recommendations sometimes get acted on. 
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VI FOREWORD 

Active work was started at the Bureau in 1956. The overall plan, the selection 
of authors for the various chapters, and the enthusiasm required to begin the task 
were contributions of Dr. Abramowitz. Since his untimely death, the effort has 
continued under the general direction of Irene A. Stegun. The workers at the 
Bureau and the members of the Committee have had many discussions about 
content, style and layout. Though many details have had to be argued out as they 
came up, the basic specifications of the volume have remained the same as were 
outlined by the Massachusetts Institute of Technology Conference of 1954. 

The Committee wishes here to register its commendation of the magnitude and 
quality of the task carried out by the staff of the NBS Computing Section and their 
expert collaborators in planning, collecting and editing these Tables, and its appre
ciation of the willingness with which its various suggestions were incorporated into 
the plans. We hope this resulting volume will be judged by its users to be a worthy 
memorial to the vision and industry of its chief architect, Milton Abramowitz. 
We regret he did not live to see its publication. 

P.M. MoRsE, Chairman. 
A. ERDELYI 

M. c. GRAY 
N.c. METROPOLIS 
J. B. RossER 
H. C. THACHER, Jr. 
JoHN Tonn 
·c. B. ToMPKINs 
J. w. TUKEY. 



Handbook of Mathematical Functions 
with 

Formulas, Graphs, and Mathematical Tables 
Edited by Milton Abramowitz and Irene A. Stegun 

I. Introduction 
The present Handbook has been designed to 

provide scientific investigators with a compre
hensive and self-contained summary of the mathe
matical functions that arise in physical and engi
neering problems. The well-known Tables of 
Functions by E. Jahnke and F. Emde has been 
invaluable to workers in these fields in its many 
editions1 during the past half-century. The 
present volume extends the work of these authors 
by giving more extensive and more accurate 
numerical tables, and by giving larger collections 
of mathematical properties of the tabulated 
functions. The number of functions covered has 
also been increased. 

The classification of functions and organization 
of the chapters in this Handbook is similar to 
that of An Index of Mathematical Tables by 
A. Fletcher, J. C. P. Miller, and L. Rosenhead.2 
In general, the chapters contain numerical tables, 
graphs, polynomial or rational approximations 
for automatic computers, and statements of the 
principal mathematical properties of the tabu
lated functions, particularly those of computa-

tiona! importance. Many numerical examples 
are given to illustrate the use of the tables and 
also the computation of function values which lie 
outside their range. At the end of the text in 
each chapter there is a short bibliography giving 
books and papers in which proofs of the mathe
matical properties stated in the chapter may be 
found. Also listed in the bibliographies are the 
more important numerical tables. Comprehen
sive lists of tables are given in the Index men
tioned above, and current information on new 
tables is to be found in the N a tiona! Research 
Council quarterly Mathematics of Computation 
(formerly Mathematical Tables and Other Aids 
to Computation). 

The mathematical notations used in this Hand
book are those commonly adopted in standard 
texts, particularly Higher Transcendental Func
tions, Volumes 1 -3, by A. Erdelyi, W. Magnus, 
F. Oberhettinger and F. G. Tricomi (McGraw
Hill, 1953-55) . Some alternative notations have 
also been listed. The introduction of new symbols 
has been kept to a minimum, and an effort has 
been made to avoid the use of conflicting notation. 

2. Accuracy of the Tables 
The number of significant figures given in each 

table has depended to some extent on the number 
available in existing tabulations. There has been 
no attempt to make it uniform throughout the 
Handbook, which would have been a costly and 
laborious undertaking. In most tables at least 
five significant figures have been provided, and 
the tabular intervals have generally been chosen 
to ensure that linear interpolation will yield. four
or five-figure accuracy, which suffices in most 
physical applications. Users requiring higher 

t The most recent, the sixth, with F. Loesch added as co-author, was 
published In 1960 by McGraw-Hill, U.S.A., and Teubner, Germany. 

• The second edition, with L. J. Comrie added as co-author, was published 
In two volumes In 1962 by Addison-Wesley, U.S.A., and Scientific Com
puting Service Ltd., Great Britain. 

precision in their interpolates may obtain them 
by use of higher-order interpolation procedures. 
described below. 

In certain tables many-figured function values 
are given at irregular intervals in the argument. 
An example is provided by Table 9.4. The pur
pose of these tables is to furnish "key values" for 
the checking of programs for automatic computers; 
no question of interpolation arises. 

The mltximum end-figure error, or "tolerance" 
in the tables in this Handbook is %o of 1 unit 
everywhere in the case of the elementary func
tions, and 1 unit in the case of the higher functions 
except in a few cases where it has been permitted 
to rise to 2 units. 

IX 
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3. Auxiliary Functions and Arguments 
One of the objects of this Handbook is to pro

vide tables or computing methods which enable 
the user to evaluate the tabulated functions over 
complete ranges of real values of their parameters. 
In order to achieve this object, frequent use has 
been made of auxiliary functions to remove the 
infinite part of the original functions at their 
singularities, and auxiliary arguments to cope with 
infinite ranges. An example will make the pro
cedure clear. 

The exponential integral of positive argument 
is given by fx e" Ei(x)== -du -coU 

The logarithmic singularity precludes direct inter· 
polation near x=O. The functions Ei(x) -In :t 
and x-1[Ei(x) -ln x-'Y], however, are well
behaved and readily interpolable in this region. 
Either will do as an auxiliary function; the latter 
was in fact selected as it yields slightly higher 
accuracy when Ei(x) is recovered. The function 
x-1[Ei(x) -ln x-'Y] has been tabulated to nine 
decimals for the range 0 �x �;!. For l �x �2, 
Ei(x) is sufficiently well-behaved to admit direct 
tabulation, but for larger values of x, its expo
nential character predominates. A smoother and 
more readily interpolable function for Jarge x is 
ze-xEi(z); this has been tabulated for 2 �z � 10. 
Finally, the range 10 szsoo is covered by use of 
the inverse argument x-1• Twenty-one entries of 
xe-"'Ei(x), corresponding to z-1 . 1 ( -.005)0, suf
fice to produce an interpolable table. 

4. Interpolation 
The tables in this Handbook are not provided 

with differences or other aids to interpolation, be
cause it was felt that the space they require could 
be better employed by the tabulation of additional 
functions. Admittedly aids could have been given 
without consuming extra space by increasing the 
intervals of tabulation, but this would have con
flicted with the requirement that linear interpola
tion is accurate to four or five figures. 

For applications in which linear interpolation 
is insufficiently accurate it is intended that 
Lagrange's formula or Aitken's method of itera
tive linear interpolation 3 be used. To help the 
user, there is a statement at the foot of most tables 
of the ma:hlmum error in a linear interpolate, 
and. the number of function values needed in 
Lagrange's formula or Aitken's method to inter
polate to full tabular accuracy. 

As an example, consider the following extract 
from Table 5.1. 

:1: xe�Et(x) X xe•Et(x) 
7. 5 . 89268 7854 8. 0 . 89823 7113 
7.6 . 89384 6312 8. 1 . 89927 7888 
7. 7 . 89497 9666 8.2 . 90029 7306 
7. 8 . 89608 8737 8. 3 . 90129 60'>3 
7.9 . 89717 4302 8.4 . 90227 4695 

The numbers in the square brackets mean that 
the maximum error in a linear interpolate is 
3 X 10-6, and that to interpolate to the full tabular 
accuracy five points must be used in Lagrange's 
and Aitken's methods. 

1 A. C. Aitken, On Interpolation by Iteration of proportional parts, with· 
out the use ot di.tferences, Proe. Edinburgh Math. Soc. 3, 5&-76 (1932). 

Let us suppose that we wish to compute the 
value of xe:eE1(x) for x=7.9527 from this table. 
We describe in turn the application of the methods 
of linear interpolation, Lagrange and Aitken, and 
of alternative methods based on differences and 
Taylor's series. (1) Linear interpolation. The formula for this 
process is given by 

where j0, j1 are consecutive tabular values of the 
function, corresponding to arguments Xo, x11 re
spectively; pis the given fraction of the argument 
interval 

p= (x-zo)/(zl-Xo) 

and fp the required interpolate. In the present 
instance, we have 

}o= .89717 4302 .89823 7113 p=.527 

The most convenient way to evaluate the formula 
on a desk calculating machine is. to set fo and ft 
in turn on the keyboard, and carry out the multi
plications by 1-p and/ cumulatively; a partial 
check is then provide by the multiplier dial 
reading unity. We obtain 

f.m= (1-.527)(.89717 4302) + .527(.89823 7113) 
= .89773 4403. 

Since it is known that there is a possible error 
of 3 X 10-6 in the linear formula, we round off this 
result to .89773. The maximum possible error in 
this answer is composed of the error committed 
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by the last rounding, that is, .4403 X I0-5, plus 
3XI0-6, and so certainly cannot exceed .8X I0-5• 

(2) Lagrange's formula. In this example, the 
relevant formula is the ,'}-point one, given by 
f=A-2(p)f-2+A-t (p)f-t + Ao(p)Jo+Ai(p)ft +A2(p)f2 
Tables of the coefficients Ak(p) are given in chapter 
25 for �he range p=O(.O l ) l .  We evaluate the 
formula for p= .52, .53 and .54 in turn. Again, 
in each evalua�ion we accumulate the Ak(p) in the 
multiplier register since their sum is unity. We 
now have the following subtable. 

X xe>E,(x) 
7.952 .89772 9757 

10622 
7.953 . 89774 0379 - 2 

10620 
7.954 .89775 0999 

n x,. y,.=uzE,(x) Yo ... Yo. t ... 
0 8.0 . 89823 7113 
1 7. 9 . 89717 4302 . 89773 44034 

The numbers in the third and fourth columns are 
the first and second differences of the values of 
xe"E1 (x) (see below) ; the smallness of the second 
difference provides a check on the three interpola
tions. The required value is now obtained by 
linear interpolation: 

fp= .3 (.89772 9757)+ .7 (.89774 0379) 
= .89773 7 192 . 

In cases where the correct order of the Lagrange 
polynomial is not known, one of the preliminary 
interpolations may have to be performed with 
polynomials of two or more different orders as a 
check on their adequacy . 

(3) Aitken's method of iterative linear interpola
tion. The scheme for carrying out this process 
in the present example is as follows: 

Yo.1.2 ... Yo.1.2.s.,. x,.-x 
. 0473 

-. 0527 
2 8. 1 . 89927 7888 . 8977 4 48264 . 89773 71499 . 1473 
3 
4 
5 

Here 
1 'Yo 

Yo ... = x,.-xo y,. 

7. 8 . 89608 8737 
8. 2 . 90029 7306 
7. 7 . 89497 9666 

Xo-X � 
x,.-x 

1 !Yo.t 
Yo.t.ro= � -� y """ ..... 1 O,n 

1 !Yo.t. · · · • m-l.m 
Yo.t ..... m-t.m.n= � -� 

Y """ .c,"' 0,1, • • • , m-l,n. 

� 90220 
4 98773 
2 35221 

X m-X I x,.-x 

If the quantities :z:,.-:z: and Xm-X are used as 
multipliers when forming the cross-product on a 
desk machine, their accumulation (x,.-x)-(xm-x) 
in the multiplier register is the divisor to be used 
at that stage. An extra decimal place is usually 
carried in the intermediate interpolates to safe
guard against accumulation of rounding errors. 

The order in which the tabular values are used 
is immaterial to some extent, but to achieve the 
maximum rate of convergence and at the same 
time minimize accumulation of rounding errors, 
we begin, as in this example, with the tabular 
argument nearest to the given argument, then 
take the nearest of the remaining tabular argu
ments, and so on. 

The number of tabular values required to 
achieve a given precision emerges naturally in 
the course of the iterations. Thus in the present 
example six values were used, even though it was 
known in advance that five would suffice. The 
extra row confirms the convergence and provides 
a valuable check. 

(4) Difference formulas. We use the central 
difference notation (chapter 25) , 

2394 . 89773 71938 -. 1527 
1216 16 89773 71930 . 2473 
2706 43 30 -. 2527 

Xo fo 

Xt It 
8ftt2 

82ft 
8fat2 88/a/2 

X2 fz tJ2fz 8"/2 
8fst2 88/s/2 

X a fa 82fa 
8/7t2 

x-. "' 
Here 
8ftt2=f,-fo, 8fat2=f2-fh · · · '· 

1'8t = 8fst2-8ft12 = /2-2ft+ fo 
88f312= 82/2-82/t =fa-3f2+ 3ft -fo 

84/2 = 88fst2-83/3/2 = h- 4fa + 6fa- 4ft+ fo 
and so on. 

In the present example the relevant part of the 
difference table is as follows, the differences being 
written in units of the last decimal place of the 
function, as is customary. The smallness of the 
high differences provides a check on the function 
values 

X xe•Et(X) 
7. 9 . 89717 4302 
8. 0 . 89823 7 1 13 

82f 
- 2  2754 
- 2 2036 

B"f 
- 34 
- 39 

Applying, for example, Everett's interpolation 
formula 
f,=(1-p)fo+E2(p)82fo+E-.(p)a"fo+ . · · 

+Pit+ F2CPWft + F,(p)a"ft+ 

and taking the numerical values of the interpola
tion coefficients E2(p), E,(p), F2(p) and F,(p) 
from Table 25. 1 , we find tii.at 
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109f.s2'1= .473(89717 4302) + .061196(2 2754)-.012(34) 
+ .527(89823 7113) + .063439(2 2036) .012(39) 

=89773 7193. 
We may notice in passing that Everett's 

formula shows that the error in a linear interpolate 
is approximately 

E2(PW!o+ F2(p)I!J2/l '""'t£Ez(p) + F2(p) ][li2/o+ 112/tl 
Since the maximum value of IE2(p)+F2(p)l in the 
range O<p<I is%, the maximum error in a linear 
interpolate is approximately 

1
1
6ii!J2/o+I!J2ftl, that is, 1

1
61/z-ft-fo+f-tl· 

(5) Taylor's series. In cases where the succes
sive derivatives of the tabulated function can be 
computed fairly easily, Taylor's expansion 

f' (xu) !" (xo) f(x)=f(xo)-1-(x-xo) J:"!+ (x-x0)Z � 
-1-(x-xo)aflll(xo) + 3! 

can be used. We first compute as many of the 
derivatives pn> (Xo) as are significant, and then 
evaluate the series for the given value of x. 
An advisable check on the computed values of the 
derivatives is to reproduce the adjacent tabular 
values by evaluating the series for x=x-1 and x1• 

In the present example, we have 

f(x) =xe•Bt(X) f' (x) = (1 +x-1)f(x)-1 
f"(x) = (l+x-l)f'(x) -x-2f(x) 

f"'(x) = (1 +x-l)f"(x) -2x-2f'(x) +2z-3f(x). 
With XQ=7.9 and x-x0= .0527 our computations 

are as follows; an extra decimal has been retained 
in the values of the terms in the series to safeguard 
against accumulation of rounding errors. 

k 
0 
1 
2 
3 

/(k>(xo)/k! 
.89717 4302 
.01074 0669 

-.00113 7621 
.00012 1987 

(x-:no) kfCkl(xo)fk! 
.89717 4302 
.00056 6033 3 

- .00000 3159 5 
.00000 0017 9 
.89773 7194 

5. Inverse Interpolation 
With linear interpolation there is no difference 

in principle between direct and inverse interpola
tion. In cases where the linear formula provides 
an insufficiently accurate answer, two methods are 
available. We may interpolate directly, for 
example, by Lagrange's formula to prepare a new 
table at a fine interval in the neighborhood of the 
approximate value, and then apply accurate 
inverse linear interpolation to the subtabulated 
values. Alternatively, we may use Aitken's 
method or even possibly the Taylor's series 
method, with the roles of function and argument 
interchanged. 

It is important to realize that the accuracy of 
an inverse interpolate may be very different from 
that of a direct interpolate. This is particularly 
true in regions where the function is slowly 
varying, for example, near a maximum or mini
mum. The maximum precision attainable in an 
inverse interpolate can be estimated with the aid of 
the formula 

��f).jjdj 
dx 

in which llj is the maximum possible error in the 
function values. 

Example. Given x�E1(:e) find x from the 
table on page X. 

(i) Inverse linear interpolation. The formula 
for pis 

p= (jp-fo)/(jl-Jo). 
In the present ex1:1mple, we have 

.9-.89927 7888 72 2112 
p .90029 7306-.89927 7888 101 9418 ·708357. 

The desired x is therefore 

X=:to-1-P(Xt-Xa) =8.1 -1- .708357(.1) =8.17083 57 

To estimate the possible error in this answer, 
we recall that the maximum error of direct linear 
interpolation in this table is llf=3X 10�. An 
approximate value for dj/dx is the ratio of the 
first difference to the argument interval (chapter 
25), in this case .01 0. Hence the maximum error 
in xis approximately 3 X 1 0-6/ (.010) ,  that is, .0003. 

(ii) Subtabulation method. To improve the 
approximate value of x just obtained, we inter
polate directly for p=.70, .71 and .72 with the aid 
of Lagrange's 5-point formula, 

X xezEt(x) � fj2 
8. 170 . 89999 3683 

1 0151 
8. 171 . 90000 3834 -2 

1 0149 
8. 172 . 90001 3983 

Inverse linear interpolation in the new table 
gives 

.9-.89999 3683 .6223 p .00001 0151 
Hence x=8.17062 23. 

An estimate of the maximum error in this result 
is 

(iii) Aitken's method. This is carried out in the 
same manner as in direct interpolation. 
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n y,.=xe•E1 (x) x,. Xo,n 
0 '90029 7306 8. 2 
1 '89927 7888 8. 1 8. 17083 5712 
2 . 90129 6033 8. 3 8. 17023 1505 
3 . 89823 7113 8 .  0 8. 17113 8043 
4 . 90227 4695 8. 4 8. 16992 9437 
5 . 89717 4302 7. 9 8. 17144 0382 

Xo,l .n Xo,1,2,n 

8. 17061 9521 
2 5948 8. 17062 2244 
1 7335 415 
2 8142 231 

Xo,l ,2,3,n 

8. 17062 2318 
265 

y,.-y 
. 00029 7306 

-. 00072 2112 
. 00129 6033 

-. 00176 2887 
. 00227 4695 

-. 00282 5Gf!8 

The estimate of the maximum error in this I discrepancy in the highest interpolates, in this 
result is the same as in the subtabulation method. case Xo,t,2,a,4, and Xo,t,2,3,s. 
An indication of the error is also provided by the 

6. Bivariate Interpolation 
Bivariate interpolation is generally most simply 

performed as a sequence of univariate interpola
tions. We carry out the interpolation in one 
direction, by one of the methods already described, 
for several tabular values of the second argument 
in the neighborhood of its given value. The 
interpolates are differenced as a check, and 

interpolation is then carried out in the second 
direction. 

An alternative procedure in the case of functions 
of a complex variable is to use the Taylor's series 
expansion, provided that successive derivatives 
of the function can be computed without much 
difficulty. 

7. Generation of Functions from Recurrence Relations 
Many of the special mathematical functions 

which depend on a parameter, called their index, 
order or degree, satisfy a linear difference equa
tion (or recurrence relation) with respect to this 
parameter. Examples are furnished by the Le
gendre function Pn(x), the Bessel function Jn(x) 
and the exponential integral En(x), for which we 
have the respective recurrence relations 

(n+ 1)P,.+l- (2n+ l)xP,.+nP,.-1=0  
2n J,.+I--:;J,.+J,.-1=0  

nE,.+I+xE,.= e-�. 

Particularly for automatic work, recurrence re
lations provide an important and powerful com
puting tool. If the values of F'.n(x) or Jn(x) are 
known for two consecutive values of n, or En(x) 
is known for one value of n, then the function may 
be computed for other values of n by successive 
applications of the relation. Since generation is 
carried out perforce with rounded values, it is 
vital to know how errors may be propagated in 
the recurrence process. If the errors do not grow 
relative to the size of the wanted function, the 
process is said to be stable. If, however, the 
relative errors grow and will eventually over
whehn the wanted function, the process is unstable. 

It is important to realize that stability may 
depend on (i) the particular solution of the differ
ence equation being computed; (ii) the values of 
x or other parameters in the difference equation; 

(iii) the direction in which the recurrence is being 
applied. Examples are as follows. 

Stability-increasing n 
P,.(x) , P7:(x) 

Q,.(x) , Q':(x) (x<1) 

Y,. (x) ,  K,. (x) 
J -n-'A(x) ,  I -n-'A(x) 
E,.(x) (n<x) 

Stability-decreasing n 
P,.(x) , P:(x) (x<l) 

Q,. (x) , Q-;:(x) 
J,.(x) ,  l,.(x) 
J,.+'A(x) , In+'A(x) 
E,.(x) (n>x) 
F,.(.,, p) (Coulomb wave function) 

Illustrations of the generation of functions from 
their recurrence relations are given in the pertinent 
chapters. It is also shown that even in cases 
where the recurrence process is unstable, it may 
still be used when the starting values are known 
to sufficient accuracy. 

Mention must also be made here of a refinement, 
due to J. C. P. Miller, which enables a recurrence 
process which is stable for decreasing n to be 
applied without any knowledge of starting values 
for large n. Miller's algorithm, which is well
suited t.o automatic work, is described in 19.28, 
Example 1. 
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2 MATHEMATICAL CONSTANTS 

TABLE I. 1. MATHEMATICAL CONSTANTS 

n(prime) .v-n 
2 1. 4142 13562 37309 50488 10112 3. 1622 77660 16837 93320 
3 1. 7320 50807 56887 72935 1()113 2. 1544 34690 03188 37219 
5 2. 2360 67977 49978 96964 101/4 1. 7782 79410 03892 28012 7 2. 6457 51311 06459 05905 101/5 1. 5848 93192 46111 34853 

11 3. 3166 24790 35539 98491 100113 4. 6415 88833 61277 88924 * 
13 3. 6055 51275 46398 92931 1001/5 2. 5118 86431 50958 01112 
17 4. 1231 05625 61766 05498 10001/t 5. 6234 13251 90349 08040 
19 4. 3588 98943 54067 35522 100()115 3.9810 71705 53497 25077 * 
23 4. 7958 31523 31271 95416 21/3 1. 2599 21049 89487 31648 
29 5. 3851 64807 13450 40313 31/a 1. 4422 49570 30740 83823 
31 5. 5677 64362 83002 19221 2114 1. 1892 07115 00272 10667 
37 6. 0827 62530 29821 96890 31/4 1. 3160 74012 95249 24608 * 
41 6. 4031 24237 43284 86865 2-112 (- 1) 7. 0710 67811 86547 52440 
43 6. 5574 38524 30200 06523 3-1/2 (- 1) 5. 7735 02691 89625 76451 
47 6. 8556 54600 40104 41249 fj-112 (- 1) 4. 4721 35954 99957 93928 
53 7. 2801 09889 28051 82711 
59 7. 6811 45747 86860 81758 
61 7. 8102 49675 90665 43941 e•/2 4.8104 77380 96535 16555 
67 8. 1853 52771 87244 99700 e"''• 2. 1932 80050 73801 54566 
71 8. 4261 49773 17635 86306 e-•12 (- 1) 2. 0787 95763 50761 90855 
73 8. 5440 03745 31753 11679 e-r/4 (- 1) 4. 5593 81277 65996 23677 
79 8. 8881 94417 31558 88501 et/2 1. 6487 21270 70012 81468 
83 9. 1104 33579 14429 88819 e-t!ll (- 1) 6. 0653 06597 12633 42360 
89 9. 4339 81132 05660 38113 el/3 1. 3956 1242'5 08608 95286 
97 9.8488 57801 79610 47217 e-t/3 ( - 1) 7. 1653 13105 73789 25043 

n en n e-" 

1 2. 7182 81828 45904 52353 60287 1 (- 1) 3. 6787 94411 71442 32159 55238 
2 7. 3890 56098 93065 02272 30427 2 ( 1) 1. 3533 52832 36612 69189 39995 
3 1) 2. 0085 53692 31876 67740 92853 3 ( 2) 4. 9787 06836 78639 42979 34242 
4 ( 1) 5. 4598 15003 31442 39078 11026 4 (- 2) 1. 8315 63888 87341 80293 71802 
5 ( 2) 1. 4841 31591 02576 60342 11156 5 (- 3) 6. 7379 46999 08546 70966 36048. 
6 ( 2) 4. 0342 87934 92735 12260 83872 6 ( 3) 2. 4787 52176 66635 84230 45167 
7 ( 3) 1. 0966 33158 42845 85992 63720 7 ( 4) 9. 1188 19655 54516 20800 31361 
8 ( 3) 2. 9809 57987 04172 82747 43592 8 ( 4) 3. 3546 26279 02511 83882 13891 
9 ( 3) 8. 1030 83927 57538 40077 09997 9 (- 4) 1. 2340 98040 86679 54949 76367 

10 ( 4) 2. 2026 46579 48067 16516 95790 10 '(- 5) 4. 5399 92976 24848 51535 59152 

n eu n e-.... 
1 ( 1) 2. 3140 69263 27792 69006 1 (- 2) 4. 3213 91826 37722 49774 
2 ( 2) 5. 3549 16555 24764 73650 2 (- 3) 1. 8674 42731 70798 88144 
3 ( 4) 1. 2391 64780 79166 97482 3 (- 5) 8. 0699 51757 03045 99239 
4 ( 5) 2. 8675 13131 36653 29975 4 (- 6) 3.4873 42356 20899 54918 
5 ( 6) 6. 6356 23999 34113 42333 5 (- 7) 1. 5070 17275 39006 46107 
6 ( 8) 1. 5355 29353 95446 69392 6 (- 9) 6. 5124 12136 07990 07282 
7 ( 9) 3. 5533 21280 84704 43597 7 ( -lO) 2. 8142 68457 48555 27211 
8 (10) 8. 2226 31558 55949 95275 8 ( 11) 1. 2161 55670 94093 08397 
9 ( 12) 1. 9027 73895 29216 12917 9 ( -13) 5. 2554 85176 00644 85552 

10 (13) 4.4031 50586 06320 29011 10 ( -14) 2. 2711 01068 32409 38387 

e• ( 1) 1. 5154 26224 14792 64190 e-• ( 2) 6. 5988 03584 53125 37077 
eT 1. 7810 72417 99019 79852 e--r (- 1) 5. 6145 94835 66885 16982 

n ln n n log,o n 
2 0. 6931 47180 55994 53094 172321 2 ( -1) 3. 0102 99956 63981 19521 37389 
3 1. 0986 12288 66810 96913 952452 3 (-1) 4.7712 12547 1!1662 43729 50279 
4 1. 3862 94361 11989 06188 344642 4 ( 1) 6. 0205 99913 27962 39042 74778 
5 1. 6094 37912 43410 03746 007593 5 ( 1) 6. 9897 00043 36018 80478 62611 
6 1. 7917 59469 22805 50008 124774 6 ( 1) 7. 7815 12503 83643 63250 87668 
7 1. 9459 10149 05531 33051 053527 7 ( 1) 8. 4509 80400 14256 83071 22163 
8 2. 0794 41541 67983 59282 516964 8 ( 1) 9. 0308 99869 91943 58564 12167 
9 2. 1972 24577 33621 93827 904905 9 ( 1) 9. 5424 25094 39324 87459 00558 

10 2. 3025 85092 99404 56840 179915 10 1. 0000 00000 00000 00000 00000 
11 2. 3978 95272 79837 05440 619436 11 1. 0413 92685 15822 50407 50200 
13 2. 5649 49357 46153 67360 534874 13 1. 1139 43352 30683 67692 06505 
17 2. 8332 13344 05621 60802 495346 17 1. 2304 48921 37827 39285 40170 
19 2. 9444 38979 16644 04600 090274 19 1. 2787 53600 95282 89615 36333 
23 3. 1354 94215 92914 96908 067528 23 1. 3617 27836 01759 28788 67777 
29 3. 3672 95829 98647 40271 832720 29 1. 4623 97997 89895 60873 32847 
31 3. 4339 87204 48514 62459 291643 31 1. 4913 61693 83427 26796 66704 
37 3. 6109 17912 64422 44443 680957 37 1.5682 01724 06699 49968 08451 
41 3. 7135 72066 70430 78038 667634 41 1. 6127 83856 71973 54945 09412 
43 3. 7612 00115 69356 24234 728425 43 1. 6334 68455 57958 65264 05088 

•see page n. 
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MATHEMATICAL CONSTANTS 3 

TABLE 1.1. MATHEMATICAL CONSTANTS-Continued 

n ln n n logw n 
47 3. 8501 47601 7 1005 85868 209507 47 1. 6720 97857 93571 74644 14219 
53 3. 9702 91913 55212 18341 444691 53 l. 7242 75869 60078 90456 32992 
59 4. 0775 37443 90571 94506 160504 59 l. 7708 52011 64214 41902 60656 
61 4. 1 108 73864 17331 12487 513891 61 l. 7853 29835 01076 70338 85749 
67 4. 2046 92619 39096 60596 700720 67 1. 8260 74802 70082 64341 49132 
71 4. 2626 79877 04131 54213 294545 7 1  l. 8512 58348 71907 52860 92829 
73 4. 2904 59441 14839 1 1290 921089 73 1. 8633 22860 12045 59010 74387 
79 4. 3694 47852 46702 14941 729455 79 l. 8976 27091 290H 14279 94821 
83 4. 4188 40607 79659 79234 754722 83 1. 9190 78092 37607 39038 32760 
89 4. 4886 36369 73213 98383 178155 89 1. 9493 90006 64491 27847 23543 
97 4. 5747 10978 50338 28221 167216 97 1. 9867 71734 :�624 48517 84362 

ln,. 1. 1447 29885 84940 01741 43427 logto,. ( - 1) 4. 9714 98726 94133 85435 12683 
ln·./2,. ( -1) 9. 1893 85332 04672 74178 03296 log we ( -1) 4. 3429 44819 03251 82765 1 1289 

n n ln 10 n n,. 

1 2. 3025 85092 99404 56840 17991 1 a. 1415 92653 58979 32384 62643 
2 4. 6051 70185 98809 13680 35983 2 G. 2831 85307 17958 64769 25287 
3 6. 9077 55278 98213 70520 53974 3 H. 4247 77960 76937 97153 87930 
4 9. 2103 40371 97618 27360 71966 4 ( 1) l. 2566 37061 435!}1 72953 85057 
5 1) 1. 1512 92546 49702 28420 08996 5 ( 1) l. 5707 96326 79489 66192 31322 
6 1) 1. 3815 51055 79642 74104 10795 6 ( 1) l. 8849 55592 15387 59430 77586 
7 1) 1. 6118 09565 09583 19788 12594 7 ( 1) 2. 1991 14857 51285 52669 23850 
8 1) 1. 8420 68074 39523 65472 14393 8 ( 1) 2. 5132 74122 87183 45907 70115 
9 1) 2. 0723 26583 69464 1 1 156 16192 9 ( 1) 2. 8274 33388 23081 39146 16379 

n ,. .. n ,.-.. 
1 3. 1415 92653 58979 32384 62643 1 ( -1) 3 .. 1830 98861 83790 67153 77675 
2 9. 8696 04401 08935 86!88 34491 2 ( - 1) L 0132 1 1836 42337 77144 38795 
3 1) 3. 1006 27668 02998 20175 47632 3 ( -2) 3. 2251 53443 31994 89184 42205 
4 1) 9. 7409 09103 40024 37236 44033 4 ( -2) L 0265 98225 46843 35189 15278 
5 2) 3. 0601 96847 85281 45326 27413 5 ( -3) 3. 2677 63643 05338 54726 28250 
6 2) 9. 6138 91935 75304 43703 02194 6 ( -3) 1. 0401 61473 2958.5 22960 89838 
7 3) 3. 0202 93227 77679 20675 14206 7 ( -4) 3. 3109 36801 77566 76432 59528 
8 3) 9. 4885 31016 07057 40071 28576 8 ( -4) 1. 0539 03916 53493 66633 17287 
9 4) 2. 9809 09933 34462 1 1666 50940 9 ( -5) 3. 3546 80357 20886 91287 39854 

10 4) 9. 3648 04747 60830 20973 71669 10 ( -5) 1. 0678 27922 68615 33662 04078 

,.;2 1. 5707 96326 79489 66192 31322 311"/2 4. 7123 88980 38468 98576 93965 
,.;3 1. 0471 97551 19659 77461 54214 4,. /3 4. 1887 90204 78639 09846 16858 
,.;4 ( - 1) 7. 8539 81633 97448 30961 56608 ,. (2) 1/2 4. 4428 82938 15886 62470 1 5881 * 
,. 112 1. 7724 53850 90551 60272 98167 ,.-1/2 ( -1) 5. 6418 95885 47756 28694 80795 
,.113 1. 4645 91887 56152 32630 20143 ,.-1/3 ( -1) 6. 8278 40632 552!!5 68146 70208 
,.114 1. 3313 35363 80038 97127 97535 ,.-1/4 ( - 1) 7. 5112 55444 64942 48285 87030 
,.213 2. 1450 29397 1 1 102 56000 77444 ,. -213 ( -1) 4. 6619 40770 3541 1  61438 19885 
,..<114 2. 3597 30492 41469 68875 78474 ,.-3/4 ( -1) 4. 2377 72081 23757 59679 10077 
,..<112 5. 5683 27996 83170 78452 84818 ,.-3/2 ( - 1) 1. 7958 71221 251(}6 56168 90820 
,. . 1) 2. 2459 15771 83610 45473 42715 ,.-. ( - 2) 4 .. 4525 26726 69229 06151 35273 
(2,.)112 2. 5066 28274 63100 05024 15765 (2,.)-1/2 ( - 1) 3. 9894 22804 o14a2 6779a 99461 
(,. /2)1/2 1. 2533 14137 31550 02512 07883 (2/,.) 1/2 ( - 1) 7. 9788 45608 02865 35587 98921 
,. (2)-112 2. 2214 4 1469 07918 31235 07940 2112 I,. ( -1) 4. 5015 81580 785.j3 03477 75996 

1r 57. 2957 79513 08232 08767 98155° 1 '  0. 0002 90888 20866 57215 96154r 
10 0. 0174 53292 51994 32957 69237r 1" 0. 0000 04848 13681 10953 59936r 

'Y 0. 5772 15664 90153 28606 06512 l n  'Y -0. 5495 39312 98164 48223 37662 

r (I/2) 1. 7724 53850 905516 1/r (1/2) 0. 5641 89583 547756 
r (1/3) 2. 6789 38534 707748 1/r(1/3) 0. 3732 82173 907395 
r (2/3) 1. 3541 17939 426400 1/r(2/3) 0. 7384 881 1 1  621648 
r(1/4) 3. 6256 09908 221908 1/r(l/4) 0. 2758 15662 830209 
r (3/4) 1. 2254 16702 465178 1/r(3/4) 0. 8160 48939 098263 
r(4/3) 0. 8929 79511 569249 1/r(4/3) 1. 1 198 46521 722186 
r(5/3) 0. 9027 45292 950934 1/r(5/3) 1. 1077 32167 432472 
r (5/4) 0. 9064 02477 055477 1/r(5/4) 1. 1032 62651 320837 
r (7 /4) 0. 9190 62526 848883 1/r(7 /4) 1. 0880 65252 131017 
ln r (1/3) 0. 9854 20646 927767 ln r (4/3) -0. 1 131 91641 740343 
ln r(2/3) 0. 3031 50275 147523 ln r(5/3) -0. 1023 14832 960640 
1n r (1/4) 1 .  2880 22524 698077 ln r(5/4) -0. 0982 7 1836 421813 
ln r (3/4) 0. 2032 80951 431296 ln r (7 /4) -0. 0844 01121 020486 

• See page n. 
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2. Physical Constants and Conversion Factors 

The tables in this chapter supply some of 
the more commonly needed physical con
stants and conversion factors. 

All scientific measurements in the fields of 
mechanics and heat are based upon four in
ternational arbitrarily adopted units, the 
magnitudes of which are fixed by four agreed 
on standards: 

Length-the meter-fixed by the vacuum 
wavelength of radiation corresponding to the 
transition 2P 10- 5D:, of krypton 86 

(1 meter-1650763.73!.). 

Mass-the kilogram-fixed by the interna
tional kilogram at Sevres, France. 

Time-the second-fixed as 1/31,556,925.9747 
of the tropical year 1900 at 12" ephemeris 
time, or the duration of 9,192,631,770 cycles 
of the hyperfine transition frequency of cesi
um 133. 

Temperature- the degree-fixed on a ther
modynamic basis by taking the temperature 
for the triple point of natural water as 273.16 
0K. (The Celsius scale is obtained by adding 
-273.15 to the Kelvin scale.) 

Other units are defined in terms of them by 
assigning the value unity to the proportion
ality constant in each defining equation. The 
entire system, including electricity units, is 

called the Systeme International d'Unites 
(SI). Taking the 1/100 part of the meter as 
the unit of length and the 1/1000 part of the 
kilogram as the unit of mass, similarly, gives 

rise to the CGS system, often used in physics 
and chemistry. 

Table 2.1. Common Units and Conversion 
Factors 

Quantity SI CGS SI unit/ 
name name CGS unit 

Force, F newton dyne 105 
Energy, W joule erg 107 
Power P watt ..... , ........... , .. 107 

The SI unit of electric current is the ampere 
defined by the equation 2f,nl 1 lt/41T = F giving 
the force in vacuo per unit length between 
two infinitely long parallel conductors of in
finitesimal cross-section. If F is in newtons, 
and r,n has the numerical value 47T X 10�7, 
then I 1 and I 2 are in amperes. The custom
ary equations define the other electric and 
magnetic units of SI such as the volt, ohm, 
farad, henry, etc. The force between elec
tric charges in a vacuum in this system is 

given by QIQz/41Tfer2=F, fe having the nu
merical value 107/47Tc2 where c is the speed 
of light in meters per second (fc 8.854 
X 10- 12). 

The CGS unrationalized system is obtained 
by deleting 47T in the denominators in these 
equations and expressing F in dynes, and r 
in centimeters. Setting fm equal to unity de
fines the CGS unrationalized electromagnetic 
system (emu), fe then taking the numerical 
value of 1/c2• Setting fe equal to unity de
fines the CGS unrationalized electrostatic 
system (esu), r m then taking the numerical 
value of l/c2. 

Table 

2

.

2

. Names and Conversion Factors for Electric and "'�•· ... �''""' Units 

Quantity 

Current 
Charge 
Potential 
Resistance 
Inductance 
Capacitance 
Magnetizing force 

Magnetomotive force 
Magnetic flux 
Magnetic flux density 
Electric displacement 

SI 
name 

ampere 
coulomb 
volt 

ohm 
henry 
farad 
amp. turns/ 

meter 
amp. turns 
weber 
tesla 

.. -

emu 
name 

abampere 
abcoulomb 
abvolt 
abohm 
centimeter 

--

oersted 

gilbert 
maxwell 
gauss 

- -

esu 
name 

statampere 
statcoulomb 
stat volt 
statohm 

-- -- -- --------
centimeter 

----- ---------

-- - -- - - ---- - �-
. . -

- ----- - - ---- - -

. ---- - -. - . -

SI unit/ 
emu unit 

lQ-1 
I0-1 

108 

109 
109 
IQ-9 

4,.x 10-a* 

41tX 10-1* 
108 

1Q4 

w-s• 

SI unit/ 
esu unit 

-3X 109 

-3X 109 

"' ( 1/3) X 10-2 

-(1/9) X 10-u 

- (1/9) X w-u 
-9X 1011 
-3X 109* 

-3/106* 
-(1/3) X 10-2 
,..,(1/3) X I0-6 

,..,3X 105* 

Example If the value assigned to a current is 100 amperes its value in abamperes is 100X I0-1 = 10. 

*Divide this number by 47T if unrationalized system is involved; other numbers are unchanged. 
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3. Elementary Analytical Methods 

3.1. Binomial Theorem and Binomial Coeffi
cients ; Arithmetic and Geometric Progres
sions; Arithmetic, Geometric, Harmonic and 
Generalized Means 

Binomial Theorem 
3.1.1 

(a+ b) -=a-+(�) a"- 1 b +(;) an-2b2 

+(�) a'o-aba+ . . .  + b" 

(n a positive integer) 

Binomial Coefficients (see chapter 24) 
3.1.2 

(n)- (} n(n-1) . . .  (n-k+1) nl 
* k - n  It k! (n-k)!k! 

3.1.3 (�)=(n n 
k)= (- l)t (k-�- 1) 

3.1.4 (nt l)=(�)+(k 
n 

I) 
3.1.5 (�)=(�)= 1 

3.1.6 1 +(�)+(;)+ . . .  +(:)=2" 

3.1.7 1 -(�)+(;)- . . .  + (- 1) "  (:)=o 

Table of Binomial Coefficients (�) 
3.1.8 

�z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
- - - - -

l _ _ _ _  1 1 
2 _ _ _ _  1 2 1 
3 _ _ _ _  1 3 3 1 
4 _ _ _ _  1 4 6 4 1 
5 _ _ _ _  1 5 10 10 5 1 
6 _ _ _ _  1 6 15 20 15 6 1 

7 _ _ _ _ 1 7 21 35 35 21 7 1 
8 _ _ _ _  1 8 28 56 70 56 28 8 1 
9 _ _ _ _  1 9 36 84 126 126 84 36 9 l 

10_ 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 l l  _ _ _ _  1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 
12 _ _ _ _  1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 

11 
--

1 
12 

For a more extensive table see chapter 24. 
•see page u. 

10 

12 
-

1 

3.1.9 
Sum of Arithmetic Progre8111ion to n Terms 

a+ (a+d) + (a+2d) + . . .  + (a + (n- l)d) 

3.1.10 

1 n 
=na+2 n(n- 1)d=-z (a+ l) ,  

last term in series=l=a+(n - l )d 

Sum of Geometric Progresaion to n Terms 

+ + -2+ + 11_1 a(l - r") 
s,.=a ar ar . . . ar 

1 - r 

lim s,.=a/(1 -r) 
n-tco 

Arithmetic Mean of n Quantities A 

3.1.11 

Geometric Mean of n Quantities G 

3.1.12 G= (al� · . .  a,.) 11" (aA:>O , k= 1 , 2, . . . , n) 

3.1.14 

3.1.15 

Harmonic Mean of n Quantities H 

(a�t>O, k=1 , 2,  . . .  , n) 

Generalized Mean 

M(t) =(� t-1 at Y'' 
M(t) =O(t<O, some a�: zero) 

3.1.16 lim M(t) =max. (a� , � • . . . , a,.) = mttx. a 
t-+co 

3.1.17 lim M(t) = min. (ah �• . . .  , a,.) =min. a 

3.1.18 

3.1.19 

3.1.20 

1-+- ... 

lim M (t) = G  
�� 

M(l)=A 

M (- l ) =H 

3.2. Inequalities 

Relation Between Arithmetic, Geometric, Harmonic 
and Generalized Means 

3.2.1 

A� G�H, equality if nnd only if a1=a2= . . . =a,. 

3.2.2 min. a<M (t) <max. a 
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.

2

.

3 

min. a< G<max. a 
equality holds if all ak are equal, or t<O 

and an ak is zero 3

.

2

.

4 

M(t) <M(s) if t<s unless all ak are equal , 
or s<O and an ak is zero. 

Triangle Inequalities 3

.

2

.

5 

Ja� J - Ja2 J  � Ja1+a2 J  � Ja1 J + J a2J 

I �ak I � � I ak I 

Chebyshev's Inequality 

If a12 �2 a32 . . .  .2 an 
b!,2 b2,2 b3,2 • • • .2 bn 

3

.

2

.

7 

n � akbk2
(t1 ak) 

(t1 bk) 

Holder's Inequality for Sums 

If !+!= l , p>l , q>l p q 
3

.

2

.

8 � Jakbk l �
(� Jak J PYI

P(� J bk l uylu; 

equality holds if and only if Jbk J  = c Jak Jp-! (c =con
stant>O) .  If p=q=2 we get 

Cauchy's Inequality 
3

.

2

.

9 

[ n ] 2 n n {;i akbk � � a� {;i 
c constant) . 

HOlder's Inequality for Integrals 

If !+!= 1 ,  p>l ,  q>l p q 3

.

2

.

10 

ib lf(x)g(x) Jdx
l
�[ib l.f(x) J Pdx J 11P [ib lg(x) J Udx J l/u 

equality holds if and only if Jg(x) J =c J/{x) J P-1 
(c=constant>O) . 

If p =q=2 we get 
3

.

2

.

ll 
Schwarz's Inequality 

[ib f(x) g(x)dx J 2 � ib [J(x) ]2dx ib [g(x) ]2dx 

Minkowski's Inequality for Sums 

If p>l and a.k, bk>O for all �:, 3

.

2

.

12 

equality holds if and only if bk=cak (c=con
stant>O) . 

Minkowski's Inequality for Integrals 

It P>l ,  3

.

2

.

13 

(ib )
1/p (J:b 

)
1 /p 

a 
lf(x) +g(;r) \ Pdx � 

a 
lf(x) \ Pdx 

( rb )
1/p + J a 

J g(x) j Pdx 

equality holds if and only if g(x) =cf(x) (c=con
stant>O) . 
3

.

3

. Rules for Differentiation and Integration 
Derivatives 

3

.

3

.

1 

3

.

3

.

2 

3

.

3

.

3 

3

.

3

.

4 

3

.

3

.

5 

3

.

3

.

6 

d du 
dx (cu) =c dx ' c constant 

.!!__ (u+v) =du+ dv 
dx dx dx 

d dv du - (uv) =u -+v dx dx dx 

_!_� (ufv) = vdu/dx-c,wvjdx 
dx v2 

d du d'IJ - u(v) =- -dx dv d:r 
d 

(
v du dv

) - (u•) =u• - -+ln u -dx u dx dx 

Leibniz's Theorem for Differentiation of an Integral 3

.

3

.

7 

d 
ib(c) de j (x, c)dx a(c) 

ib(c) () db da = ;;;-J (x, c)dx+ f (b , c) d--f (a, c) d 
a (c) vC C C 
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Leibniz's Theorem for Differentiation of a Product The follo·wing formulas are useful for evaluating 

3.3.3 

3.3.9 

3.3.10 

3.3.11 

dx=Ifl dy dx 

d:x =-[d:y dy _3 (d2y)� (dy)-5 d1f dx3 dx dx2 J dx 
Integration by Parts 

f P(x)dx h P( ) · 1 · 1 d (ax2+bx+c)n w ere x lS a po ynom1a an 

n>I is an integer. 

3.3.16 

f dx 2 2ax+b (ar+bx+c) (4ac-b2)t arctan (4ac-b2)t 
(b2-4ac<O) 

3.3.17 1 1 12ax+b- (b2-4ac)il (blL4ac)i n 2ax+b+ (b2-4ac)1 
(b2-4ac>O) 

-2 3.3.18 =2ax+b 
3.3.19 

f xdx 1 b J dx 
ax2+bx+c 2a In lax2+bx+cl-2a ax2+bx+e 

3.3.12 J udv=uv-J vdu 3.3.20 

f dx 1 1 lc+dxl 
3.8.13 J uvdx=(J udx) v-J (Judx) � dx 

(a+bx) (e+dx)= ad-be n a+bx 

Integrals o f  Rational Algebraic Functions 

(Integration constants are omitted) 

3 3 14 f( +b) nd (ax+b) n+l • • ax x a(n+l) 

3.3.15 f dx 1 
--=- ln jax+bl ax+b a 

(n�-1) 

3.3.21 

3.3.22 

Integrals of Irrational Algebraic Functions 

3.3.26 f dx 2 [-d(a+ bx)J112 [ (a+ bx) (c+dx) ]l12 (-bd) 1'2 arctan b (c+dx) 
3.3.27 -1 . (2bdx+

ad+ bc) (- bd) 112 arcsm be-ad (b>O, d<O) 

3.3.23 

3.3.29 

=(�112 ln j [bd(a+ bx) ]112+ b(e+dx) 1'2 1 (bd>O) 

f dx 2 [d(a+bx)J
112 

(a+bx) 112(c+dx) [d(bc-ad)]l'2 arctan (be-ad) (d(ad-bc)<O) 

(ad�bc) 

3.3.30 1 ld(a+bx) lf2-[d(ad-bc) ]112 1 [d(ad-bc)]l12 ln d(a+bx) 1'2+[d(ad-bc)p'2 (d (ad-bc)>O) 
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3.7.23 u,.+,=xu,.-yv,. ;  Vn+l=xv,.+yu,. 
f!,f z" and ._? z" are called harmonic polynomials. 

3.7.24 

3.7.25 

1 z x- iy z=/"Zf2== x2+y2 

1 z" - 1  n 
z"= i z i2"= (z ) 

Roots 

3.7.26 z•=·lz=rtet18=rt cos !O+ irt sin !O 

If -1r<8'5.1r this is the principal root. The 
other root has the opposite sign. The principal 
root is given by 

3.7.27 zl= [!(r+x) ]l± i[! (r-x) ]t= u ± iv where 
2uv=y and where the ambiguous sign is taken to 
be the same as the sign of y. 

3.7.28 zll"=r11"e181n, (principal root if - 1r<0 5. 1r) .  
Other roots are r11"eHB+21fk\tn (k= 1, 2, 3, . . .  , n - 1 ) . 

Inequalities 

3.7.29 

Complex Functions, Cauchy-Riemann Equations 

f(z) = f(x+iy) =u (x, y) +iv(x, y) whereu(x, y) , v(x, y) 
are real, is analytic at those points z=x+iy at 
which 

3.7.30 

3.7.31 

ou ov ou ov -=-, -= --ox ay oy ox 

au l ov l oo av 
or=r oo' r oo = - or 

Laplace's Equation 

The functions u (x, y) and v(x, y) are called 
harmonic functions and satisfy Laplace's equation: 

Cartesian Coordinates 

3.7.32 

Polar Coordinates 

3.7.33 

3.8. Algebraic Equations 

Solution of Quadratic Equations 

3.8.1 Given az2+ bz +c=O , 

Zt 2=-(!?_ )±J.. nt n= b2-4ac 
· 2a 2a "'" ' "'"  ' 

z, + -z2= -bja, z,z2= c!a 

If q>O, two real roots, 
q=O, two equal roots, 
q<O, pair of complex conjugate roots. 

Solution of Cubic Equations 

3.8.2 Given t+a2z2+a1z+a0==0, let 

q=§- a,-§ �; r=� (a1� --3ao) -i
7 

�· 

If t+r2>0,  one real root and a pair of complex 
conjugate roots, 

Let 

then 

t +r=O , all roots real and at least two are 
equal, 

q3+r2<0, all roots real (irreducible case) . 

If z1 , z2, z3 are the roots of the cubic equation 

z, + z2+ Za= -a�2 

Solution of Quartic Equations 

3.8.3 Given z4+aat+a2z2+a11z+ao=O, find the 
real root u1 of the cubic equation 

u3-a2u2+ (a1a3-4a0)u- (a� +aoa�-4aoa2) = 0 

and determine the four roots of the quartic as 
solutions of the two quadratic equations 

v2+[�1=(�+u,-a2YJ v+ �' f[(�'Y -aaJ=o 
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If all roots of the cubic equation are real, use 
the value of !11 which gives real coefficients in tlw 

*quadrntic equation and select signs so that if 

z'+a3z3+�z2+�z+ao= (z2+ptz+qt) Cz2+psz+q2) , 

then 

Pt+Pa=aa, PtP2+qt+q2=�, plq2+p2q)=al ,  q1q2=ao. 

If z1 1  z2, z3, z4 are the roots, 

3.9. Successive Approximation Methods 

General Comments 

3.9. 1  Let x=x1 be an approximation to x = �  
where fW = 0 and both x1 and � are in the interval 
a S:x S:b. We define 

Xn+l =x,.+c,J(x,.) (n= l , 2, . . . ) . 

Then, if f' (x)20  and the constants c,. are 
negative and bounded, the sequence x,. converges 
monotonically to the root �. 

If c,.=c=constant<O and f' (x)>O, then the 
process converges but not necessarily monotoni
cally. 

Degree of Convergence of an Approximution Process 

3.9.2 Let x11 x2, X3, • • •  be an infinite sequence 
of approximations to a number �. Then, if 

(n= 1 , 2, . . .  ) 

where A and k are independent of n, the sequence 
is said to have convergence of at most the kth 
degree (or order or index) to �. If k= 1 and 
A< l the convergence is linear ; if k=2 the con
vergence is quadratic. 

Regula Falsi (False Position) 

3.9.3 Given y=f(x) to find � such that f(�) =O, 
choose Xo and x1 such that f(::r0) and f(x1 ) have 
opposite signs and compute 

x -x (xt-Xo) f flxo-foxt 2- 1 
<ft-fo) 1 ft-fo . 

Then continue with x2 and either of x0 or x1 for 
which f(xo) or f(xt) is of opposite sign to f(x2) . 

Regula falsi is equivalent to inverse linear inter
polation. 

*See pa�e 11.  

Method of Iteration (Successive Substitution) 

3.9.4 The iteration scheme xk+• =F(xk) will 
converge to a zero of x=F(x) if 

( 1 )  IF'(x) l s; q<l for a5:x$ b, 

(2) < ± IF(xo) -xol < b  a_xo l - q  . 

Newton's Method of Successive Appro:dmations 

3.9.5 
Newton's Rule 

If x=xt is an approximation to the solution 
x=� of f(x) =O then the sequence 

j(xt) XHI = X�e-j' (Xt) 

will converge quadratically to x=�: (if instead of 
the condition (2) above) , 

( 1 )  Monotonic convergence, f(xo)f"(xo)>O 
and f' (x), f" (x) do not change sign in the 
interval (Xo, �), or 

(2) Oscillatory convergence, f(Xo)f" (xo)<O 
and f' (x) ,  f"(x) do not change sign in the 
interval (xo, x,) ,  Xo S � S:x,. 

Newton's Method Applied to Real nth Roots 

3.9.6 Given x"=N, if Xt is an approximation 
x=N11" then the sequence 

XH1 � [x�1+ (n- l)x�J 
will converge quadratically to x. 

If n=2, x"+ 1=� (� +x"} 
If n=3, X.t+l=� (�+2xt} 

Aitken's 62-Process for Acceleration of Sequences 

3.9.7 If x.t, xHI, xk+2 are three successive iterates 
in a- sequence converging with an error which is ' 
approximately in geometric progression, then 

xkxH2-xi+1 . 
A2x" 

is an improved estimate of x. In fact, if X.t=x+ * O(>.t) then z=z+O(>.t), 1>-1<1 .  
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3.10. Theorems on Continued Fractions 

3.10.1 

(1) Let 

Definitions 

J= bo+bt�a2 
bz+aa 

ba+ · · · 

If the number of terms is finite, .f is called. a 
terminating continued fraction. If the number 
of terms is infinite, }  is called nn infinite continued 
fraction and the terminating fraction 

j An b + a1 � an n=Bn= o bt+ b2 + " " " bn 
is called the nth convergent of f. 
(2) If lim AB

n exists, the infinite continued frac-
n�m n 

tion j is said to be convergent. If a1 = 1 and the 
b1 are integers there is always convergence. 

Theorems 

( 1 )  If a1 and bt are positive then fzn<fzn+z, 
.fzn-1 >Jzn+l · 
(2) If }n=�:• 

An= bnAn- 1 +anAn-2 
Bn= bnBn-1  +anBn -2 

where A_1 = 1 , A0=b0, B_1 =0,  B0= 1 .  

(3) 

(4) 
(5) 

" 
AnBn- t -An-tBn= (- 1)n-t II ak k= l 

For every n;::: 0, 

* 

j = bo+ Ctat C1C2a2 C2Caaa Cn- tCnan. n Ctbt + Czb2+ Caba+ · · · Cnbn 
(6) 1 +b2+ b2ba+ . . .  +bzba . . .  bn 

1 bz ba bn 
1- bz+ 1 - lla+1 - · · · - bn+ 1 

_!_+_!_+ . . .  +_!_=_1_ �- . . . u!-t 
Ut U2 Un Ul - Ut +Uz- -Un-t +Un 

1 x x2 xn --- + - • • • + (- 1) n --
ao aoat aoataz aoa11a2 • • •  an 

2 . 0  

1 . 8  

1 . 6  

1 . 4  

1 . 2  

1 . 0 

. 8  

. 6  

. 4  

. 2 

0 

1 a0x a1x an-I x ---
ao+ a1-x+ nz-x+ · · · +an -X 

-'-"0----����---- � ---� �-ooo 

- - - - - - - - -�-_"':_ _ _ _ _ _  l _ _ _ _ _ _ _  ,_._-� - �  1 I I I I I I I I I I 
0 .2 .4 .6 .8 1.0 1.2 1 .4 1.6 1.8 2.0 

FIGURE 3. 1 .  Y'=Xn. 
1 1 

± n=O, 5, 2' 1, 2, 5. 

Numerical Methods 
3.11. Use and Extension of the Tables 

Example 1. Compute x19 and x47 for x=29 
using Table 3.1. 

= ( 1 .4507 1 4598 . 1013) (4 .20707 2333 · 1014) 
=6. 10326 1248 · 1027 

x47 = (x24)2 /x 
= (1 .25 184 9008 · 1036)2/29 
=5.40388 2547 · 1068 

Example 2. Compute x-3/4 for x=9. 19826. 

(9. 19826)114= (9 19 .826/100)114= (9 19 .826)1 14jl0l 

Linear interpolation m Table 3 . 1  gives 
(9 19.826)114 � 5.507 144. 

By Newton's method for fourth roots with 
N=9 19 .826 , 

� L5�;�7�!�)3+3(5.507144)]=5.507 14 3845 

Repetition yields the same result. Thus, 

x1 '4=5 .507 14 3845/101= 1 .74151 1796, 
x-ar•=J�lfx= . 1 8933 05683. 

3.12. Computing Techniques 

Example 3. Solve the quadratic equation 
x2- 18.2x+ .056 given the coefll.cients as 18.2 ± . 1 ,  

• See page II. 
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.056 ± .001 .  From 3.8.1 the solution is 

x= !(18 .� ±  [ ( 1 8.�)2- 4(.05fi) J l) 
= ! ( 18 .� ± [:3:31 .01 6]1) = ! ( 1 8 .2.±  18 .HI39) 

1 8 . 1 969, .00!} 

'l'he smaller root may be obtained more accurately 
from 

.05§/ 1 8 . 1 969= .0031± .000 1 . 

Example 4. Compute ( - 3 + .0076i)} . 

From 3.7.26, ( -3+ .0076i) ! = u+ iv where 

Thus 

r= [ ( -3)2+ (.0076) 2]\= (9.00005776) !=3 .00000 9627 

v=
[

3 .00000 9
�

27 - (-3)
T

= l .73205 2 1 96 

u i.v 2 (1 .73���62196) 
.002 1 9  392926 

We note that the principal square root has been 
computed. 

Example 6. Solve the quartic equat ion 

J�4 -2 .37752 4922il + 6.07350 574 l.r2 

1 1 . 17938 023.r + 9 .05265 5259 = 0 .  

Hesolution Into Quadratic Factors 

(x2 + PtX + q1) (x2 + P2X + q2) 
by Inverse Interpolation 

Stnrting with the  trinl value q1 1 we compu t e  
successively 

q! ao � q2 =- IP! q! q2 - q! 

1 9. 053 - 1. 093 
2 4. 526 - 2. 543 
2. 2 4. 1 1 5  - 3. 106 

ql 

pz = a,-p!  " "  

- 1. 284 
. 165 
. 729 

qz 

'i2 I'IJ'2 - az 

5. 383 
. 032 

- 2. 023 

P! 

Example 5. Solve the cubic equation x3 - 18 . l x  
- 34 .8 = 0 .  

To use Newton's method we first form the 
table of f(x) = x3- 1 8 . 1 x - 34.8 

X f(x) 
4 -43 .2 

5 .3 

6 72 .6 

7 18 1 .5 

We obtain by linear inverse interpolation : 

0� (- .3) 
Xo=5+72 .6_ ( � .3) 

5 .004 .  

Using Newton's method, f' (x) = 3x2- 18.1  w e  get 

X1 "='Xo-f(xo)/f' (xo) 

�- 5 oo4 < - ·0721 5 9936) � 5 oo526 
-

. 
57.020048 

. . 
Repetition yields x1 = 5 .00526 5097 . Dividing 

f(x) by x-5 .00526 5097 gives x2+ 5 .00526 5097x 
+6.95267 869 the zeros of which are -2 .50263 2549 

± .83036 800i. 

We seek t hat v1llue of q1 for which y ( q1) = 0 . 

Inverse interpolation in y (q1) gives y(qJ) ""' 0  for 
q1 � 2 .003 . Then , 

ql q2 P1 Pz y (ql) 

2. 003 4. 520 2. 550 . 1 72 . 0 1 1  

Inverse interpolation between q1 =2.2 and q1 = 

2 .003 gives q1 = 2 .004 1 , and thus, 

P2 y(q!) 

2. 0041 4. 51706 7640 - 2. 55259 257 . 1 7506 765 . 0007 8 552 
2. 0042 4 . .  51684 2260 2. 55282 851 . 1 7530 358 . 0000 1 655 
2. 0043 4. 51661 6903 2. 55306 447 . 17553 955 00075 263 

-·----·-·-····-···--·-·----··----···-·--�-

Inverse interpolation gives q1 = 2 .00420 2 1 52 , nnd we get finally, 

q! q2 P! P2 y (q!) 

2. 00420 2 1 52 4. 5 1 683 7410 -2. 55283 358 . 1 7530 8659 00000 001 1  

• See page n. 
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Double Precision Multiplication and Division on a 

Desk Calculator 

Example 7. Multiply M=20243 97459 7 1664 32102 
by m=69732 82428 43662 95023 on 11 10X 10X20 
desk calculating machine. 

Let M0=20243 97459, .L\J1 = 7 1664 32 102, m0= 
69732 82428, m1 =43662 95023. Then Mm= 
M0m01020+ (M0m1 + M1mo) 1010+ M1m1 . 

( 1 )  Multiply M1m1 =3 1290 75681 96300 28346 
and record the digits 96300 28346 appearing in 
positions 1 to 10 of the product dial. 

(2) Transfer the digits 3 1290 75681 from posi
tions 1 1  to 20 of the product dial to positions 1 to 
10 of the product dial. 

(3) Multiply cumulatively M1mo+Mom1 + 3 1290 
7568 1 = 588 12 67160 12663 25894 and record the 
digits 12663 25894 in positions 1 to 10.  

(4) Transfer the digits 58812 67160 from posi
tions 1 1  to 20 to positions 1 to 10.  

(5) Multiply cumulatively M0m0+ 58812 67160 
14 1 16 69523 40138 17612.  The results as ob-

tained are shown below, 

141 16  69523 40 138 17612 

96300 28346 
12663 25894 

141 16 69523 40 138 17612 12663 25894 963C� 28346 

If the product Mm is wanted to 20 digits, only 
the result obtained in step 5 need be recorded . 
Further, if the allowable error in the 20th place is 
a unit, the operation M1m1 may be omitted. 
When either of the factors M or m contains less 
than 20 digits it is convenient to position the 
numbers as if they both had 20 digits. This 
multiplication process may be extended to any 
higher accuracy desired. 

Example 8. Divide N= 14 1 16 69523 40138 17612 
by d=20243 97459 7 1664 32 102 .  

Method (1 )-linear interpolation. 

N/20243 97459 · 1010 = .69732 82430 90519 39054 
N/20243 97460· 10

10= .69732 82427 46057 2694 1 
Difference= 3  44462 12 1 13 .  

Difference X .71664 32 102 = 24685 644028· 10-20 

(note this is an 1 1  X 10 multiplication) . 
-

Quotient= 
(69732 82430 90519 39054- 246856 4402�) · 10-20 

= .69732 82428 43662 95022 

There is an error of 3 units in the 20th place due 
to neglect of the contribution from second differ
ences. 

Method (2 ) -If N and d are numbers each not 
more than 19 digits let N= N� + N0109, d=d1 +  
d0109 where N0 and d0 contain 1 0  digits and N1 
and d1 not more than 9 digits. Then 

N N0109+N1 """ _1_ [
N-No d1] 

d d0109+d1 do109 • d0 
Here 

N= 14 1 16 69523 40138 176 1 ,  
d=20243; 97459 7 1664 32 10 

N0= 14 1 1 6 69523, d0=20243 97459, 
dl = 7 1664 32 10 

(1 )  Nodi = 101 16 63378 42 188 8830 (product dial) .  
(2 ) (NodJ)/d0=49973 55504 (quotient dial). 
(3) N- (Nod1)/d0= 14 1 16 69622 90164 62 106 

(product dial) .  
(4) [N- (Nod1)fd0]/d0109= .69n2 82428=first 10 

digits of quotient in quotient dial. Remainder 
=r=08839 1 1654 , in positions 1 to 10 of product 
dial. 

(5) r/(d0109) = .43662 9502 · 10-· 10= next 9 digits of 
quotient. Njd= .69732 82428 ·!3662 9502 . This 
method may be modified to give the quotient of 
20 digit numbers. Method ( 1 )  may be extended 
to quotients of numbers containing more than 20 
digits by employing higher order interpolation. 

Example 9. Sum the series 8= 1 - !+t-i 
+ . . . to 5D using the Euler transform. 

The sum of the first 8 terms is .634524 to 6D . 
If Un=1 /n Wf\ get 

n Un 
9 . 1 1 1 1 1 1  

10 . 100000 

1 1  . 090909 

1 2  . 083333 

13 . 076923 

�Un 

- 1 1 1 1 1  

- 9091  

- 7576 

- 64 10 

�2u,. �au.,. �4Un 

2020 
-505 

1515  156 
- 349 

1 166 

From 3.6.27 we then obtain 

8 = . 634524+ ·
1 1�1 1 1  ( - .01 1 1 1 1) 

+
.002020 

22 23 
( -- .000505) 

+ 
.000156 

24 25 

.634524+ .055556+ .002778+ .000253 
+ .000032 + .000005 

.693148 

(8=ln 2 = .693 1472 to 7D) . 
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Example 10. Evaluate the mtegral -- dx o X 

=� to 4D using the Euler transform. 

- dx=� -dx i"' sin X "' i(k+ ll.- sin X 

o 
X k=O k" X 

= ± f" sin (k1r+t) dt= ± ( _ 1 )k f" sin t dt . 
k=O Jo krr+t k=O Jo k1r+t 

Evaluating the integrals in the last sum by 
numerical integration we get 

k i" sin t dt 
0 br + t 

0 1 .  85194 

1 . 43379 

2 . 2566 1 

3 . 18260 A A,2 A a A4 

4 . 14180 
-2587 

5 . 1 1593 799 
- 1788 -321  

6 . 09805 478 1 53 
- 1310 - 168 

7 . 08495 3 10  
- 1000 

8 . 07495 

The sum to k=3 is 1 .49216 .  Applying the 
Euler transform to the remainder we obtain 

1 1 1 2 ( .14180) -22 ( - .02587) +2a (.00799) 

1 1 -24 ( - .00321) +25 ( .00153) 

= .07090+ .00647 + .00100+ .00020 
+ .00005 

= .07862 

We obtain the value of the integral as 1 .57078 as 
compared with 1 .57080. 

• "' 11'2 • 
Example 

11

. Sum the senes � k- 2=-6 usmg 
k = !  

the Euler-Maclaurin summation formula. 
From 

3

.

6

.

28 

we have for n= ro ,  

(X) 10 co 
� k-2=� k-2+� (k+1o) -2 k=l k=l k=l 10 J:"' 1 1 = � k -z+ f (k)dk--fo--f� 

k = l  0 2 12 

1 .{I I f  +72o Jo - · · · 

where j (k) = (k+ 10) -z. Thus, 

"' 
� k-2= 1 .54976 7731 + . 1  
k=l 

- .005 + .00016 6667 - .00000 0333 
= 1 .64493 4065 , 

11"2 
as compared with s= 1 .  64493 4067 . 

Example 

12

. Compute 

to 5D for x= .2 .  Here a1=x, an= (n-1)2x2 for 
n>1 , b0=0, bn=2n-1 , A_1= 1 , B-1=0, A0= 0, 
Bo=l . 
For n� 1 [An]= I An-!An-2 1 Bn Bn-!Bn-2 

[2n- 1 J A (n-1)2x2 B:=O 

[�:J= I 0 1 I I .� 1= 1 .2 I Al_ ? 
1 0 1 B�- ·-

[�:J=I .2 0 

1 1 .:41
=
1 

.6 

1 
�:= .197368 

1 1 3 .04 

[;:]
=
I 

.6 .2 1 1 .:6 1= 1 

3 .032 1 �:= .197396 
3.04 1 15 .36 

= = �= 197396 [A 4] 13 .032 .6 1 1 7 1 1 21 .440 I A B4 1 5 .36 3 .04 .36 108.6144 B4 • 

Note that in carrying out the recurrence method 
for computing continued fractions the numerators 
An and the denominators Bn must be used as 
originally computed. The numerators and de
nominators obtained by reducing An/Bn to lower 
terms must not be used. 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 See Examples 1-5 for use �= 2 3 
2 'II = 4 9 
3 of the table. n3== 8 27 
4 n4.;, 1 6  8 1  
5 n5= 32 243 
6 Floating decimal notation : n6= 64 729 
7 n7== 1 2 8  2187 
8 91 0=34867 84401 n8= 256 6561 
9 '119= 512 19683 

10 
= (9)3.4867 84401 

1110= 1024 59049 
24 n24= 167 77216 ( 11)  2. 8242 95365 

1/2 nl/2= 1 . 4142 13562 l. 7320 50808 
1/3 nlf3= 1. 2599 21 050 1. 4422 49570 1/4 n1f4= 1. 1892 07115 1 .  :n6o 74013 
1/5 n1f5= 1. 1486 983 5 5  1 . 2457 3 0940 

1 5 6 7 8 
2 2 5  36 49 64 
3 125 210 343 512 
4 o25 1296 2401 4096 
5 3125 7776 1 6807 32768 
6 15625 4&656 1 17649 2 62144 
7 78125 2 79936 8 23543 2 0  97152 
8 3 90625 16 79616 57 64801 1 67 77216 
9 19 53125 100 77696 403 53607 1342 17728 10 97 65625 604 66176 2824 75249 9) 1 . 0737 41824 

24 ( 10) 5, 9604 64478 ( 18) 4, 7:383 81338 ( 20) 1 , 9158 12314 ( 21 ) 4. 7223 66483 
1/2 2, 2360 67977 2. 4494 89743 2. 6457 51311 2. 8284 27125 
1/ 3 1, 7099 75947 1. 8171 20593 1. 9129 31183 2. 0000 00000 
1/4 1, 4953 48781 1 . 5650 84580 1. 6265 76562 1. 6817 92831 
1 / 5  1 ,  3 7 9 7  29662 1. 4309 69081 1. 47 57 73162 1 . 5 1 57 16567 

1 1 0  1 1  1 2  1 3  
2 100 121 144 1 69 
3 1000 1331 1728 2197 
4 1 0000 14641 2 0736 28561 
5 1 00000 1 61 051 2 48832 3 71293 
6 1 0 00000 17 71561 29 85984 48 2 6809 
7 100 00000 194 87171 358 31808 62 7  48517 
8 1000 00000 2143 58881 4299 81696 8157 3 0721 
9 ( 9l l, OOOO 00000 ( 9l 2. 3579 47691 � 9) 5. 1 597 80352 ! 1 0) 1 .  0604 49937 

10 ( 10 1.  0000 00000 ( 10 2, 5937 42460 10) 6. 1917 36422 11) 1.  3785 84918 
24 ( 24) 1. 0000 00000 ( 24) 9, 8497 32676 ( 25) 7. 9496 8472 0  ( 26) 5. 4280 07704 

1/2 3, 1622 77660 3. 3166 24790 3. 4641 01615 3. 6055 5127S 
l/3 2. 1544 34690 2. 2239 80091 2, 2894 28485 2. 3513 34688 
1/4 1,  7782 79410 1. 8211 60287 1. 8612 0971 8 1. 8988 28922 
1/5 1. 5848 93192 1.  6153 94266 1. 6437 51830 1. 6 702 77652 

1 15 16 17 1 8  
2 225 256 289 324 
3 3375 4096 4913 5832 
4 50625 65536 83521 1 04976 
5 7 59375 1 0  48576 1 4  19857 1 8  89568 
6 1 1 3  9 0625 1&7 77216 241 37569 340 12224 
7 1 708 59375 2684 35456 4103 38673 6122 20032 
8 � 9l 2. 5628 90625 ( 9� 4, 2949 6 7296 1 9l 6. 9757 57441 1 1 0r· 1019 96058 
9 10 3, 8443 35938 ( 10 6, 8719 47674 11  1. 1858 78765 11 1. 9835 92904 

1 0  1 1 )  5, 7665 03906 ( 12) 1. 0995 1 1628 12) 2. 0159 93900 12 3. 5704 67227 
24 ( 28) 1. 6834 11220 ( 28) 7. 9228 16251 ( 29) 3. 3944 86713 ( 30) 1 . 3382 58845 

1/2 3. 8729 83346 4. 0000 00000 4. 1231 05626 4. 2426 40687 
1/3 2, 4662 12074 2. 5198 42100 2, 5712 81591 2. 6207 41394 
l/4 1. 96 79 896 71 2. 0000 00000 2. 0305 43185 2.  0597 6 7144 1/5 1. 7187 71928 1 .  7411 01127 1. 7623 40348 1.  7826 02458 

1 2 0  2 1  2 2  2 3  
2 400 441 484 529 3 8000 9261 1 0648 12107 
4 1 60000 1 94481 2 34256 2 79841 5 32 00000 40 84101 51 53632 64 36343 6 640 00000 857 66121 1133 79904 1480 35889 
7 ( 9) 1 , 2800 00000 ( 9� 1. 8010 88541 l 91 2. 4943 57888 ! 9) 3. 4048 25447 
8 1 0 1 2. 5600 00000 1 1 0  3, 7822 85936 10 5. 4875 87354 10) 7, 8310 98528 
9 ( 1 1 5. 1200 00000 11 � 7. 9428 00466 1 2  1. 2072 69218 12) 1.  8011 52661 

10 ( 13) 1.  0240 00000 1 3  1 .  66 79 88098 ( 13 2. 6559 92279 13)  4. 1426 51121 
24 ( 31) 1. 6777 21600 ( 31) 5, 4108 19838 ( 32) 1.  6525 1 0926 ( 32) 4. 8025 07640 

1/2 4, 4721 35955 4. 5825 75095 4. b904 15760 4. 7958 31523 
l/3 2, 7144 17617 2. 7589 24176 2. 8020 39331 2. 8438 66980 
1/4 2, 1147 42527 2. 1406 95143 2. 1657 36771 2. 1899 38703 
1/5 1, 8205 64203 1 .  8384 16287 1 .  8556 00736 1 .  8721 71231 

4 
1 6  
6 4  

2 5 6  
1 024 
4096 

16384 
65536 

2 62144 
1 0  48576 

( 14) 2. 8147 49767 

2. 0000 00000 
1. 5874 01052 
1 .  4142 13%2 
1. 3195 07911 

9 
81 

729 
b5b1 

59049 
5 31 441 

47 82969 
430 46721 

3874 2 0489 
( 9) 3. 486 7 84401 

( 22) 7, 9766 44308 

3.  0000 00000 
2,  0800 83823 
1. 7320 50808 
1 .  5518 45574 

14 
196 

2744 
38416 

5 3 7824 
75 29536 

1 054 13504 l 9l 1. 4757 89056 
1 0  2. 0661 046 78 
1 1  2.  8925 46550 

( 27) 3. 2141 99700 

3. 7416 57387 
2. 41 01 42264 
1. 9343 36420 
1. 6952 1 82 03 

19 
361 

6859 
1 30321 

2 4  76099 
470 45881 

8938 71739 � 1 0� 1. 6983 56304 
1 1  3. 2268 76978 

( 1 2  6. 1 31 0  66258 

( 30) 4. 8987 62931 

4. 3588 98944 
2. 6684 01649 
2. 0877 97630 
1.  8019 83127 

24 
576 

13824 
3 31 776 

79 62624 
1911 02976 ! 91 4. 5864 71424 

1 1  1. 1 007 53142 
12 2. 6418 07540 
1 3  6. 3403 38097 

( 33) 1. 3337 35777 

4. 8989 79486 
2. 8844 99141 
2. 2133 63839 
l.  8881 75023 

�t 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10  
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

6 
7 
a 
9 

10 

24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

25 
625 

15625 
3 90625 

97 65625 
2441 40625 l 9! 6. 1035 15625 

11 1. 5258 78906 
12 3. al46 97266 

( 13  9, 536"/ 43164 
( 33) 3. 5527 13679 

5. 0000 00000 
2. 9240 1773a 
2. 2360 67977 
l.  9036 53939 

30 
900 

27000 
a 10000 

243 00000 
7290 00000 ! 10! 2. la70 00000 

11 6. 5610 00000 
13  1. 96a3 00000 
14 5. 9049 00000 

( 35) 2. a242 95365 
5. 4772 25575 
3, 1 072 32506 
2. 3403" 47319 
l. 9743 504a6 

35 
1225 

42a75 
15  00625 

525 21a75 
9! l. 83a2 65625 

10  6. 4339 296aa 
12 2. 251a 75391 
13  7. aal5 63a67 
15) 2. 75a5 47354 

( 37) 1. 1419 1 3124 
5, 9160 797a3 
3. 2710 66310 
2. 4322 99279 
2. 0361 6a005 

40 
1600 

64000 
25 60000 

1024 00000 ! 91 4. 0960 00000 
11  1. 6384 00000 
12 6. 5536 00000 
14 2. 6214 40000 

( 16) l. 04a5 76000 
( 3a) 2. a147 49767 

6. 3245 55320 
3. 4199 51893 
2. 514a 66a59 
2. 0912 79105 

45 
2025 

91125 
41 00625 

1a45 2a125 
( 9) a. 3037 65625 
( 11) 3. 7366 94531 
( 13l l. 6a15 12539 
( 14 7. 566a 06426 
( 16 3. 4050 62a92 

( 39) 4. 7544 50505 
6, 7082 03932 
3. 5568 93304 
2. 5900 20064 
2. 1411 2736a 

1 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

26 
676 

17576 
4 56976 

118 a1376 
30a9 15776 ! 9l a. 03la 10176 

11 2. 0882 70646 
12 5. 4295 03679 
14 1. 4116 70957 

( 33) 9, 1066 a5770 
5. 0990 19514 
2. 9624 9606a 
2. 25al ooa64 
1. 9186 45192 

31 
961 

29791 
9 23521 

2a6 29151 
aa75 036al ! 101 2. 7512 61411 

11 a. 52a9 10374 
13 2. 6439 62216 
14 a. 1962 a2a1o 

( 35) 6, 2041 26610 
5. 5677 64363 
3. 1413 ao652 
2. 3596 11062 
1. 9a73 40755 

36 
1296 

46656 
16 79616 

604 66176 
91 2. 1767 a2336 

10  7. a364 16410 
12 2. a211 09907 
14 1. 0155 99567 
15) 3. 6561 5a440 

( 37) 2. 2452 25771 
6. 0000 00000 
3. 3019 27249 
2. 4494 a9743 
2. 0476 72511 

41 
16al 

6a921 
28 25761 

115a 56201 ! 9) 4. 7501 04241 
11) 1. 9475 42739 
12) 7. 9849 25229 
14) 3. 273a 19344 

( 16) 1. 3422 65931 
( 3a) 5. 0911 10945 

6. 4031 24237 
3. 44a2 17240 
2. 5304 39534 
2. 1016 3247a 

46 
2116 

97336 
44 77456 

2059 62976 
9l 9. 4742 96a96 

11  4. 35al 76572 
13  2. 0047 61223 
14) 9. 2219 01627 
16) 4. 2420 7474a 

( 39) a. 0572 1oao2 
6, 7823 299a3 
3, 5830 47a71 
2. 6042 906a7 
2. 1505 60013 

I 

27 
729 

196a3 
5 31441 

143 4a907 
3a74 204a9 ! lOl l. 0460 35320 

11  2. 8242 95365 
12 7. 6255 97485 

( 14 2. 0589 11321  
( 34) 2. 252a 39954 

5. 1961 52423 
3, 0000 00000 
2. 2795 07057 
1. 9331 82045 

32 
1024 

3276a 
10  4a576 

335 54432 
9 1. 0737 4la24 

10  3. 4359 73a37 
12 1. 0995 1162a 
13  3. 5la4 37209 
15 1. 125a 99907 

( 36) 1. 3292 27996 
5. 656a 54249 
3; 174a 02104 
2. 37a4 14230 
2. 0000 00000 

37 
1369 

50653 
la 74161 

693 43957 
9 2. 5657 26409 

10 9, 4931 a7713 
12  3. 5124 79454 
14 1. 2996 17 39a 
15 4. aoa5 a4372 

( 37) 4. 3335 25711 
6. 0827 62530 
3. 3322 2la52 
2. 4663 25715 
2. 05a9 24137 

42 
1764 

740aa 
31 1 1696 

1306 91232 
( 9l 5. 4a9o 31744 
( 11 2. 3053 93332 
( 12 9, 6a26 51996 
( 14) 4. 0667 13a3a 
( 16) 1. 70ao 19al2 
( 3a) 9, 077a 49315 

6, 4a07 4069a 
3. 4760 26645 
2. 545 7 29a95 
2. 1 1 17 a5765 

47 
2209 

1 03a23 
4a 796al 

2293 45007 
( 10 1, 0779 21533 ! 11  5. 0662 31205 

1 3  2. 3a11 2a666 
15 1. 1191 30473 
16 5. 2599 13224 

( 40) 1. 3500 46075 
6, 8556 54600 
3, 60aa 26080 
2. 6183 30499 
2. 159a 30012 

2a 
7a4 

21952 
6 14656 

172 10368 
4ala 90304 ! 10! 1. 3492 92a51 

11  3. 7780 19983 
13  1. 0578 45595 
14 2. 9619 67667 

( 34) 5. 3925 32264 
5. 2915 02622 
3, 0365 a8972 
2. 3003 26634 
1. 9472 94361 

33 
10a9 

35937 
11 a5921 

391 35393 
9! 1. 2914• 67969 

10 4. 26la 4429a 
12 1. 4064 oa6la 
13 4. 6411 4a440 
15) 1. 5315 7a9a5 

( 36) 2. 7ala 55434 
5. 7445 62647 
3. 2075 34330 
2. 396 7 al727 
2. 0123 46617 

3a 
1444 

54872 
20 85136 

792 3516a 
( 9 3. 0109 363a4 ! 11  1. 1441 55a26 

12 4. 3477 9213a 
14  1. 6521 61013 
15 6. 27a2 11a48 

( 37) a. 2187 60383 
6. 1644 14003 
3. 3619 75407 
2. 4a2a 23796 
2. 0699 35054 

43 
la49 

79507 
34 18801 

1470 Oa443 
( 9) 6, 3213 63049 
( 11) 2. 7181 a6111 
( 13) 1. 16aa 20028 
( 14) 5. 0259 26119 
( 16) 2. 1611 48231 
( 39) 1. 596 7 72093 

6. 5574 3a524 
3, 5033 9a060 
2. 5607 49602 
2. 1217 47461 

4a 
2304 

1 10592 
53 Oa416 

254a 03968 
( 10) l. 2230 59046 
( 11) 5, a706 a3423 
( 13) 2. al79 2a043 
( 15) 1. 3526 05461 
( 16) 6. 4925 06211  
( 40)  2. 2376 37322 

29 
a41 

243a9 
7 07281 

·�05 11149 
5�14a 23321 ! lOl l. n49 a7631 

11  5. 0024 64130 
13  l. 4�·07 1459a 
14 4. 2070 72333 

( 35) 1. 2�ila 4900a 
5. 3851 64a07 
3. 0723 16a26 
2. 3<�05 957a7 
1. 9610 0905 7 

34 
1156 

39304 
13  36336 

454 35424 l 9) 1. 544a 04416 
10) 5. 2�i23 35014 
12) 1. 7B57 93905 

( 13) 6. 0716 99277 
( 15) 2. 0643 77754 
( 36) 5. 6950 036ao 

5. a:�o9 5la95 
3. 2;196 11a01 
2. 4ll4 7 36403 
2. o;!43 97459 

39 
1521 

59319 
23  13441 

902 24199 
9) 3. 5lla7 43761 

11) 1. 3723 10067 
12l 5. 3S20 09260 
14 2. OB72 a3612 
15  a. 1404 060a5 

( 3a) 1. 5:no 29700 
6. 2449 97998 
3. 3912 11443 
2. 49a9 99399 
2. 01307 16549 

44 
1936 

a5la4 
37 48096 

1649 16224 
9 7. 2%3 13a56 

11 3. 1927 7a097 
13 l. 404a 22363 
14 6. 11ll2 la395 
16 2. 7197 36094 

( 39) 2. 7724 53276 
6. 6:l32 495al 
3. 5:303 4a335 
2. 5755 09577 
2. D15 25513 

49 
2401 

17649 
57 64a01 

21324 75249 
( 10) l. 31341 2a720 
( 11) 6, 71322 30728 
( 13l 3. 3:�32 93057 
( 15 l. 6:�a4 1359a 
( 16 7. 9792 26630 

( 40) 3. 6703 36a22 

6, 9282 03230 7. 0000 00000 
3. 6342 41186 3. 6593 05710 
2. 6321 48026 2. 6457 51311 
2. 16a9 43542 2. 1779 06425 

n2 [(-�) 3J n3 [(-i) l] I 
n4 [ (-�)9J 

I 

n5 [( -�) 7] 
'l'he numbers in square brackets at the bottom of the page mean that the maximum 

error In a linear Interpolate is a X 10-P (P In parenthesel! ) ,  and that to Interpolate to 
the full tabular accuracy m points must be used In Lagrange's and Altkens methods for 
the respective functions nl/r, • 

•see page n. 
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Table 3.1 

k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
Q 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/ 5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

50 
2500 

25000 
62 50000 

3125 00000 

r
o 1, 5625 00000 

11  7 .  8125  00000 
13 3, 9062 50000 
15 1. 9531 25000 

( 16 9, 7656 25000 
( 40) 5. 9604 644 78 

7. 0710 67812 
3. 6840 31499 
2. 6591 47948 
2. 1867 24148 

55 
3025 

1 66375 
91 50625 

5032 84375 
( lOr· 7680 64063 1 12 1. 5224 35234 

13 8, 3733 93789 
15 4. 6053 66584 

( 17) 2. 5329 51621 
( 41) 5. 8708 98173 

7. 4161 98487 
3. 8029 52461 
2. 7232 69815 
2. 2288 07384 

60 
3600 

16000 
129 60000 

7776 00000 ! 10) 4. 6656 00000 
12 ! 2. 7993 60000 
14 1. 6796 16000 
16 1. 0077 69600 

( 17 6, 0%6 17600 
( 42) 4. 7383 81338 

7. 7459 66692 
3. 9148 6 7641 
2. 7831 57684 
2. 2679 33155 

65 
4225 

2 74625 
178 50625 

( 9) 1. 1602 90625 rO) 7. 5418 89063 
12) 4. 9022 27891 
14l 3. 1864 48129 
16 2. 0711 91284 

(18) 1. 3462 74334 
( 43) 3. 2353 44710 

B. 0622 5 77 48 
4. 0207 25759 
2. 8394 1 1514 
2. 3045 31620 

70 
4900 

3 43000 
240 10000 � 9l l. 6807 00000 

11  1. 1764 90000 ! 12) 8, 2354 30000 
14! 5. 7648 01000 
16 4. 0353 60700 

( 1B 2. B24 7 52490 
( 44) 1. 9158 12314 

B. 3666 00265 
4. 1212 B5300 
2. B925 07608 
2. 33B9 42B37 

1 
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POWERS AND ROOTS 

51 
2601 

1 32651 
67 65201 

3450 25251 
lOl l. 7596 28780 
11 8, 9741 06779 
13 4. 5767 94457 
15l 2. 3341 65173 
17 1. 1904 24238 

( 40) 9. 5870 33090 
7. 1414 28429 
3. 7084 29769 
2. 6723 45118 
2. 1954 01897 

56 
3136 

1 75616 
98 34496 

5507 31776 
10 3. 0840 97946 
12 . 1. 7270 94850 
13  9. 6717 31157 
15 5. 4161 69448 
17 3. 0330 54891 

( 41) 9. 0471 67858 
7,4833 14774 
3. 8258 62366 
2. 7355 64800 
2. 2368 53829 

61 
3721 

2 26981 
138 45841 

8445 96301 
10  5. 1520 37436 
12 3. 1427 42836 
14 1. 9170 73130 
16 1. 1694 14609 
17 7. 1334 29117 

( 42) 7. 0455 68477 
7. 8102 49676 
3. 9364 97183 
2. 7946 82393 
2. 2754 43032 

66 
4356 

2 87496 
189 74736 

( 9 1. 2523 32576 ro 8. 2653 95002 
12 5. 4551 60701 
14 3. 6004 06063 p6 2. 3762 68001 
18 1. 5683 36881 

( 43) 4. 6671 78950 
a. 1240 38405 
4, 0412 40021 
2. 8502 69883 
2. 3115 79249 

71 
5041 

3 57911 
254 11681 

( 9! 1. 8042 29351 
( 11 1. 2810 02839 f 12 9. 0951 20158 

14! 6. 4575 35312 
( 16 4. 5B4B 50072 
( 1B 3. 2552 43551 
( 44) 2. 6927 76876 

8. 4261 49773 
4. 140B 17749 
2. 9027 B310B 
2. 3455 87669 

I 

52 
2704 

1 40608 
73 11616 

3802 04032 r 1. 9770 60966 
12 1. 0280 71703 
13 5. 3459 72853 
15 2. 7799 05884 
17 1. 4455 51059 

( 41) 1. 5278 48342 
7. 2111 02551 
3. 7325 11157 
2. 6853 49614 
2. 2039 44575 

57 
3249 

1 85193 
105 56001 

6016 92057 
10 3. 4296 44725 
12 1. 9548 97493 
14 1. 1142 91571 
15 6. 3514 61955 
17 3. 6203 33315 

( 42) 1. 3835 55344 
7. 5498 34435 
3. 8485 01131 
2. 7476 96205 
2. 2447 86134 

62 
3844 

2 38328 
147 76336 

9161 32832 
( 10 5. 6800 23558 ! 12 3. 5216 14606 

14 2. 1834 01056 
16 1.  3537 08655 

( 17 8. 3929 93659 
( 43) 1. 0408 79722 

7. 8740 07874 
3. 9578 91610 
2. 8060 66263 
2. 2828 55056 

67 
4489 

3 00763 
201 51121 

9 1. 3501 25107 
10  9. 0458 38217 
12  6. 0607 1 1605 
14 4. 0606 76776 
16 2. 7206 53440 
18 1. 8228 37805 

( 43) 6. 6956 88867 

e. 1853 52772 
4. 0615 48100 
2. 8610 05553 
2. 3185 41963 

72 
5184 

3 73248 
268 73856 

( 9! 1. 9349 17632 
( 11  1. 3931 40695 f 13 1. 0030 61300 

14 7. 2220 41363 ! 16l 5. 199B 697Bl 
1B 3. 7439 06243 

( 44) 3. 7668 63772 
8. 4B52 B1374 
4. 1601 67646 
2. 9129 50630 
2. 3521 5B045 

nk 

53 
2809 

1 48877 
78 90481 

4181 95493 
10  2. 2164 36113 
12 1. 1747 11140 
13 6, 2259 69041 
15  3. 2997 63592 
17 1. 7488 74704 

( 41) 2. 4133 53110 
7. 2801 09889 
3. 7562 85754 
2. 6981 6 7876 
2, 2123 56822 

58 
3364 

1 95112 
113 16496 

6563 56768 
10 3. 8068 69254 
12 2. 2079 84168 
14 1. 2806 30817 
15 7. 4276 58740 
17 4. 3080 42069 

( 42) 2. 1002 54121 
7. 6157 73106 
3. 8708 76641 
2. 7596 69021 
2. 2526 07878 

63 
3969 

2 50047 
157 52961 

9924 36543 
10 6. 2523 50221 
12 3. 9389 80639 
14 2. 4815 57803 
16 1. 5633 81416 
17 9. 8493 02919 

( 43) 1. 5281 75339 
7. 9372 53933 
3. 9790 57208 
2. 8173 13247 
2. 2901 72049 

68 
4624 

3 14432 
213 81376 

9 1. 4539 33568 
10  9. 8867 48262 
12 6. 7229 88818 
14 4. 5716 32397 
16 3. 1087 10030 
18  2. 1139 22820 

( 43) 9. 5546 30685 
8. 2462 11251 
4. 0816 55102 
2. 8716 21711 
2. 3254 22030 

73 
5329 

3 89017 
283 98241 � 91 2. 0730 '71593 

11  1. 5133 42263 
! 13 1. 1047 39852 

14 8. 0646 00919 
16l 5. B871 5B6 71 
1B 4. 2976 25830 

( 44) 5. 2450 38047 
B. 5440 03745 
4. 1793 39196 
2. 9230 12786 
2. 3586 55818 

54 
2916 

1 57464 
85 03056 

4591 65024 
( 10 2. 4794 91130 ! 12 1. 3389 25210 
13 7. 2301 96134 
15 3. 9043 05912 

( 17 2. 1083 25193 
( 41) 3. 7796 38253 

7. 3484 69228 
3. 7797 63150 
2. 7108 06011 
2. 2206 43035 

59 
3481 

2 05379 
121 17361 

7149 24299 

r
o 4. 2180 53364 

12 2. 4886 51485 
14 1. 4683 04376 
15 8. 6629 95819 

( 17 5. 1111  6 7533 
( 42) 3. 1655 43453 

7. 6811 45748 
3. 8929 96416 
2. 7714 88002 
2. 2603 22470 

64 
4096 

2 62144 
167 77216 ! 16 1. 0737 41824 

6. 8719 47674 
12 4. 3980 46511 f 14 2. 8147 49767 
16 1. 8014 39851 

( 18 1.  1529 21505 
( 43) 2. 2300 74520 

8. 0000 00000 
4. 0000 00000 
2. 8284 27125 
2. 2973 96 710 

69 
4761 

3 28509 
226 67121 f 9l 1. 5640 31349 

11  1. 0791 81631 r2r. 4463 53253 
14 5. 1379 83744 
16 3. 5452 08784 
18 2. 4461 94061 

( 44) 1. 3563 70007 
8. 3066 23863 
4. 1015 65930 
2. 8821 21417 
2. 3322 21626 

74 
5476 

4 05224 
299 86576 

9 2. 2190 06624 
11 1. 6420 64902 
13 1. 2151 28027 
14 8. 9919 47402 
16 6. 6540 4107B 
1B 4. 9239 90397 

( 44) 7. 2704 49690 
B. 6023 25267 
4. 19B3 36454 
2. 9329 7208B 
2. 3650 82769 1 1 

n2 [( -g) 9] n3 [( -g)4] n4 [(-�)3] n5 [(-�) 2] 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

k 
1 75 7 6  7 7  7 8  79 
2 5625 5776 5929 6084 6241 
3 4 21875 4 38976 4 56533 4' 74�i52 4 93039 
4 316 40625 333 62176 351 53041 370 15056 389 50081 
5 9 2. 3730 46875 9 2.  5355 25376 ( 9l 2. 7067 84157 ( q 2. ,S871 74368 ( 9 3. 0770 56399 
6 11 l. 7797 85156 11 l. 9269 99286 1 11 2.  0842 23801 l 11 2. :2519 96007 11  2. 4308 74555 
7 13 l. 3 348 3886 7 13 1. 11645 19457 13l l. 6048 52327 13 l. 7565 56!185 13 l. 9203 90899 
8 15 1. 0011 29150 15 1. 1130 34787 15 l. 2357 36292 1 15 l.  3701 14:171 15 1. 5171 08810 
9 16 7. 5084 68628 16 B. '1590 64385 ( 16 9. 5151 69445 17 l. 0686 89:!09 17 l. 1985 15960 

10 18 5. 6313 51471 18 6. 11288 88932 ( 18 7. 3266 80473 18 B. }357 75!131 18 9. 4682 76083 

24 ( 45) l. 0033 91278 ( 45) 1. ;1788 79182 ( 45) l. 8870 23915 ( 45) 2. 5719 97041 ( 45) 3. 4918 06676 

1/2 B. 6602 54038 B. 7177 97887 B. 7749 64387 8. :3317 60!166 a. aaa1 94417 
1/3 4. 2171 63326 4. <'358 23584 4. 2543 20865 4. :2726 58682 4. 2908 40427 
1/4 2. 9428 30956 2. 9525 91724 2.  9622 56638 2. 9718 27!166 2. 9813 07501 
1/5 2. 3714 40610 2. :1777 30992 2. 3839 55503 2 • .  3901 15677 2. 3962 12991 

1 80 81 82 83 84 
2 6400 6561 6724 6!189 7056 
3 5 12000 5 31441 5 51368 5 71787 92704 
4 409 60000 430 46721 452 12176 474 58321 497 87136 
5 9 3. 2768 00000 9 3. '186 7 84401 3. 7073 98432 ( 9 3. 9390 40643 ! 1� 4. 1821 19424 
b 11 2. 6214 40000 11 2. !1242 95365 11 3. 0400 66 714 1 11 3. :2694 03734 3.  5129 80316 
7 13 2. 0971 52000 1 3  2. ;•a76 79245 1 3  2. 4928 54706 13 2. 7136 05099 13 2. 9509 03466 
8 15 l. 6 777 21600 15 l. !1530 20189 15 2. 0441 40859 15 2 • .  2522 92;!32 15 2. 4787 58911 
9 17 l. 3421 77280 17 1. 'i009 46353 17  1. 6761 95504 17 1.  :3694 02�i53 l 17  2. 0821 57485 

10 19 1.  0737 41824 ( 19) 1. n57 66546 19 l. 3744 80313 ( 19 l. S516 04119 19 1. 7490 12288 

24 ( 45) 4. 7223 66483 ( 45) 6. 3626 85441 ( 45) B. 5414 66801 ( 46) 1 .  1425 47:175 ( 46) 1. 5230 10388 

1/2 8. 9442 71910 9. 0000 00000 9. 0553 85138 9. 1104 33579 9. 1651 51390 
1/3 4. 3088 69380 4. 3267 48711 4. 3444 81486 4. 3620 70671 4. 3795 19140 
1/4 2. 9906 97562 3. 0000 00000 3. 0092 16698 3. 0183 49'1 79 3. 0274 00104 
1/5 2. 4022 48868 2. 4082 24685 2. 4141 41771 2. ·1200 01<107 2. 4258 04834 

1 85 86 87 88 89 
2 7225 7396 7569 7744 7921 
3 6 14125 6 36056 6 58503 6 81472 7 04969 
4 522 00625 547 00816 572 89761 599 69536 627 42241 5 ( 9 4. 4370 53125 l

1� 4. 7042 70176 l 9) 4. 9842 09207 ( 9 5. :1773 19168 9l 5. 5840 59449 
6 11 3. 7714 95156 4. 0456 72351 11 4. 3362 62010 ( 11 4. 6440 40868 11 4. 9698 12910 
7 13 3. 2057 70883 ! 13  3. 4792 78222 ! 13 3. 7725 4 7949 r3 4. 086 7 55964 13l 4. 4231 33490 
8 15 2. 7249 05250 15 2. '1921 79271 15 3. 2821 16715 15 3. 5963 45248 15 3. 9365 88806 
9 17 2. 3161 69463 17 2. �i732 74173 17 2. 8554 41542 17 3. 164 7 83818 17 3. 5035 64037 

10 19 l. 9687 44043 ( 19 2.  :!130 15789 ( 19 2. 4842 34142 19 2. 7850 09760 19 3. 1181 71993 
24 ( 46) 2.  0232 71747 ( 46) 2. h789 39031 ( 46) 3. 5355 91351 ( 46) 4. 6514 04745 ( 46) 6. 1004 25945 

1/2 9. 2 195 44457 9. :'736 18495 9. 3273 79053 9. 3808 31520 9. 4339 81132 
1/3 4. 3968 296 72 4. <1140 04962 4. 4310 47622 4. 4479 60181 4. 464 7 45096 
1/4 3. 0363 70277 3. 0452 61646 3. 0540 75810 3. 0628 14314 3.  0714 78656 
1/5 2.  4315 53252 2. •1372 47818 2. 4428 89656 2. 4484 79851 2. 4540 19455 

1 90 91 92 93 94 
2 8100 8281 8464 8649 8836 
3 7 29000 53571 7 78688 8 04357 8 30584 
4 656 10000 685 74961 716 39296 748 05201 780 74896 
5 ( 9! 5. 9049 00000 l

1i 6. ;!403 21451 ( 9l 6. 5908 15232 ! 9) 6. 9568 83693 9 7. 3390 40224 
6 l 11 5. 3144 10000 5. h 786 92520 ( 11 6. 0635 50013 11 6. 4699 01834 11  6. 8986 97811 
7 13 4. 7829 69000 ( 13 5. :.676 10194 1 1 3! 5. 5784 66012 13 6. 0170 08706 13 6. 484 7 75942 
8 ! 15 4. 3046 72100 l 1s 4. �·o2s 25276 15 5. 1321 88731 15 5.  5958 18097 15 6. 0956 89385 
9 17l 3. 8742 04890 17 4. :!792 98001 17 4. 7216 13633 l 17 5. :!041 10830 17 5. 7299 48022 

10 19 3. 4867 84401 ( 19) 3. 11941 61181 ( 19 4. 3438 84542 19 4. 13398 23072 19 5. 3861 51141 
24 ( 46) 7. 9766 44308 ( 47) l. 0399 04400 ( 47) l. 3517 85726 ( 47) 1. 7522 28603 ( 47) 2. 2650 01461 

1/2 9. 4868 32981 9. �i393 92014 9. 5916 63047 9. 6436 50761 9. 6953 59715 
1/3 4. 4814 04747 4. 4979 41445 4. 5143 57435 4. 5306 54EI96 4. 5468 35944 
1/4 3. 0800 70288 3. 0885 90619 3. 0970 41015 3. 1054 22i.99 3. 1137 37258 
1/5 2. 4595 09486 2. 4649 50932 2. 4703 44749 2. •1756 91!166 2. 4809 93182 

1 95 96 97 98 99 
2 9025 9216 9409 9604 9801 
3 8 57375 8 84736 9 12673 9 4 1 ] 92 9 70299 
4 814 50625 849 34656 885 29281 922 36EI16 960 59601 
5 9r· 7378 09375 bi B. 1537 26976 l 9l 8. 5873 40257 ( 9) 9. 0392 07968 l 9l 9. 5099 00499 
6 11 7. 3509 18906 7. 8275 77897 11 B. 3297 20049 ( lll B. 13584 23E:09 11 9. 4148 01494 
7 13 6. 9833 72961 1 13  7. �i144 74781 l 13l 8. 0798 28448 ( 13 a, 6812 ss;132 l 13 9. 3206 53479 
8 15l 6. 6342 04313 15 7. ;!138 95790 15 7. 8374 33594 ( 15) B. 'i076 30226 15 9. 2274 46944 
9 17 6. 3024 94097 17 6. 9253 39958 ( 17) 7. 6023 10587 l 17l 8. 3374 77621 l 17l 9. 1351 72475 

10 19 5. 9873 69392 ( 19) 6. 1>483 26360 ( 19) 7. 3742 41269 19 a. 1101 28069 19 9. 0438 20750 
24 ( 4 7) 2. 9198 90243 ( 47) 3. 7541 32467 ( 47) 4. 8141 72219 ( 47) 6. 1578 03365 ( 47) 7. 856 7 81408 

1/2 9. 7467 94345 9. 7979 58971 9. 8488 57802 9. 13994 94937 9. 9498 74371 
1/3 4. 5629 02635 4. 'i 788 56970 4. 5947 00892 4. 6104 36292 4. 6260 65009 
1/4 3. 1219 85641 3. :.301 69160 3. 1382 88993 3. 1463 462 84 3. 1543 42146 
1/5 2. 4862 49570 2. 4914 61879 2.  4966 30932 2. 5017 57:27 2. 5068 42442 

1 I 1 1 n2 [( -g) 5] n3 [(-g)2J n4 [(-g) lJ n5 [(-g) 9] 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 
k 
1 100 101 102 103 104 
2 10000 10201 10404 10609 10816 
3 10 00000 10 30301 10 61208 10 92727 11 24864 
4 1000 00000 1040 60401 1082 43216 1125 50881 1169 85856 
5 ( 10 1. 0000 00000 10 1. 0510 10050 10 1. 1040 80803 10 1. 1592 74074 10 1. 2166 52902 
6 ! 12 1. 0000 00000 1 2  1. 0&15 20151 12 1. 12&1 62419 1 2  1. 1940 52297 12 1. 2653 19018 
7 14 1. 0000 ooooo 14 1. 0721 35352 14 1. 1486 85668 14 1, 2298 73865 14 l. 3159 31779 
8 16 1. 0000 00000 16 1. 0828 56706 1& 1. 1716 59381 1 6  1, 2667 70081 16 1. 3685 69050 
9 p8 1. 0000 00000 18 1. 0936 85273 18 l. 1956 92569 1 8  1. 3047 7:3184 18 1. 4233 11812 

10 20 1. 0000 00000 20 1. 1046 22125 20 1. 2189 94420 20 1. 3439 16379 20 1. 4802 44285 
24 ( 48) 1. 0000 00000 ( 48) l. 2697 34649 ( 48) 1. 6084 37249 ( 48) 2. 0327 94106 ( 48) 2. 5633 04165 

1/2 ( 1) 1. 0000 00000 ( 1) l. 0049 87562 ( 1) 1. 0099 50494 ( 1) l. 0148 89157 ( 1) 1. 0198 03903 
1/3 4. 6415 88834 4. 6570 09508 4. 6723 28728 4, 6875 48148 4. 7026 69375 
1/4 3. 1622 77660 3. 1701 53880 3. 1779 71828 3. 1857 32501 3. 1934 368&8 
1/5 2. 5118 86432 2. 5168 90229 2.  5218 54548 2.  526 7 80083 2. 531b 67508 

1 105 106 107 108 109 
2 11025 11236 11449 11664 11881 
3 11 57625 11 91016 12 25043 12 59712 12 95029 
4 1215 50625 1262 47696 1310 79601 1360 48896 1411 58161 
5 � 10 1. 2762 81563 10 1. 3382 25578 10 1. 4025 51731 ! 1 0  1. 4693 28077 10 1. 5386 23955 
6 12 1. 3400 95641 12 l. 4185 19112 12 1. 5007 30352 1 2  1. 5868 74323 12 1. 6771 00111 
7 14 1. 4071 00423 14 l. 5036 30259 14 1. 6057 81476 l l4 l. 7138 24269 14 l. 8280 39121 
8 l l6 1. 4774 55444 16 1. 5938 48075 16 1. 7181 86180 1 6  1 .  8509 30210 16 1. 9925 62642 
9 18 1. 5513 28216 18 1.  6894 78959 18 1. 8384 59212 18 1. 9990 04627 18 2.  1718 93279 

10 2 0 1. 6288 94627 20 1. 7908 47697 20 1. 9671 51357 ( 20 2. 1589 24997 20 2. 3(, 73 636 75 
24 ( 48) 3. 2250 99944 ( 48) 4. 0489 34641 ( 48) 5, 0723 66953 ( 48) 6. 3411 80737 ( 48) 7. 9110 83175 

1/2 ( 1) 1. 0246 95077 ( 1) 1. 0295 63014 ( 1) 1. 0344 08043 ( 1) 1. 0392 30485 ( 1) 1. 0440 30651 
1/3 4. 7176 93980 4. 7326 23491 4, 7474 59398 4. 7622 0 3156 4. 7768 56181 
1/4 3, 2010 85873 3. 2086 80436 3. 2162 21453 3. 2237 09795 3. 2311 46315 
1/5 2. 5 365 17 482 2. 5413 30642 2. 5461 07613 2. 5508 49001 2. 5555 55397 

1 110 111 112 113 114 
2 12100 12321 12544 12769 129% 
3 13 31000 1 3  67631 14 04928 14 42897 14 81544 
4 1464 10000 1518 07041 1573 51936 1630 47361 1688 9601& 
5 ! 10 1. 6105 10000 10 1. 6850 58155 ro 1. 7623 41683 ! 10 1. 8424 35179 10 1.  9254 14582 
6 12 1. 7715 61000 12 1. 8704 14552 12 1. 9738 22685 12 2. 0819 5175 3 12 2. 1949 72624 
7 14 l.  9487 17100 14 2.  0761 60153 14 2. 2106 81407 l 1 4  2. 3526 05480 14 2. 5022 68791 
8 16 2. 1435 88810 16 2. 3045 37770 16 2. 4759 63176 16 2. 6584 44193 16 2. 8525 86422 
9 p8 2. 3579 47691 18 2. 5580 369<" ' 18 2. 7730 78757 18 3. 0040 41938 18 3. 2519 48521 

10 20 2. 5937 42460 20 2. 8394 20986 ( 20 3. 1058 48208 ( 20) 3. 3945 67390 20 3. 7072 21314 
2 4  ( 48) 9. 8497 32676 ( 49) 1. 2 2 39 15658 ( 49) l. 5178 62893 ( 49) 1. 8788 09051 ( 49) 2. 3212 20685 

1/2 ( 1) 1. 0488 08848 ( 1) 1. 0535 65375 ( 1) l. 0583 00524 ( 1) l. 0630 14581 ( 1 } 1. 0677 07825 
1/3 4. 7914 19857 4. 8058 95534 4. 8202 84528 4. 8345 86127 4. 8488 07586 
1/4 3. 2 385 31840 3, 2458 6 7180 3. 2531 53123 3. 2603 90439 3. 2675 79877 
1/5 2. 5602 27376 2. 5648 65499 2. 5694 70314 2. 5740 42354 2. 5785 82140 

1 115 116 117 118 119 
2 13225 13456 13689 13924 1411\1 
3 15 20875 15 60896 1 6  01613 16 43032 16 85159 
4 1749 00625 1810 63936 1873 88721 1938 77776 2005 33921 
5 p o 2. 0113 57188 10 2. 1003 41658 10 2. 1924 48036 10 2. 2877 57757 10 2. 3863 53660 
6 12 2. 3130 60766 12 2. 4363 96323 12 2. 5651 64202 12 2. 6995 54153 12 2. 8397 60855 
7 r4 2. 6600 19880 14 2. 8262 19734 14 3. 0012 42116 1 4  3. 1854 73901 14 3. 3793 15418 
8 16 3. 0590 22863 16 3. 2784 14892 16 3. 5114 53276 1 6  3. 7588 59203 16 4. 0213 85347 
9 18 3. 5178 76292 18 3. 8029 61275 18 4. 1084 00333 18 4. 4354 53859 18 4. 7854 48563 

10 20 4. 0455 57136 20) 4. 4114 35079 20 4. 8068 28389 20 5. 2338 35554 20 5. 6946 83790 
24 ( 49) 2. 8625 17619 ( 49) 3. 5236 41704 ( 49) 4, 3297 286 75 ( 49) 5. 3109 00627 ( 49) 6, 5031 99444 

1/2 ( 1) 1. 0723 80529 ( 1) 1. 0770 32961 ( 1) 1. 0816 65383 ( 1) 1. 0862 78049 ( 1) 1. 0908 71211 
1/3 4. 8629 44131 4. 8769 98961 4. 8909 73246 4. 9048 68131 4. 9186 84734 
1/4 3. 2747 22171 3. 2818 18035 3. 2888 68168 3. 2958 73252 3. 3028 33952 
1/5 2. 5830 90178 2, 5875 c66964 2. 5920 12982 2. 5964 28703 2. 6008 14587 

1 120 121 122 123 124 
2 14400 14641 14884 15129 15376 
3 17 28000 17 71561 18 15848 18 6086 7 19 06624 
4 2073 60000 2143 58881 2215 33456 2288 86641 2364 21376 
5 1 10) 2. 4883 20000 10 2. 5937 42460 10l 2. 7027 08163 l 10l2. 8153 051,84 10l 2. 9316 25062 
6 12) 2. 9859 84000 12 3. 1384 28377 12 3. 2973 03959 12 3. 4628 25992 12 3. 6352 15077 
7 i 14l 3. 5831 80800 14 3. 7974 98336 14 4. 0227 10830 14 4. 2592 75970 14� 4. 5076 666'16 
8 16 4. 2998 16960 16 4. 5949 72986 16l 4. 9077 07213 ! 16 5. 2389 09443 16 5. 5895 06703 
9 18 5. 1597 80352 18 5. 5599 17313 18 5. 9874 02800 18) 6. 4438 58615 18l 6. 9309 88312 

10 ( 20) 6. 1917 36422 20 6. 727 4 99949 20 7. 3046 31415 20 7. 9259 46096 ( 20 a. 5944 25506 
24 ( 49) 7. 9496 84720 ( 49) 9. 7017 23378 ( 5 0) 1. 1820 50242 ( 5 0) 1. 4378 80104 ( SO) 1. 7463 06393 

1/2 ( l )  1. 0954 45115 ( 1) 1. 1000 00000 ( l) 1. 1045 36102 ( 1) 1. 1090 53651 ( l) 1. 1135 52873 
1/3 4. 9324 24149 4. 9460 87443 4. 9596 75664 4. 9731 89833 4. 9866 30952 
1/4 3. 3097 50920 3. 3166 24790 3. 3234 56186 3. 3302 45713 3. 3369 93965 
1/5 2. 6051 71085 2 .  6094 98635 2. 6137 97668 2. 6180 68602 2. 6223 11847 

1 I 1 I 2 [( -5) 3] n3 [( -�) 1] 114 [( -�) 8] n:, [( -�) 5] n 4 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

k 
1 125 126 127 128 129 
2 15625 15876 16129 16384 16641 
3 19 53125 20 00376 20 48383 20 97152 21  46689 
4 2441 40625 2520 47376 2601 44641 2684 35456 2769 22881 
5 ( 1 0r. 0517 5781 3 ( 1 0l 3. 1757 96938 10) 3. 3038 36941 1 0  3. 4359 73837 1 0  3. 572) 05165 
6 12 3. 8146 97266 ( 12  4. 0015 04141 12  4. 1958 72915 12  4. 3980 46511 12 4. 60s:• 73663 
7 14 4. 7683 71582 ( 14l 5. 0418 95218 14 5. 3287 58602 14 5. 6294 99534 14 5. 9441> 73025 
8 16 5. 9604 64478 ( 16 6. 3527 87975 16 6. 7675 23424 16 7. 2057 59404 16 7. 6681> 28202 
9 18) 7. 4505 80597 ( 18 8. 0045 12848 18 8. 5947 54749 18 9. 2233 72037 18 9. 892!i 30381 

10 20) 9. 3132 25746 ( 21)  1. 0085 68619 21  1. 0915 33853 ( 21 1. 1805 91621 21  1. 2761 36419 
24 ( 50) 2.  1175 82368 ( 5 0) 2.  5638 5<'774 ( 50) 3. 0994 83316 ( 50) 3. 7414 44192 ( 5 0) 4. SOH 56022 

1/2 ( 1) 1. 1 1 80 33989 ( 1) 1. 1224 97216 ( 1) 1. 1269 42767 ( 1) 1. 1 3 1 3  70850 ( 1) 1. 1357 81669 
1/3 5. 0000 00000 5. 0132 97935 5. 0265 25695 5. 0396 84200 5. 0527 74347 
1/4 3. 3437 01525 3. 3503 68959 3. 3569 96823 3. 3635 85661 3. 3701 36005 
1/5 2. 6265 27804 2. 6307 16865 2.  6348 79413 2 .  6390 15822 2. 6431 26458 

1 130 131 132 133 134 
2 16900 17161 17424 17689 17956 
3 21 97000 22 48091 22 99968 2 3  52637 24 06104 
4 2856 10000 2944 99921 3035 95776 3129 0072 1 3224 17936 
5 ( 10) 3. 7129 30000 ( 10l 3. 8579 48965 ! 10) 4. 0074 64243 l lO) 4. 1615 79589 � 1 0l 4. 3204 00342 
6 ( 12)  �. 8268 09000 ( 12  5. 0539 13144 12) 5. 2898 52801 12) 5. 5349 00854 12 5. 7893 36459 
7 ( 14l 6. 2748 51700 l 14l 6. 6206 26219 14! 6. 9826 05697 14! 7. 3614 18136 ! 14 7. 7577 10855 
8 ( 16 8. 1573 07210 1 6  8. 6730 20347 16 9. 2170 39521 1 16 9. 7906 86120 17! 1. 039!i 3 3 2 55 
9 ( 19! 1. 0604 49937 19 1. 1361 6!i665 ( 19l l.  2166 49217 19) 1.  3021 61254 19 1.  3929 74561 

10 ( 2 1  1. 3785 84918 ( 21  1. 4883 77022 ( 21  1. 6059 76966 21) 1. 7318 74468 21  1.  866!i 85912 
24 ( 50) 5.  4280 07704 ( 50) 6. 5239 57088 ( 50) 7. 8302 26935 ( 50) 9. 3851 10346 ( 51)  1. 1 2 33 50184 

1/2 ( 1) 1. 1401 75425 ( 1) 1. 1445 5:!314 ( 1)  1. 1489 12529 ( 1) 1. 1 5 32 56259 ( 1) 1. 157'i 83690 
1/3 5. 0657 97019 5. 0787 53078 5. 0916 433 70 5. 1044 68722 s. 11n 29947 
1/4 3. 3766 48375 3. 3831 23282 3. 3895 61224 3. 3959 62690 3. 4023 28159 
1/5 2. 64 72 1 1681 2.  6512 71840 2.  6553 07280 2.  6593 18337 2.  663:! 05339 

1 135 136 137 138 139 
2 18225 18496 18769 19044 19321 
3 24 60375 2 5  1!i456 2 5  7 1353 26 28072 26 85619 
4 3321 50625 3421 o:�Ot6 3522 75361 3626 73936 3733 01041 
5 � 1 0l 4. 4840 33438 ( 10l 4. 6525 87418 ( 1  0) 4. 8261 72446 10 5. 0049 00317 l 1 0  5. 1 8813 84470 
6 12 6. 0534 45141 ( 12 6. 3275 11!888 l l2) 6. 6118 56251 12  6. 9067 62437 12 7. 212!i 49413 
7 r4l 8. 1721 50940 ( 14l 8. 6054 2'i688 14! 9. 0582 43063 14 9. 5313 32163 15 1. oo2•; 44368 
8 17 1. 1032 40377 � 17 1. 1703 37894 17 1. 2409 79300 17 1.  3153 2 3839 l 1 7  1. 393!i 36672 
9 19! 1.  4893 74509 19 1. 5916 59535 � 19 1. 7001 41641 19 1 .  8151 46897 19 1. 9370 15974 

10 2 1  2. 0106 55587 ( 21  2. 1646 56968 21 2.  3291 94048 ( 21  2 .  504'1 02718 21 2. 6924 52204 
24 ( 51)  1. 3427 97252 ( 5 1) 1. 6030 0 1 028 ( 5 1) 1. 9111 44882 ( 5 1) 2. 2756 11258 ( 51)  2 .  7061 70815 

1/2 ( 1) 1. 1618 95004 ( 1) 1. 1661 90379 ( 1) 1. 1704 69991 ( 1) 1. 1747 34012 ( 1) 1. 1789 82612 
1/3 5. 1299 27840 5. 1425 63181 5. 1551 36735 5. 1676 49252 5. 1801 0146 7 
1/4 3. 4086 58099 3. 4149 52970 3. 4212 13222 3. 4274 39296 3. 4336 31623 
1/5 2. 66 72 68608 2. 6 712 08461 2. 6751 25206 2.  6 790 19145 2. 6821l 90577 

1 140 141 142 143 144 
2 19600 19881 20164 20449 20736 
3 27 44000 28 03221 28 63288 29 24207 29 85984 
4 3841 60000 3952 54161 4065 86896 4181 61601 4299 81696 
5 ( 10) 5. 3782 40000 po 5. 5730 83670 � 10) 5. 7735 33923 � 10) 5. 9797 10894 1 0  6. 1917 36422 
6 ( 12)  7. 5295 3600 0 12 7. 8580 47975 12 8. 1984 18171 12  8. 5509 86579 12 8. 9161 00448 
7 ( 15)  1. 0541 35040 ( 15  1. 1079 84764 p5 1. 1641 75380 ! 1 5  1. 2227 91081 15  1. 2839 18465 
8 ( 17) 1. 4757 89056 ( 1 7 1. 5622 51!518 17 1. 6531 29040 17 1. 7 485 91246 1 7  1. 8481! 42589 
9 ( 19l 2. 0661 046 78 ( 19 2. 2027 8·�510 � 19 2. 3474 43237 19 2. 5004 85481 19 2.  6623 33328 

1 0  ( 21  2. 8 9 2 5  46550 ( 21)  3. 1059 26159 2 1  3. 3333 69396 2 1  3. 5756 94238 2 1  3. 8337 59992 
24 ( 5 1) 3. 2141 99700 ( 51) 3. 8129 28871 ( 5 1) 4. 5177 29930 ( 51) 5. 3464 42484 ( 5 1) 6. 3197 48715 

1/2 ( 1) 1. 1832 15957 ( 1} 1. 1874 34209 ( 1) 1. 1916 37529 ( 1}  1. 1958 26074 ( 1} 1. 2000 00000 
1/3 5. 1924 94102 5. 2048 27863 5. 2171 03446 5. 2293 21 532 5. 2414 82788 1/4 3. 4397 90628 3. 4459 16727 3. 4520 10326 3. 4580 71824 3.  4641 01615 
1/5 2.  686 7 39790 2.  6905 67070 2. 6943 72696 2. 6981 56943 2. 7019 20077 

1 145 146 147 148 149 2 21025 21 316 21609 21904 22201 3 30 48625 31  12136 31 76523 32 41792 3 3  07949 4 4420 50625 4543 71856 4669 48881 4797 852 16 49213 84401 5 ( 1 0l 6. 4097 34063 � 10l 6. 6338 29098 ! 10) 6. 8641 48551 po l 1. 10o8 21 197 lOr. 3439 77575 6 ( 12 9. 2941 14391 12 9. 6853 90482 1 3! 1 .  0090 29837 1 3  1. 0509 2 1 5 37 13 1. 094:! 52659 7 ( 1 5} 1. 3476 46587 ( 15) 1. 4140 67010 15 1. 4832 73860 ( 1 5  1. 5553 63875 15 1.  6304 36461 8 ( 17} 1. 9540 87551 l 17} 2. 0645 37835 1 7  2. 1804 12575 ( 17) 2.  3019 38535 1 7  2. 429 l 50327 9 ( 19} 2. 8334 26948 19l 3. 0142 25239 � 19 3.  2052 06485 ( 19l 3 .  4068 69032 19l 3. 6197 31988 10 ( 21} 4. 1084 69075 21  4. 4007 68850 21)  4. 7116 53533 ( 2 1 5. 0421 66167 21  5. 3934 00662 
24 ( 51) 7. 4616 01544 ( 5 1} 8. 7997 13625 ( 52} 1. 0366 11527 ( 52) 1. 2 197 79049 ( 52) 1. 4 337 40132 

1/2 ( 1) 1. 2041 59458 ( 1) 1. 2083 04597 ( 1} 1. 2124 35565 ( 1} 1. 2165 52506 ( 1) 1. 2206 55562 l/3 5. 2535 87872 5. 2656 3 7428 5. 2776 32088 5.  2895 72473 5. 30H 59192 1/4 3. 4701 00082 3. 4760 6 7602 3. 4820 04545 3. 4879 11275 3. 4937 88147 1/5 2. 7056 62363 2. 7093 84058 2.  7130 85417 2. 716 7 66686 2. 7204 28110 
I I I I 

n2 [C --1) 2] n3 [( -g) 9] n4 [( -1) 5] n5 [( -1)3] 
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Tahle 3.1 

k 
l 150 2 22500 3 33 75000 4 5062 50000 5 ( 10 7. 5937 50000 6 13 1. 1390 62500 7 15 1. 7085 93750 8 17 2. 5628 90625 9 19 3. 8443 35938 10 21 5. 7665 03906 24 ( 52) 1. 6834 11220 1/2 ( 1) 1. 2247 44871 1/3 5, 3132 92846 1/4 3. 4996 35512 1/5 2. 7240 69927 
1 155 2 24025 3 37 23875 4 5772 00625 5 1 1ol a. 9466 09688 6 13 1. 386 7 24502 7 ( 15 2, 1494 22977 8 1 17) 3. 3316 05615 9 19l 5. 1639 aa703 10 21 a. oo41 82490 24 ( 52) 3. 6979 47627 1/2 ( 1) 1. 2449 89960 1/3 5. 3716 85355 1/4 3. 5284 41525 1/5 2. 7 419 92987 
1 160 2 25600 3 40 96000 4 6553 60000 5 � 11� 1. 0485 76000 6 13 1. 6777 21600 7 15 2. 6843 545&0 8 17 4. 2949 67296 9 P9l 6. 8719 47674 10 22 1. 0995 11628 24 ( 52} 7. 9228 16251 1/2 ( 1) 1. 2649 11064 1/3 5. 4288 35233 1/4 3. 5565 58820 1/5 2. 7594 59323 
1 165 2 27225 3 44 92125 4 7412 00625 5 ll ll. 2229 81031 
0 13 2. 0179 18702 7 15) 3. 3295 65858 8 17! 5. 4937 a3665 9 19 9. 0647 43047 10 ( 22) 1. 4956 a2603 24 ( 53) 1. 6581 15050 1/2 ( 1) 1 . 2845 23258 1/3 5. 4848 06552 1/4 3. 5840 24634 1/5 2. 7764 94317 
1 170 2 2a900 3 49 13000 4 8352 10000 5 i lll 1. 4198 57000 6 13 2. 4137 56900 7 � 1St 1033 86730 8 17 6. 9757 57441 9 i 20 1. 1858 78765 10 22 2. 0159 93900 24 ( 53) 3. 3944 86713 1/2 ( 1) 1. 3038 40481 1/3 5. 5396 58257 1/4 3. 6108 73137 1/5 2. 7931 21220 

1 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

POWERS AND ROOTS nk 

151 152 153 22801 23104 23409 34 42951 35 11808 35 81577 5198 85601 5337 94816 5479 81281 10l 7. 8502 72575 ( 10l 8, 1136 81203 ! 10 8 . 3841 13599 13 1, 1853 91159 ( 13 1. 2332 79543 13 1. 2827 69381 15l l. 7899 40650 ! 15) 1. 8745 84905 15 1. 9626 37152 17 2. 7028 10381 17r 8493 69056 \ 17 3. 0028 34843 19 4. 0812 43676 19 4. 3310 40965 19 4. 5943 37310 21 6. 1626 77950 21 6. 5831 82267 21 7. 0293 36085 ( 52) 1, 9744 52704 ( 52) 2. 3133 75387 ( 52) 2. 7076 61312 ( 1) 1. 2288 20573 ( 1) 1. 2328 82801 ( 1) 1. 2369 31688 5. 3250 74022 5. 3368 03297 5. 3484 81241 3. 5054 53712 3. 5112 43086 3. 5170 03963 2. 7276 92374 2. 7312 95679 2. 7348 80069 
156 157 158 24336 24649 24964 37 96416 38 69893 39 44312 5922 40896 6075 73201 6232 01296 1 10) 9, 23a9 5797a } 10l9. 5388 99256 ( 10! 9. 8465 80477 13) 1. 4412 77445 13 1. 4976 07183 13 1. 5557 59715 ! 15l 2. 2483 92813 15l 2. 3512 43278 15! 2. 4581 00350 17 3, 5074 927a9 17 3. 6914 51946 17 3. a837 98553 19 5. 4716 8a751 ( 19l 5. 7955 79555 19 6. 1364 01714 21 8. 5358 34451 ( 21 9. 0990 59901 21 9. 6955 14 709 ( 52) 4. 3150 94990 ( 52) 5. 0302 74186 ( 52) 5. 8582 79483 ( 1) 1. 2489 99600 ( 1) 1. 2529 96409 ( 1) 1. 2569 80509 5. 3832 12612 5. 3946 90712 5. 4061 20176 3. 5341 18843 3. 5397 6a931 3. 5453 92093 2. 7455 21947 2. 7490 32856 2. 7525 25920 
161 162 163 25921 26244 26569 41 73281 42 51528 43 30747 6718 98241 6a87 47536 7059 11761 11 1. 0817 56168 1 lll l. 1157 71008 

r

l 1. 1506 36170 13 1. 7416 27430 13 1. 8075 49033 13 1. 8755 36958 15 2. 8040 20163 rsr. 92a2 29434 15 3. 0571 25241 17 4. 5144 72463 17 4. 7437 31683 17 4. 9831 14143 19 7. 2683 00665 19 7. 684a 45327 p9 a. 1224 76053 22 1. 1701 96407 22 1. 2449 44943 22 1. 3239 63597 ( 52) 9. 2007 03274 ( 53) 1. 0674 81480 ( 53) 1. 2373 7a329 ( 1) 1. 2688 5 7754 ( 1) 1. 2727 92206 ( 1) 1. 2767 14533 5. 4401 21825 5. 4513 61778 5. 4625 55571 3. 5621 02966 3. 5676 21345 3. 5731 14235 2. 7629 00056 2. 7663 23734 2. 7697 30547 
166 167 168 27556 27889 28224 45 74296 46 57463 47 41632 7593 33136 7777 96321 7965 94176 11 1. 2604 93006 I ll 1, 2989 19856 ( 11) 1. 3382 78216 13 2. 0924 18390 13 2. 1691 96160 ! 13 2. 2483 07402 15 3. 4734 14527 15 3. 6225 57587 15 3. 7771 56436 17 5. 7658 68114 p7 6. 0496 71170 17 6, 3456 22a12 19 9. 5713 41070 20 1. 0102 95085 � 20 l. 0660 64632 22 1 .  5888 42618 ( 22 1. 6871 92792 22 1. 7909 88583 ( 53) 1. 9168 76411 ( 53) 2. 2140 90189 ( 53) 2 . 5551 87425 ( 1) 1. 2884 09873 ( 1) 1. 2922 84798 ( 1) 1. 2961 48140 5, 4958 64660 5. 5068 78446 5. 5178 48353 3. 5894 42676 3. 5948 36294 3. 6002 05744 2. 7798 51635 2. 7831 92813 2. 7865 18023 
171 172 173 29241 29584 29929 50 00211 50 88448 51 77717 8550 36081 8752 13056 8957 45041 

11 1. 4621 11699 ( 11 1. 5053 66456 ! 11{ 1. 5496 38921 13 2. 5002 11004 13 2. 5892 30305 13 2. 6808 75333 15 4. 2753 60818 15 4. 4534 76124 l l5 4. 6379 14326 17 7. 3108 66998 17 7. 6599 78934 17 8. 0235 91785 20 1. 2501 5825 7 20 1. 3175 16377 20l 1. 3880 a1379 ( 22 2. 1 377 70619 22 2. 2661 28168 22 2. 4013 80785 ( 53) 3. 9075 68945 ( 53) 4. 4945 13878 ( 53) 5. 1654 29935 ( 1) l. 3076 69683 ( 1) 1. 3114 87705 ( 1) 1. 3152 94644 
s. 5504 99103 5. 5612 97766 5. 5 720 54656 3. 6161 71571 3. 6214 46817 3. 6266 99110 2. 7963 99540 2. 7996 62559 2. 80'29 10436 

1 I 

154 23716 36 52264 5624 48656 10 8. 6617 09302 13 1. 3339 03233 15 2. 0542 10978 17 3. 1634 84906 19 4. 8717 66756 ( 21 7. 5025 20804 ( 52) 3. 1659 00782 ( 1) 1. 2409 67365 5. 3601 08411 3. 5227 366 70 2. 7384 45765 
159 25281 40 19679 6391 28961 111 1. 0162 15048 13 1. 6157 81926 

17 4. 0848 5828a 19 6. 4949 2467a 
15! 2. 5690 93263 

( 22 1. 0326 93024 ( 52) 6. 8160 22003 ( 1) 1. 2609 52021 5. 4175 01515 3. 5509 8a625 2. 7560 01343 
164 26896 44 10944 7233 94a16 1 lll l. 1863 67498 13 1. 9456 42697 

r5r. 1908 54023 17 5, 2330 00598 19 a. 5821 209a1 22 1. 4074 67841 ( 53) 1. 4330 20335 ( 1) 1. 2806 24847 5, 4737 03675 3. 5785 81908 2. 7731 20681 
169 28561 48 26a09 8157 30721 ! 11 1. 3785 84918 13 2. 3298 08512 15 3. 9373 76386 ! 17 6. 6541 66092 20 1. 1245 54070 22 1. 9004 96377 ( 53) 2. 9463 26763 ( 1) 1. 3000 00000 5. 5287 74814 3. 6055 51275 2. 7898 27436 
174 30276 52 68024 9166 36176 11 1. 5949 46946 13 2. 7752 07686 15 4. 8288 61374 11 a. 4022 18792 20 1. 4619 86070 22 2. 5438 55761 ( 53) 5. 9317 37979 ( 1) 1. 3190 90596 5. 5827 70172 3. 6319 28683 2. 8061 43329 712 [(-�)2] n3 [ ( -�) 7] n4 [(-�) 4] 1 n5 [(-�) 3J 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

k 
1 175 176 177 178 179 
2 30625 30976 31329 31684 32041 
3 53 59375 54 51776 55 45233 56 39752 57 35339 
4 9378 90625 9595 12576 9815 06241 I 9 1. 0038 75856 9 1. 0266 25681 
5 11 1. 6413 08594 ( 11! 1. 6887 42134 11 1. 7372 66047 11 1. 7868 99024 11 1. 8376 59969 
6 13 2. 8722 90039 ! 13 2. 9721 86155 13 3. 0749 60902 ' 13 3. 1806 80262 13 3. 2894 11344 
7 15 5. 0265 07568 15 5. 2310 47634 15 5. 4426 80797 I 15 5. 6616 10867 15 5. 8880 46307 
8 11 a. 7963 88245 17! 9. 2066 43835 17 9. 6335 45011 ' 18 1. 0077 66 734 18 1. 0539 60289 
9 20 1. 5393 67943 20 1. 6203 69315 20 1. 7051 37467 20 1. 7938 24787 20  1. 8865 88917 

10 22 2. 6938 93900 ( 22 2. 8518 49994 22  3. 0180 93317 { 22 3. 1930 08121 22 3. 3769 94162 
24 ( 53) 6. 8063 32613 ( 53) 7. 8037 62212 ( 53) B. 9404 29702 < 54) 1.  o:!34 B163B ( 54) 1. 1707 73122 

1/2 ( 1) 1. 3228 75656 ( 1) 1. 3266 49916 ( 1 )  1. 3304 13470 ( 1) 1. 3341 66406 ( 1) 1. 3379 08816 
1/3 5. 5934 44710 5. 6040 78661 5. 6146 72408 5. 6252 26328 5. 6357 40794 
1/4 3. 6371 35763 3. 6423 20574 3. 6474 83337 3. 6526 24271 3. 6577 43589 
1/5 2. 8093 61392 2. 8125 64777 2. 8157 53634 2. 8189 28111 2. 8220 88352 

1 180 181 182 183 184 
2 32400 32761 33124 33489 33856 
3 58 32000 59 29741 60 28568 61 28487 62 29504 
4 9! 1. 0497 60000 ( 9) 1. 0732 83121 9 1. 0971 99376 9 1. 1215 13121 1. 1462 28736 
5 11 1. 8895 68000 ! 11 1. 9426 42449 11 1. 9969 02864 11 2. 0523 69011 11 2. 1090 60874 
6 13r. 4012 22400 13  3. 5161 82833 13  3. 6343 63213 13 3. 7558 35291 13 3. 8806 72009 
7 15 6. 1222 00320 15 6. 3642 90927 15 6. 6145 41048 15 6. 8731 78582 15 7. 1404 36496 
8 18 1. 1019 96058 ps 1. 1519 36658 18 1. 2038 46471 18 1. 2577 91681 18 1. 3138 40315 
9 / i 20! 1. 9835 92904 20 2. 0850 05351 20  2. 1910 00577 20 2. 3017 58775 20 2. 4174 66180 

10 22 3. 5704 67227 ( 22 3. 7738 59685 22  3. 9876 21050 22 4. 2 122 18559 22 4. 4481 37771 
24 ( 54) 1. 3382 58845 ( 54) 1. 5285 71637 ( 54) 1. 7446 70074 ( 54) 1. 91!98 76639 ( 54) 2. 2679 20111 

1/2 ( 1) 1. 3416 40786 ( 1 )  1. 3453 62405 ( 1) 1. 3490 73756 ( 1) 1. 3527 74926 ( 1) 1. 3564 65997 
1/3 5. 6462 16173 5. 6566 52826 5. 66 70 51108 5. 6774 11371 5. 6877 33960 
1/4 3. 6628 41501 3. 6679 18217 3. 6 729 73940 3. 6 780 08871 3. 6830 23210 
1/5 2. 8252 34501 2. 8283 66697 2. 8314 85080 2. 8345 89786 2. 8376 80950 

1 185 186 187 188 189 
2 34225 34596 34969 35344 35721 
3 63 31625 64 34856 65 39203 66 44672 67 51269 
4 9! 1. 1713 50625 ( 9 1. 1968 83216 9 1. 2228 30961 9) 1. 2491 98336 9 1. 2759 89841 
5 11 2. 1669 98656 i ll 2. 2262 02782 11 2. 2866 93897 11  2. 3484 92872 11  2. 4116 20799 
6 13 4. 0089 4 7514 13 4. 1407 37174 13 4. 2761 17588 13 4. 4151 66599 13 4. 5579 63311 
7 15! 7. 4165 52901 r5 7. 7017 71144 15 7. 9963 39889 15 8. 3005 13206 15 B. 6145 50658 
8 18 1. 3720 62287 18 1. 4325 29433 18 1. 4953 15559 18 1. 5604 96483 18 1. 6281 50074 
9 20 2. 5383 15230 20 2. 6645 04745 20  2. 7962 40096 20 2. 9337 33387 20! 3. 0772 03640 10 22 4. 6958 83176 22 4. 9559 78826 22 5. 2289 68979 22 5. 5154 18768 22 5. 8159 14881 

24 ( 54) 2. 5829 82606 ( 54) 2. 9397 51775 ( 54} 3. 3434 78670 ( 54) 3. 8000 41874 ( 54) 4. 3160 18526 
1/2 ( 1) 1. 3601 47051 ( 1) 1. 3638 18170 ( 1) 1. 3674 79433 ( 1) 1. 3"111 30920 ( 1) 1. 3747 72708 
1/3 5. 6980 19215 5. 7082 67473 5. 7184 79065 5. 7286 54316 s. 7387 93548 1/4 3. 6880 17151 3. 6929 90888 3. 6979 44609 3. 7028 78502 3. 7077 92751 1/5 2. 8407 58702 2. 8438 23174 2. 8468 74493 2. 8499 12786 2. 8529 38178 

1 190 191 192 193 194 2 36100 36481 36864 37249 37636 3 68 59000 69 67871 70 77888 71 89057 73 01384 4 9 1. 3032 10000 9 1. 3308 63361 l 9! 1 .  3589 54496 9 1. 3874 88001 ! 1i 1. 4164 68496 5 11 2. 4760 99000 11  2. 5419 49020 11 2. 6091 92632 11 2. 6 778 51842 2. 7479 48882 6 13 4. 7045 88100 13 4. 8551 22627 13 5. 0096 49854 13 5. 1682 54055 13 5. 3310 20832 
7 15 B. 9387 17390 15 9. 2732 84218 15 9. 6185 27720 15 9. 9747 30326 1 16 1. 0342 18041 8 18 1. 6983 56304 18 1. 7711 97286 18 1. 8467 57322 18 1. 9251 22953 18 2. 0063 83000 9 20 3. 2268 76978 20  3. 3829 86816 20 3. 5457 74059 20  3. 7154 87299 20 3. 8923 83020 10 22 6. 1310 66258 22 6. 4615 04818 22 6. 8078 86193 22 7. 1708 90487 22 7. 5512 23059 

24 ( 54) 4. 8987 62931 ( 54) 5. 5564 93542 ( 54) 6. 2983 89130 ( 54) 7. D46 95065 ( 54) 8. 0768 40718 
1/2 ( 1) 1. 3784 04875 ( 1) 1. 3820 27496 ( 1) 1. 3856 40646 ( 1) 1. 3892 44 399 ( ot) 1. 3928 38828 1/3 5. 7488 97079 5. 7589 65220 5. 7689 98281 5. 77 89 96565 s. 7889 60372 1/4 3. 7126 87538 3. 7175 63041 3. 7224 19436 3. 7272 56899 3. 7320 75599 1/5 2. 8559 50791 2. 8589 507 46 2. 8619 38162 2. 8649 13156 2. 86 78 75844 

1 195 196 197 198 199 2 38025 38416 38809 39204 39601 3 74 14875 75 29536 76 45373 77 62392 78 80599 4 9 1. 4459 00625 9 1. 4757 89056 9 1. 5061 38481 ( 9) l. 5:!69 53616 9 1. 5682 39201 5 11 2. 8195 06219 11 2. 8925 46550 11  2. 9670 92808 11 3. 0431 68160 11 3. 1207 96010 6 13 5. 4980 37127 13 5. 6693 91238 13 5. 8451 72831 13 6. 0254 72956 13 6. 2103 84060 7 16 1. 0721 17240 16 1. 1112 00683 16 1. 1514 99048 16 1. 1930 43645 16 1. 2358 66428 8 18 2. 0906 28617 18 2. 1779 53338 18 2. 2684 53124 ' 18 2. 3622 26418 18 2. 4593 74192 9 20 4. 0767 25804 20  4. 2687 88542 20  4. 4688 52654 20  4. 6 772 08307 20 4. 8941 54641 10 22 7. 9496 15318 22  8. 3668 25543 22  8. 8036 39729 22 9. 2608 72448 22 9. 7393 6 7736 
24 ( 54) 9. 1375 69069 ( 55) l. 0331 07971 ( 55) 1. 1673 18660 ( 55) 1. 3181 49187 ( 55) 1. 4875 57746 

1/2 ( 1) 1. 3964 24004 ( 1) 1. 4000 00000 ( 1) 1. 4035 66885 ( 1) 1. 4071 24728 ( 1) 1. 4106 73598 1/3 5. 7988 89998 5. 8087 85 734 5. 8186 4 786 7 5. 8284 76683 5. 8382 72461 1/4 3. 7368 75706 3. 7416 57387 3. 7464 20805 3. 7511 66123 3. 7558 93499 1/5 2. 8708 26340 2. 8737 64756 2. 8766 91203 2. 8796 05790 2. 8825 08624 1 1 1 1 n2 [(-:) 1J n3 [< -1) 5] ,4 [(-�)3] n5 [( -f)2J 



32 
Table 3.1 

k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 a 
9 

10 

24 
l/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

24  
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
1 
8 
9 

10  
24  

1/2 1/3 
l/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

24  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
b 
7 
8 
9 

10  
24  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

200 
40000 

80 00000 

l 9l 1. &000 00000 
1 1  3. 2000 00000 
13 6. 4000 00000 i 1 6� 1. 2800 00000 
1 8  2.  5600 00000 
20 5. 1200 00000 
2 3  1. 0240 00000 

( 55) 1. 6777 21600 
( 1 )  1. 4142 13562 

5. 8480 35476 
3. 760!> 03093 
2. 8853 99812 

205 
42025 

86 15125 
9 1. 7661 00625 

1 1  3.  <.2as 06281 
1 3  7.  4220 37877 
16 1.  5215 11765 
18 3. 1191 11418 
20 6. 3941 78406 
2 3 1. 3108 065 73 

( 55) 3. 0345 38594 
( 1) 1. 4317 82106 

5. 8963 68540 
3. 7838 896 74 
2. 8996 84668 

210  
44100 

92  61000 
9 ·1. 9448 10000 

11 4. 0841 01000 
1 3  8. 5 7b6 12100 
1 6  1. 8010 88541 
1 8  3. 7822 85936 
20 7. 9428 00466 
23  1. 66 79 88098 

( 55} 5. 4108 19838 
( 1) 1 .  4491 37675 

5. 9439 21953 
3.  8067 54096 
2. 9136 93459 

2 1 5  
46225 

99 38375 
9 2. 1 367 50625 

1 1  4. 5940 1 3844 
1 3  9. 8771 297 b4 
16 2.  1 2 35 82899 
1 8  4. 5657 03233 
20 9. 8162 61952 
2 3  2. 1104 96320 

( 55) 9. 5175 03342 

( 1 )  1. 4662 87830 
5. 99011"26415 
3. 8292 13796 
2. 9274 37906 

220 
48400 

lOb 48000 
9 2.  3425 61l000 

11 s. 1536 32000 
14 1. 1337 99040 
1 6  z. 4943 57888 
18 5. 4875 87354 
21 1. 2072 69218 
23  2. 6559 92279 

( 5b) l. b525 10926 
( 1)  1. 4832 39697 

6. 0368 10737 
3. 8512  85107 
2. 9409 28975 

1 
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POWERS AND ROOTS 

201 202 
40401 40804 

81 20601 82 42408 
9 1. 6322 40801 9) 1. 6649 66416 

11 3, 2808 04010 11 3, 3632 32160 
1 3  6. 5944 lb060 l3  6. 7937 28964 
11> 1. 3254 77628 16 1. 3723 33251 
1 8  2. &642 10032 1 8  2. 7721 1 3166 
20 s. 3550 62165 2 0  5, 599& 68596 
23 1. 0763 67495 23  1. 1311 33056 

( 55)  1. 8910 60303 ( 55)  2, 1302 61246 
( 1) 1. 4177 44688 ( 1 )  1. 4212 67040 

5. 8577 !>6003 5, 8674 64308 
3. 7652 95059 3. 7699 69549 
2.  8882 79458 2. 8911 47666 

206 207 
42436 42849 

87 41816 88 69743 
9 1. 8008 14096 9 1. 8%0 36801 

11 3. 7096 77038 11  3. BOOS 96178 
13 7. 6419 34698 13 7. 8672 34089 
16 1.  5742 38548 16 1. 6285 17456 
18 3, 2429 31408 1 8  3. 3710 31135 
2 0  6. 6804 38701 2 0  b. 9780 34449 
23 1 .  3761 70372 23  1. 4444 53131 

( 55) 3. 4104 62581 ( 55) 3. 8307 89523 
( 1 )  1. 4352 70009 ( 1 )  1. 4387 49457 

5. 9059 40584 5. 9154 81700 
3 .  7884 95756 3. 7930 85099 
2 .  9025 08125 2.  9053 20638 

211 212 
44521 44944 

93 93931 9 5  28128 
9 1. 9821 19441 l li 2. 0199 63136 

11  4. 1 822 72021 4. 282 3 21848 
1 3  8. 8245 93963 13 9. 0785 22318 
1 6  1. 8619 89326 

r
6 1. 9246 46732 

18 3. 9287 97478 18 4.  0802 51071 
20 B. 2897 62679 20 B. 6501 32270 

( 2 3  1 .  7491 39925 2 3  l. 8338 28041 
( 55) 6, 0642 75557 ( 55) 6. 7929 85105 
( 1)  1. 4525 83905 ( 1) 1, 4560 21978 

s. 9533 41813 5. 9627 31958 
3 .  8112 77876 3. 815 7 85604 
2. 9164 63134 2. 9192 22328 

2 1 6  217  
46651> 47089 

100 77696 102 18313 
9 2.  1767 82336 9l 2. 217 3 73921 

11 4. 7018 49846 11 4. 8117 01409 
14 1. 0155 9956 7 14 l. 0441 39206 
1 6  2. 1936 95064 1&i 2. 2657 82076 
18 4. 7383 81338 18 4. 9167 41106 
2 1  1. 0234 90369 2 1  1.  06b9 34122 
23 2. 2 1 07 39197 23 2.  3152 47045 

( 5&) 1. 0638 73589 ( 56) 1. 1885 942 16 
( 1)  1. 4696 93846 ( 1 )  1 .  4730 91986 

6. 0000 00000 6. 0092 45007 
3. 8336 S8b25 3. 8380 88048 
2. 9301 56052 2. 9328 &4149 

221 222 
48841 49284 

107 93861 109 41048 
9 2. 3854 43281 9� 2. 4289 12656 

11 s. 2718 29651 11 5. 3921 8&096 
14 1. 1650 74353 1 4  1. 1970 b5313 
16 2. 5748 14320 1 &  2. 6574 84996 
18 5. b903 39647 18 s. 8996 16690 
21 1. 2575 65062 2 1  1. 3097 14905 
23 2. 7792 18787 2:3 2.  9075 67090 

( 56) 1. 8425 30003 ( 56) 2. 0533 8973b 
( 1)  1. 4866 06875 ( 1) 1. 4899 66443 

6. 0459 43596 6. 055() 48947 
3. 8556 54127 3. 8600 08345 
2. 9435 97699 2. 94&2 5&780 

nk 

203 
41209 

83 65427 
9 1. 6981 81681 

1 1  3, 4473 08812 
13 6. 9980 36889 
lb 1. 4206 01489 
18 2. 8838 21022 
2 0  5. 8541 56674 
23) 1. 1883 93805 

( 55)  2. 3983 07745 
( 1)  1. 4247 80oss 

s. 8771 30659 
3. 7746 26716 
2. 8940 04537 

208 
43264 

89 98912 
9 1. 8717 7369& 

11  3, 8932 89288 B a. o9so 41718 
16 1. 6843 926 71 
1 8  3. 5035 36769 
2 0  7. 2873 5b480 
23 1. 5157 70148 

( 55) 4. 3005 10765 
( 1)  1. 4422 20510 

s. 9249 92137 
3. 7976 57844 
2. 9081 2 2 302 

213 
45369 

96 63597 
9 2.  0583 46161 

11 4. 3842 77 323 
13 9.  3385 10698 
1 6  1. 9891 02779 
1 8  4. 2 36 7 88919 
20 9. 0243 60396 
23 1. 9221 887b4 

( 55) 7. 6051 97251 
( 1) 1. 4594 51952 

{ 1i 
14 

r
6 

1 8  
2 1  
2 3  

5 .  9720 92620 
3 .  8202 77414 
2. 9219 71130 

2 1 8  
47524 

103 60232 
2. 2 585 30576 
4.  9235 96b5b 
1. 0733 44071 
2.  3398 90075 
5. 1009 60363 
1. 1120 09359 
2 .  4241 80403 

( 56) 1. 3272 59512 

( 1 ) 1. 4764 82306 
6. 0184 bl655 
3. 8425 02187 
2. 9355 62280 

223 
49729 

110 89567 
9 2.  4729 73441 

11  5. 5147 30773 
1 4  1. 2297 84962 
1 6  2. 7424 20466 
1 8  6. 1155 97640 
21 1 .  3637 7827 4 
2:3 3. 0412 25550 

( 56) 2. 2872 66205 

( 1) 1. 4933 18452 
6. 0641 26994 
3. 8643 47878 
2. 9489 0&295 

204 
41610 

84 89664 
9 1.  7318 91456 

11 3, 5330 58570 
1 3  7. 2 074 39483 
16 1. 4703 17655 
1 8  2.  9994 48015 
20 6. 1188 73951 

( 23 1. 2482 50286 
( 55) 2. 6985 09916 
( 1) 1. 4282 85686 

5. 8867 65317 
3. 7792 66709 
2. 8%8 50171 

209 43681 
91 29329 

9l 1. 9080 29761 
11  3. 9877 82200 
13 8. 3344 64799 
16l l. 7419 03143 
18 3. 6405 77569 
20 7. 6088 07119 

( 23) 1. 5902 40688 
( 55) 4. 8251 50531 

( 1) 1. 4456 83229 
s. 9344 72140 
3. 8022 14131 
2. 9109 13212 

2 14 45796 
98 00344 

l 9l 2. 0972 73616 
11  4. 4881 65538 D 9. 6046 74252 ( 16l 2. 0554 00290 1 18 4. 3985 56620 
20) 9. 4129 11 168 
23) 2. 0143 62990 

( 55) 8. 5100 19601 
( 1) 1. 4628 73884 

s. 9814 24030 
3. 8247 53435 
2. 9247 09627 

219 
47961 105 03459 

9 2. 3002 57521 
11 5. 0375 63971 14 1. 1032 26510 
1 6  2. 4160 66056 
18 5. 2911 84663 
21 1 . 1587 69441 
23 2.  5377 05076 

( 56) 1. 4813 53665 

( 1 )  1. 4798 64859 
6. 0276 50160 
3. 8469 01167 
2. 9382 50529 

224 
5017& 

112 39424 
9 2 •. 5176 30976 

11 5. 6394 93386 
14 1. 2632 4b519 
1b 2.  8296 72201 
18 6, 3384 65731 
2 1  1. 4198 16324 
23  3. 1803 88565 

( 56) 2. 5465 51362 

( 1)  1. 4966 62955 
6. 0731 77944 
3. 8686 72841 
2. 9515 46323 1 1 1 n2[(-:) 1] n3 [( -!)� n4(( -!)2] n5[(-!) 2] 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

k 
1 225 226 227 22a 229 
2 50625 51076 51529 519a4 52441 
3 113 90625 115 43176 116 970a3 11a 52352 12iJ oa9a9 
4 9 2. 562a 90625 9 2. 60a7 57776 9 2. 6552 37a41 9 2. 7023 36256 9 2. 7500 5a4a1 
5 11 5. 7665 03906 11 5. a957 92574 11 6. 0273 a9a99 11 6. 1613 26664 11 6. 2976 33921 
6 14 1. 2974 63379 14 1. 3324 49122 14 1. 36a2 17507 14 1. 4047 82479 14 1. 4421 5a16a 
7 16 2. 9192 92603 16 3. 0113 35015 16 3. 105a 53741 16 3. 2029 04053 16 3. 302.5 42205 
8 18 6. 5684 oa356 1a 6. 8056 17134 1a 7. 0502 a7992 1a 7. 3026 21240 18 7. 5628 21649 
9 21 1. 477a 91880 21 1. 53aO 69472 21 1. 6004 15374 21 1. 6649 97643 2 1  1. 7318 8615a 

10 23 3. 3252 56730 23 3. 4760 37007 23 3. 6329 42900 23 3. 7961 94626 23 3. 9660 19301 

24 ( 56) 2. a33a 73334 ( 56) 3. 1521 1a526 ( 56) 3. 5044 556a6 ( 56) 3. a943 620a2 ( 56) 4. 3256 519aa 

1/2 ( 1) 1. 5000 00000 ( 1) 1. 5033 2963a ( 1) 1. 5066 51917 ( 1) 1. 5099 66aa7 ( 1)  1. 5132 74595 
1/3 6. Oa22 01996 6. 0911 99349 6. 1001 70200 6. 1091 14744 6. 1180 33173 
1/4 3. a729 83346 3. 8772 79507 3. aa15 61435 3. aa58 29238 3. a900 83026 
1/5 2. 9541 76939 2. 9567 9a21a 2. 9594 10235 2. 9620 13062 2. 9646 06773 

1 230 231 232 233 234 
2 52900 53361 53a24 542a9 54756 
3 121 67000 123 26391 124 a716a 126 49337 12a 12904 
4 9 2. 79a4 10000 9 2. a473 96321 9 2. a970 22976 9 2. 9472 95521 9 2. 99a2 19536 
5 11 6. 4363 43000 11 6. 5774 a5502 11 6. 7210 93304 11 6. 86 71 9a564 1 1  7. 0158 33714 
6 14 1. 4a03 5a890 14 1. 5193 99151 14 1. 5592 93647 14 1. 6000 57265 14 1. 6417 050a9 
7 16 3. 404a 25447 16 3. 509a 1203a 16 3. 6175 61260 16 3. 72a1 3342a 16 3. a415 a9909 
a 18 7. a310 98528 18 8. 1076 65809 1a a. 3927 42123 18 a. 6865 50ass 18 8. 9a93 203a6 
9 21 1. a011 52661 21 1. a72a 70a02 21 1. 9471 16173 21 2. 0239 66357 21 2. 1035 00970 

10 23 4. 1426 51121 23 4. 3263 31552 23 4. 5173 09521 23 4. 715a 41612 23 4. 9221 92271 

24 ( 56) 4. a025 07640 ( 56) 5. 3295 12896 ( 56) 5. 9116 a979a ( 56) 6. 5545 3a2a7 ( 56) 1. 2640 79321 

1/2 ( 1) 1. 5165 750a9 ( 1) 1. 519a 6a415 ( 1) 1. 5231 54621 ( 1)  1. 5264 33752 ( 1) 1. 5297 05a54 
1/3 6. 1269 25675 6 •. 1357 92440 6. 1446 33651 6. 1534 49494 6. 1622 4014a 
1/4 3. a943 22905 3. a9a5 4a9ao 3. 9027 61357 3. 9069 6013a 3. 9111 45426 
1/5 2. 9671 9143a 2. 9697 6 7129 2. 9723 33915 2. 974a 91a66 2. 9774 41049 

1 235 236 237 23a 239 
2 55225 55696 56169 56644 57121 
3 129 77a75 131 44256 133 12053 134 81272 136 51919 
4 9 3. 049a 00625 9 3. 1020 44416 9 3. 1549 56561 9 3. 20a5 42736 9 3. 262a oa641 
5 11 7. 1670 31469 11 7. 320a 24a22 11 7. 4772 47050 11 7. 6363 31712 11 7. 79a1 12652 
6 14 1. 6842 52395 14 1. 7277 1465a 14 l. 7721 07551 14 1. a174 46947 14 1. a637 4a924 
7 16 3. 9579 93129 16 4. 0774 06593 16 4. 199a 94a95 16 4. 3255 2373!i 16 4. 4543 5992a 
a 1a 9. 3012 83a52 1a 9. 6226 79559 1a 9. 9537 50902 19 1. 0294 7 4649 19 1. 0645 92023 
9 21 2. 1a5a 01705 21 2. 2709 52376 21 2. 3590 3a964 21 2. 4501 49664 21 2. 5443 74934 

10 23 5. 1366 34007 23 5. 3594 47607 23 5. 5909 22344 23 5. a313 56201 23 6. Oa10 56093 

24 ( 56) a. 0469 01671 ( 56) a. 9102 12697 ( 56) 9. a61a 93410 ( 57) 1. 0910 5581a ( 57) 1. 2065 61943 

1/2 ( 1)  1. 5329 70972 ( 1) 1. 5362 29150 ( 1)  1. 5394 a0432 ( 1) 1. 5427 24a62 ( 1) 1. 5459 624a3 
1/3 6. 1 710 05793 6. 1797 46606 6. 1884 62762 6. 1971 54435 6. 2058 21795 
1/4 3. 9153 17320 3. 9194 75921 3. 9236 21327 3. 9277 53635 3. 9318 72942 
1/5 2. 9799 a1531 2. 9a25 133ao 2. 9a50 36660 2. 9a75 5143a 2. 9900 57776 

1 240 241 242 243 244 
2 57600 5aOa1 5a564 59049 59536 
3 13a 24000 139 97521 141 724aa 143 4a907 145 267a4 
4 9 3. 3177 60000 9 3. 3734 02561 9 3. 4297 42096 9 3. 4a6 7 84401 9 3. 5445 35296 
5 11 7. 9626 24000 11 a. 1299 00172 11 a. 2999 75a72 11 a. 472a 86094 11 a. 64a6 66122 
6 14 1. 9110 29760 14 1. 9593 05941 14 2. ooa5 94101 14 2. 05a9 11321 14 2. 1102 74534 
7 16 4. 5a64 71424 16 4. 7219 27319 16 4. 8607 97a70 16 5. 0031 54510 1 6  5. 1490 69a63 
8 19 1. 1007 53142 19 1. 1379 a44a4 19 1. 1763 130a5 19 1. 2157 66546 19 1. 2563 73046 
9 21 2. 641a 07540 21 2. 7425 42606 21 2. a466 77665 21 2. 9543 12707 21 3. 0655 50233 

10 23 6. 3403 38097 23 6. 6095 276a1 23 6. aaa9 5994a 23 7. 1789 79a77 23) 7. 4799 42569 

24 ( 57) 1. 3337 35777 ( 57) 1. 4736 99791 ( 57) 1. 6276 790a7 ( 57) 1. 7970 10300 ( 57) 1. 9a31 51223 

1/2 ( 1) 1. 5491 9333a ( 1) 1. 5524 17470 ( 1) 1. 5556 34919 ( 1) 1. 55aa 45727 ( 1) 1. 5620 49935 
1/3 6. 2144 65012 6. 2230 a4253 6. 2316 796a4 6. 2402 51469 6. 24a7 99770 
1/4 3. 9359 79343 3. 9400 72930 3. 9441 5379a 3. 94a2 22039 3. 9522 77742 
1/5 2. 9925 55740 2. 9950 45390 2. 9975 26790 3. 0000 00000 3. 0024 650a1 

1 245 246 247 24a 249 
2 60025 60516 61009 61504 62001 
3 147 06125 148 86936 150 69223 152 52992 154 38249 
4 9 3. 6030 00625 9 3. 6621 a6256 9 3. 7220 9aOa1 bi 3. 7a27 42016 9 3. 8441 24001 
5 11 a. a273 51531 11 9. ooa9 7a190 11 9. 1935 a2260 9. 3a12 00200 11 9. 5718 6a762 
6 14 2. 1 627 01125 14 2. 2162 oa635 14 2. 270a 14a1a 14 2. 3265 37650 14 2. 3a33 95322 
7 16 5. 29a6 17757 16 5. 451a 73241 16 5. 60a9 12601 16 5. 769a 13371 16 5. 9346 54351 
a 19 1. 29a1 61350 19 1. 3411 60a17 19 1. 3a54 01412 19 1. 4309 13716 19 1. 4777 2a934 
9 21 3. 1a04 9530a 21 3. 2992 55611 21 3. 4219 414a9 21 3. 54a6 66016 21 3. 6 795 45044 

10 23 7. 7922 13506 23 a. 1161 6aao2 23 a. 4521 95477 23 a. aoo6 91719 ( 23 9. 1620 6 7161 

24 ( 57)  2. 1876 91225 ( 57) 2. 4123 62509 ( 57) 2. 6590 52293 ( 57) 2. 9298 15956 ( 57) 3. 2268 91257 

1/2 ( 1) 1. 5652 475a4 ( 1) 1. 56a4 3a714 ( 1) 1. 5716 23365 ( 1) 1. 574a 01575 ( 1) 1. 5779 733a4 
1/3 6. 2573 24746 6. 265a 26556 6. 2743 05357 6. 2827 61305 6. 2911 94552 
1/4 3. 9563 2099a 3. 9603 51a96 3. 9643 70523 3. 96a3 76966 3. 9723 71312 
1/5 3. 0049 22 094 3. 0073 71096 3."009a 12147 3. 0122 45305 3. 0146 70627 

1 I I 1 n2 [(-f) 9] n3 [( -f)3] n4 [( ·-f)2J n5 [(-�) 1J 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 250 251 252 253 254 
2 &2500 63001 63504 64009 64516 
3 156 25000 158 13251 160 03008 161 94277 163 87064 
4 9 3. 9062 50000 9 3. 9691 2&001 9 4. 0327 58016 9 4. 0971 52081 9 4. 11>23 14251> 
5 11 9. 7656 25000 11 9. '1625 Ob263 12 1. 0162 55020 12 1. 0365 79476 12 l. 0572 27821 
6 14 2. 4414 06250 14 2. 5005 89072 14 2. 5609 62&50 14 2. 6225 46076 14 2. 6853 58665 
7 16 6. 1035 15625 16 6. 2764 78570 1 6  6. 4536 25879 16 6. 6350 41571 16 6. 8208 11010 
8 19 1. 5258 78906 19 l. 5753 96121 19 1. 62&3 13722 19 1. 6786 65517 19 1. 7324 85997 
9 21 3. 8146 9726& 21 3. 9542 44264 21 4. 0983 10578 2 1  4. 2470 23759 21 4. 4005 14431 

10 23 9, 5367 43164 23  9. 9251 53103 24 1. 0327 74266 24 1. 0744 97011 24 1. 1177 30666 

24 ( 57) 3. 5527 13679 ( 57) 3. 9099 33001 ( 57) 4. 3014 31179 ( 57) 4. 7303 41643 ( 57) 5. 2000 70108 

1/2 ( 1) 1. 5811 31!830 ( 1) 1. 5842 97952 ( 1) 1. 5874 50787 ( 1) 1. 5905 97372 ( 1) 1. 5937 37745 
1/3 6. 2996 05249 6. 3079 93549 6. 3163 59598 6. 3247 03543 6. 3330 25531 
1/4 3, '1763 53644 3. 9803 24047 3. 9842 82604 3. 9882 29397 3. 9921 64507 
1/5 3. 0110 88168 3. 0194 97986 3.  0219 00136 3. 0242 94671 3. 0266 81647 

1 255 256 257 258 259 
2 65025 1>5536 66049 b6564 67081 
3 165 81375 167 77211> 169 74593 171 73512 173 7)979 
4 ! 9 4. 2282 501>25 ! 9 4. 2949 67296 h� 4. 3624 70401 9 4. 4 307 66096 9 4. 4998 1>0561 
5 12 1. 0782 03909 12 1. 0995 11628 1. 1211 54893 12 l. 1431 37653 12 1. 1654 63886 
6 14 2. 7494 19969 14 2. 8147 49767 14 2. 8813 1>8075 14 2.  9492 95144 14 3. 0185 51463 
7 r6 7. 0110 20921 1 6  7. 2057 59404 16 7. 4051 15953 16 7. 6091 81472 16 7. 8180 48289 
8 19 1. 7878 10335 r9 1. 8446 74407 19 1.  9031 14800 19 1. 9631 68820 19 2. 0248 74507 
9 21 4. 5589 16354 21 4. 7223 1>6483 21 4. 8910 05036 2 1  s. 0649 75555 21 5. 2444 24973 

10 24 1. lb25 23670 24 1. 2 089 25820 24 1. 2569 88294 24 1. 3067 63693 24 1. 3583 06068 

24 ( 57) s. 7143 17018 ( 57) !>. 2711 01735 ( 57) 6. 8927 881>15 ( 57) 7. 5661 15089 ( 57) 8. 3022 21920 

l/2 ( 1) 1. 5968 71942 ( 1) l. 6000 00000 ( 1 )  l. 6031 21954 ( 1) 1. &062 37840 ( 1) 1. 6093 47694 
1/3 6. 3413 25705 6. 3496 04208 6. 3578 61180 6. 3660 96760 6. 3743 11088 
1/4 3, 9960 88015 4. 0000 00000 4. 0039 00541 4. 0077 89716 4. 0116 6 7601 
1/5 3. 0290 61117 3. 0314 33133 3. 0337 97748 3. 0361 55014 3. 0385 04982 

1 260 2bl 262 263 264 
2 67600 68121 68644 69169 69696 
3 175 76000 177 79581 179 84728 181 91447 183 99744 
4 9 4. 5697 60000 9 4. 6404 70641 9 4. 7119 98736 9 4. 7843 50561 9 4. 8575 32416 
5 12 1. 1881 37600 12 1. 2111 62837 1 2  1. 2345 43669 12 1. 2582 84198 12 1. 2823 88558 
6 14 3. 0891 57760 14 3. 1611 35005 14 3. 2345 04412 14 3. 3092 87440 14  3. 3855 05793 
7 1 6  8. 0318 10176 16 a. 2505 62364 16 8. 4744 01560 16 B. 7034 25966 1�> a. 9377 35293 
8 19 2. 0882 70646 19 2. 1533 91>777 19 2. 2202 93209 19 2. 2890 01029 19 2. 3595 62H7 
9 21 5. 4295 036 79 21 5. 6203 65588 21 5. 8171 68207 21 6. 0200 72706 21 6. 2292 43990 

10 2 4  1. 4116 70957 24 1 .  4669 15418 24 1. 5240 98070 24 1. 5832 79122 24 1. 6445 20413 

24 ( 57) 9. 1 066 85770 ( 57) 9. 9855 S42b5 ( 58) 1. 0945 38372 ( 58) 1. 1993 27974 ( 58) 1. 3136 '14086 

1/2 ( 1} 1. 6124 51550 ( 1 )  l. 6155 49442 ( 1) 1. 6186 41406 ( 1) 1. b217 27474 ( 1 )  1 .  6248 07681 
l/3 b. 3825 04299 6. 3906 76528 b. 3988 27910 6. 40b9 58577 6. 4150 68660 
1/4 4. 0155 34273 4. 0193 89807 4. 0232 34278 4. 0270 6 7760 4. 0308 90325 
1/5 3. 0408 47703 3. 0431 83226 3, 0455 11602 3. 0478 32879 3. 0501 47105 

1 265 266 267 268 269 
2 70225 70756 71289 71824 72361 
3 186 09&25 188 21096 190 34163 192 48832 194 65109 
4 9 4. 9315 50625 9 5. 0064 11536 9 5. 0821 21521 9� 5. 1586 86976 � 9 5. 2 361 14321 
5 12 1. 3068 60916 12 1. 3317 05469 12 1. 3569 20446 12 1. 3825 28110 1 2  1. 4085 14752 
6 14 3. 4631 81426 14 3. 5423 3654!> 14 3. 6229 93611 14 3. 7051 75334 I" 3 .  7889 04684 
7 16 9. 1774 30780 16 9. 4226 15213 1 b  9, 6733 92942 16r· 9298 69894 17 1. 0192 15360 
8 19 2. 4320 19157 19 2. 5064 15647 19 2. 5827 95'115 19 2. 61>12 05132 19 2, 7416 89318 
'I 21 6. 4448 50765 21 6. 6670 65620 21 6. 89&0 1>5094 21 7. 1 320  29753 21 7. 3751 44266 

10 24 1. 7078 85453 24 1. 7734 39455 24 1. 8412 49380 ( 24 1. 9113 83974 24 1. 9839 13808 

24 ( 58) 1. 4384 70548 ( 58) 1. 5745 60235 ( 58) 1. 7229 40472 ( 58) 1. 8846 68868 ( 58) 2.  0!>08 89564 

l/2 ( 1 )  1. 6278 82060 ( 1) 1. 6309 50643 ( 1) l. 6340 13464 ( 1) 1. 6370 70554 ( 1 ) 1. 6401 21947 
1/3 6. 4231 58289 6. 4312 27591 6. 4 392 7 6696 6. 4473 05727 b. 4553 14811 
1/4 4. 0347 02 045 4. 0385 02994 4. 0422 93240 4. 0460 72854 4. 0498 41906 
1/5 3. 0524 54329 3. 0547 54599 3. 0570 479&1 3. 0593 34462 3.  0616 14147 

1 270 271 272 273 274 
2 72900 73441 73984 74529 75076 
3 196 83000 199 02511 201 23648 203 46417 205 70824 
4 9 5, 3144 10000 9 5. 3935 80481 9 5. 4736 32256 � 9 5. 5545 71841 9 5. 6364 05776 
5 12 1. 4348 90700 12 1. 4616 60310 1 2  1. 4888 2797 4 12 1. 5163 98113 1 2  1. 5443 7 5183 
6 14 3. 8742 04890 14 3. 9610 99441 14 4. 0496 12088 

r
4 4. 1397 6684 7 14 4. 2315 88000 

7 17 1. 0460 35320 17 1. 0734 57949 17 1. 1014 94488 17 l.  1301 56349 17 1. 1594 55112 
B 19 2. 8242 95365 19 2. 9090 71041 19 2. 99&0 65007 19 3. 0853 26834 19 3. 1169 07007 
9 21 7. 6255 97485 21 7. 8835 82520 21 8. 1492 96820 21 B. 4229 42256 21 8. 7047 25200 

10 24 2. 0589 11321 24 2.  1364 50863 24 2. 2lb6 08735 ( 24 2. 2994 b32 36 24 2. 3850 94705 

24 ( 58) 2. 2528 39'l54 ( 58) 2.  4618 57897 ( 58 )  2. 6893 89450 ( 58) 2. 9369 97176 ( 58) 3. 20&3 69049 

1/2 ( 1) 1. 6431 b7673 ( 1 )  1. 6462 1)7763 { 1) 1. 6492 42250 ( 1) 1. 6522 71164 ( 1) 1. 6552 9453b 
1/3 6. 4633 04070 6. 4712 7 3627 6. 4792 23603 6. 4871 54117 6. 4950 1>5288 
1/4 4. 0530 00464 4. 05  73  48596 4. 0610 86370 4. 01>48 13851 4. 0685 31106 
1/5 3. 0638 87063 3. 0661 53254 3. 0684 12765 3.  0706 &5640 3. 0729 11923 1 1 l l n2 [(-�)8] n3[( -�)3] n4 [( -�)2] ns [(-�) 1] 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 5 
6 
1 
8 
9 

10  
24  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
l/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

275 
75625 

207 96875 1 1� 5. 7191 40625 
1. 5727 63672 

14 4. 3251 00098 

! 17 1. 1894 02527 
19 3. 2708 56949 
21 8. 9948 56609 
24 2. 4735 85568 

( 58) 3. 4993 28001 
( 1) l. 6583 12395 

6. 5029 57234 
4. 0722 38199 
3. 0751 51657 

280 
78400 

219 52000 
( 9 6. 1465 60000 

12 l. 7210 36800 
14 4. 8189 03040 
17 l. 3492 92851 
19 3. 7780 19983 
22 1. 0578 45595 
24 2. 9619 67667 

( 58) 5. 3925 32264 
( 1) 1. 6133 20053 

6. 5421 32620 
4. 09 06 2 3489 
3. 0862 53577 

285 
81225 

231 49125 
9 6, 5975 00625 

12 1. 8802 87678 
14 5. 3588 19883 
17 1. 5272 63667 
19 4. 3527 01450 
22 l. 2405 19913 
24 3. 5354 81753 

( 58) 8. 2466 32480 
( 1) 1. 6881 94302 

6. 5808 44365 
4. 1087 64171 
3. 0971 98013 

290 
84100 

243 89000 

! 1� 7. 0728 10000 
2. 0511 14900 

14 5. 9482 33210 
17 1. 7249 87631 

! 
19 5. 0024 64130 
22 l. 4507 14598 
24 4. 2070 72333 

( 59) l.  2518 49008 
( 1) l. 7029 38637 

6. 6191 05948 
4. 1266 6 7707 
3. 1079 89906 

295 
87025 

256 72375 l 9r· 5733 50625 
12 2. 2341 38434 
14! 6. 5907 08381 
17 l. 9442 58973 
19 5. 7355 63969 
22 l 1. 6919 91371 
24 4. 9913 74544 

( 59) l. 8868 10930 
( 1 )  1. 7175 56404 

6. 6569 30232 
4. 1443 41207 
3. 1186 33956 

1 
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POWERS AND ROOTS nk 
276 

76176 
210 24576 l 9l 5. 8027 82976 

12 l. 6015 68101 
( 14 4. 4203 27960 

! 17 l. 2200 10517 
19 3. 36 72 29027 
21 9. 2935 52114 
24 2. 5650 20383 

( 58) 3. 8178 42160 
( 1) l. 6613 24773 

6. 5108 30071 
4. 0759 35196 
3. 0773 84885 

281 
78961 

221 88041 

! 1� 6. :!348 39521 
l. 7519 89905 

14 4. '1230 91634 
17 l. :!833 88749 
19 3. 8813 22385 
22 l. 0923 37590 
24 3. 0694 68629 

( 58) 5. 8742 39885 
( 1) l. 6763 05461 

6. ')499 11620 
4. 0942 70950 
3. 0884 54901 

286 
81796 

233 93656 

! 1� 6, 6905 85616 
1. 9135 07486 

14 5. 4726 31410 

! 17 1. 5651 72583 
19 4. 4763 93589 
22 l. 2802 48566 
24 3. 6615 10900 

( 58) 8. 9698 42039 
( 1) 1. 6911 53453 

6. 5885 32275 
4. 1123 63618 
3. 0993 68441 

291 
84681 

246 42171 
9 ) 7. 1708 71761 

12l 2. 0867 23682 
14 6. 0723 65916 
17 1. 7670 58482 
19 5. 1421 40181 
22l 1. 4963 62793 
24 4. 3544 15727 

( 59) l.  3596 64428 
( 1) l. 7058 72211 

6. 626 7 05387 
4. 1302 20588 
3. 1101 30396 

296 
87616 

259 34336 
( 9r· 6765 63456 
( 12 2. 2722 62783 l 14l 6. 7258 97838 

17 l. 9908 65760 l 19l 5. 8929 62649 
22 l. 7443 16944 

( 24 5. 1631 78155 

( 59) 2. 0464 49657 
( 1) l. 7204 65053 

6. 6644 43703 
4. 1478 48904 
3. 1207 45423 

1 

277 
76729 

212 53933 
9} 5. 8873 39441 

12 1. 6307 93025 
14 4. 5172 96680 
17 1. 2512 91180 
19l 3. 4660 76569 
21 9. 6010 32097 
24 2. 6594 85891 

( 58) 4. 1640 35828 
( 1) 1. 6643 31698 

6. 5186 83915 
4. 0796 22161 
3. 0796 11650 

282 
79524 

224 25768 
( 9 6. 3240 66576 p2 1. 7833 86774 

14 5. 0291 50704 

! 17 1. 4182 20498 
19 3. 9993 81806 
22 1. 1278 25669 
24 3. 1804 68387 

( 58) 6, 3970 33126 
( 1)  l. f92 85562 

6. 576 72186 
4. 0979 08689 
3. 0906 49967 

287 
82369 

236 39903 
9 6. 7846 52161 

12 1. 9471 95170 
14 5. 5884 50138 
17 l. 6038 85190 
19 4. 6031 50495 
22 l. 3211 04192 
24 3. 7915 69031 

( 58) 9. 7536 13040 
( 1) l. 6941 07435 

6. 5962 02284 
4. 1159 53637 
3. 1015 32807 

292 
85264 

248 97088 
9 7. 2699 49696 

12 2. 1228 25311 
14 6. 1986 49909 
17 1. 8100 05773 
19 5. 2852 16858 
22 1. 5432 83323 
24 4. 5063 87302 

( 59) 1. 4763 46962 

( 1) 1.  7088 007 49 
6. 6342 87437 
4. 1337 64325 
3. 1122 65011 

297 
88209 

261 98073 
9 7. 7808 27681 

12 2. 3109 05821 
14 6. 8633 90289 
17 2. 0384 26916 
19 6. 0541 27940 l 22l 1. 7980 75998 
24 5. 3402 85715 

( 59) 2. 2189 87131 
( 1) l. 7233 68794 

6. 6 719 40272 
4. 1513 47726 
3. 1228 51191 

1 

278 
77284 

214 84952 
9 5. 9728 16656 

12 1 .  6604 43030 
14 4. 6160 31624 
17 1. 2832 56792 
19 3. 5674 53881 
21 9. 9175 21788 
24 2. 7570 71057 

( 58) 4. 5402 01230 
( 1) 1. 6673 33200 

6. 5265 18879 
4. 0832 99156 
3. 0818 31992 

283 
80089 

226 65187 
9 6. 4142 47921 

12 l. 8152 32162 
14 5. 1371 07017 
17 1. 4538 01286 
19 4. 1142 57639 
22 l. 1643 34912 
24 3. 2950 67801 

( 58) 6. 9642 51599 
( 1) 1. 6822 60384 

6. 5654 14427 
4. 1015 36766 
3. 0928 38815 

288 
82944 

238 87872 
9 6. 8797 07136 

12 1. 9813 55655 
14 5. 7063 04287 
17 l. 6434 15635 
19 4. 7330 37028 
22 l. 3631 14664 
24 3. 9257 70232 

( 59) l. 0602 77893 
( 1) l. 6970 56275 

6. 6038 54498 
4. 1195 34288 
3. 1036 91148 

293 
85849 

251 53757 

! 1� 7. 3700 50801 
2. 1594 24885 

r4 6, 3271 14912 
17 l. 8538 44669 
19 5. 4317 64881 
22 1. 5915 07110 

( 24 4. 6631 15833 
( 59) 1.  6025 91698 

( 1) 1. 7117 24277 
6. 6418 52195 
4. 1372 98970 
3. 1143 93785 

298 
88804 

264 63592 
9 7. 8861 50416 

12 2. 3500 72824 
14 7. 0032 17015 
17 2. 0869 586 71 
19 6. 2191. 36838 
22 1. 8533 02778 
24 5. 5228 42278 

( 59) 2. 4054 16789 
( 1 )  l. 7262 6 7650 

6. 6794 20032 
4. 1548 37723 
3, 1249 51295 

1 
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279 
77841 

217 17639 
9 6. 05'12 21281 

12 1. 6905 22737 
14 4. 7165 58437 
17 1. 3159 19804 
19 3. 6714 16253 
22 l. 0243 25135 
24 2. 8578 67126 

( 58) 4. 9488 11121 
( 1 )  1. 6703 29309 

6. 5343 35077 
4. 0869 66245 
3. 0840 45954 

284 
80656 

229 06304 
9 6. 5053 90336 

12 1. 8475 30855 
14 5. 2469 87629 
17 l. 4901 44487 
19 4. 2320 10342 
22 l. 2018 90937 
24 3. 4133 70262 

( 58) 7. 5 794 93086 
( 1) 1. 6852 29955 

6. 5731 38451 
4. 1051 55240 
3. 0950 21484 

289 
83521 

2 41 37569 
( 9 6. 9757 57441 

12 2. 0 1 59 93900 
14 5. 8<:62 22372 
17 1. 6837 78266 
19 4. 8661 19188 
22 l. 4063 08445 
24) 4. 0642 31407 

( 59) 1. 1:.22 54005 
( 1) 1. 7000 00000 6. 6114 89018 

4. 1<'31 05626 
3. 1058 43502 

294 
86436 

:!54 12184 
9 7. 4711 82096 

12 2. 1965 27536 
14 6, 4!i77 90956 
17 l. 8985 90541 
19 5. 5818 56191 
22 1. 6410 65720 
24 4. 8247 33217 

( 59) l. 7)91 45550 
( 1 )  1. 7146 42820 

6. 6493 99761 
4. 1408 24580 
3. 1165 16 755 

299 
89401 

:167 30899 
9 7. 9'125 38801 

12 2. 3897 69101 
14 7. 1454 09613 
17 2. 1364 77474 
19 6. 3880 67649 
22 l. 9 100 32227 
24 5. 7109 96358 

( 59) 2. 6068 04847 
( 1) l. 7 291 61647 

6. 6868 83077 
4. 1583 18947 
3. 1270 45768 

n2 [ (-�)7J n3 [( -�)2] n4 [ (  -�) lJ n5 [(-I) 8] 

35 
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Table 3.1 

k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10  
24  

1/2 
1/ 3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10  
24  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
1 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
l/4 
I/5 

300 
90000 

270 00000 l 9) 8. 1000 00000 
12) 2. 4300 00000 
14) 7. 2900 00000 ! 1 7l 2. 1870 00000 
19 6. 5610 00000 
22  1. 9683 00000 

( 24 5. 9049 00000 
( 59) 2. 8242 95365 
( 1 )  1. 1320 50808 

6. 6943 29501 
4. 1617 91450 
3. 1291 34645 

305 
93025 

283 72625 
( 9l 8. 65 36 50625 
( 12 2. 6393 63441 1 1 4l 8. 0500 58494 

17  2. 4552 6 7841 
19 !7. 4885 66914 
22  2. 2840 12909 
24 6. 9662 39372 

( 59) 4. 1994 86063 
( 1 )  1. 7464 24'120 

6. 7313 15497 
4. 1790 24910 
3. 1394 91>244 

310 
96100 

297 91000 
( 9) 9. 2 352  1 0000 

12 2. 8&29 15100 
14 B. 8750 36810 
17 2. 7512 61411 
19 a. s2s9 10374 
22  2. 6439 62216 
24 8. 1962 82870 

( 59) 6. 2041 26610 
( 1 )  1. 71:>06 81686 

6. 7678 99452 
4. 1960 47767 
3. 1497 22833 

315 
99225 

312 55875 
( 9 9. 8456 00625 
( 12 3. 1013 64197 1 1 4  9. 7692 97220 

17  3. 0773 28624 
1 9  9. 6935 8516 7 
22 3. 0534 79328 
24  "· 6184 59882 

( 59) 9. 1086 34822 
( 1) 1. 7748 2 3935 

6. 8040 92116 
4. 2128 65931 
3. 1598 18306 

320 
I 02400 

327 68000 
( 10) 1. 0485 76000 
( 12) 3. 3554 43200 1 15 l. 0737 41824 

17  3. 4 359 7383 7 
2 0  l. 0995 11628 

( 22 3. 5184 37209 
( 25 1. 1258 99907 
( 60) I. 3292 27996 
( 1 )  1. 7888 54382 

6. 8399 03787 
4. 2294 85054 
3. 1697 86385 

I 
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POWERS AND ROOTS nk 

301  
90601 

272 7 0901 
( 9 B. 2085 41201 
( 1 2  2. 4707 70902 1 14 7. 4370 20414 

17  2. 2 385 43144 
19 6. 7 380 14865 

( 22 2. 0281 42474 
( 2 4  6. 1 047 08848 
( 59) 3. 0591 15639 
( 1) 1 .  7349 35157 

6. 7017 59395 
4. 1652� 55283 
3. 1 312 17958 

306 
93636 

286 52616 
( 9 a. 7677 00496 
( 12 2. 682q 1 &352 1 1 4  8. 2 097 24036 

17  2 . 512: 75555 
1 9  7. 6B72 57199 
2 2  2. 3 52)  00703 
24 7. 1980 40151 

( 59) 4. 5427 01868 
( 1) 1. 7492 85568 

6. 7386 64101 
4. 1 824 4oB6 
3. 141.5 5223& 

311 
96721 

30) 80231 
9 9. 354� 51841 

12 2. 909 3 90023 
14 9. 0482 02970 
17  2. 8139 91124 
1 9  a. 7515 12395 
22  2. 7217 20355 
2 4  8. 4&45 50303 

( 59) 6. 7 02 6  93132 
( 1 ) 1. 7635 19209 

6. 7751 68952 
4. 1994 27591 
3. 1517 52295 

311> 
99856 

315 54496 
( 9 9. 9712 20736 
( 12 3. 1509 05753 f 14 9. 956B 62178 

17  3. 1463 68448 
1 9  9 .  9425 24297 

( 22 3. 1418 3767B 
( 24 9. 9282 07062 
( 59) 9. 8285 62028 
( 1) 1. 7776 38B83 

6. 8112 84608 
4. 21&2 05502 
3. 1618 2199 7  

3 2 1  
1 03041 

330 76161 
( 10) 1. 0617 44768 
( 12) 3. 4082 00706 

15 1. 0940 32 426 
17  3. 5118 44089 
2 0  l. 1273 01953 
22  3. 6186 39268 
25  1. 1615 83205 

( 60) 1.  4325 86248 
( 1) 1. 7916 47287 

6. 8470 21278 
4. 2327 85474 
3. 1717 65030 

302 
91204 

275 43608 
9 B. 3181 6'1616 

12 2. 5120  87224 
14 7. 58&5 03417 
17 2. 2911 24032 
19 b. 9191 94576 
22 2. 0895 96 7&2 
24  6. 3105 82221 

( 59) 3. 3125 81949 
( 1 )  i. 7378 14720 

6. 7091 72852 
4. 1&87 10496 
3. 1332 95743 

307 
94249 

289 34443 
( 9 B. 8828 74001 

12 2. 7270 42318 
1 4  8. 3720 19917 
17 2. 5702 10115 
19 7. 8905 45052 
22  2. 422 3 97331 
24 7. 4367 59806 

( 59) 4. 9127 08679 
( 1 )  1. 7521 41547 

6. 7459 96  712 
4. 1858 5898B 
3. 1436 02B59 

312 
'17344 

303 71328 
9 9. 4758 54336 

1 2  2. 9504 66553 
14 9. 2241 75645 
17 2. 8779 42801 
19 s. 9791 81540 
22 2. 8015 04640 
24  a. 7406 94478 

( 59 )  7. 2395 28072 
( 1) 1. 7663 52173 

"· 7824 22886 
4. 2027 99273 
3. 1537 76544 

317  
1 00489 

318 55013 
10  1 .  0098 03912 
12 3. 2010 78401 
15 1. 0147 41853 
17 3. 2167 3167 5  
20 1 .  0 1 9 7  03941 
22 3. 2324 61493 
25  1. 0246 90293 

( 60) 1. 0602 84208 
( 1) 1. 7804 49381 

6. 8184 61941 
4. 2195 37156 
3. 1638 20622 

322 
1 03684 

333 86248 
( 10 1. 0750 37186 
( 12 3. 4616 19738 1 15 1. 1146 41556 

17 3. 5891 45809 
20 1. 155 7 04950 
22  3. 7213 69940 
25  1. 1982 81121 

( 60) 1. 5436 21862 
( 1 )  1. 7944 35844 

6. 8541 24002 
4. 2360 78192 
3. 173 7 387 49 

303 
91809 

278 18127 
9) 8. 4288 92481 

12) 2. 5539 54422 
1 41 7. 7384 81898 
17  2. 3447 60015  
19 7. 1 04& 22846 

( 22 2. 1527 00722 
( 24 6. 5226 83188 
( 59) 3. 5861 05682 
( 1) 1. 7406 89519 

6. 7165 69962 
4. 1721 57138 
3. 1353 68030 

308 
94864 

292 18112 
( 91 8. 9991 78496 
( 12 2. 7717 46977 1 1 4  8. 531>9 80688 

17  2. 6293 90052 
19 B.  0985 2 1360 
2 2l 2. 4943 44579 
24 7. &825 81303 

( 59) 5. 3115 00125 
( 1 )  1. 7549 92877 

6. 7533 1 3417 
4.  1892 63512 
3. 1456 48146 

313  
97969 

306 64297 
9 9. 5'179 24961 

1 2  3. 0041 50513 
14 9. 4029 91105 
17  2. 9431 36216 
19 9. 2120  16356 
22  2. 8833 61119 
24  9. 0249 20304 

( 59) 7. 8174 31800 
( 1 )  1. 7691 80&01 

6. 7896 61336 
4. 2061 62861 
3. 1557 95609 

31B 
1 01124 

321 57432 
10  1 .  0226 06338 
12 3. 251 8  88154 
1 5  1. 0341 00433 
17 3. 28B4 39376 
2 0  1. 0457 2 3722 
22  3. 3254 01435 
25  1. 0574 77651;, 

( 60) 1 .  1435 38734 
( 1 )  1. 7832 55450 

6. 8256 24197 
4. 2228 60938 
3. 1658 14209 

304 
92416 

280 94464 
9) 8. 5407 1705& 

12 2. 5963 77985 
1 4  7. 8929 89074 
17  2. 3994 68679 
1 9  7. 2943 84783 
22  2. 2174 92974 
24  6. 7411 78641 

( 59) 3. 8811 99856 
( 1) 1. 7435 59577 

6. 7239 50814 
4. 1755 95260 
3. 1374 34853 

309 
95481 

295 03&29 
9 9. 1166 21361 

12 2 .  8170 36001 
14 a. 7046 41242 
17  2. 6897 34144 
1 9  B. 3112 78504 
22 2. 5681 85058 
24 7. 935& 9182B 

( 59) 5. 7412 10972 
( 1 )  1. 7578 39583 

6. 7606 14302 
4. 1926 5975& 
3. 1476 B8127 

314 
985% 

309 59144 i 9 9. 7211 71216 
12 3. 0524 47762 
1 4  9. 5846 85972 1 1 7  3. 00\15 91395 
19 9. 4501 16981 
2 2  2. 9673 36732 
24 9. 3174 37339 

( 59) 8. 4393 99655 
( 1 )  1. 7720 04515 

6. 7968 84386 
4. 2 095 18398 
3. 1578 09519 

319 
1 01761 

324 61759 � 10) 1. 0355 30112 
12) 3. 3033 41058 
15) 1. 0537 65797 f 17l 3. 3(,15 12894 
2 0  1. 0723 22613 
22  3. 4207 09136 
25  1. 0912 06214 

( 60} 1. 2 3}0 37808 
( 1) 1. 7860 57110 

b. 8327 71452 
4. 2 2 &1 76889 
3. 16 7B  027B7 

323 324 
1 04329 1 0497& 

33& 9826 7 340 12224 
( 1 0) 1. 0884 54024 1 0) 1. 1019 96058 
( 12) 3.  5157 06498 12) 3. 5704 &7227 
( 1 51 1. 1355 73199 1 51 1. 1568 31381 ! 1 7  3. 6(,79 01432 17 3. 7481 33676 

20 1 . 1847 32163 2 0  1. 2143 95311 
2 2  3. 8266 84885 22 3. 9346 40808 
25  1. 2 360 19218 25  1. 2748 23622 

( 60) 1. 6628 78568 ( 60) 1. 7909 36 736 

( 1) 1. 7972 20076 ( 1) 1. 8000 00000 
6. 8612 1 2 036 6. 8682 85455 
4. 2 393 6.3249 4. 2426 40687 
3. 1757 07571 3. 177& 71523 

n2 [( ��) 6] 1 n3 [( �f) 2J l n4[( �f) 1] l 

,;5 [c-r1 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

325 
1 05625 

343 28125 
� lOl l. 1156 64063 
12 3. 6259 08203 p5 1. 1784 20166 
17 3. 8298 65540 
! 20l l. 2447 06300 
22 4. 0452 95476 
25) l. 3147 21030 
( 60) 1. 9284 15722 
( 1) l. 8027 75638 

6. 8753 44335 
4. 2459 10547 
3. 1796 30632 

330 
1 08900 

359 37000 
l lOl l. 1859 21000 
12 3. 9135 39300 
15 1. 2914 67969 
' 17 4. 2618 44298 � 20l l. 4064 08618 
22 4. 6411 48440 
25 1. 5315 78985 
( 60) 2. 7818 55434 
( 1) 1. 8165 90212 

6. 9104 23230 
4. 2621 47595 
3. 1893 54454 

335 
1 12225 

375 95375 

r

o 1. 2594 45063 
12 4. 2191 40959 
15 1. 4134 12221 
17 4. 7349 30942 
! 20 1. 5862 01865 
22 5. 3137 76249 
25) 1. 7801 15044 
( 60) 3. 9909 41565 
( 1) 1. 8303 00522 

6. 9451 49558 
4. 2782 01166 
3. 1989 61118 

340 
1 15600 

393 04000 po l. 3363 36000 
12 4. 5435 42400 
15 1. 5448 04416 
17 5. 2523 35014 
20 1. 7857 93905 
22 6. 0716 99277 
25 2. 0643 77754 
( 60) 5. 6950 03680 
( 1) 1. 8439 08891 

6. 9795 32047 
4. 2940 76026 
3. 2084 53751 

345 
1 19025 

410 63625 po 1. 4166 95063 
12 4. 8875 97966 � 15 1. 6862 21298 
17 5. 8174 63479 
20 2. 0070 24900 ! 22 6. 9242 35905 
25 2. 3888 61387 
( 60) B. 0845 95243 
( 1) l. 8574 17562 

7. 0135 79083 
4. 3097 76748 
3. 2178 35355 

1 
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326 

1 06276 
' 346 45976 

� 10) l. 1294 58818 
12l 3. 6820 35745 
( 15 l. 2003 43653 
{ 17 3. 9131 20309 
� 20r· 2756 77221 
22 4. 1587 07739 
( 25 l. 3557 38723 
( 60) 2. 0759 76350 
( 1) l. 8055 47009 

6. 8823 88750 
4. 2491 72871 
3. 1815 84924 

331 
1 09561 

362 64691 
10� 1. 2003 61272 
12 3. 9731 95811 
15 1. 3151 27813 
17 4. 3530 73062 
20l l. 4408 67184 
22 4. 7692 70378 
25 l. 5786 28495 
( 60) 2. 9913 81825 
( 1) 1. 8193 40540 

6. 9173 96417 
4. 2653 72832 
3. 1912 85058 

336 
1 12896 

379 33056 
10! 1. 2745 50682 
12 4. 2824 90290 
15 1. 4389 16737 
17 4. 8347 60238 
20 1. 6244 79440 
22 5. 4582 50918 
25 1. 8339 72309 
( 60) 4. 2868 93134 
( 1) 1. 8330 30278 

6. 9520 53290 
4. 2813 90286 
3. 2008 68669 

341 
1 16281 

396 51821 
10 1. 3521 27096 
12 4. 6107 53398 
15 1. 5 722 66909 
17 5. 3614 30158 
20 1. 8282 47684 
22 6. 2343 24602 
25 2. 1259 04689 

( 60) 6. 1108 98859 
( 1) l. 8466 18531 

6. 9863 68028 
4. 2972 29958 
3. 2103 38860 

346 
1 19716 

414 21736 
( 10 1. 4331 92066 
12 4. 9588 44547 
15 1. 7157 60213 
17 5. 9365 30338 
20 2. 0540 39497 
22r. l069 76659 
25 2. 4590 13924 
( 60) a. 6661 53376 
( 1) l. 8601 07524 

7. 0203 48952 
4. 3128 96386 
3. 2196 98608 

1 

327 
1 06929 

349 65783 
( 10 l. 1433 81104 
r2 3. 7388 56210 
15 l. 2226 05981 
17 3. 9979 2155 7 
20 l. 3073 20349 
� 22l 4. 2749 37542 
25 l. 3979 04576 
( 60) 2. 2343 23554 
( 1) 1. 8083 14132 

6. 8894 18774 
4. 2524 27697 
3. 1835 34426 

332 
1 10224 

365 94368 
10 l. 2149 33018 
12 4. 0335 77618 
15 1. 3391 47769 
17 4. 4459 70594 
20 l. 4760 62237 
22 4. 9005 26628 
25 l. 6269 74840 
( 60) 3. 2159 84959 
( 1) l. 8220 86716 

6. 9243 55573 
4. 2685 90770 
3. 1932 11001 

337 
1 13569 

382 72753 
10 1. 2897 91776 
12 4. 3465 98285 
15 1. 4648 03622 
17 4. 9363 88207 
20 1. 6635 62826 
22 5. 6062 06723 
( 25 1. 8892 91666 
( 60) 4. 6038 12427 
( 1) l. 8357 55975 

b. 9589 4333 7 
4. 2845 72295 
3. 2027 71684 

342 
1 16964 

400 01688 po l. 3680 57730 
12 4. 6787 57435 
15 l. 6001 35043 
17 5. 4724 61847 
20 1. 8715 81952 
22 6. 4008 10274 
25 2. 1890 77114 

( 60) 6. 5558 12822 
( 1) 1. 8493 24201 

6. 9931 90657 
4. 3003 76961 
3. 2122 19552 

347 
1 20409 

417 81923 
10 1. 4498 32728 
12 5. 0309 1956 7 
15 l. 7457 29090 
17 6. 0576 79941 
20 2. 1020 14939 
22 7. 2939 91840 
25 2. 5310 15168 

( 60) 9. 2876 83235 
( 1) 1. 8627 93601 

7. 0271 05788 
4. 3160 09269 
3. 2215 57557 

1 

328 
07584 

352 87552 
� lOl l. 1574 31706 
12 3. 7963 75994 
15 l. 2452 11326 
17 4. 0842 93150 
! 20l l. 3396 48153 
22 4. 3940 45942 
25 l. 4412 47069 
( 60) 2. 4042 09169 
( 1) 1. 8110 77028 

6. 8964 34481 
4. 2 556 7506 7 
3. 1854 79164 

333 
1 10889 

369 26037 
( 10 1. 2296 37032 
12 4. 0946 91317 
15 1. 3635 32209 
17 4. 5405 62254 
20 1. 5120 07231 
22 5. 0349 84078 
25 1. 6766 49698 
( 60) 3. 4566 99320 
( 1) 1. 8248 28759 

6. 9313 00768 
4. 2718 01446 
3. 1951 32308 

338 
1 14244 

386 14472 
10 1. 3051 69154 
12 4. 4114 71739 
15 1. 4910 77448 
17 5. 0398 41774 
20 1. 7034 66520 
� 22 5. 7577 16836 
25) l. 9461 08291 
( 60) 4. 9431 16051 
( 1) 1. 8384 77631 

6. 9658 19768 
4. 2877 47230 
3. 2046 70186 

343 
1 17649 

403 53607 
lOl l. 3841 28720 
12 4. 7475 61510 
15 l. 6284 13598 
17r. 5854 58641 
20 1. 9158 12314 
22 6. 5712 36236 
25 2. 2539 34029 
( 60) 7. 0316 76479 
( 1) 1. 8520 25918 

7. 0000 00000 
4. 3035 17071 
3. 2140 95850 

348 
1 21104 

421 44192 
10 1. 4666 17882 
12 5. 1038 30228 
15 1. 7761 32919 
17 6. 1809 42559 
20 2. 1509 68011 
22 7. 4853 68677 
25 2. 6049 08300 
( 60) 9. 9518 04932 
( 1) 1. 8654 75811 

7. 0338 49656 
4. 3191 15431 
3. 2234 12226 

1 

Table 3.1 

329 
l 08241 

356 11289 
( 10) 1. 1716 11408 
! 12 3. 8546 01533 
15 l. 2681 63904 
17 4. 172:1 59245 
� 20 l. 3 726 73292 
22 4. 5161) 95129 
( 25 l.  4857 95298 
( 60) 2. 5864 34894 
( 1) 1. 813S 35715 

6. 9034 35942 
4. 2589 15020 
3. lBH 19165 

334 
1 11556 

37:1 59704 
� 10l l. 2444 74114 
12 4. 1565 43539 
( 15 l. 388.1 85542 � 17� 4. 636S 73711 
20 1. 5487 15819 
22 5. 172 7 10837 
( 25 l. 7276 85420 
( 60) 3. 7146 26935 
( 1) 1. 8275 66688 

6. 9382 32074 
4. 2750 04899 
3. 1970 49006 

339 
1 14921 

389 58219 
� l Ol l. 3206 83624 
12 4. 4771 17486 
� 15l l. 5177 42828 
17 5. 1451 48186 ! 20r· 7442 05235 22 5. 9128 55747 
25 2. 0044 58098 
( 60) 5. 3063 11693 
( 1) l. 8411 95264 

6. 9726 82649 
4. 2909 15128 
3. 2065 64201 

344 
1 18336 

407 07584 
( lOl l. 4003 40890 
l l2 4. 8171 72660 
15 l. 6571 07395 
17 5. 7004 49439 � 20l l. 9609 54607 
22 6. 7456 83848 
25 2. 3205 15244 
( 60) 7. 5405 43015 
( 1)1 . 8547 23699 

7. 0067 96121 
4. 3066 50321 
3. 2159 67776 

349 
1 21801 

425 08549 
� lOl l. 4835 48360 
12 5. 1775 83777 
15 1. 8069 76 738 
17 6. 3063 48816 
l 20 2. 2009 15737 
22 7. 6811 95921 
25 2. 6807 37377 
( 61) l. 0661 30203 
( 1) 1. 8681 54169 

7. 0405 80617 
4. 3222 14906 
3. 2252 62636 

nz [(-�) 5] n3 [( -�)2] n4 [(--�) 1J n5 [( -l) 6] 

37 
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Table 3.1 
k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
l/5 

350 
1 22500 

428 75000 
( 10 1. 5006 25000 
( 12 5. 2521 87500 
15 1. 8382 65625 
17 6. 4339 29688 
20 2. 2518 75391 
22 7. 8815 6386 7 
25 2. 7585 47354 
( 61) 1. 1419 13124 
( 1) 1. 8708 28693 

7. 0472 98732 
4. 3253 07727 
3. 2271 08809 

355 
1 26025 

447 38875 
lOl l. 5882 30063 
12 5. 6382 16 722 
15 2. 0015 66936 
17! 7. 1055 62624 
20 2. 5224 74731 
22 8. 9547 85297 
25 3. 1789 48780 
( 61) 1. 6050 20092 
( 1) 1. 8841 44368 

7. 0806 98751 
4. 3406 73183 
3. 2362 76880 

360 
1 29600 

466 56000 
( lOl l. 6796 16000 
( 12 6. 0466 17600 
( 15 2. 1767 82336 ! 17! 7. 8364 16410 
20 2. 8211 09907 
23 1. 0155 99567 
( 25 3. 6561 58440 
( 61) 2. 2452 25771 
( 1) 1. 8973 66596 

7. 1137 86609 
4. 3558 77175 
3. 2453 42223 

365 
1 33225 

486 27125 
( 10) 1. 7748 90063 ! 12) 6. 4783 48728 
15 2. 3645 97286 
17 8. 6307 80093 
( 20 3. 1502 34734 
( 23 1. 1498 356 78 
( 2 5 4. 1969 00224 
( 61) 3. 1262 86296 
( 1) 1. 9104 97317 

7. 1465 69499 
4. 3709 23607 
3. 2 54 3 07394 

370 
1 36900 

506 53000 
( 10) 1. 8741 61000 
12 6. 9343 95700 
15 2. 5657 26409 
17 9. 4931 87713 
20 3. 5124 79454 
23 1. 2996 17398 
( 25 4. 8085 84372 
( 61) 4. 3335 25711 
( 1) 1. 9235 38406 

7. 1790 54352 
4. 3858 16237 
3. 2631 74848 

1 
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351 
1 23201 

432 43551 
lOl l. 5178 48640 
12 5. 3276 48727 
15 1. 8700 04703 
17 6. 5637 16508 
20) 2. 3038 64494 
22) 8. 0865 64375 
25) 2. 8383 84096 
( 61) 1. 2228 43263 
( 1) 1. 8734 99400 

7. 0540 04063 
4. 3283 93928 
3. 2289 50768 

356 
1 26736 

451 18016 
( 10 1. 6062 01370 
( 12 5. 7180 76876 
( 15 2. 0356 35368 
( 17 7. 2468 61909 
( 20 2. 5798 82840 
( 22)9. 1843 82909 
( 25) 3. 2696 40316 
( 61) 1. 7171 17251 
( 1) 1. 8867 96226 

7. 0873 41061 
4. 3437 26771 
3. 2380 98084 

361 
1 30321 

470 45881 
10) 1. 6983 56304 
12 6. 1310 66258 
15 2. 2133 14919 
17 7. 9900 66858 
20 2. 8844 14136 
23 1. 0412 73503 
25 3. 7589 97346 
( 61) 2. 3997 87825 
( 1) 1. 9000 00000 

7. 1203 67359 
4. 3588 98944 
3. 2471 43191 

366 
1 33956 

490 27896 
10) 1. 7944 20994 
12 6. 5675 80837 
15 2. 4037 34586 
17 8. 7976 68585 
20 3. 2199 46702 
23 1. 1785 00493 
25 4. 3133 11804 
( 61) 3. 3384 59019 
( 1) 1. 9131 12647 

7. 1530 90095 
4. 3739 14319 
3. 2560 88625 

371 
1 37641 

510 64811 
10! 1. 8945 04488 
12 7. 0286 11651 
15 2. 6076 14922 
17 9. 6742 51362 
20l 3. 5891 47255 
23 1. 3315 73632 
25 4. 9401 38174 
( 61) 4. 6235 31606 
( 1) 1. 9261 36028 

7. 1855 16151 
4. 3887 76627 
3. 2649 36822 

352 
1 23904 

436 14208 
10) 1. 5352 20122 
12 5. 4039 74828 
15 1. 9021 99139 
17 6. 6957 40971 
20 2. 3569 00822 
22 8. 2962 90893 
25 2. 9202 94394 
( 61) 1. 3092 54042 
( 1) 1. 8761 66304 

7. 0606 966 71 
4. 3314 73541 
3. 2307 88532 

357 
1 27449 

454 99293 
10 1. 6243 24760 
12 5. 7988 39394 
15 2. 0701 85663 
17 7. 3905 62819 
20 2. 6384 30926 
22 9. 4191 98407 
25 3. 3626 53831 
( 61) 1. 8366 95605 
( 1) 1. 8894 44363 

7. 0939 70945 
4. 346 7 73933 
3.2399 15199 

362 
1 31044 

474 37928 
( 10 1. 7172 52994 
( 12 6. 2164 55837 
( 15 2. 2503 57013 
( 17 8. 1462 92387 
( 20 2. 9489 57844 
( 23 1. 0675 22740 
( 2 5 3. 8644 32317 
( 61) 2. 5645 17652 
( 1) 1. 9026 29759 

7. 1269 3596 7 
4. 3619 14441 
3. 2489 40172 

367 
1 34689 

494 30863 
10) 1. 8141 12672 
12) 6. 6577 93507 
15 2. 4434 10217 
17 8. 96 73 15496 
20 3. 2910 04787 
23 1. 2077 98757 
25 4. 4326 21438 
( 61) 3. 5643 92671 
( 1) 1. 9157 24406 

7. 1595 98825 
4. 3768 98909 
3. 2578 65967 

372 
1 38384 

514 78848 i 10) 1. 9150 13146 
12 7. 1238 48902 
15 2. 6500 71791 ! 17 9. 8582 6 7064 
20 3. 6672 75348 
23 1. 3642 26429 
( 25 5. 0749 22317 
( 61) 4. 9320 85051 
( 1) 1. 9287 30152 

7. 1919 66348 
4. 3917 31039 
3. 2666 95001 

353 
1 24609 

439 86977 
10 1. 5527 40288 
12 5. 4811 73217 
15 1. 9348 54146 
17 6. 8300 35134 
20 2. 4110 02402 
22 a. 5108 38480 
25) 3, 0043 25983 
( 61) 1. 4014 99442 
( 1) 1. 8788 29423 

7. 06 73 76615 
4. 3345 46600 
3. 2326 22125 

358 
1 28164 

458 82712 
10 1. 6426 01090 
12 5. 8805 11901 
15 2 . 1 052 23260 
17 7. 5366 99273 
20 2. 6981 38340 
22) 9. 6593 35256 
25) 3, 4580 42022 
( 61) 1. 9642 31355 
( 1) 1. 8920 88793 

7. 1005 88459 
4. 3498 14700 
3. 2417 28247 

363 
1 31769 

478 32147 
10 1. 7363 06936 
12 6. 3027 94178 
15 2. 2879 14287 
17 8. 3051 28860 
20 3. 0147 61776 
23 1. 0943 58525 
25 3. 9725 21445 
( 61) 2. 7400 53237 
( 1) 1. 9052 55888 

7. 1334 92490 
4. 3649 23697 
3. 2507 33187 

368 
1 35424 

498 36032 
10! 1. 8339 65978 
12 6, 7489 94798 
15 2. 4836 30086 
17 9. 1397 58715 
20! 3. 3634 31207 
23 1. 2377 42684 
25 4. 5548 93078 
( 61) 3. 8049 38558 
( 1) 1. 9183 32609 

7. 1660 95742 
4. 3 798 77406 
3, 2596 39439 

373 
1 39129 

518 95117 
10 1. 9356 87864 
12 7. 2201 15733 
15 2. 6931 03168 
18 1. 0045 27482 
20 3. 7468 87507 
23 1. 3975 89040 
25 5. 2130 07120 
( 61) 5. 2603 1756 7 
( 1) 1. 9313 20792 

7. 1984 04996 
4. 3946 79501 
3. 2684 49404 

354 
1 25316 

443 61864 
( 10 1. 5704 09986 
( 12 5. 5592 51349 
( 15 1. 9679 74978 ! 17 6. 9666 31421 
20 2. 4661 87523 
22l 8. 7303 03831 
25 3. 0905 27556 
( 61) 1. 4999 55202 
( 1) 1. 8814 88772 

7. 0740 43955 
4. 3376 13137 
3. 2344 5156 7 

359 
1 28881 

462 68279 
10 1. 6610 31216 
12 5. 9631 02066 
15 2. 1407 53642 
17 7. 6853 05573 
20 2. 7590 24701 
22 9. 9048 98676 
25 3. 5558 58625 
( 61 ) 2. 1002 29556 
( 1) 1. 8947 29532 

7. 1071 93661 
4. 3528 49104 
3. 2435 37249 

364 
1 32496 

482 28544 
10 1. 7555 19002 
12 6. 3900 89166 
15 2. 3259 92456 
17 8. 4666 12541 
20 3. 0818 46965 
( 23 1. 1217 92295 
( 25 4. 0833 23955 
( 61) 2. 9270 7066 7 
( 1) 1. 9078 78403 

7. 1400 36982 
4. 3679 26743 
3. 2525 22254 

369 
1 36161 

502 43409 
10 1. 8539 81792 
12 6. 8411 92813 
15 2. 5244 00148 
17 9. 3150 36546 
20 3. 4372 48485 
23 1. 2683 44691 
25 4. 6801 91910 
( 61) 4. 0609 98114 
( 1) 1. 9209 37271 

7. 1725 80900 
4. 3828 49839 
3. 2614 09059 

374 
1 39876 

523 13624 
10 1. 9565 29538 
12 7. 3174 20471 
15 2. 736 7 15256 
18 1. 0235 31506 
20 3. 8280 07832 
23 1. 4316 74929 
25 5. 3544 64234 
( 61) 5. 6094 26383 
( 1) 1. 9339 07961 

7. 2048 32147 
4. 397 6 22040 
3. 2702 00047 

n2 [(-�) 5] 
1 n3 [( -�) 2] 

1 n4 [(-p 8] 1 n5 [(-l) 5J 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

375 
1 40625 

527 34375 
10 1. 9775 39063 
12 7. 4157 714B4 
15 2. 7809 14307 
lB 1. 0428 42865 
20 3. 9106 60744 
23 1. 4664 97779 
25 5. 4993 66671 
( 61) 5. 9806 78067 
( 1) 1. 9364 91673 

7. 2112 47852 
4. 4005 sa6B4 
3. 2719 46950 

380 
1 44400 

54a 72000 
( 1 or. OB51 36000 
12 7. 9235 16800 
15 3. 0109 36384 
1B 1. 1441 55826 
20l 4. 3477 92138 
23 1. 6521 61013 
25 6. 27B2 11a4B 
( 6l) a. 2Ia7 603a3 
( 1) 1. 9493 5aa69 

7. 2431 56443 
4. 4151 54436 
3. 2B06 25976 

3B5 
1 4B225 

570 66625 
( 10 2. 1970 65063 
12 B. 45a7 00491 
15 3. 2565 99689 
I a 1. 2537 90aso 
20 4. 8270 948a9 
23 1. 85a4 31532 
25 7. 1549 61399 
( 62) 1. 1247 53901 
( 1) 1. 9621 41687 

7. 2747 a6349 
4. 4296 06853 
3. 2a92 14120 

390 
1 52100 

593 19000 
POl2. 3134 41000 
12 9, 0224 19900 
l 15l 3. 5187 43761 
18 1. 3723 10067 
20} 5. 3520 09260 ! 23 2. Oa72 a3612 
25 B. 1404 060a5 
( 62) 1. 5330 29700 
( 1) 1. 9748 41766 

7. 3061 43574 
4. 4439 19178 
3. 2977 13494 

395 
1 56025 

616 29875 
10 2. 4343 a0063 
12 9. 6158 01247 
15 3. 79a2 41493 
18 1. 5003 05390 
20 5. 9262 062a9 
23 2. 340a 51484 
25 9, 2463 63362 
( 62) 2. 0812 78965 
( 1) 1. 9a74 60691 

7. 3372 33921 
4. 45ao 94538 
3. 3061 2613a 

1 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODR 

POWERS AND ROOTS 

376 
1 41376 

531 57376 
10! 1. 9987 17338 
12 7. 5151 77la9 
15 2. 8257 06623 
18! 1. 0624 65690 
20 3. 994a 70996 
23! 1 . 5020 71494 
25 5. 64 77 BaB19 
( 61) 6. 3754 12334 
( 1) 1. 9390 71943 

7. 2176 52160 
4. 4034 89461 
3. 2736 90130 

381 
1 45161 

553 06341 
10l 2. 1071 71592 
12 a. o2a3 23766 
l5l 3. 05a7 91355 
1B 1. 1653 99506 
20r. 4401 72119 
23 1. 6917 05577 
25 6. 4453 9B249 
( 61) B. 753B 56362 
( 1) 1. 9519 22130 

7. 2495 04524 
4. 4laO 562BO 
3. 2823 50B07 

3a6 
1 4B996 

575 12456 
lOr· 2199 BOa02 
12 a. 5691 25a94 
15 3. 3076 82595 
lar. 2767 65482 
20 4. 92a3 14 759 
23 1. 9023 29497 
( 25 7. 3429 91859 
( 62) 1. 1970 03202 
( 1) 1. 9646 B8270 

7. 2810 79420 
4. 4324 80423 
3. 2909 21030 

391 
1 52BB1 

597 76471 
10l 2. 3372 60016 
12 9. 1386 86663 
15r· 5732 26485 
18 1. 3971 31556 
20 5. 4627 B4383 
23 2. 1359 4a694 
25) B. 3515 59392 
( 62) 1. 6302 04837 
( 1) 1. 9773 71993 

7. 3123 82812 
4. 4467 65109 
3. 2994 02a98 

396 
1 56816 

620 99136 
10) 2. 4591 25786 
12 9. 7381 3all1 
15 3. a563 02692 
18 1. 5270 95866 
20 6. 0472 99629 
23 2. 3947 30653 
25 9. 4831 333a7 
( 62) 2. 2114 87364 
( 1) 1. 9a99 74874 

7. 3434 20462 
4. 4609 13443 
3. 3077 9a433 

1 

377 
1 42129 

535 a2633 
10! 2. 0200 65264 
12 7. 6156 46046 
15 2. 8710 9B559 
la l. Oa24 04157 
20! 4. 0806 636 71 
23 1. 53a4 10204 
( �5) 5. 799a 06469 
( 61) 6. 7950 46060 
( 1) 1. 9416 4a784 

7. 2240 45124 
4. 4064 14397 
3. 2754 29605 

3a2 
1 45924 

557 42968 
10 2. 12'93 a137a 
12 8. 1342 36862 
15 3. 1072 7a4al 
1B 1. 1B69 80380 
20 4. 5342 65051 
23 1. 7320 B9250 
25 6. 6165 a0933 
( 61) 9. 3222 49236 
( 1) 1. 9544 B2029 

7. 255a 41507 
4. 4209 524la 
3. 2B40 72019 

3B7 
1 49769 

579 60603 
10l 2. 2430 75336 
12 a. 6a07 01551 
15! 3. 3594 31500 
18 1. 3000 99991 
20l 5. 0313 a6963 
23 1. 9471 46755 
( 25) 7. 5354 57941 
( 62) 1. 2736 aa303 
( 1) 1. 9672 31557 

7. 2873 61631 
4. 4353 48416 
3. 2926 24406 

392 
1 53664 

602 362B8 
10 2. 3612 62490 
12 9. 2561 48959 
15 3. 6284 10392 
18 1. 4223 36874 
20 5. 5755 60545 
23 2. 1a56 19734 
25 8. 56 76 29356 
( 62) 1. 7332 6 7559 
( 1) 1. 9798 9a9a7 

7. 3186 11420 
4. 4496 05586 
3. 3010 a8848 

397 
1 57609 

625 70773 
10! 2. 4a40 596aa 
12 9. 8617 16962 
15 3. 9151 01634 
18 1. 5542 95349 
20r· 1705 52534 23 2. 4497 09 356 
25 9. 7253 46143 
( 62) 2. 3494 a2217 
( 1) 1. 9924 a5aa5 

7. 3495 96597 
4. 4637 27013 
3. 3094 6 7354 

I 

nk 
378 

1 428a4 
540 10152 

,.r .... . , .. 
12 7. 7171 a655a 
15 2. 9170 96519 
la 1. 1026 624a4 
20 4. 16aO 64190 
23! 1. 5755 28264 
25 5. 9554 96838 
( 61) 7. 2410 77507 
( 1) 1. 9442 22210 

7. 2304 26 792 
4. 4093 33520 
3. 2771 65 392 

3a3 
1 466a9 

561 ai8a7 
10 2. 1517 66272 
12 a. 2412 64822 
15 3. 1564 04427 
18 1. 2089 02895 
20 4. 6300 9B090 
� 23 1. 7733 27568 
25 6. 791B 445B7 
( 61) 9. 9259 15535 
( 1) 1. 9570 3B579 

7. 2621 67440 
4. 423B 42B76 
3. 2857 a9631 

3Ba 
1 50544 

5B4 11072 
10 2, 2663 49594 
12 a. 7934 %423 
15 3. 41la 53332 
18 1. 3237 99093 
20 5. 1363 404aO 
23 1. 9929 00106 
25 7. 7324 52413 
( 62) 1. 3550 69013 
( 1) 1, 9697 71560 

7, 2936 33030 
4, 43a2 10a56 
3. 2943 24265 

393 
1 54449 

606 98457 � 10 2. 3854 49360 
12 9, 3748 159a5 
{ 15 3. 6843 02682 

r8 1, 4479 30954 20 5, 6903 6a650 
2.3 2. 2363 14879 
25 a. 78B7 17476 
( 62) 1. 8425 5al76 
( 1) 1. 9a24 22760 

7. 3248 29445 
4. 4524 40634 
3. 3027 71361 

39a 
1 58404 

6.30 44792 
( 10 2. 5091 82722 
12 9. 9865 47232 
15 3. 9746 45798 
18 1. 5819 09028 
20 6, 2959 97930 
23 2. 5058 07176 
25 9, 9731 12562 
( 62) 2. 4957 07762 
( 1) 1. 9949 93734 

7. 3557 6236a 
4. 4665 35273 
3 • .3111 32914 

1 

Table 3.1 

379 
1 43641 

544 39939 
� lOt 0632 73688 
12 7. 8198 07278 
15 2. 9637 06958 
lB 1. 1232 44937 
20) 4. 2570 98312 
23) 1. 6134 40260 
25)"6. 1149 3a586 
( 61) 7. 7150 90756 
( 1) 1. 9467 92233 

7. 2367 97216 
4. 4122 46858 
3. 27a8 97510 

384 
1 47456 

566 23104 ! 10! 2. 1743 27194 
12 a. 3494 16423 1 15 3. 2061 75907 
18l l. 2311 71548 
20 4, 7276 98745 
23 1. 8154 36318 
( 25 6. 9712 75461 
( 62) 1. 0566 94349 
( n 1. 9595 91794 

7. 2684 B2371 
4. 4267 27679 
3. 2B75 03659 

389 
1 51321 

588 63869 
\10) 2. 2a9B 04504 
12 a. 9073 39521 
15 3. 4649 55074 
� Ia 1. 347a 67524 
20! 5. 2432 0466 7 
23 2. 0396 06615 
( 25) 7. 9340 69734 
( 62) 1. 4414 19629 
( 1) 1. 9723 Oa292 

7, 2998 93662 
4. 4410 6776B 
3. 2960 20622 

394 
1 55236 

611 62984 ro 2. 4098 21570 
12 9. 4946 96984 
15 3. 7409 10612 

ra 1. 4739 18781 20 5. 8072 39997 
2.3 2. 28aO 52559 
25 9. 014'1 27082 
( 62) 1. 9584 35 730 
( 1) 1. 9a49 43324 

7. 3310 36930 
4. 4552 70277 
3. 3044 50453 

399 
1 59201 

6.3�· 21199 ! 10l 2. 5344 95a40 
13 1. 011? 63a40 rr· ... .,, 
18 1. 6099 42146 
20 6. 4236 69163 
23 2. 563(1 43996 
26 1. 0226 54554 
( 62) 2. 6506 32365 
( 1) 1. 9974 98436 

7. 3619 17821 
4. 469:< 3a246 
3 • .312i' 95131 

n2 [(-��)4] na [(-�) 2] n4 [(-x)8] n5 [(-r5] 

39 



40 ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 
k 
1 400 401 402 40.3 404 
2 1 60000 1 60801 1 61604 1 &2409 1 63216 
.3 640 00000 644 81201 649 64808 b54 50827 659 39264 
4 10 2. 5600 00000 T . .... """ 10 2. 6115 85282 10 2. 6376 68328 10 2. 66.39 46266 
5 l3 1. 0240 00000 13 1. 0368 64160 1.3 1. 0498 57283 13 1, 0629 80.336 13 1 .  0762 34291 
6 15 4. 0960 00000 15 4. 1578 25282 15 4, 2204 26278 15 4. 28.38 10755 1 5  4, 3479 86537 
7 18 l. 6384 00000 18 1 . 1)672 87938 18 1,  6966 11.364 18 1,  7263 757.34 18 1. 7565 86561 
8 20 6, 5536 00000 20  1). 6858 24632 20 6, 8203 7768.3 20 6, 9572 94209 20 7. 0966 09706 
9 23 2. 6214 40000 23l 2. 6810 15678 23  2. 7417 91829 23  2. 8037 89561) 23  2. 8670 30.321 

1 0  2 6  1.  0485 76000 26 1. 0750 87287 26 1. 1022 00315 26 1. 1299 27195 21) l. 1582 80250 
24 ( 62) 2. 8147 49767 ( 62) 2, 9885 80393 ( 62) 3. 172� 72718 ( 1)2) 3. %76 04703 ( 62) 3, 5739 85306 

1/2 ( 1) 2. 0000 00000 ( 1) 2, 0024 98439 ( 1) 2. 0049 93766 ( 1) 2. 0074 85990 ( 1 )  2. 0099 75124 
1/3 7. 3680 62997 7, 3741 97940 7. 3803 22692 7. 3864 37295 7. 3925 41792 
1/4 4. 4721 35955 4, 4749 28423 4. 4777 15674 4. 4804 97729 4. 4832 74611 
1/5 3. 3144 54017 3. 3161 09590 .3. 3177 61a62 3. 3194 10850 3. 3210 56568 

1 405 406 407 408 409 
2 1 64025 1 64836 1 65649 1 66464 1 67281 
3 664 30125 669 23416 674 19143 679 17312 6a4 17929 
4 ,r .... ... ., 10 2. 7170 90690 10 2.  7439 5'1120 10 2. 7710 26330 10 2. 7982 93296 
5 13 1. 0896 20125 13 1.  1 031 38820 13 1. 116 7 91362 13 1. 1305 78742 13 1. 1445 01958 
6 15 4. 4129 61508 15 4, 4 787 43609 15 4, 5453 40843 15 4. 6127 61269 15 4. 6810 13009 
7 18 1. 7872 49411 18 1. 8183 69905 18 1. 8499 53723 18 1. 8a20 06598 18 1. 9145 34321 
8 20 7. 2383 60113 20 7. 3825 81816 20 7. 5293 11653 20 7. 6785 86919 20 7. 8304 45371 
9 2.3l 2,  9315 35846 23 2, 9973 28217 23  3. 0644 29843 23 3. 1328 63463 23 3. 2026 5215 7 

1 0  26 l. 1872 72017 26 1.  2169 15256 26 1. 2472 22946 26 1. 2782 08293 26 1. 3098 84732 
24 ( 62) 3. 7924 56055 ( 62) 4. 0236 92707 ( 62) 4. 2684 06980 ( 62) 4. 5273 48373 ( 62) 4. 8013 06073 

1/2 ( 1)  2. 0124 61180 ( 1) 2. Ol49 44168 ( 1) 2. 0174 24100 ( 1) 2. 0199 009a8 ( 1)  2. 0223 74842 
1/3 7. 3986 3622 3 7. 4047 20630 7. 4107 95055 7. 4168 59539 7. 4229 14120 
1/4 4, 4860 46344 4. 4888 1294a 4. 4915 74446 4. 4943 30860 4. 4970 82211 
1/5 3.  3226 99030 3. 3243 38251 3, 3259 74245 3. 3276 07026 3. 3292 36609 

1 410 411 412 413 414 
2 1 68100 1 68921 1 69744 1 70569 1 7i396 
3 689 21000 694 26531 699 34528 704 44997 709 57944 
4 10l 2. 8257 61000 10 2. 8534 .30424 10! 2. 8813 02554 ! 10 2. 9093 78376 10 2. 9376 58882 
5 13 l. 1585 6201 0 13 1. 1727 59904 13 1. 1870 96652 13 1. 2015 73269 1 3  1. 2161 90777 
6 15 4, 7501 04241 15 4. 8200 43207 15 4. 8908 38207 15 4. 9624 97602 15 5. 0350 29a17 
7 18 l. 9475 42739 18 1 .  9810 37758 18! 2. 0150 25341 ! 18 2. 0495 11510 18 2. 0845 02>44 
8 20 7. 9a49 25229 20  8. 1420 65185 20 a. 3019 o4405 20 a. 4644 82535 20  8. 6298 39705 
9 23 3. 2738 19344 23l 3. 346.3 88791 23 3. 4203 84615 23 3. 4958 312a7 23l .3. 5727 5363a 

10 ( 26 1. 3422 65931 ( 26 1. 3753 65793 26 1 .  4091 98461 26 1. 4437 78322 26 l. 4791 20006 
24 ( 62) 5, 0911 10945 ( 62) 5. 3976 37632 ( 62) 5. 7218 06 738 ( 62) 6. 0645 87127 ( 62) 6. 4269 9832a 

1/2 ( 1) 2. 0248 45673 ( 1) 2. 027.3 13493 ( 1) 2. 0297 78313 ( 1) 2. 0322 40143 ( 1) 2. 0346 98995 
1/3 7. 4289 58841 7. 4349 93742 7. 4410 18861 7. 4470 34238 7. 4530 39914 
1/4 4. 4998 28522 4. 5025 69814 4. 5053 06108 4. 5080 37426 4. 5107 6378a 
1/5 3, .3308 63008 3, 3324 a6236 3. 3341 06308 3. 3357 2 3237 3. 3373 37037 

1 415 416 411 418 419 
2 1 72225 1 73056 1 73889 1 74724 1 75561 
3 714 73375 719 91296 725 1171.3 730 .34632 735 60059 
4 10 2. 9661 4506.3 10l 2. 9948 37914 10 3. 0237 38432 10) 3. 0528 47618 10 3. 0821 66472 5 13 1. 2309 50201 13 1. 2458 52572 13 1. 2608 98926 1 3  1. 2760 90304 1 3  1. 2914 27752 
6 15 5. 10a4 43334 15 5. 1827 46700 15 5, 2579 4a522 15 5. 3340 57471 15 5. 4110 822aO 
7 18 2. 1200 03984 18 2.  1560 22627 18 2. 1925 64534 18 2. 2296 36023 18 2. 2672 43475 
8 20 8. 7980 165.32 20\ 8. 9&90 54129 20 9. 1429 94106 20 9. 3198 78576 20  9. 4997 50162 
9 1 23l 3. 6511 76861 23 .3. 7311 26518 l 23  3. 8126 28542 2.3 3. 8957 09245 1 2.3  3 .  9803 95318 

10 26 1. 5152 38397 26 1. 5521 4a631 26) 1 .  5898 66102 ( 26 1. 6284 06464 26 1. 66 77 856 38 
24 ( 62) 6. 8101 13045 ( 62) 7. 2150 59801 ( 62) 7. 6430 25690 ( 62) a. 0952 59269 ( 62) 8. 5730 73581 

1/2 ( 1) 2. om 54879 ( 1) 2. 0396 07805 ( 1) 2. 0420 57786 ( 1) 2. 0445 04830 ( 1) 2. 0469 4a949 
1/3 7. 4590 35926 7. 4650 22314 7. 4709 99115 7. 4769 66370 7. 4829 24114 
1/4 4. 5134 a5215 4. 5 162 01729 4. 51a9 13349 4. 5216 2 0097 4. 5243 21992 
1/5 3. 3389 47722 3. 3405 55305 3 • .3421 59799 3. 3437 61218 3. 3453 59575 

1 420 421 422 423 424 
2 1 76400 1 77241 1 78084 1 78929 1 79776 
3 740 88000 746 18461 751 5144a 756 86967 762 25024 
4 10l 3. 1116 96000 10 3. 1414 37208 po 3. 1713 91106 ror. 2015 58704 10 .3. 2319 410la 
5 13 1. 3069 12320 13 l.  3225 45065 1.3 1. 3383 2704 7 1 3  l. 3542 59-332 13 l. 3703 42991 
6 15l 5. 4890 31744 15 5, 5679 14722 15 5, 6477 401.36 15 5. 7285 16974 15 5, 8102 54284 
7 18 2. 3053 93332 18 2. 3440 92098 18 2. 3833 46.338 1 8  2. 4231 62680 18 2. 4635 47816 
a 20 9. 6826 51996 20  9. 8686 277.32 21 1. 0057 72154 1 2 1l 1. 0249 97814 21 1, 0445 44274 
9 23 4. 066 7 1383a 23 4. 1546 92275 2.3  4. 2443 58492 23 4. 3357 40751 23  4. 4288 67722 

10 26) 1. 7080 19812 26  1.  7491 2544a 26 1. 7911 19284 26  1. 8.340 18338 26 l. 8778 39914 
24 ( 62) 9 .  0778 49315 ( 62) 9. 6110 3a126 ( 63) l. 0174 16609 ( 63) 1.  0768 83734 ( 63) 1. 1396 73784 

1/2 ( 1)  2. 049.3 9015.3 ( 1) 2.  0518 28453 ( 1)  2. 0542 63858 ( 1) 2, 0566 96380 ( 1) 2. 0591 26028 
1/3 7. 4888 72 387 7, 4948 11226 7. 5007 40668 7. 5066 60749 7. 5125 71508 
1/4 4. 5270 19056 4. 5297 11307 4. 5323 98767 4. 5350 81455 4. 5.377 59390 
1/5 3. 3469 548a3 3. 3485 47155 3 • .3501 36405 .3. 3517 22644 3. 3533 05887 

I 1 1 I n2 [(-:)4J n3 [( -:) 1] n4 [( -J)7J n5 [(-l)4J 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

425 
1 80625 

767 65625 
101 3. 2625 39063 
13 1. 381>5 79102 
15 5, 8929 61182 
18 2, 5045 08502 
21l 1. 0644 16113 
23 4. 5237 68482 
26 1, 9226 01605 
( 63) 1. 2059 63938 
( 1) 2, 0615 52813 

7. 5184 72981 
4. 5404 32593 
3. 3548 86145 

430 
1 84900 

795 07000 
10 3, 4188 01000 
13 1. 4700 84430 
15 6. 3213 63049 
18 2. 7181 86111 
21 1. 1688 20028 
23 5. 0259 26119 
26 2. 1611 48231 
( 63) 1. 5967 72093 
( 1) 2. 0736 44135 

7. 5478 42314 
4. 5537 28292 
3. 3627 43107 

435 
1 89225 

823 12875 
10 3. 5806 10063 
13 1. 5575 65377 
15 6, 77 54 09 391 
18 2. 9473 03085 
21 1. 2820 76842 
23 5. 5770 34263 
26 2. 4260 09904 
( 63) 2. 1073 76666 
( 1) 2. 0856 65361 

7. 5769 84852 
4. 5669 08540 
3. 3705 27318 

440 
1 93600 

851 84000 
10 3. 7480 96000 
13 1. 6491 62240 
15 7. 2563 13856 
18 3. 1927 78097 
21 1. 4048 22363 
23 6. 1812 18395 
26 2. 7197 36094 
( 63) 2. 7724 53276 
( 1) 2. 0976 17696 

7. 6059 04922 
4. 5799 75651 
3. 3782 40276 

445 
1 98025 

881 21125 
10! 3. 9213 90063 
13 1. 7450 18578 
15l 7. 7653 32671 
18 3. 4555 73039 
21 ! 1 . 5377 30002 
23 6. 8428 98510 
26 3. 0450 89837 
( 63) 3. 6361 37215 
( 1) 2. 1095 02311 7. 6346 06721 

4. 5929 31864 

l�LEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

POWERS AND ROOTS 

426 
1 81476 

773 08776 
' 10! 3. 2933 53858 
I' 13 1. 4029 68743 
I 15 5, 9766 46847 
I 18 2. 5460 51557 
I 21 1. 0846 17963 
I 23 4. 6204 72523 
I 26 1. 9683 21295 
I 63) l. 2759 40370 
I 1) 2 , 0639 76/44 

I 10 
I ' 13 
1 15 
1 18 
I 21 
I 23 
I 26 

7. 5243 65204 
4. 5431 01082 
3. 3564 63431 

431 
1 85761 

800 62991 
3. 4507 14912 
1. 4872 58127 
6. 4100 82528 
2, 7627 455 70 
1. 1907 43340 
5. 1321 03797 
2. 2119 36737 

I 63) 1, 6883 18906 
I 1) 2, 0760 53949 

7. 5536 88825 
4. 5563 73502 
3. 3643 05720 

436 
1 90096 

828 81856 
I 10 3. 6136 48922 
1 13 1. 5755 50930 
I 15 6. 8694 02054 
1 18 2. 9950 59296 
I 21 1. 3058 45853 
I 23 5. 6934 87918 
I 26 2. 4823 60732 
I 63) 2. 2267 71952 
I 1) 2, 0880 61302 

7. 5827 86527 
4. 5695 30941 
3. 3720 75562 

441 
1 94481 

857 66121 
I 10 3. 7822 85936 
1 13 1. 66 79 88098 
1 15 7. 3558 27511 
I 18 3. 2439 19933 
I 21 1. 4305 68690 
I 23 6. 3088 07924 
' 26 2. 7821 84294 
1 63) 2. 9276 97132 
I 1) 2. 1000 00000 

7. 6116 62611 
4. 5825 75695 
3. 3797 74445 

446 
1 98916 

887 16536 
I 10� 3, 9567 57506 
I 13 1. 7647 13847 
I 15 7. 8706 23760 
1 18 3. 5102 98197 
I 21 1. 5655 92996 
I 23 6. 9825 44761 
I 26 3. 1142 14964 
I 63) 3, 8373 95917 
I 1) 2. 1118 71208 

7. 6403 21250 
4. 5955 09991 

427 
1 82329 

778 54483 
10 3. 3243 86424 
13 1. 4195 13003 
15 6, 0613 20523 
18 2. 5881 83863 
21 1. 1051 54510 
23 4. 7190 09756 
26 2. 0150 17166 
( 63) 1. 3497 98685 
( ll 2. ow� '17832 

7. 5302 48212 
4. 5457 64877 
3. 3580 37758 

432 
1 86624 

806 21568 
10 3. 4828 51738 
13 1. 5045 91951 
15 6. 4998 37227 
18 2, 8079 29682 
21 1. 2130 25623 
23 5. 2402 70690 
26 2, 2637 96938 
( 63) 1. 7848 83700 
( 1) 2. 0784 60969 

7. 5595 26299 
4. 5590 14114 
3. 3658 65436 

437 
1 90969 

834 53453 
10! 3. 6469 15896 
13 1. 5937 02247 'T"" "'" 
18 3. 0434 77243 
21 1. 3299 99555 
23 5. 8120 98057 
26 2. 5398 86851 
( 63) 2. 3526 34640 
( 1) 2. 0904 54496 

7. 5885 79338 
4, 5721 48834 
3. 3736 20969 

442 
1 95364 

863 50888 
10 3. 816 7 09250 
13 1. 6869 85488 
15 7. 4564 75858 
18 3. 2957 62329 
21 1. 456 7 26950 
23! 6. 4387 33117 
26 2. 8459 20038 
( 63) 3. 0912 52385 
( 1) 2. 1023 79604 

7. 6174 11603 
4. 5851 71321 
3. 3813 05834 

447 
1 99809 

893 14623 
10! 3, 9923 63648 
13 1. 7845 86551 
15 7. 9771 01882 
18 3. 5657 64541 
21r · 5938 96750 
23 7, 1247 18472 
26 3. 1847 49157 
( 63) 4, 0493 05610 
( 1) 2. 1142 37451 

7, 6460 27242 
4. 5980 83787 

nk 

428 
1 83184 

784 02752 
10 3. 3556 37786 
13 1. 4362 12972 
15 6, 1469 91521 
18 2. 6309 12371 
21 1. 1260 30495 
23 4. 8194 10518 
26 2. 0627 07702 
( 63) 1. 4277 44370 
{ l) 2. 0688 16087 

7. 5361 22043 
4. 5484 23998 
3. 3596 09138 

433 
1 87489 

811 82737 
10 3. 5152 12512 
13 1. 5220 87018 
15 6. 5906 36 787 
18 2. 8537 45729 
21 1. 2356 71901 
23 5. 3504 59329 
26 2. 3167 48890 
( 63) 1. 8867 28946 
( 1) 2. 0808 65205 

7, 5653 54772 
4. 5616 50145 
3. 3674 22267 

438 
1 91844 

840 27672 
10 3. 6804 12034 
13 1. 6120 20471 
15 7. 0606 49662 
18 3. 0925 64552 
21 1. 3545 43274 
23 5. 9328 99539 
26 2. 5986 09998 
( 63) 2. 4852 99040 
( 1) 2. 0928 44954 

7. 5943 63318 
4. 5747 62238 
3. 3751 63549 

443 1 96249 
869 38307 

10 3. 8513 67000 
13 1. 7061 55581 
15 7. 5582 69224 
18 3. 3483 13266 
21 1. 4833 02777 ! 23 6. 5710 31302 
26 2. 9109 66867 
( 63) 3. 2635 436 77 
( 1) 2. 1047 56518 

7. 6231 51930 
4. 5877 62546 
3. 3828 34454 

448 
2 00704 

899 15392 
10 4. 0282 09562 
13 1. 8046 37884 
15 a. 0841 77719 
18 3. 6219 80418 
21 1. 6226 47227 
23r. 2694 59578 
( 26 3. 2567 17891 
( 63) 4. 2724 04226 
( 1) 2. 1166 01049 

7. 6517 24731 
4. 6006 53268 

Table 3.1 

429 
1 84041 

789 53589 
10 3. 3871 08968 
13 1. 4530 69747 
15 6, 2336 69216 
18 2. 6742 44094 
21 l. 1472 50716 23 4. 9217 05572 
26 2. 1114 11691 
( 63) 1. 5099 93273 
( 1) 2. 0112 31518 

7. 5419 86732 
4. 5510 78463 
3. 3611 77583 

434 
1 88356 

817 46504 1'0 3. 5477 98274 
13 1. 5397 44451 
15 6. 6824 90916 
18 2. 9002 01058 
21 1. 2586 87259 
23 5, 4627 02704 
26 2. 3708 12974 
( 63) 1. 9941 30189 
( 1) 2. 0832 66666 7. 5711 74278 

4. 5642 81614 
3. 3689 76223 

439 
1 92721 

846 04519 
10 3. 7141 38384 
13 1. 6305 06 751 
15 7. 1579 24635 
18 3. 1423 28915 
21 1. 3794 82394 
23 6. 0559 27708 
26) 2. 6585 52264 
( 63) 2. 6251 15920 
( 1) 2. 0952 32684 

7. 6001 38502 
4. 5773 71171 
3. 3767 03314 

444 
1 97136 

875 28384 
10 3. 8862 60250 
13 1. 7254 99551 
15 7. 6612 18006 
18 3. 4015 80795 
21 1. 5103 01873 
23 6. 7057 40315 
26 2. 9773 48700 
( 63) 3. 4450 16313 
( 1) 2. 1071 30751 

7. 6288 83626 
4. 5903 49388 
3. 3843 60316 

449 
2 01601 

905 18849 
( 10 4. 0642 96320 
13 1. 8248 69048 
15 8. 1936 62024 
18 3. 6 789 54249 
21 1. 6518 50458 
23 7. 4168 08555 
26 3. 3301 47041 
( 63) 4. 5072 55570 
( 1) 2. 1189 62010 

7. 6574 13748 
4. 6032 18450 3. 3858 83431 3. 3874 03811 3. 3889 21465 3. 3904 36406 I 3. 3919 48644 )[(·-�)4] ) [(-1)1] )[(-1)6] n3 [(-l)4J 

41 
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Table 
3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 450 451 452 453 454 2 2 02500 2 03401 2 04304 2 05209 2 06116 3 911 25000 917 33851 923 45408 929 59677 935 76664 4 10 4. 1006 25000 10 4. 1371 96680 10 4. 1740 12442 10 4. 2110 73368 10 4. 2483 80546 5 13 1. 8452 81250 l3 1. 8658 75703 13 1. 8866 53624 13 1. 9076 16236 13 1. 9287 64768 6 15 8. 3037 65625 15 8. 4150 99419 15 8. 527& 74379 15 a. 6415 01548 15 a. 7565 92045 7 18 3. 731>6 94531 18 3. 7952 09838 18 3. 8545 08819 18 3. 9146 00201 18 3. 9754 92789 8 21 1. 6815 12539 21 1. 7116 39637 21 1. 7422 37986 21 1. 7733 13891 21 1. 8048 73726 9 23 7. 5668 06426 23 7. 7194 94763 23 7. 8749 15698 23 a. 0331 11927 23 8. 1941 26716 10 26 3 . 4050 62692 26 3. 4814 92138 26 3. 5594 61895 26 3. &389 99703 26 3. 7201 33529 
24 ( 63) 4. 7544 50505 ( 63) 5. 0146 08183 ( 63) 5. 2883 77338 ( 63) 5. 5764 37619 ( 63) 5. 8795 01000 
1/2 ( 1) 2. 1213 20344 ( 1) 2. 1236 76058 ( l) 2. 1260 29163 ( 1) 2. 1283 79665 ( 1) 2. 1307 27575 1/3 7. 6630 94324 7. 6687 66491 7, 6744 30279 7. &800 85719 7. 6857 32843 1/4 4. 6057 79352 4. 6083 35988 4. 6108 B8377 4. 6134 36534 4. 6159 80476 1/5 3. 3934 5B190 3. 3949 65055 3. 39&4 1>9249 3. 3979 70784 3, 3994 69669 

1 455 456 457 458 459 2 2 07025 2 07936 2 OB849 2 09764 2 106Bl 3 941 96375 948 18816 954 43993 960 71912 967 02579 4 10 4. 2B59 35063 10 4. 3237 38010 10� 4. 3617 90480 10 4. 4000 93570 10 4. 4386 48376 5 13 1. 9501 00453 13 1. 9716 24532 13 1. 9933 38249 13 2. 0152 42855 13 2. 0373 39605 6 15 a. 8729 57063 15 B. 9906 07B68 15 9, 1095 55800 15 9. 2298 12275 15 9. 3513 88785 7 18 4. 0371 95464 18 4. 0997 17188 18! 4. 1630 67001 18 4. 2272 54022 18 4. 2922 87452 8 21 1. 8369 2393& 21 1. 8694 71038 21 1. 9025 21619 21 1. 9360 82342 21 1. 9701 59941 9 23 8, 3580 03909 23 B. 5247 B7931 23 8. 6945 23800 23 B. 8672 57127 23 9, 0430 34128 10 26 3, 8028 91778 26 3. 8873 03297 26 3. 9733 97377 26 4. 0612 03764 26 4. 1507 52665 
24 ( 63) 6. 1983 13235 ( 63) 6. 5336 55383 ( 63) 6. 8863 45396 ( 63) 7. 2572 39774 ( 63) 7. 6472 35292 
1/2 ( 1) 2. 1330 72901 ( 1) 2. 1354 15650 ( 1) 2. 1377 55833 ( 1) 2. 1400 93456 ( 1) 2. 1424 28529 l/3 7. 6913 71681 7. 6970 02263 7. 7026 24618 7. 7082 38778 7. 7138 44772 1/4 4. 6185 20218 4. 6210 55778 4. 6235 87171 4, 6261 14413 4. 6286 37519 1/5 3. 4009 65915 3. 4024 59532 3. 4039 50532 3, 4054 38923 3. 4069 24718 
1 460 461 462 463 464 2 2 11600 2 12521 2 13444 2 14369 2 15296 3 973 36000 979 72181 986 11128 992 52847 998 97344 4 10 4. 4774 56000 10 4. 5165 17544 10 4. 5558 34114 10 4. 5954 06816 10 4. 6352 36762 5 13 2. 0596 29760 13 2. 0821 1458B 13 2. 1047 95360 13 2. 1276 73356 13 2. 1507 49857 b 15 9, 4742 96B96 15 9. 59B5 46250 15 9. 7241 54565 15 9, 8511 27638 15 9. 9794 79}38 7 18 4. 3581 76572 18 4. 4249 . 30743 18 4. 4925 59409 18 4. 5610 72096 18 4. 6304 78413 8 21 2. 0047 61223 21 2. 039B 93073 21 2. 0755 62447 21 2. 1117 76381 21 2. 1485 41984 9 23 9. 2219 01627 23 9, 4039 07065 23 9. 5890 98505 23 9, 7775 24642 23 9. 9692 34804 10 26 4. 2420 74748 26 4. 3352 01157 26 4. 4301 63510 26 4. 5269 93909 26 4. 6257 24949 
24 ( 63) B. 0572 70802 ( 63) B. 4883 29103 ( 63) B. 9414 38903 ( 63) 9. 4176 76852 ( 63) 9. 9181 69bb6 
1/2 ( 1) 2. 1447 61059 ( 1) 2. 1470 91055 ( 1) 2. 1494 18526 ( 1) 2. 1517 43479 ( 1) 2. 1540 65923 1/3 7. 7194 42629 7. 7250 323BO 7. 7306 14052 1. 7361 876 77 7. 7417 53281 1/4 4. 6311 56507 4. 6336 71390 4. 6361 82186 4. 6386 88909 4. 6411 91574 1/5 3. 4084 07924 3. 4098 88554 3. 4113 6b61b 3. 4128 42121 3, 4143 15079 

1 465 466 467 468 469 2 2 16225 2 17156 2 18089 2 19024 2 19961 3 1005 44625 1011 94&96 1018 47563 1025 03232 1031 &1709 4 10 4. 6753 25063 10 4. 7156 72834 10 4. 7562 81192 10 4, 7971 51258 10 l 4· B382 84152 5 13 2. 1740 26154 13 2. 1975 03540 13 2. 2211 83317 13 2. 2450 66789 13 2, 2691 55267 6 16 1. 0109 22162 16 1. 0240 36650 16 1. 0372 92609 16 1. 0506 91257 16 1. 0642 33820 7 18 4. 7007 B8052 18 4. 7720 10788 18 4. 8441 56484 1B 4. 9172 35083 18 4. 9912 5661B 8 21 2. 1858 66444 21 2. 2237 57027 21 2. 2622 21078 21 2. 3012 66019 21 2. 3408 99354 9 24 1. 0164 27896 24 1. 0362 70775 24 1. 0564 57243 24 1. 0769 92497 24 1. 0978 81797 10 26 4. 7263 89719 26 4. 8290 21810 26 4. 9336 55326 26 5. 0403 24885 2b 5. 1490 65627 
24 ( 64) 1. 0444 09634 ( 64) 1. 0996 69046 ( 64) 1. 1577 24259 ( 64) 1. 2187 10278 ( 64) 1. 2827 68318 
1/2 ( 1) 2 . 1563 85865 ( 1) 2. 1587 03314 ( 1) 2. 1610 18278 ( 1) 2. 1633 30765 ( 1) 2. 1656 40783 1/3 7. 7473 10895 7. 7528 60547 7. 75B4 02264 7. 7639 36077 7. 7694 62012 1/4 4. 6436 90198 4. 6461 84795 4, 6486 75380 4. 6511 61968 4. 6536 44575 1/5 3. 4157 85500 3. 4172 53393 3. 41B7 18768 3. 4201 81635 3. 4216 42003 
1 470 471 472 473 474 2 2 20900 2 21B41 2 22784 2 23729 2 24676 3 1038 23000 1044 87111 1051 54048 1058 23817 1064 96424 4 lOr· 8796 81000 10 4. 9213 42928 10 4. 9632 71066 � 10 5. 0054 66544 10 s. 0479 30498 5 13 2, 2934 50070 13 2. 3179 52519 13 2. 3426 63943 13 2. 3675 85675 13 2. 3927 19056 6 16 1. 0779 21533 16 1. 0917 55637 16 1. 1057 37381 16 1.' 1198 68024 16 1. 1341 48832 7 18l 5. 0662 31205 18 5. 1421 69048 18 5. 2190 80439 18 5. 2969 75756 18 5. 3758 65466 8 21 2. 3811 2B666 21 2. 4219 61622 21 2. 4634 0596 7 21 2. 5054 69532 21 2. 5481 60231 9 24 1. 1191 30473 24 1. 1407 43924 24 1. 1627 27616 24 1. 1850 87089 24 1. 207B 27949 10 26 5. 2599 13224 2b 5. 3729 03881 26 5. 4880 74350 26 5. 6054 61930 2& 5. 7251 04480 
24 ( 64) 1. 3500 46075 ( 64) 1. 4206 9B007 ( 64) 1. 4948 85630 ( 64) 1. 5727 71826 ( 64) 1. 6545 51159 
1/2 ( 1) 2. 1679 48339 ( 1) 2. 1702 53441 ( 1) 2. 1725 56098 ( 1) 2. 1748 56317 ( 1) 2. 1771 54106 1/3 7, 7749 80097 7. 7804 90361 7. 7859 92832 7. 7914 87536 7. 7969 74500 1/4 4. 6561 23215 4. 6585 97902 4. 6610 68652 4. 6635 35480 4. 6659 98399 1/5 3. 4230 99883 3. 4245 552B3 3. 4260 08213 3. 4274 5B683 3. 42B9 06 701 1 1 1 1 n2 [(-:)3] n3 [(-:) 1J n4 [(-l) 5J n5 [(-J)3J 



ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 43 

POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 
k 
1 475 476 477 47a 479 2 2 25625 2 26576 2 27529 2 284a4 <! 29441 3 1071 71875 107a 50176 10a5 31333 1092 15352 1099 02239 4 ! 10 5. 0906 64063 10 5. 1336 6837a 10! 5. 1769 44584 10

!

5. 2204 93a26 10! 5. 264;1 17248 5 13 2. 41aO 65430 13 2. 4436 26148 13 2. 4694 02567 13 2. 4953 96049 13 2. 5216 07962 6 16 l.  1485 a1079 16 l. 1631 66046 16
r
· 1779 05024 16 l. 1927 99311 16

l

l. 2078 50214 7 

r

8 5. 4557 60126 1a 5. 5366 703aO 18 5. 61a6 06966 1a

l

5. 7015 8070a 1a 5. 7a56 02524 a 21 2. 5914 86060 21 2. 6354 55101 21 2. 6800 75523 21 2. 7253 5557a 21 2. 7713 03609 9 24 1. 2309 55a7a 24 1. 2544 76628 24! 1. 27a3 96024 24 l. 3027 19966 � 24! l. 3274 54429 10 26 5. 8470 40422 26 5. 9713 08750 26 6. 0979 49036 26 6. 2270 01440 26 6. 35a�. 06 713 
24 ( 64) 1. 7403 90207 ( 64) 1. 8304 a7912 ( 64) l. 9250 45935 ( 64) 2. 0242 75033 ( 64) 2. 1283 95451 
1/2 ( 1) 2. 1794 49472 ( 1) 2. 1a17 42423 ( 1) 2. 1a40 3296 7 ( 1) 2. 1a63 21111 ( 1) 2. 1aab 06a63 1/3 7. a024 53753 7. a079 25322 7. a133 a9232 7. a1aa 45511 7. a24<! 941a6 1/4 4. 66a4 57424 4. 6709 12569 4. 6 733 63a49 4. 6 75a 1127a 4. 6 7a<! 54a70 1/5 3. 4303 5227a 3. 4317 95422 3. 4332 36143 3. 4346 74449 3. 4361. 10350 

1 4aO 4a1 482 4a3 4a4 2 2 30400 2 31361 2 32324 2 332a9 <! 34256 3 1105 92000 1112 a4641 1119 a0168 1126 78587 1133 79904 4 ! 10
!

5. 30a4 16000 ! 10) 5. 3527 91232 
1

10 5. 3974 4409a ! 10
l

5. 4423 75752 10 5. 487'i 87354 5 13 2. 54aO 39680 13

!

2. 5746 925a3 13 2. 6015 6a055 13 2. 6286 67488 13 2. 6559 92279 6 16 l. 2230 59046 16 l. 23a4 27132 16 l. 2539 55803 16 1. 2696 46397 16 l. 285�i 00263 7 ! 18
!

5. 8706 83423 18 5. 9568 34506 18 6. 0440 66968 ( 18 6. 1323 92097 18 6. 2218 21273 8 21 2. 8179 28043 ! 21
\
2. 8652 37397 ! 21 2. 9132 40279 

!
21

!

2. 9619 45383 21 3. 011:1 61496 9 24 1. 3526 05461 24 1. 3781 791a8 24! 1. 4041 81814 24 l. 4306 19620 24 l. 4574 98964 10 ( 26 6. 4925 06211 26 6. 6290 41895 26 6. 7681 56345 26 6. 9098 92764 26 7. 054<! 94987 
24 ( 64) 2. 2376 37322 ( 64) 2. 3522 41094 ( 64) 2. 4724 57971 ( 64) 2. 5985 50361 ( 64) 2. 7307 92362 
1/2 ( 1) 2. 1908 90230 ( 1) 2. 1931 71220 ( 1) 2. 1954 49840 ( 1) 2. 1977 26098 ( 1) 2. 2000 00000 1/3 7. 8297 35282 7. a351 68827 7. a405 94846 7. 8460 13365 7. 8514 24411 1/4 4. 6806 94639 4. 6831 30598 4. 6855 62762 4. 6879 91145 4. 690<1 15760 1/5 3. 4375 43a55 3. 4389 74973 3. 4404 03713 3. 4418 30083 3. 443;! 54092 

1 4a5 4a6 487 4aa 489 2 2 35225 2 36196 37169 2 38144 ;> 39121 3 1140 84125 1147 91256 1155 01303 1162 14272 1169 30169 4 

r
o 
5. 5330 80063 10) 5, 5788 55042 

1 

10

!

5. 6249 13456 � 10! 5. 6712 56474 10 5. 7171l 85264 5 13 2. 6835 43830 13 2. 7113 23550 13 2. 7393 32853 13 2. 7675 73159 13 2. 7960 45894 6 16 l. 3015 18758 16 l. 3177 03245 16 l. 3340 55099 ( 16) l. 3505 75702 16 l. 36 72 66442 7 
!
18 6. 3123 65975 18 6. 4040 37773 18) 6. 4968 48334 

!
18

!

6. 5908 09424 18 6. 6a59 32903 a 21 3. 0614 97498 21 3. 1123 62358 ( 21) 3. 1639 65139 21 3. 2163 14999 21 3. 2694 21189 9 24 1. 4a48 26286 24 l. 5126 08106 ( 24) l. 5408 51023 24 l. 5695 61719 24 l. 59a7 46962 10 ( 26 7. 2014 07489 26 7. 3512 75394 ( 26) 7. 5039 44480 ( 26 7. 6594 61191 26 7. a178 72642 
24 ( 64) 2. 8694 70250 ( 64) 3. 0148 a2996 ( 64) 3. 1673 4279a ( 64) 3. 3271 75643 ( 64) 3. 4947 21879 
1/2 ( 1) 2. 2022 71555 ( 1) 2. 2045 40769 ( 1) 2. 2068 07649 ( 1) 2. 2090 72203 ( 1) 2. 2113 34439 
1/3 7. 8568 28008 7. 8622 24183 7. 8676 12960 7. 8729 94366 7. 878:1 68425 1/4 4. 6928 36620 4, 6952 53740 4. 6976 67133 4. 7000 76812 4. 7024 82790 1/5 3. 4446 75750 3. 4460 95065 3. 4475 12045 3. 4489 26 700 3. 450:1 39037 

1 490 491 492 493 494 2 2 40100 2 41081 2 42064 2 43049 :? 44036 3 1176 49000 1183 70771 1190 95488 1198 23157 120'i 53784 4 10) 5. 7648 01000 ( 10 5. 8120 04856 ! 10
!

5. 8594 98010 � 10
!

5. 9072 81640 10 5. 955:1 56930 5 13

1

2. 8247 52490 13 2. 8536 94384 13 2. 8828 73021 13 2. 9122 89849 13 2. 9419 46323 6 16 l. 3841 28720 16 1. 4011 63943 16 l. 4183 73526 16 1. 4357 58895 16 l. 4533 21484 7 18 6. 7822 30728 18 6. 8797 14959 

1

18! 6. 9783 97749 18 7. 0782 91354 18 7. 1794 08129 8 21 3. 3232 93057 21 3. 3779 40045 21 3. 4333 71692 21

l

3. 4895 97638 21 3. 5466 27616 9 24! l. 62a4 1359a 24! l. 65a5 6a562 24) l. 6a92 18873 24 l. 7203 71635 24 l. 7520 34042 
10 ( 26 7. 9792 26630 26 a. 1435 71639 26) a. 3109 56a54 26 8. 4a14 32162 26 a. 6550 48169 
24 ( 64) 3. 6703 36a22 ( 64) 3. a543 91376 ( 64) 4. 0472 72689 ( 64) 4. 2493 a4825 ( 64) 4. 4611 49467 
1/2 ( 1) 2. 2135 94362 ( 1) 2. 2158 519a1 ( 1) 2. 2181 07301 ( 1) 2. 2203 60331 ( 1) 2. 2226 11077 
1/3 7. aa37 35163 7. aa90 94604 7. 8944 46773 7. a997 91695 7. 9051 29393 
1/4 4. 704a 85081 4. 7072 83697 4. 7096 7a653 4. 7120 69960 4. 7144 57633 
1/5 3. 4517 49066 3. 4531 56 794 3. 4545 62231 3. 4559 65384 3. 45 7:l 66263 

1 495 496 497 49a 499 2 2 45025 2 46016 2 47009 2 48004 :! 49001 
3 1212 87375 1220 23936 1227 63473 1235 05992 124:! 51499 
4 ( 10

!
6. 0037 25063 po 6. 0523 a7226 � 10) 6. 1013 4460a ( 10) 6. 1505 98402 ! 10) 6. 2001 49800 5 13 2. 9718 43906 13 3. 0019 84064 13! 3. 0323 68270 ( l3

l

3. 0629 98004 13) 3. 0938 74750 
6 16 l. 4710 62733 ! 16 l. 48a9 84096 � 16 1. 5070 a7030 � 16 1. 5253 73006 16) 1. 5438 43500 7 1a

r

. 2a11 60531 1a 7. 3a53 61115 18) 7. 4902 22541 1a 7. 5963 57570 

r

a

r

. 7037 79067 8 21 3. 6044 71463 21 3. 6631 39113 ! 21! 3. 7226 40603 � 21 3. 7829 a6070 21 3. 8441 85754 
9 24 l. 7842 13374 � 24) 1. a169 17000 24 l. a501 523ao 24! 1. 8839 27063 24 1. 91a:! 48691 
10 26 ) 8 . 8318 56201 26) 9. 0119 08320 26) 9. 1952 57326 ( 26 9. 3819 56 772 26 9. 5720 60970 
24 ( 64) 4. 6830 06649 ( 64) 4. 9154 15513 ( 64) 5. 15a8 55098 ( 64) 5. 4138 25162 ( 64) 5. 6808 47029 
1/2 ( 1) 2. 2248 59546 ( 1) 2. 2271 05745 ( 1) 2. 2293 49681 ( 1) 2. 2315 91360 ( 1) 2. 2338 30790 1/3 7. 9104 59a93 7. 9157 83219 7. 9210 99395 7. 9264 08444 7. 931"1 10391 1/4 4. 716a 41683 4. 7192 22124 4. 7215 9896 7 4. 7239 72227 4. 7263 41916 1/5 3. 4587 64874 3. 4601 61227 3. 4615 55329 3. 4629 47190 3. 464:1 36816 

1 1 1 1 n2 [(-�) 3] n3 [( -g) lJ n4 [(-x) 5] n5 [(-�) 3] 
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Table :u 

k 
1 500 
2 2 50000 
3 1250 00000 
4 ( 101 6. 2500 00000 
5 � 13 3. 1250 00000 
6 16) 1. 5625 00000 
7 ( 18) 7. 8125 00000 
8 ! 21) 3. 9062 50000 
9 24) 1. 9531 25000 
10 ( 26) 9. 7656 25000 
24 ( 64) 5. 9604 64478 
1/2 ( 1) 2. 2360 67977 
1/3 7. 9370 05260 
1/4 4. 7287 oao45 
1/5 3. 4657 24216 

1 505 
2 2 55025 
3 1287 a7625 
4 ( 10} 6. 5037 75063 
5 1 13l 3. 2a44 06407 
6 16 l. 65a6 25235 
7 18 8. 3760 57438 
a ( 21) 4. 2299 09006 
9 l 24l 2. 1361 04048 
10 27 1. 0787 32544 
24 ( 64) 7. 56a2 08268 
1/2 ( 1) 2. 2472 20505 
1/3 7. 9633 74242 
1/4 4. 7404 85740 
1/5 3. 4726 2a104 

1 510 
2 2 60100 
3 1326 51000 
4 ! 10) 6. 7652 01000 
5 13) 3. 4502 52510 
6 16 l. 7596 28780 
7 18 8. 9741 06779 
8 ( 21 4. 5767 94457 
9 ( 24 2. 3341 65173 
10 ( 27 1. 1904 24238 
24 ( 64) 9. 5870 33090 
1/2 ( 1) 2. 2583 17958 
1/3 7. 9a95 69740 
1/4 4, 7521 76299 
1/5 3. 4794 77522 

1 515 
2 2 65225 
3 1365 90875 
4 

! 
10 7. 0344 300&3 

5 13 3. 6227 314a2 
6 16 1. 865 7 06 713 
7 

! 
1a 9, 6083 89574 

8 21 4. 9483 20630 
9 24 2, 5483 85125 
10 ( 27 1. 3124 18339 
24 ( 65) 1. 2116 39706 
1/2 ( 1} 2. 2693 61144 
1/3 8. 0155 94581 
1/4 4, 7637 81212 
1/5 3. 4862 73428 

1 520 
2 2 70400 
3 1406 08000 
4 ( 10l 7. 3116 16000 
5 13 3. 8020 40320 
6 16� l. 9770 60966 
7 19 1. 0280 71703 
8 21l 5. 3459 72853 
9 24 2. 7799 05884 
10 27 l. 4455 51059 
24 ( 65) l. 5278 48342 

1/2 ( 1) 2. 2803 50aso 
l/3 a. 0414 51517 
1/4 4. 7753 01928 
1/5 3. 4930 16754 

I 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

POWERS AND HOOTS nk 

501 
2 51001 

1257 51501 
10� 6. 3001 50200 
13 3. 1563 75250 
16 1. 5813 44000 
18j 7 · 9225 33442 
21 3. 9691 89254 \ 24ll . 98a5 63816 
26 9. 9627 04720 
( 64) 6. 2532 44659 
( 1) 2. 2383 02929 

7, 9422 93073 
4, 7310 70628 
3. 46 71 09398 

506 
2 56036 

1295 54216 
( 101 6. 5554 43330 
( 13 3. 3170 54325 
( 16l 1. 6784 29488 
( 18 a. 4928 53211 
( 2ll 4. 2973 a3725 
( 24 2. 1744 76165 
( 27) 1. 1002 84939 
( 64) 7. 9361 96349 
( 1) 2. 2494 44376 

7. 9686 27129 
4. 7 428 30775 
3. 4740 02314 

511 
2 61121 

1334 32831 
10l 6. 8184 17664 
13 3. 4842 11426 
16\1. 7a04 32039 
18 9. 0980 07719 
21 4. 6490 81944 
24l 2. 3756 80873 
( 2 7 1. 2139 72926 
( 65) 1. 0048 50848 
( 1) 2. 2605 30911 

7. 9947 88272 
4. 7545 04087 
3. 4a08 40954 

516 
2 66256 

1373 aa096 
! lOr. 0892 25754 
13 3. 6580 404a9 
16i 1. 8875 48892 
( la 9. 7397 52284 ! 21 5. 025 7 12179 
24l 2. 5932 67484 
( 27 1. 3381 26022 
( 65) l. 2693 83471 
( 1) 2. 2715 63338 

8. 0207 79314 
4. 7660 92045 
3. 4876 26271 

521 
2 71441 

1414 20761 
10 7. 3680 21648 
13 3. 8387 39279 
16 1. 9999 83164 
19 1. 0419 91229 
21 s. 42a7 74301 
24l 2. 8283 91411 
( 27 1. 4735 91925 
( 65) 1. 5999 46126 
( 1) 2. 2825 42442 

8. 0466 02993 
4. 7775 96092 
3. 4943 59190 

1 

502 
2 52004 

1265 06008 
1 10 6. 3506 01602 
13 3. 1880 02004 
16 1. 6003 77006 ! 18 8. 0338 92570 
21 4. 0330 14070 
( 24 2. 0245 73063 
( 27 1. 0163 35678 
( 64) 6. 5597 79050 
( 1) 2. 2405 35650 

7. 9475 73855 
4. 7334 29676 
3. 4684 92370 

507 
2 57049 

1303 23843 
! 10) 6. 6074 18840 
13 3. 3499 61352 
16 1. 6984 30405 
!
18 8. 6110 42156 
21 4. 3657 98373 
24 2. 2134 59775 
( 27 l. 1222 24106 
( 64} 8. 3212 97020 
( 1) 2. 2516 66050 

7. 9738 73099 
4. 7451 72336 
3. 4753 74353 

512 
2 62144 

1342 17728 � 10 6. 8719 47674 
13 3. 5184 37209 
( 16 1. aol4 39851 
( 18 9. 2233 72037 
( 2 1 4. 7223 664a3 
( 24 2. 4178 51639 
( 27 1. 2379 40039 
( 65) 1. 0531 22917. 
( 1) 2. 2627 41700 

8. 0000 00000 
4. 7568 28460 
3, 4822 02253 

517 
2 67289 

1381 88413 

r

o 7. 1443 40952 
13 3. 6936 24272 
16 1. 9096 03749 
18 9. 8726 51381 
( 21 5. 1041 60764 
! 24 2. 6388 51115 27 1. 3642 86026 
( 65) 1. 3297 59294 
( 1) 2. 2737 63400 

a. o2s9 57353 
4. 7683 99522 
3. 4889 77017 

522 
2 72484 

1422 36648 
ror. 4247 53026 
13 3. 8757 21079 
16 2. 0231 26403 
19 l. 0560 71983 
1 21r· 5126 95749 
24 2. 8776 27181 
27 1. 5021 21389 
( 65) 1. 6752 98008 
( 1) 2. 2a47 31932 

8. 0517 4 7881 
4. 7798 86957 
3. 4956 99566 

1 

503 
2 53009 

1272 63527 
( 10) 6. 4013 55408 
( 13l 3. 2198 81770 � 16 1. 6196 00530 
18j 8· 1465 90668 
( 21 4. 0977 35106 ! 24l 2. 0611 60758 
27 1. 0367 638&1 
( 64) 6. 8806 a4448 
( 1) 2. 2427 66149 

7. 9528 47628 
4, 7357 85203 
3. 4698 73139 

508 
2 58064 

1310 96512 
( 10! 6. 6597 02810 
l3 3. 3a31 29027 
16 1. 7186 29546 
18 8. 7306 38093 

24 2. 2530 63389 
21l4. 4351 64151 

( 27 1. 1445 56202 
( 64) a. 7242 69942 
( 1) 2. 2538 85534 

7. 9791 12176 
4. 7475 10436 
3. 4767 44229 

513 
2 63169 

1350 05697 
! 10l 6. 9257 92256 13 3. 5529 31427 
16 1. 8226 53a22 
18 9. 3502 14108 
21 4. 7966 59a37 
24 2. 4606 86497 
27 1. 2623 32173 
( 65) 1. 1036 12a86 
( 1) 2, 2649 50331 

a. 0052 04946 
4, 7591 49431 
3. 4835 61427 

518 
2 68324 

1389 91832 
10 7. 1997 76898 
13 3, 7294 84433 
16 1. 9318 72936 
19 1. 0007 10181 
21 5. 1836 78738 
24 2. 6851 45586 
27 1. 3909 05414 
( 65) 1. 3928 81704 
( 1) 2. 2759 61335 

8. 0311 28718 
4. 7707 03654 
3. 4903 25675 

523 
2 73529 

1430 55667 
10 7. 4818 11384 
13 3. 9129 87354 
16 2. 0464 92386 
19 l. 0703 15518 
21 5. 5977 50159 
24l 2. 9276 23333 
27 1. 5311 47003 
( 65} l. 7540 44200 
( 1} 2. 2869 19325 

8. 0568 86203 
4. 7821 74532 
3. 4970 37889 

504 
2 54016 

1280 24064 
10 6. 4524 12826 
13 3. 2520 16064 
16 1, 6390 16096 
18 a. 2606 41125 
21 4. 1633 63127 
24 2. 0983 35016 
( 27 1. 0575 60848 
( 64) 7. 2166 04000 
( 1) 2, 2449 94432 

7. 9581 14416 
4. 7381 37221 
3. 4712 51715 

509 
2 59081 

1318 72229 
( 101 6. 7122 96456 
1 1.3 3. 4165 58896 
16 1. 7390 28478 
18 8. 8516 54954 
1 21) 4. 5054 92371 
24l 2 . 2932 95617 
27 1. 1672 87469 
( 64) 9. 1459 06897 
( 1) 2. 2561 02835 

7. 9843 44383 
4. 7498 45086 
3. 4781 11950 

514 
2 64196 

1357 96744 
10 6. 9799 52642 
13 3. 5876 95658 
16 1. a440 75568 
18 9, 4785 48420 
21 4. 8719 73888 
24.l 2. 5041 94578 
27 1. 2871 56013 
( 65) 1. 1564 18034 
( 1) 2. 2671 56810 

a. o1o4 03133 
4. 7614 6 7011 
3. 4849 18483 

519 
2 69:361 

1397 98359 
10 7. 2555 34832 
13 3. 7656 22578 
16 1, 9543 58118 
19 1, 0143 11863 
21 5. 2642 78570 
24 2. 7321 60578 
27 1. 4179 91340 
( 65) 1. 4588 69982 
( 1) 2, 2781 57150 

8. 0362 93433 
4. 7730 04452 
3. 4916 72252 

524 
2 74576 

1438 77824 
10 7. 5391 97978 
13 3. 9505 39740 
16 2. 0700 82824 
19 1, 0847 23400 
21 s. 6a39 50615 
24 2. 9783 90122 
27 1. 5606 76424 
( 65) 1. 8363 30669 
( 1) 2. 2891 04628 

8. 0620 1 7979 
4. 7844 58829 
3. 4983 74167 n2 [(-g) 3J n3 [(-J) 9] n4[(-J) 5] 1 n5 [(-�)3] 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

525 
2 75625 

1447 03125 
( 10) 7. 5969 14063 1 13) 3. 9BB3 79BB3 
16) 2. 093B 9943B 
19) 1. 0992 97205 
( 21) 5. 7713 10327 
( 24) 3. 0299 37922 
( 27) 1. 5907 17409 
( 65) 1. 9223 09365 
( 1) 2. 2912 B7B47 

B. 0671 43230 
4. 7B6 7 39B59 
3. 4997 OB406 

530 
2 B0900 

14BB 77000 1 10) 7. B904 B1000 
13 4. 1B19 54930 
16 2. 2164 36113 
19 1. 1747 11140 1 21 6. 2259 69041 
24 3. 2997 63592 
27) 1. 74BB 74704 
( 65) 2. 4133 53110 
( 1) 2. 3021 72BB7 

B. 0926 72335 
4. 79BO 96379 
3. 5063 4926 7 

535 
2 B6225 

1531 30375 
( 10) a. 1924 75063 
13 4. 3B29 74158 
16 2. 344B 91175 
19 1. 2545 1677B 
21 6. 7116 64765 
24 3. 5907 40649 
27 1. 9210 46247 
( 65) 3. 0233 66304 
( 1) 2. 3130 06 701 

B. 11BO 41379 
4. B093 72B29 
3. 5129 40196 

540 
2 91600 

1574 64000 
10 B. 5030 56000 
13 4. 5916 50240 
16 2. 4794 91130 
19 1. 33B9 25210 
21 7. 2301 96134 
24 3. 9043 05912 
27 2. 10B3 25193 
( 65) 3. 7796 38253 
( 1) 2. 3237 9000B 

B. 1432 52850 
4. 8205 70514 
3. 5194 B2029 

545 
2 97025 

1618 7B625 
10 8. 8223 85063 
13 4. 80B1 99B59 
16 2. 6204 68923 
19 1. 42B1 55563 
21 7. 7834 47B19 
24 4. 2419 79061 
27 2. 3118 785BB 
( 65) 4. 7153 73024 
( 1) 2. 3345 23506 

8. 16B3 09170 
4. B316 90704 
3. 5259 755B2 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

POWERS AND ROOTS nk 

526 
2 76676 

1455 31576 
I 10) 7. 6549 60898 
I 13) 4. 0265 09432 
1 16l 2. 1179 43961 
I 19 1. 1140 38524 
I 21 5. B598 42634 
I 24 3. 0822 77226 
I 27) 1. 6212 77821 
I 65) 2, 0121 3B44B 
I 1) 2. 2934 6B9BB 

B. 0722 61977 
4. 7B90 17632 
3. 5010 40614 

531 
2 81961 

1497 21291 
' 10 7. 9502 00552 
' 1 3  4. 2215 56493 
' 16 2. 2416 4649B 
' 19 1. 1903 14290 
' 21 6. 3205 6B8B2 
' 24 3. 3562 22076 
: 2 7 1. 7821 53922 
: 65) 2. 5250 4H17 
' 1) 2. 3043 43724 

B. 0977 58868 
4. B003 5B033 
3. 5076 71420 

S36 
2 87296 

1539 90656 
' 10) a. 2538 99162 
13) 4. 4240 89951 
16l 2. 3713 12214 
19 1. 2710 23346 
21 6. B126 85137 
24 3. 6515 99233 
( 27) 1. 9572 57189 
( 65) 3. 1619 49669 
( 1) 2. 3151 67381 

8. 1230 96201 
4. 8116 18626 
3. 5142 52463 

541 
2 92681 

1583 40421 
10 8. 5662· 16776 
13 4. 6343 23276 
16 2. 5071 68892 
19 1. 3563 78371 
21 7. 3380 06986 
24 3. 969B 61779 
27 2. 14 76 95223 
( 65) 3. 9512 48669 
( 1) 2. 3259 406 70 

B. 1482 76449 
4. 822B 00711 
3. 5207 84576 

546 
2 98116 

1627 71336 
10 a. BB73 14946 
13 4. 8524 73960 
16 2. 6494 50782 
19 1. 4466 00127 
21 7. B9B4 36694 
24 4. 3125 46435 
27 2. 3546 50354 
( 65) 4. 9274 63602 
( 1) 2. 3366 64289 

B. 1733 02026 
4. 8339 05553 
3. 5272 68570 

527 
2 77729 

1463 63183 
10) 7. 7133 39744 
13 4. 0649 30045 
16 2. 1422 1B134 
19 1. 12B9 48957 
21 5. 9495 61001 
24 3. 1354 1B647 
27 1. 6523 65627 
( 65) 2. 1059 82534 
( 1) 2. 2956 48057 

B. 0773 74241 
4. 7912 92160 
3. 5023 70797 

532 
2 B3024 

1505 68768 
10 B. 0102 5845B 
13 4. 2614 57499 
16 2. 2670 95390 
19 1. 2060 94747 
21 6. 4164 24056 
24 3. 4135 3759B 
27 1. 8160 02002 
( 65) 2. 6416 73716 
( 1) 2. 3065 12519 

B. 1028 39019 
4. B026 16494 
3. 50B9 91583 

537 
2 8B369 

1548 54153 ! 10 B. 3156 68016 
13 4. 4655 13725 
16 2. 3979 B0870 ! 19 1. 2B77 15727 
21 6. 9150 33455 
24 3. 7133 72966 
27 1. 9940 B1282 
( 65) 3. 3066 09101 
( 1) 2. 3173 26045 

B. 12B1 44 739 
4. 8138 612B3 
3. 5155 62774 

542 
2 93764 

1592 200BB 1 10! 8. 6297 28770 
13 4. 6773 12993 
16 2. 5351 03642 ! 19) 1. 3740 26174 
21 ! 7. 4472 21864 
24 4. 0363 94250 
27 2. 1B77 256B4 
( 65) 4. 1303 12169 
( 1 ) 2. 32BO 89345 

B. 1532 93862 
4. 8250 27B19 
3. 5220 B5199 

547 
2 99209 

1636 67323 
10) 8. 9526 02568 
13 4. 8970 73605 
16 2. 67B6 99262 
19 1. 4652 48496 
21 B. 0149 09274 
24 4. 3841 55373 
27 2. 3981 32989 
( 65) 5. 14B6 791BB 
( 1) 2. 3388 03113 

B. 1782 B87B8 
4. B361 17361 
3. 52B5 59664 

52B 
2 7B7B4 

1471 97952 
( 10) 7. 7720 51B66 
( 13) 4. 1036 43385 
16) 2. 1667 23707 
19) 1. 1440 30117 
21) 6. 0404 79020 
24) 3. 1B93 72923 
27) 1. 6B39 88903 
( 65) 2. 2040 12944 
( 1) 2. 297B 25059 

B. OB24 B0041 
4. 7935 63454 
3. 5036 9B962 

533 
2 B40B9 

1514 19437 
10) B. 0706 55992 
13) 4. 3016 59644 
16l 2. 2927 B4590 
19 1. 2220 54187 
21 6. 5135 4BB14 
24) 3. 4717 2151B 
27) 1. B504 27569 
( 65) 2 . 7634 5B943 
( 1) 2. 3086 79276 

B. 1079 12808 
4. B048 7177 4 
3. 5103 09762 

53B 
2 B9444 

1557 20872 
10 B. 3777 B2914 
13 4. 5072 4720B 
16 2. 424B 9899B 
19 1. 3045 95661 
21 7. 01B7 24655 
24 3. 7760 73B64 
27 2. 0315 27739 
( 65) 3. 4575 9B937 
( 1) 2. 3194 B2701 

B. 1331 87014 
4. B161 OOB10 
3. 516B 71134 

543 
2 94B49 

1601 03007 
( 10) B. 6935 932BO 
( 13) 4. 7206 21151 
16! 2. 5632 972B5 
19 1. 391B 70426 
21 7. 557B 56412 
24) 4. 1039 16032 
27) 2. 22B4 26405 
( 65) 4. 3171 377B9 
( 1) 2. 3302 36040 

B. 15B3 05107 
4. B272 51B47 
3. 5233 B3903 

54B 
3 00304 

1645 66592 
10 9. 01B2 49242 
13 4. 9420 005B4 
16 2. 70B2 16320 
19 1. 4B41 02543 
21 B. 132B B193B 
24 4. 456B 19302 
27 2. 4423 3697B 
( 65) 5. 3793 94612 
( 1) 2. 3409 399B2 

B. 1B32 694 77 
4. B3B3 2613B 
3. 529B 48B71 

Table 3.1 

529 
2 79B41 

14BO 35BB9 
( 10) 7. B310 9B52B 
( 13) 4. 1426 51121 
( 16) 2. 1914 62443 ! 19l l. 1592 B3632 
21 6. 1326 10416 
24 3. 2441 50910 
( 27 1. 7161 55B31 
( 65) 2. 3064 07963 
( 1) 2. 3000 00000 

B. OB75 79399 
4. 795B 31523 
3. 5050 25117 

534 
2 B5156 

1522 73304 ! 10) B. 1313 94434 
13) 4. 3421 6462B 
16) 2. 31B7 15911 ! 19) 1. 2381 94297 
21) 6. 6119 57543 
24) 3. 5307 B532B 
( 27) 1. BB54 39365 
( 65) 2. B906 14446 
( 1) 2. 310B 44002 

B. 1129 B0255 
4. 8071 23882 
3. 51H 25964 

539 
90521 

156:. 90819 ! 10) B. 4402 45144 
13) 4. 5492 92133 
16) 2. 4520 68460 1 19 l l. 3216 64900 
21 7. 1231 73B09 
24 3. B391' 140B3 
( 27 2. 0696 05B91 
( 65) 3. 6151 B3652 
( 1) 2. 3216 37353 

B. 13B<' 23044 
4. B1B;; 37217 
3. 51Bl 77550 

544 
·� 95936 

1609 B91B4 
10 B. 7578 11610 
13 4. 764<� 49516 
16 2. 591? 51736 
19 1. 4099 12945 
21 7. 6699 26419 
24 4. 1724 39972 
( 27 2. 2698 07345 
( 65) 4. 5120 46770 
( 1) 2. 332:1 B075B 

B. 163) 10204 
4. B294 72B06 
3. 5246 B0696 

549 
:1 01401 

1654 69149 ! 10! 9. OB4:! 562BO 
13 4. 987:! 5669B 
16 2. 73Bil 03927 
19l l. 5031 64156 ! 21 B. 252:1 71216 
24 4. 530'i 5179B 
27 2. 4Bn 72937 
( 65) 5. 619'1 99369 
( 1) 2. 3431) 74903 

B. 1BB:? 44110 
4. B40'i 31895 
3. 5311 3619B 

45 
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Table 3.1 

k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
l/2 
1/3 
1/4 
l/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

550 
02500 

1663 75000 
( 10) 9. 1506 25000 
( 13) 5. 0328 43750 
( 16) 2. 7680 64063 
( 19) l. 5224 35234 
!21) 8. 3733 937B9 
24) 4. 6053 66584 
27) 2. 5329 51621 
( 65) 5. B70B 9B173 
( 1) 2. 3452 07BBO 

B. 1932 12706 
4. B427 34641 
3. 5324 '21650 

555 
3 08025 

1709 53B75 
l10l9. 4879 40063 
13 5. 265B 06 735 
16 2. 9225 2273B 
1911. 6220 00119 
( 21 9. 0021 00663 
( 24 4. 9961 65B6B 
( 27 2. 772B 72057 
( 65) 7 0 2951 05B03 
( 1) 2. 355B 4379B 

8. 2179 65765 
4. B537 03532 
3. 538B 21007 

560 
3 13600 

1756 16000 
( 10) 9. 8344 96000 
( 13l 5. 5073 17760 
( 16 3. 0.840 97946 
( 19! 1. 7270 94B50 
( 21 9. 6717 31157 
( 24 5. 4161 69448 
( 27 3. 0330 54891 
( 65) 9. 0471 67B5B 
( 1) 2. 3664 31913 

B. 2425 70600 
4. B645 9855B 
3. 5451 74407 

565 
3 19225 

1B03 62125 
( 11 l. 0190 46006 
( 13 5. 7576 09935 
( 16 3. 2530 49613 
( 19 1. 8379 73032 
1 22 1. 0384 54763 
24 5. B672 69410 
27 3. 3150 07217 
( 66) 1. 119B 57461 
( 1) 2. 3769 72B65 

8. 26 70 29409 
4. B754 20B69 
3. 5514 B25B6 

570 
3 24900 

1851 93000 
11) 1. 0556 00100 
13)6 . 0169 20570 
16) 3. 4296 44725 
19ll. 9548 97493 
22 1. 1142 91571 
24 6. 3514 61955 
27 3. 6203 33315 
( 66) l. 3835 55344 
( 1)2. 3B74 67277 

B. 2913 44 342 
4. B861 715B6 
3. 5577 46263 

l 
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POWERS AND ROOTS nk 

551 
3 03601 

1672 B4151 
10) 9. 2173 56720 
13) 5. 07B7 63553 
16l 2. 79B3 9B71B 
19 1. 5419 17693 
21 B. 4959 66491 
24l 4. 6B12 77536 
27 2. 5793 B3922 
( 65) 6. 1325 11516 
( 1) 2. 3473 3B919 

8. 1981 752B3 
4. B449 343B4 
3. 5337 05234 

556 
3 09136 

171B 79616 
( 10) 9. 5565 06650 
( 13) 5. 3134 17697 
\ 16) 2. 9542 60240 
19ll. 6425 6B693 
21 9. 1326 B1934 
( 24 5. 0777 71156 
( 27 2. B232 40762 
( 65) 7. 6171 93672 
( 1) 2. 3579 65225 

8. 2228 98519 
4. 855B 88409 
3. 5400 95340 

561 
3 14721 

1765 58481 
( 10 9. 9049 307B4 
( 13 5. 5566 66170 
16 3. 1172 89721 
19 l. 74B7 99534 
21 9. 8107 65384 
24 5. 5038 393BO 
27 3. OB76 53B92 
( 65) 9. 4429 71309 
( 1) 2. 3685 43856 

8. 2474 73974 
4. 8667 68B01 
3. 5464 39637 

566 
3 20356 

1Bl3 21496 
11 1. 0262 7966 7 
13 5. 8087 42917 
16 3. 2B77 48491 
19 1. 8608 65646 
22 1. 0532 49956 
( 24l 5. 9613 94749 
( 27 3. 3741 49428 
( 66) 1. 16B4 07534 
( 1) 2. 3790 75451 

8. 2 719 03838 
4. 8775 76704 
3. 5527 3B859 

571 
3 26041 

1861 69411 
11) l. 0630 27337 
13) 6. 0698 86093 
161 3. 4659 04959 
19 l. 9790 31732 
22 l. 1300 27119 
24 6. 4524 54848 
( 27 3. 6B43 5171B 
( 66) l.  4430 00887 
( 1) 2. 3895 60629 

B. 2961 90248 
4. B883 13236 
3. 5589 93720 

l 

552 
3 04704 

16B1 96608 
10) 9. 2844 52762 
13l 5. 1250 17924 
16 2. 8290 09894 
19 l. 5616 13462 
2 1l 8. 6201 %30B 
24 4. 7582 9B6B2 
27 2. 6265 B0873 
( 65) 6. 4052 7625B 
( 1) 2. 3494 6B025 

8. 2031 31859 
4. 8471 31136 
3. 5349 B6956 

557 
3 10249 

1728 08693 
1 10) 9. 6254 44200 
13 5. 3613 72419 
16 2. 9862 B443B 
19 1. 6633 60432 
( 21 9. 2649 17605 
( 24 5. 1605 59106 
( 27 2. B744 31422 
( 65) 7. 952B B4664 
( 1) 2. 3600 B4744 

s. 227B 25361 
4. B5eo 70341 
3. 5413 67B40 

562 
3 15844 

1775 0432B ! 10 9. 9757 43234 
13 5. 6063 6 7697 
16 3. 1507 7B646 
19 1. 7707 37599 
!2 1 9. 9515 45306 
24) 5. 5927 6B462 
27) 3. 1431 35B76 
( 65) 9. BS53 3913B 
( 1) 2. 3706 5391B 

B. 2523 71525 
4. B6B9 36145 
3. 54 77 03064 

567 
3 21489 

1B22 B4263 
11! 1. 0335 51771 
13 5. B602 3B543 
16 3. 3227 55254 
19 l. BB40 02229 
22l l. 06B2 29264 
24 6. 056B 59926 
27 3. 4342 3957B 
( 66) 1. 21B9 71112 
( 1) 2. 3B11 761BO 

8. 2767 72529 
4. B797 29685 
3. 5539 93358 

572 
3 27184 

1871 4924B 
l llil. 0704 93699 
13 6. 1232 23956 
16 3. 5024 84103 
19 2. 0034 20907 
l 22l 1. 1459 56759 
24 6, 5548 72660 
27 3. 7493 87161 
( 66) 1. 5048 89774 
( 1) 2, 3916 52149 

8. 3010 30501 
4. B904 52074 
3. 5602 39430 

553 
3 05B09 

1691 12377 
10) 9. 3519 1444B 
13) 5. 1716 OB690 
16l 2. B59B 99605 
19 l. 5B15 244B2 
21 B. 745B 303B4 
( 24 4. B364 44203 
( 27 )2 . 6745 53644 
( 65) 6. 6B96 46227 
( 1) 2. 3515 95203 

B. 20BO B2453 
4. 8493 24905 
3. 5362 66821 

55B 
3 11364 

1737 41112 
l 10) 9, 6947 54050 
13) 5. 4096 72760 
16) 3. 01B5 97400 
( 19) l. 6B43 77349 
( 21) 9. 39BB 25608 
( 24) 5. 2445 44689 
( 27) 2 . 9264 55937 
( 65) B. 3027 27311 
( 1) 2. 3622 02362 

B. 2327 46311 
4. B602 49337 
3. 5426 3B514 

563 
3 16969 

17B4 53547 
\ lll l . 0046 934 70 
13 5. 6564 24234 
16) 3. 1B45 66B44 
( 19l l. 7929 11133 
( 22 l. 0094 0896B 
( 24 5. 6B29 724B9 
( 27) 3. 1995 13511 
( 66) l. 02B4 93323 
( 1) 2. 3727 62104 

B. 2572 63270 
4. B711 0059B 
3, 5489 64695 

56B 
3 22624 

1B32 50432 
( 11 l . 0408 62454 
( 13 5. 9120 9B737 
( 16 3. 3580 72083 
1 19 1. 9073 B4943 
22 l. 0833 9464B 
24 6. 1536 81599 
27 3. 4952 9114B 
( 66) l. 2716 27927 
( 1) 2. 3B32 75058 

B. 2816 35499 
4. 8B1B 79B20 
3. 5552 460B7 

554 
3 06916 

1700 31464 
( 10) 9. 4197 43106 
13) 5. 21B5 376B1 
16) 2. B910 69875 
19l l. 6016 52711 
21 B. 8731 56018 
24 4. 9157 28434 
27 2. 7233 13552 
( 65) 6. 9B60 92B51 
( 1) 2 . 3537 20459 

B. 2130 27082 
4. 8515 15700 
3. 5375 44836 

559 
3 124B1 

1746 76B79 
( 10) 9, 7644 37536 
i 13) 5. 4583 205B3 
16) 3. 0512 01206 
19) l. 7056 21474 
i 21) 9. 5344 24040 
24) 5. 3297 43038 
27) 2. 9793 26358 
( 65) 8. 6672 91224 
( 1) 2. 3643 18084 

B. 2376 613B4 
4. B624 25407 
3. 5439 0736B 

564 
3 1B096 

1794 06144 
\ 11l l. 011B 50652 
13 5. 706B 37678 
16 3. 2186 56450 
! 19 l. B153 2223B 
22l l. 023B 41742 
24 5. 7744 67426 
27 3. 2567 99629 
( 66) l. 0732 44065 
( 1) 2. 374B 68417 

8. 2621 49226 
4. 8732 62170 
3. 5502 24533 

569 
3 23761 

1842 20009 
( 11) l. 0482 11851 
( 13) 5. 9643 25433 
( 16) 3. 3937 01172 
1 19) 1. 9310 15967 
22) l. 09B7 48085 
24l 6. 251B 76604 
27 3. 5573 177BB 
( 66) l. 3264 60719 
( 1) 2. 3B53 720B8 

8. 2B64 92764 
4. BB40 27117 
3. 5564 97054 

573 574 
3 2B329 3 29476 

1BB1 32517 1B9l 19224 
11 1. 0779 99322 11 l. OB55 44346 
13 6. 1769 36117 13 6. 2310 24545 
16 3. 5393 84395 16 3. 5766 080B9 
19 2. 02BO 67258 19 2 . 0529 73043 
22 l. 1620 B2539 22 l. 1784 06527 
24 6. 65B7 32949 24 6. 7640 53463 
( 27) 3. 8154 539BO 27 3. B825 666BB 
( 66) 1. 5693 17B96 ( 66) 1 . 6363 B472B 
( 1) 2. 3937 41B41 ( 1) 2. 395B 29710 

B. 3058 65115 8. 3106 94107 
4. 8925 BB109 4. 8947 21351 
3. 5614 83400 3. 5627 25633 

n2 [( -g) 2J n3 [(-�) 8J 
l 

n4 [(-�)4] 
1 
n5 [(-�)2J 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 

k 
1 575 576 577 578 579 
2 3 30625 3 31776 3 32929 3 34084 3 35241 
3 1901 09375 1911 02976 1921 00033 1931 00552 1941 04539 
4 11 1. 0931 28906 1 11 1. 1007 53142 1 1 1  1. 1084 17190 ! 11 1. 11 61 21191 11 1. 1238 65281 
5 13 6. 2854 91211 13 6.  3403 38097 13 6. 3955 6 7189 13 6. 4511 80481 13 6. 5071 79976 
6 16 3. 6141 57446 16 3. 6520 34744 16 3. 6902 42268 16 3. 7287 82318 16 3. 7676 5720b 
7 19 2. 0781 40532 19 2, 1035 72012 ! 19 2. 1292 69789 19 2. 1552 36180 19 2. 1814 73522 
8 22 1. 1949 30806 ( 22 1. 2116 57479 22 1.  2285 88668 22 l. 2457 26512 22 1. 2630 73169 
9 24 6. a708 52133 ( 24 6. 9791 47080 24 7. 0889 56614 24 7. 2002 99239 2 4  7. 3131 93651 

10 27 3. 9507 39976 ( 27 4. 0199 887la ( 27 4. 0903 27966 27 4. 1617 72960 27 4. 2343 39124 
24 ( 66) 1.  7061 93459 I 66) 1. 7788 51122 ( 66) 1. 8544 6a735 ( 66 ) l. 9331 61432 ( 66) 2. 0150 4a620 

1/2 ( 1) 2. 3979 15762 1) 2. 4000 00000 ( 1) 2. 4020 82430 ( 1) 2. 4041 63056 ( 1) 2. 4062 41883 
1/3 a. 3155 17494 a. 3203 35292 a. 3251 47517 8. 3299 54185 8. 3347 55313 
1/4 4. a968 51a07 4. 8989 79486 4. 9011 04396 4. 9032 26546 . 4. 9053 45944 
1/5 3. 5639 66137 3. 5652 04916 3. 5664 41976 3. 56 76 77321 3. 56a9 1095a 

1 sao �·81 sa2 5a3 sa4 
2 3 36400 3 37�·61 3 38724 3 39889 3 41056 
3 1951 12000 1961 22941 1971 37368 1981 55287 1991 76704 
4 11 1. 1316 49600 ' 1 1 1. 1394 74<�87 11 1. 14 B 39482 11 1. 1552 45323 11 1. 1631 91951 5 13 6. 5635 67680 1 13 6.  6203 45609 13 6. 6775 15784 13 6. 7350 80234 1 3  6. 7930 40996 
6 16 3, ao6a 69254 16 3. 8464 20799 16 3. 8a63 141a6 16 3. 9265 51777 16 3. 96 71 35942 
7 19 2. 2079 84168 19 2. 2347 70484 19 2. 261a 34856 19 2. 2a91 79686 19 2 . 3168 07390 
8 22 1. 2806 30817 22 1. 29a4 01651 22 1. 3163 878a6 22 1. 3345 91757 22 1. 3530 15516 
9 24 7. 4276 sa740 24 7. 5437 l3�i94 24 7. 6613 77499 24 7. 7a06 69942 24 7. 9016 10612 

10 27 4. 30ao 42069 27 4. 3828 97�i9a 27 4. 4589 21704 27 4. 5361 30576 27 4. 6145 40597 
24 ( 66) 2. 1002 54121 ( 66) 2. 18a9 06:m ( 66) 2. 2all 383ao ( 66) 2. 3770 8a299 ( 66) 2. 4 768 991a8 

1/2 ( 1) 2. 4063 1a916 ( 1) 2. 4103 94159 ( 1) 2. 4124 67616 ( 1) 2. 4145 39294 ( 1) 2 .  4166 09195 
1/3 a. 3 39 5 50915 8. 3443 41 1l09 a. 3491 25609 8. 35_;)9 04732 B. 3586 78393 
1/4 4. 9074 62599 4, 9095 76!518 4. 9116 87710 4. 9137 96184 4. 9159 0194& 
1/5 3. 5 701 42892 3. 5713 73127 3. 5726 01670 3, 5738 28526 3. 5750 53698 

1 585 5a6 587 5aa 5a9 
2 3 42225 3 43396 3 44569 3 45744 3 46921 
3 2002 01625 2012 30056 2022 62003 2032 97472 204;. 36469 
4 lll l. 1711 79506 1 1  1. 1792 0812a 1 11 1. 1872 77958 lll i. 1953 89135 11 1. 203:0 41802 
5 13 6. 8514 00112 13 6. 9101 59631 13 6.  9693 21611 13 7. 0288 Ball6 13 7. 0888 61211> 
6 16 4. 0080 69065 16 4. 0493 53544 16 4. 0909 91786 16 4. 1329 86212 16 4. 175:� 39251> 
7 19r· 3447 20403 19 2. 3729 21177 r9 2. 4014 12178 19r· 4301 95B93 19 2. 459<! 74822 
a 22 1. 3716 61436 22 1. 3905 31810 22 1.  4096 2a949 22 1. 4289 55185 22 1.  448�i 12870 
9 24 B. 0242 19400 24 8. 1485 16404 24 a. 2745 2192a 24 8. 4022 56487 2 4  a. 5317 4080S 

1 0  27 4 .  6941 68349 27 4. 7750 30613 27) 4. a571 44372 27 4. 9405 26a15 27 5,  0251 95334 
24 ( 66) 2. sao7 19397 ( 66) 2. 6887 02707 ( 66) 2. 8010 08521 ( 66) 2. 9178 02055 ( 66) 3. 039:! 54545 

l/2 ( 1) 2. 4186 77324 ( 1) 2. 4207 43687 ( 1) 2. 4228 08288 ( 1) 2. 424a 71131 ( 1) 2. 4269 32220 
1/3 8. 3634 46607 a. 36a2 09391 8, 3729 66 760 a. 3777 1872a a. 3824 65312 
1/4 4. 9180 05007 4. 9201 05372 4. 9222 03051 4. 9242 98052 4. 9263 90382 
1/5 3. 57&2 77194 3. 5774 99018 3. 57a7 19175 3. 5799 37670 3, 5811 54508 

1 590 591 592 593 594 
2 3 48100 3 492a1 3 50464 3 51649 3 52836 
3 2053 79000 2064 25·071 2074 746aa 2085 27857 2095 84584 
4 11 1. 2117 36100 1 1 1  1. 2 1 9 9  n11o 11 1. 2282 50153 ( 11 1. 2365 70192 lll 1 .  2449 32429 
5 13 7. 1492 42990 13 7. 2100 35·522 13 7. 2712 40906 1 13 7. 332a 61239 13 7. 3948 98628 
6 16 4. 2180 53364 16 4.  2611 30994 16 4. 3045 74616 16 4. 3483 86 7 1 5  16l 4. 3 9 2 5  69785 
7 19 2. 48a6 51485 19 2. 5183 2!1417 19 2. 54a3 08173 1 19 2. 5785 93322 19 2. 6091 86452 
a 22 1. 4683 04376 1 22 1. 4a83 3<!095 22 1. 5085 9a438 22 1. 5291 05840 22 1.  5498 56 753 
9 24l 8. 6629 95819 24 B. 7960 4<!6 79 24 8. 9309 02754 24 9. 0675 97630 2 4  9. 2061 49111 

10 27 5. 1111 67533 27 5. 19a4 6ll223 27 5. 2870 94431 27 ) 5. 3770 85394 27) 5, 4684 52572 
24 ( 66) 3. 1655 43453 ( 66) 3. 2968 5<!6aO ( 66) 3. 4333 72793 ( 66) 3. 5753 01250 ( 66) 3. 7228 42640 

1/2 ( 1) 2. 42a9 91560 ( 1) 2. 4310 49156 ( 1) 2. 4331 05012 ( 1) 2. 4351 )9132 ( 1) 2. 4372 11521 
1/3 a. 3a12 06527 8. 3919 4:!3a7 B. 3966 7290a 8. 4013 9a104 8. 40tl 17992 
1/4 4. 9284 a0050 4. 9305 67063 4. 9326 51429 4. 9347 33156 4. 9368 12252 
1/5 3. 5823 69695 3. 5835 a l235 3. 584 7 95134 3. 5860 05396 3. 5872 1402& 

1 595 596 597 598 599 
2 3 54025 3 55216 3 56409 3 57604 3 58a01 
3 2106 44a75 2117 0:9736 2127 76173 213a 47192 2149 21799 
4 ( 1 1  1.  2 5 3 3  37006 11r. 2617 84067 1 l ll l. 2702 73753 f l ll l. 2788 06208 11 1. 2873 81571> 
5 1 1 3  7 .  4573 55187 1 3  7. 5202 33037 13 7. 5835 34304 13 7. 6472 61125 1 3  7. 7114 15640 
6 16 4. 4371 26336 16 4. 4a20 58890 16 4. 5273 69980 ( 16 4. 5730 ·62153 16 4. 6191 37969 .. 7 19 2. 6400 90170 19 2. 6713 07098 19 2. 7028 39878 ( l9r· 7346 91167 19 2. 7668 63643 
a 1 22 1.  5708 53651 22l 1. 5920 99031 i 22! 1. 6135 95407 � 22 1. 6353 45318 22 l. 6573 51322 
9 24 9. 3465 79225 24 9. 4889 10223 24 9. 6331 64580 24 9. 7793 65002 24 9. 9275 34420 

10 27 5. 5612 14639 27 5. 6553 90493 ( 27 5. 7509 99254 ( 27 s. 8480 60271 27 5. 9465 93118 
24 ( 66) 3. a762 08928 ( 66) 4. 0356 19703 ( 66) 4. 2013 02448 ( 66) 4. 3734 92798 ( 66) 4. 55:!4 34B29 

1/2 ( 1) 2. 439 2 621a4 ( 1) 2. 4413 11123 ( 1) 2. 4433 56345 ( 1) 2. 4454 03852 ( 1) 2. 4474 47650 
l/3 8, 4108 32585 a. 4155 41899 8. 4202 45948 8. 4249 44747 8. 4296 38310 
1/4 4. 9388 88725 4. 9409 62581 4. 94.30 3 3830 4. 9451 02478 4. 94 71 68534 
1/5 3. 5884 21030 3. 5896 26411 3. 590a 30176 3. 5920 32329 3. 5932 32875 1 I I I n2 [( -:)2] n3 [( -J) 7] n4 [(-J)4J n:? [(-�)2] 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 600 601 602 603 604 2 3 60000 3 61201 3 624g4 3 63609 3 64816 3 2160 00000 2170 81801 2181 672 8 2192 56227 2203 48864 
4 11 1. 2960 00000 11l 1. 3046 61624 11 1. 3133 66592 ( 11 l. 3221 15049 ( lll l. 3309 07139 
5 13 7. 7760 00000 13 7. 8410 16360 13 7. 9064 66885 13 7. 9723 53744 ! 13 8. 0386 79117 6 16 4. 6656 00000 16 4. 7124 50833 16 4. 7596 93065 16 4. B073 2930B 16 4. B553 62187 7 19 2. 7993 60000 19r· B321 82950 19 2. B653 35225 19 2. 8988 19573 19 2. 9326 38761 8 22 l. 6796 16000 22 1. 7021 41953 22 l. 7249 31805 22 1. 7479 88202 ! 22r. 7713 13B11 9 25 l. 0077 69600 25 1. 0229 87314 25 l. 0384 08947 25 l. 0540 36886 25 l. 0698 73542 10 27 6. 0466 17600 27 6. 14B1 53756 27 6. 2512 21B60 27 6, 3558 42422 27 6. 4620 36194 
24 ( 66) 4. 7383 81338 ( 66) 4. 9315 94142 ( 66) 5. 1323 44384 ( 66) 5. 3409 12B49 ( 66) 5. 5575 9028a 
1/2 ( 1) 2. 4494 a9743 ( 1) 2. 4515 30134 ( 1) 2. 4535 6Ba29 ( 1) 2. 4556 05a32 ( 1) 2. 4576 41145 1/3 a. 4343 26653 a. 4390 097a9 a. 4436 a7734 a. 4483 60500 B. 4530 2a104 1/4 4. 9492 32004 4. 9512 92a96 4. 9533 5121a 4. 9554 06978 4. 9574 601a2 1/5 3. 5944 31819 3. 5956 29165 3. 5968 24918 3. 5980 190a3 3. 5992 11665 

1 605 606 607 60a 609 2 3 66025 3 67236 3 6a449 3 69664 3 70aa1 3 2214 45125 2225 45016 2236 4a543 2247 55712 2258 66529 4 11 1. 3397 43006 11 1. 34a6 22797 11l l. 3575 46656 11 1. 3665 14729 ( 11 1. 3755 27162 
5 13 a. 1054 451aa 13 a. 1726 54150 13 a. 2403 Oa202 13 8. 30a4 09552 13 a. 3769 60414 6 16 4. 9037 94339 16 4. 9526 28415 16 5. 001a 67079 16 5. 0515 13008 16 5. 1015 6a892 7 19 2. 9667 95575 19 3. 0012 92a19 19r· 0361 33317 19 3. 0713 19909 19 3. 1068 55455 a 22 1. 7949 11323 22 l. a187 a344a 22 l. a429 32923 22 1. a6 73 62504 22 l. a no 74972 9 25 1. Oa59 21350 25 l. 1021 a2770 25 l. 11a6 602a4 25 1. 1353 56403 25 1.1522 73658 10 27 6. 5698 24169 27 6. 6792 27585 27 6. 7902 67926 27 6. 9029 66929 27 7. 0173 46578 
24 ( 66) 5. 7826 77757 ( 66) 6. 0164 a6963 ( 66) 6, 2593 40623 ( 66) 6. 5115 72a33 ( 66) 6. 7735 29447 
1/2 ( 1) 2. 4596 74775 ( 1) 2. 4617 06725 ( 1 ) 2. 4637 36999 ( 1) 2. 4657 65601 ( 1) 2. 4677 92536 
1/3 a. 4576 90558 8. 4623 4787a a. 4670 ooo76 8. 4716 47168 B. 4762 89168 1/4 4. 9595 10838 4. 9615 58954 4. 9636 04536 4. 9656 47592 4. 9676 a8130 1/5 3. 6004 02669 3. 6015 92098 3. 6027 79959 3. 6039 66255 3. 6051 50991 

1 610 611 612 613 614 
2 3 72100 3 73321 3 74544 3 75769 3 76996 
3 2269 81000 2280 99131 2292 2092a 2303 46397 2314 75544 
4 11 1. 3a45 a4100 11 1. 3936 85690 11l 1. 402a 32079 11l 1. 4120 23414 ( 11 1. 4212 59a40 
5 13 a. 4459 63010 13 a. 5154 19568 13 a. 5a53 32326 13 a. 6557 03525 13 8. 7265 35419 
6 16 5. 1520 37436 16 5. 2029 21356 16 5. 2542 23383 16 5. 3059 46261 16 5. 3580 92747 7 19 3. 1427 42a36 19 3. 17a9 84949 19 3. 2155 84 711 19 3. 2525 45058 19 3. 2a98 68947 a 22 1. 9170 73130 22 l. 9423 59804 22! l. 9679 37a43 22 1. 9938 10121 22 2. 0199 79533 9 25 1. 1694 14609 25 1. 1867 81840 25 l. 2043 77960 25 1 .  2222 05604 25 1. 2402 67433 10 27 7. 1334 29117 ( 27 7. 2512 37043 27 7. 3707 93114 27 7. 4921 20352 27 7. 6152 42041 
24 ( 66)7. 0455 68477 ( 66) 7. 3280 60494 ( 66) 7. 6213 89047 ( 66) 7, 9259 51097 ( 66) B. 2421 57465 
1/2 ( 1) 2. 469B 17807 ( 1) 2. 4718 41419 ( 1) 2. 4738 63375 ( 1) 2. 4758 836B1 ( 1) 2. 4779 02339 1/3 8. 4809 2608B 8. 4B55 57944 8. 4901 B4749 8. 4948 06516 B. 4994 23260 1/4 4. 9697 26156 4, 9717 616 79 4. 9737 94704 4. 9758 25239 4. 9778 53291 1/5 3. 6063 34171 3. 6075 15a02 3. 6086 95885 3. 6098 74428 3. 6110 51433 

1 615 616 617 618 619 2 3 78225 3 79456 3 80689 3 81924 3 a3161 3 2326 08375 2337 44896 2348 85113 2360 29032 2371 76659 4 11 l. 4305 41506 I ·r .,, ""' 11 1. 4492 41147 l ll 1. 4586 59418 ! 11\ l. 4681 23519 
5 13 8. 797a 30263 13 8. 8695 90326 13 8. 9418 17a7a 13 9. 0145 15202 13 9. 0876 a45B4 
6 16 5. 4106 65612 16 5. 4636 67641 16 5. 5171 01631 ! 16 5. 5709 70395 ! 16l 5. 6252 76757 
7 19 3. 3275 59351 ! 19 3. 3656 19267 19 3. 4040 51706 19 3. 442a 59704 19 3. 4820 46313 
B 22 2. 0464 49001 22 2. 0732 21468 22 2. 1002 99903 22 2. 1276 a7297 22 2. 155 3 a6668 
9 25 l. 25a5 66136 25 1. 2771 04424 25 1. 2958 85040 25l l. 3149 10750 � 25l 1. 3341 84347 
10 27 7. 7401 81734 ( 27) 7. 8669 63254 27 7. 9956 10697 ( 27 8. 1261 4a432 27 a. 25a6 01110 
24 ( 66) 8. 5704 332a6 ( 66) a. 9112 1848a ( 66) 9. 2649 6a2a0 ( 66) 9. 6321 53659 ( 6 7) l. 0013 26192 
1/2 ( 1)2. 4799 19354 ( 1) 2. 4819 34729 ( 1)2. 4839 4a470 ( 1) 2. 4859 605 79 ( 1) 2. 4879 71061 
1/3 a. 5040 34993 a. 5086 41730 a. 5132 434a4 8. 517a 40269 a. 5224 32097 
1/4 4. 979a 7aa68 4. 9a19 01975 4. 9839 22621 4. 9a59 40al3 4. 9a79 56556 
1/5 3. 6122 26906 3. 6134 ooa50 3. 6145 73271 3. 6157 44173 3. 6169 13560 

1 620 621 622 623 624 2 3 a4400 3 a5641 3 a6aa4 3 a8129 3 a9376 3 23a3 2aooo 2394 a3061 2406 41B4a 241a 04367 2429 70624 
4 11 1. 4776 33600 11 1. 4871 a9809 11 1. 4967 92295 11! 1. 5064 41206 11l l. 5161 36694 
5 13 9. 1613 2a320 13 9. 2354 4a713 13 9. 3100 4a072 13 9. 3851 2a716 13 9. 4606 92969 • 6 16 5, 6aOO 2355a 16 5. 7352 13651 16 5. 790a 49901 16l 5. 8469 35190 16! 5. 9034 72413 7 19 3. 5216 14606 19 3. 5615 67677 19 3, 6019 oa63a 19 3. 6426 40623 19 3. 6a37 667a6 8 22 2. 1834 01056 22 2. 2117 33527 22 2. 2403 87173 22r. 2693 65108 22 2. 2986 70474 9 25 1. 3537 Oa655 25 1. 3734 86521 25 l. 3935 20a22 25 l.  4138 14463 1 25l l. 4343 70376 10 27 8. 3929 93659 27 a. 5293 51293 ( 27 8. 6676 99511 27 a. aoao 64101 27 a. 9504 71145 
24 ( 6 7) l. 040a 79722 ( 67) 1. Oa19 2a109 ( 67) 1. 1245 25305 ( 67) 1. 16a7 27115 ( 67) 1. 2145 91262 
1/2 ( 1) 2. 4a99 79920 ( 1) 2, 4919 87159 ( 1) 2. 4939 92783 ( 1) 2, 4959 96 795 ( 1) 2. 4979 99199 1/3 8. 5270 18983 a. 5316 oo940 8. 5361 77980 a. 5407 50116 a. 5453 17363 1/4 4. 9a99 69a59 4, 9919 ao72a 4. 9939 a9170 4. 9959 95191 4. 9979 9a799 1/5 3. 6180 81437 3. 6192 47aOa 3. 6204 12677 3. 6215 76049 3. 6227 3792a 

I I I 1 
n2 [<-g) 2] n3 [< -J)7] n� [<-J) 3] n5 [ (-�) 2] 
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POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 
k 
1 625 626 627 62B 629 2 3 90625 3 91B76 3 93129 3 943B4 3 95641 3 2441 40625 2453 14376 2464 91BB3 2476 73152 24B8 5B1B9 4 11 1. 525B 7B906 ! 11l 1. 5356 6 7994 11 1. 5455 04106 11 1. 5553 B7395 ! 11l l. 5653 1B009 5 13 9. 536 7 43164 13 9. 6132 B1641 13 9. 6903 10747 13 9. 76 7B 32B3B 13 9. B458 50275 6 16 5. 9604 644 7B 16 6. 0179 14307 16 6. 075B 24B3B 16 6. 1341 99022 16 6. 1930 39B23 7 19 3. 7252 9029B r9r· 7672 14356 19 3. B095 42174 19 3. B522 769B6 r 9r. 8954 22049 8 22 2. 3283 06437 22 2. 35B2 761B7 22 2. 3aB5 B294 3 22 2. 4192 29947 22 2. 4502 20469 9 25 1. 4551 91523 25 1. 4762 BOB93 25 1. 4976 41505 25 ! 1. 5192 76407 25 1. 5411 BB675 10 27 9. 0949 4701a ( 27 9. 2415 1B391 27 9; 3902 1223B 27 9. 5410 55B35 27 9. 6940 76765 
24 ( 67) 1. 2621 7744B ( 67) 1. 3115 47419 ( 67) 1. 3627 6502B ( 67) 1. 415B 96309 ( 67 ) 1 . 4710 09545 
1/2 ( 1) 2. 5000 00000 ( 1) 2. 5019 99201 ( 1) 2. 5039 96B05 ( 1) 2. 5059 92B17 ( 1) 2. 5079 B7241 1/3 a. 549B 79733 a. 5544 37239 a. 5Sa9 a9a94 B. 5635 37711 B. 56BO B0703 1/4 5. 0000 00000 5. 0019 9BB01 s. 0039 95209 5. 0059 89230 s. 007'1 80871 1/5 3. 623a 9a31a 3. 6250 57224 3. 6262 14650 3. 6273 70600 3. 62B'i 25079 

1 630 631 632 633 634 2 3 96900 3 98161 3 99424 4 00689 4 01956 3 2500 47000 2512 39591 2524 35968 2536 36137 2548 40104 4 ! 11! 1. 5752 96100 11 1. 5B53 21B19 11! 1. 5953 95318 f 11 1. 6055 16747 I n  1 .  6156 86259 5 13 9. 9243 65430 14 1. 0003 3B06B 14 1. OOB2 B9B41 14 1. 0162 92101 14 1. 0243 45088 6 16 6. 2523 50221 16 6. 3121 33209 16 6. 3723 91794 16 6. 4331 2a999 ! 16 6. 4943 47B61 7 r9r· 93B9 80639 19 3. 9B29 56055 19l 4. 0273 51614 19 4. 0721 70657 19 4. 1174 16544 B 22 2. 4815 5 7B03 22 2. 5132 45270 22 2. 5452 B6220 22 2. 5776 B4026 22 2. 6104 42089 9 25 1. 5633 a1416 25 1. 5B5a 57766 25 1. 60B6 20B91 25 ! 1 . 6316 739BB 25 1. 6550 202B4 10 27 9. B493 02919 ( 2B 1. 0006 76250 2B 1. 0166 4B403 2B 1. 032B 49635 ( 2B) 1. 049<' B2860 
24 ( 67) 1. 52B1 75339 ( 67) 1. 5874 66692 ( 6 7) 1. 64B9 590B1 ( 6 7) 1. 7127 30535 ( 6 7) 1. 77BB 61719 
1/2 ( 1) 2. 5099 800BO ( 1) 2. 5119 71337 ( 1) 2. 5139 6101B ( 1) 2. 5159 49125 ( 1) 2. 5179 35662 1/3 B. 5726 1BaB2 a. 5771 52262 a. 5a16 aoa54 a. 5a62 046 72 a. 5907 23728 1/4 5. 0099 70139 5. 0119 57040 5. 0139 415B1 5. 0159 2376a 5. 0179 03608 1/5 3. 6296 7B090 3. 630B 2963B 3. 6319 79727 3. 6331 2B361 3. 634;! 75544 

1 635 636 637 638 639 2 4 03225 4 04496 4 05769 4 07044 4 OB321 3 2560 47B75 2572 59456 2584 74B53 2596 94072 2609 17119 4 11 1. 62 59 04006 11) 1. 6361 70140 11 ! 1. 6464 B4B14 ! 11 1. 656B 4B179 11 1. 66 72 60390 5 14 1. 0324 49044 14 1. 0406 04209 14 1. 048a 10826 14 1. 0570 69138 14 1. 0653 793a9 6 16 6. 5560 51429 16 6. 61B2 42770 16 6. 6B09 24963 16 6. 7441 Oll03 16 6. B077 74299 7 19 4. 1630 9265a 19 4. 2092 02402 19 4. 2557 49202 p9 4. 3027 36504 19 4. 3501 67777 a 22 2. 6435 63a3a 22 2. 6 770 5272a 22 2. 7109 12241 22 2. 7451 45aB9 22 2. 7797 57209 9 25 1. 6 7B6 63037 25 1. 7026 05535 25 1. 726a 5109a ( 25 1. 7514 03077 25 1. 7762 64a57 10 2a 1. 0659 5102a 2a 1. Oa2a 57120 2a 1. 1000 04149 ( 2a) 1. 1173 95163 2a 1. 1350 33244 
24 ( 67) 1. a474 36020 ( 6 7) 1. 91B5 39634 ( 6 7) 1. 9922 61654 ( 6 7) 2. 06a6 94164 ( 67) 2. 1479 32334 
1/2 ( 1) 2. 5199 20634 ( 1) 2. 5219 04043 ( 1) 2. 5238 85893 ( 1) 2. 525a 661a8 ( 1) 2. 5278 44932 1/3 a. 5952 3B034 a. 5997 47604 a. 6042 52449 B. 60a7 525a2 a. 613;! 4a015 1/4 5. 019a B110a s. 021a 56273 s. 023a 29110 5. 0257 99626 5. 0277 6 7a27 1/5 3. 6354 212aO 3. 6365 65574 3. 6377 Oa430 3. 63Ba 49B51 3. 639'1 a9a42 

1 640 641 642 643 644 2 4 09600 4 10aa1 4 12164 4 13449 4 14736 
3 2621 44000 2633 74721 2646 092a8 265a 47707 2670 a99a4 
4 11 1. 6 777 21600 11 1. 6aa2 31962 11 1. 69B7 91629 11 1. 7094 00756 ! 11 1. 7200 59497 5 14 1. 0737 41a24 14 1. OB21 566B7 14 1. 0906 24226 14 1. 0991 446a6 14 1. 1077 18316 6 16 6. an9 47674 16 6. 9366 24366 16 7. 001a 07530 16 7. 0675 00332 16 7. 1337 05955 7 19 4. 39ao 46511 19 4. 4463 76219 19 4. 4951 60434 19 4. 5444 02713 19 4. 5941 06635 8 22 2. a147 49767 22 2. as01 27156 22 2. aBsa 92999 22 2. 9220 50945 ! 22 2. 95a6 04673 9 25 1. a014 39a51 25 1. a269 31507 25 1. 8527 43305 25 1. a7aa 78757 25 1. 9053 41409 10 2a 1. 1529 21505 2B 1. 1710 63096 2a 1. 1B94 61202 2a 1. 20a1 19041 2a 1. 2270 39a6a 
24 ( 67) 2. 2300 74520 ( 67) 2. 3152 22362 ( 6 7) 2. 4034 aoa91 ( 67) 2. 4949 5a638 ( 67) 2. 5897 67740 
1/2 ( 1) 2. 5298 22128 ( 1) 2. 5317 97780 ( 1) 2. 5337 71892 ( 1) 2. 5357 44467 ( 1) 2. 5377 1550a 1/3 a. 6177 3a760 a. 6222 24a30 a. 6267 06237 B. 63ll B2992 a. 6356 5510a 1/4 5. 0297 33719 5. 0316 9730a s. 0336 sa602 s. 0356 17605 5. 037'i 74325 1/5 3. 6411 2B406 3. 6422 6554a 3. 6434 01272 3. 6445 35581 3. 6456 6B4a1 

1 645 646 647 648 649 2 4 16025 4 17316 4 1a609 4 19904 •l 21201 3 26a3 36125 2695 86136 2708 40023 2720 97792 273:1 59449 4 11 1. 7307 68006 ( 11 1. 7415 26439 ( 11) 1. 7523 34949 11 1. 7631 93692 l ll l. 7741 02824 5 14 1. 1163 45364 14 1. 1250 26079 14 1. 1337 60712 14 1. 1425 49513 14 1. 1513 92733 6 16 7. 2004 27598 16 7. 2676 68472 16 7. 3354 31a06 16 7. 4037 20a41 16 7. 4725 38836 7 19 4. 6442 7Sa01 19 4. 6949 13833 19 4. 7460 2437B 19 4. 7976 11105 19 4. B496 77704 8 22 2. 9955 57891 22 3. 0329 14336 22 3. 0706 77773 22 3. 1088 51996 22! 3. 1474 40830 9 25 1. 9321 34a40 25 1. 9592 62661 25 1. 9867 2B519 ( 25 2. 0145 36093 25 2. 0426 89099 10 28 1. 2462 26972 2a 1. 2656 836 79 28 1. 2854 13352 ( 2a 1. 3054 19389 28 1. 3257 05225 
24 ( 67) 2. 6880 24057 ( 67) 2. 7898 47292 ( 67) 2. B953 61105 ( 67) 3. 0046 93247 ( 67) 3. 117'1 75679 
1/2 ( 1 ) 2. 5396 85020 ( 1) 2. 5416 53005 ( 1) 2. 5436 19468 ( 1) 2. 5455 B4412 ( 1)2. 547�i 47841 1/3 B. 6401 2259B 8. 6445 B5472 B. 6490 43742 8. 6534 97422 B. 65 7'1 46522 1/4 5. 0395 2B767 5. 0414 B0939 s. 0434 30B45 5. 0453 78492 5. 04 7:1 2 3886 
1/5 3. 646 7 99973 3. 6479 30063 3. 6490 5B755 3. 6501 B6051 3. 6513 11957 

1 1 1 1 
n2 [( --�) 2J n3 [( -J) 6] n4 [( -�)3] n5 [(-�) 2J 
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Table 3.1 

k 
1 650 
2 4 22500 
3 2746 25000 
4 'T' "'" '"'" 5 14 1. 1602 90625 
6 16 7. 5418 89063 
7 19 4. 9022 27891 
a 22 3. 1a64 48129 
9 25l 2. 0711 912a4 

10 2B 1. 3462 74334 

24 ( 67) 3. 2353 44710 

1/2 ( 1) 2. 5495 09757 
1/3 8. 6623 91053 
1/4 5. 0492 6 7033 
1/5 3. 6524 36476 

1 655 
2 4 29025 
3 2810 11375 
4 11 1. 8406 24506 
5 14 1. 2056 09052 
6 16 7. 8967 3928B 
7 19 5. 1723 64234 
8 22 3. 3B78 9a5 73 
9 25 2. 2190 73565 

10 28 1. 4534 93185 

24 ( 67) 3. 8885 81447 

1/2 ( 1) 2. 5592 96 77B 
1/3 B. 6a45 45603 
1/4 5, 05B9 49277 
1/5 3. 65BO 3B399 

1 660 
2 4 35600 
3 2874 96000 
4 11) 1. 897 4 73600 
5 14l 1. 2523 32576 
6 16 a. 2653 95002 
7 19r· 4551 60701 
8 22 3. 6004 06063 
9 25 2. 3762 68001 

10 ( 28 1. 5683 36881 

24 ( 67) 4. 6671 78950 

1/2 ( 1) 2. 5690 46516 
1/3 8. 7065 B7691 
1/4 5. 06B5 76246 
1/5 3. 6636 06215 

1 665 
2 4 42225 
3 2940 79625 
4 11 1. 9556 29506 
5 14 1. 3004 93622 
6 16 B. 64a2 B2584 
7 19 5. 7511 0791a 
8 22 3. 8244 B6 766 
9 25 2. 5432 83699 

10 2a 1. 6912 a3660 

24 ( 6 7) 5. 5939 61683 

1/2 ( 1) 2. 5787 59392 
1/3 a. 7285 18735 
1/4 5. 0781 4B6 70 
1/5 3. 6691 40389 

1 670 
2 4 4a900 
3 3007 63000 
4 i 11) 2, 0151 12100 
5 14) 1. 3501 25107 
6 ( 16) 9. 0458 38217 
7 r 9l 6. 0607 11605 
8 22 4. 0606 76 776 
9 25 2. 7206 53440 

10 28) 1. 8228 37805 

24 ( 6 7) 6, 6956 8B86 7 

1/2 ( 1) 2. 5884 35821 
1/3 8. 7503 40�23 
1/4 5. OB76 6 7266 
1/5 3. 6746 41374 

1 
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POWERS AND ROOTS 

651 
4 23801 

2758 94451 
1 1  1. 7960 72a76 
14 1. 1692 43442 
16 7. 6117 74a09 
19 4. 9552 65401 
22 3. 2258 77776 
25 2. 1000 46432 
28 1. 36 71 30227 

( 6 7) 3. 3569 41134 

( 1) 2. 5514 70164 
8. 6668 31029 
5. 0512 07939 
3. 6535 59612 

656 
4 30336 

2823 00416 
11 1. 8518 90729 
14 1. 2148 40318 
16 7. 9693 52487 
19 5. 2278 95232 
22 3. 4294 99272 
25 2. 2497 51522 
28 1. 4758 36999 

( 6 7) 4. 0335 93654 

( 1) 2, 5612 49695 
B. 6889 62971 
5. 0608 79069 
3. 6591 54676 

661 
4 36921 

2B8a 047a1 
11� 1. 9089 99602 
14 1. 2618 4a737 
16 8. 340B 20153 
19 5. 5132 a2121 
22 3. 6442 79482 ! 25 2. 40B8 68738 
2B 1. 5922 62236 

( 67) 4. a398 B4834 

( 1) 2. 5709 92026 
8. 7109 82739 
5. 0704 95071 
3. 6647 15727 

666 
4 43556 

2954 08296 ! 1 1  1 .  9674 19251 
14 1. 3103 01221 
16 8. 7266 06135 
19 5. 8119 19686 
22 3. 8707 3B511 
25 2. 5779 1184a 
2B 1. 716B B9291 

( 6 7) 5. 7993 79113 

( 1) 2. 5806 97580 
8. 7328 91741 
5. OBOO 56673 
3. 6702 43226 

671 
4 50241 

3021 11711 
11 2. 0271 69581 
14 1.  3602 30789 
16 9. 1271 48592 
19 6. 1243 16705 
22 4. 1094 16509 l25l 2. 7574 1B47a 
28 1. 8502 27799 

( 6 7) 6, 9396 96605 

( 1) 2. 5903 66769 
8, 7546 91362 
5, 0895 64588 
3, 6757 37627 

1 

652 
4 25104 

2771 67808 
1 1  1. ao71 3410a 
14 1. 1782 51439 
1 6  7. 6821 99379 
19 5. ooa7 93995 
22 3. 2657 33685 
25 2. 1292 58363 
28 1. 38B2 76452 

( 67) 3. 4829 10364 

( 1) 2. 5!i34 2906 7 
B. 6 712 66460 
5. 0531 46611 
3. 6546 81368 

657 
4 31649 

2a35 93393 
11 1. 8632 08592 
14 1. 2241 28045 
1 6  B. 0425 21255 
19 5. 2839 36465 
22 3. 4715 46257 
25 2. 2808 05891 
28 1. 4984 89470 

( 67) 4. 1B37 80288 

( 1) 2. 5632 01124 
8. 6933 75853 
5. 0628 06656 
3. 6602 69592 

662 
4 38244 

2901 1752a 
11 1. 9205 7a035 
14 1. 2714 22659 
16 8. 4168 18005 
19 5. 5719 33519 
22 3. 6a86 19990 
25 2. 4418 66433 
28 1. 6165 15579 

( 6 7) 5. 01a7 05901 

( 1) 2. 5729 36066 
8. 7153 73356 
5. 0724 11720 
3. 665B 23B96 

667 
4 44889 

2967 40963 
11 1. 9792 62223 
14 1. 3201 6 7903 
16 8. 8055 19912 
19 5. 8732 B1781 
22 3. 9174 7894B 
25 2. 6129 5a45a 
28 1. 7428 43292 

( 67) 6. 0120 14426 

( 1) 2, 5a26 34314 
a. 7372 60372 
5. Oa19 62528 
3. 6713 44740 

672 
4 515a4 

3034 6444B P1l 2. 0392 B1091 
14 1. 3703 96893 
16r· 2090 67120 
19 6. 18B4 93105 
22 4. 1586 67366 
25) 2. 7946 24470 
28) 1. 8779 a7644 

( 67) 7, 1922 13208 

( 1) 2. 5922 96279 
8. 7590 38280 
5. 0914 59790 
3. 6768 32575 

nk 

653 
4 26409 

27B4 45077 
11! 1. a1B2 46353 
14 1. 1B73 14B6a 
16 7. 7531 66091 
19 5. 062a 17457 
22l 3. 3060 19800 
25 2. 158a 30929 
28 1. 4097 16597 

( 67) 3. 6134 02582 

( 1) 2. 5553 86468 
8. 6 756 97359 
5.  0550 83054 
3. 6558 017 49 

65B 
4 32964 

2848 90312 ! 11 1. 8745 78253 
14 1. 2334 72490 
16 a. 1162 48987 
19 5. 3404 91834 
22 3. 5140 43626 
25 2. 3122 40706 
28 1. 5214 54385 

( 6 7) 4. 3393 17689 

( 1 ) 2. 5651 51068 
B. 6977 B4260 
5. 0647 32044 
3. 6613 83152 

663 
4 39569 

2914 34247 
11 1. 9322 0905a 
1 4  1. 2810 54605 
16 B. 4933 92032 
19 5. 6311 1B918 
22 3. 7334 31B42 
25 2. 4752 65311 
28 1. 6411 00901 

( 67) 5. 2038 4B947 

( 1) 2. 5748 78638 
8. 7197 59553 
5. 0743 26200 
3. 6669 30727 

668 
4 46224 

2980 77632 
11 1. 9911 58582 
14 1. 3300 93933 
16 8. 8850 27470 
19 5. 9351 98350 
22 3. 9647 12498 
25 2. 64a4 2794B 
28 1. 7691 49870 

( 6 7) 6. 2321 09844 

( 1 )  2. 5845 69597 
8. 7416 24639 
5. OB3a 66242 
3. 6724 44934 

673 
4 52929 

304a 21217 ! 11 2. 0514 46790 
14 1. 3806 23690 
16 9. 2915 97433 
19 6. 2532 45073 ! 22 4. 2084 )3934 
25 2. 8322 76038 

( 28 1. 9061 21773 ' 

( 67) 7. 4535 22063 

( 1) 2. 5942 24354 
8. 7633 soas7 
5. 0933 52a78 
3. 6 779 26219 

654 
4 27716 

2797 26264 
11 1, 8294 09767 
14 1. 1964 339a7 
16 7. B246 7B277 
19 5. 1173 39593 
22 3. 346 7 40094 
25 2. 1887 68021 
28 1. 4314 54286 

( 67) 3. 7485 72BBB 

( 1) 2. 5573 42371 
a. 6801 23736 
5. 0570 17274 
3. 6569 20758 

659 
4 34281 

2861 91179 
( 11 1. aB59 99a70 ! 14 1. 2428 73914 

16 a. 1905 39094 
19 5. 3975 65263 r2 3. 5569 95508 
25 2. 3440 60040 
28 1. 5447 35566 

( 67) 4. 5003 87920 

( 1) 2. 5670 99531 
B. 7021 BB202 
5. 0666 55239 
3. 6624 95358 

664 
4 40896 

2927 54944 p1 1. 9438 92a28 
14 1. 2907 44838 
16 a. 5705 45724 
19 5. 6908 42360 
22 3. 77a7 19327 
25 2. 5090 69633 
2B 1. 6660 22237 

( 67) 5, 3955 27431 

( 1 ) 2, 5768 19745 
8. 7241 41343 
5. 0762 38514 
3. 6680 36224 

669 
4 47561 

2994 1B309 ! 1 1  2.  0031 084B7 
14 1. 3400 79578 
16 8. 9651 32376 
19 5. 9976 73560 
22 4. 0124 43612 
25 2. 6a43 24776 
28 1. 7958 13275 

( 67) 6. 4599 15340 

( 1) 2. 5865 03431 
B. 7459 84552 
5. 0857 67a19 
3. 6735 43810 

674 
4 54276 

3061 82024 
11 2. 0636 66842 
1;4 1. 3909 11451 
16 9. 3747 43182 
19 6, 3185 76905 
22 4. 2587 20834 
25 2. 8703 77842 
28 1. 9346 34665 

( 6 7) 7. 7239 15552 

( 1) 2. 5961 50997 
8. 7677 19196 
5. 0952 43858 
3. 6790 18565 

n2 [(-g)2] n3 [C -J) 6] 1 n4 [(-p3] 
1 n5[ ( -�)2] 



k 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 9 

10  
24  

l/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
l/3 
l/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
2 4  

1 /2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10  
24  

1/2 
l/3 
1/4 
1/5 

675 
4 55625 

3075 46875 
( 11) 2, 0759 41406 
( 14) 1 .  4012 60449 
( 16} 9. 4585 08032 
( 19) 6. 3844 92922 
( 22) 4. 3095 32722 i 25! 2. 9089 34587 

za 1 .  9635 30a47 

( 67) a. 0036 95322 
( 1)  2. 5980 76211 

a. 7720 53215 
5. 0971 32735 
3. 6801 09614 

680 
4 62400 

3144 32000 l ll! 2. 1381 37600 
14 1.  4539 33568 
16 9. 8a67 48262 

( 19l 6. 7229 88818 
( 22 4. 5116 32397 
( 25l 3. 10a7 10030 
( 2a 2. 1139 22820 
( 6 7) 9. 5546 30685 
( 1) 2. 6076 80962 

a. 7936 59344 
5. 1065 45762 
3. 6855 45546 

685 
4 69225 

3214 19125 
11 ! 2. 2017 21006 
14 1. 5081 7a889 
11) 1· 0331 02539 
19 7. 0767 52393 
22! 4. 8475 75389 
25 3. 3205 89142 

( 28) 2. 2746 03562 

( 68} 1. 1391 31118 
( 1 ) 2. 6172 50466 

a. 8151 59819 
5. 1159 07022 
3. 6909 49595 

690 
4 76100 

3285 09000 ! 11l 2. 2667 12100 
14 1.  5640 31349 
17) 1. 0791 81631 

( 19) 7. 4463 53253 f 22) 5. 1379 83744 
25! 3. 5452 08784 

( 28 2. 4461 94061 
( 6a) l. 3563 70007 
( 1) 2. 6267 85107 

( 11 � 14 
17 

( 19 1 22 
25 

a. 8365 55922 
5. 1252 17173 
3. 6963 22179 

695 
4 83025 

3357 02375 
2. 3331 31506 
1. 6215  26397 
1.  1269 60a46 
7, 8323 77878 
5. 44 35 02625 
3. 7832 34325 

( 2a 2. 6293 47856 
( 68) 1. 6130 03502 
( 1) 2. 6362 85265 

8. 8578 48911 
5. 1344 76a63 
3. 7016 63707 

I 

gLEMENTARY ANALYTICAL METHOD!'! 

POWERS AND ROOTS nk 

676 677 67a 
4 56976 4 58329 4 59684 

3089 15776 3102 88733 3116 65752 
I ll 2. 0882 70646 l ll) 2. 1006 54722 ( 11) 2. 1130 93799 
1 14 1. 4116 70957 14 1. 4221 43247 ( 14l l. 4326 77595 
1 16 9. 5428 95666 16 9 .  6279 09783 ( 16 9. 7135 54097 
1 19 6. 4509 97470 ( 19 6. 5180 94923 ( 19) 6. 5857 89678 
1 22 4. 3608 7 4290 1 22 4. 4127 50263 i 22l 4. 4651 65402 
I 25 2. 9479 51020  25 2. 9874 31928 25 3. 0273 82142 I 28 1. 992a 14890 ( 28 2. 0224 91415 ( 2a 2. 0525 65092 
1 67) a. 2931 72571 ( 6 7) a. 5926 68325 { 67} 8. 9025 13744 
I 1) 2. 6000 00000 ( 1)  2. 6019 22366 ( 1) 2. 603a 4331 3 

a. 7763 a2955 a. 1ao1 oa42B a. 7850 29644 
5. 0990 19514 5. 1009 04200 5. 1 027 86801 
3. 6811 99311 3. 6822 87840 3. 6833 75023 

681 682 6a3 
4 63761 4 65124 4 664a9 

3158 21241 3112 14568 3186 11987 
11! 2. 1507 42651 1 1 1l 2. 1634 03354 ( l ll 2. 1 761 19a11 
14 l. 4646 55745 14 1.  4754 41087 ! 14 1.  4862 a9812 
1 6  9. 9743 05627 ( 17)  1. 0062 50822 17 1. 0151 35983 
19 6. 7925 02132 ( 19l 6. 8626 30603 19 ! 6. 9333 78761 
22 4. 6256 93952 ( 22 4. 6a03 14071 1 22 4.  7354 97694 
25 3. 1500 97581 ! 25! 3. 1919 74196 25 3. 2343 44925 

I 28 2. 1452 16453 28 2. 1769 26402 28) 2.  2 090 575a4 
1 67) 9. 8976 17949 ( 68} l. 0252 38701 ( 68} 1.  0619 32441 
I 1 ) 2, 6095 97670 ( 1)  2. 6115 12971 ( 1)  2. 6134 26a69 

8. 7979 67aSO 8. 8022 72141 a. ao65 72225 
5, 1084 22134 5. 1102 96441 5. 1121 68688 
3, 6a66 28893 3. 6a77 1096a 3. 6887 91774 

686 6a7 688 
4 70596 4 71969 4 73344 

3228 2a856 3242 42703 3256 60672 
I 11� 2. 2146 05952 11  2. 2275 4737 0 ( 11) 2. 2405 45423 
1 14 1.  5192 19683 1 4  1. 5303 25043 ( 14 ! 1. 5414 95251 
I 17 1. 0421 84703 1 1  1.  0513 33304 ( 11 1.  0605 4a733 
1 19! 7. 1493 a7060 19 7. 2226 59a02 ( 19r· 2965 75282 
I 22 4. 9044 79523 22 4. 9619 67284 i 22 5. 0200 43794 
I 25 3, 3644 72953 ( 25 3. 4088 71524 25 3. 4 5 37 90130 
I 28 2, 3080 28446 ( 28) 2. 341a 94737 ( 2a 2.  3762 07610 
I 68} 1. 1797 19551 ( 68) 1. 2216 91886 ( 68} 1. 2650 93189 
I 1) 2, 6191 60171 ( 1 )  2. 6210 68484 ( 1)  2. 6229 75410 

a. 8194 4 7349 B. a237 30714 a. 82ao 09925 
5. 1 177 73120 5. 1196 37179 s. 1214 99204 
3. 6920 26615 3. 6931 02381 3. 6941 76894 

691 692 693 
4 77481 4 78864 4 80249 

3299 39371 3313 73888 3328 12557 
. 11 2. 2798 81054 ! 11 2. 2931 07305 ! 11 2. 3063 91020 
. 14 1. 5753 97808 14 1. 5868 30255 14 1. 5983 28977 

17 1. 0885 99885 11 1. 0980 86536 17 1. 1076 41981 
' 19 7. 5222 2520a 19 7.  59a7 58a32 ( 19 7. 6759 58928 ' 22 5. 1978 57619 i 22 5. 2583 41112 l 22 5. 3194 39537 
, 25 3. 5917 19614 25l 3· 6387 72050 25 3. 6863 71599 
: 28 2. 481a 78254 ( 28 2. 5180 30258 28 2.  5546 55518 
. 68) 1. 4043 42816 ( 68) 1. 4539 39211 ( 6a)  1. 5052 1185 7 

1) 2. 6286 87a86 ( 1) 2. 6305 89288 ( 1)  2. 6324 89316 
B. 8408 22729 a. a4so 85422 8. 8493 44010 
5. 1270 7312a 5. 12a9 27069 5. 1307 79001 
3. 6973 92956 3. 6984 62494 3. 6995 30796 

696 697 69a 
4 84416 4 85809 4 87204 

3371 53536 3386 08873 3400 68392 : n  2, 3465 aa611 � 11  2. 3601 03845 11 2. 3736 77376 
' 14 1. 6332 25673 14 1. 6449 92380 14  1. 6568 26809 

17  1. 1367 25068 17 1. 1465 596a9 17 1. 1564 65112 
19 7. 9116 06476 19 7. 9915 21031 19 8. 0721 264a4 
22 5. 5064 7a107 22 5. 5 700 90158 22 5. 6343 44286 
25 3. 8325 08763 25 3. 8823 52a40 25 3. 9327 72312 
28 2. 6674 26099 28 2. 7059 99930 28 2. 7450 75074 

( 68) 1. 6696 35a09 ( 6a) 1. 7281 70846 ( 68) 1. 7886 69670 
( 1) 2. 6381 aun ( 1) 2. 6400 75756 ( 1) 2. 6419 68963 

8. a620 95243 a. 8663 3 7511 a.  8705 75722 
5. 1363 22801 5. 1381 66751 5. 1 400 08719 
3, 7027 28321 3. 7037 91713 3. 7048 53884 

I 

Table 3.1 

679 
4 61041 

3130 46839 1 11) 2. 1255 88037 
14} 1. 4432 74277 P6 l 9.  7998 32341 
19 6. 6540 a6159 l 22 l 4. 5181 24502 
25 3. 0678 06537 
2a) 2. 0830 40639 

( 67) 9. 2230 5041a 
( 1) 2. 6057 62844 

8. 7893 46612 
5. 1 046 67319 
3. 6844 60923 

684 
4 67a56 

3200 1 3504 
( 11} 2, 1888 92367 
( 1 4  1. 4972 02379 
( 17 1. 0240 86427 ! 19 7. 0047 5 1164 

22 4. 7912 49796 i 25 3. 2772 14860 
2a 2. 2416 14965 

( 6a) 1. 0998 82878 
( 1) 2.  6153 39366 

8. 8108 68115 
5. 1140 38880 
3. 6898 71315 

6a9 
4 74721 

3270 82769 
( llr. 2536 00278 1 1 4  1. 5527 30592 

17 1. 0698 31378 
19 7. 3711 �8193 r2 l 5. 07a7 14215 
25 3. 4992 34094 
28} 2.  4109 72291 

( 68) 1. 3099 69927 
( 1) 2. 6248 80950 

8. 8322 84991 
5. 1233 59200 
3. 6952 50159 

694 
4 81636 

3342 55384 
1 1  2. 3197 32365 
14 1. 6098 94261 
1 1  1. 11  n 66617 
19  7. 7538 30324 
22 5. 3811 58245 

( 25 3. 7345 2 3822 
( 28 2.  5917 59533 
( 6a) 1.  55a2 1 467a 
( 1) 2. 6343 87974 

8. 8535 9 8503 
5. 1326 2a931 
3. 7005 97866 

699 
4 88601 

3415 32099 1 11  2. 3873 09372 
14 1. 6687 29251 ! 17 1. 1664 41746 
19 a. 1534 27808 
22 5. 6992 46038 1 25 3. 9837 72980 
28 2. 7846 57313 

( 68) 1. 8511 95210 
( 1)  2. 6438 60813 

B. 8748 09888 
5. 1418 48708 
3. 7059 1 4839 

2 [( -G)2J n ,, " 

I n3 [(-x) 5] I n4 [(-�) 3J n5 [( -�) 2] 

51 



52 

Table 3.1 

k 
1 700 
2 4 90000 
3 3430 .00000 
4 11 2. 4010 00000 s 14 1. 6807 00000 
6 17 1. 1764 90000 
7 19 B. 2354 30000 
8 22 5. 7648 01000 
9 25 4. 0353 60700 

10 2B 2. 8247 52490 

24 ( 68) 1. 9158 12314 

1/2 ( 1) 2, 6457 51311 
1/3 8. B790 40017 
1/4 5, 1436 86724 
1/5 3. 7069 7 4581 

1 705 
2 4 97025 
3 3504 02625 
4 lll 2. 4703 38506 
5 14 1. 7415 8B647 
6 17 1, 2278 19996 
7 19 a. 6561 30972 
8 22l 6. 1025 72335 
9 25 4. 302 3 13497 

10 28 3. 0331 31015 

24 ( 68) 2. 2726 B2709 

1/2 ( 1) 2. 6551 83609 
1/3 8. 9001 30453 
1/4 5. 1528 47377 
1/5 3, 7122 55193 

1 710 
2 5 04100 
3 3579 11000 
4 11 2. 5411 6B100 
5 14 1. 8042 29351 
6 17 1. 2810 02839 
7 19 9. 0951 20158 
8 22 6. 4575 35312 
9 25 4. 5848 50072 

10 28 3. 2552 43551 

24 ( 68) 2, 6927 76876 

1/2 ( 1) 2. 6645 82519 
l/3 B. 9211 21404 
1/4 5. 1619 59433 
1/5 3. 717 5 05928 

1 715 
2 5 11225 
3 3655 25875 
4 11 2. 6135 10006 
5 14 1. 8686 59654 0 17 1. 3360 91653 
7 19 9, 5530 55319 
a 22 6. 8304 34553 
9 25 4. 8837 1>0705 

10 28 3. 4918 88904 

24 ( 68) 3. 1867 28051 

1/2 ( 1) 2, 6 739 48391 
1/3 8. 9420 14037 
1/4 5. 1710 23488 
1/5 3. 7227 27165 

1 720 
2 5 18400 
3 3732 48000 
4 11 2. 6873 85600 
5 14 1. 9349 17632 
6 17 1, 3931 40695 
7 20 1. 0030 61300 
8 22 7. 2220 41363 
9 25 5. 199B 697B1 

10 28 3. 7439 06243 

24 ( 68) 3, 7668 63772 

1/2 ( 1) 2. 6a32 81573 
1/3 a. 9628 09493 
1/4 5. 1800 4012B 
1/5 3. 7279 19273 

1 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

POWERS AND ROOTS nk 

701 702 703 
4 91401 4 nao4 4 94209 

3444 72101 3459 4a4oa 3474 2B927 
11 2. 4147 4942a 1 1  2. 4285 57a24 11 2. 4424 25357 
1 4  1. 6927 39349 14 1. 7048 47593 14 1. 7170 25026 
17 1. 1866 10284 17 1. 1968 03010 17 1. 2070 6B593 
19 B. 3181 38089 19 8. 4015 57130 19 B. 4856 92210 
22 5, 8310 14BOO 22 5. 8978 93105 22 5. 9654 41624 
25 4. 0875 41375 25 4. 1403 20960 25 4. 1937 05461 
28 2. B653 66504 28 2, 9065 05314 28 2, 9481 74939 

( 68) 1. 9825 87808 ( 68) 2, 0515 90555 ( 68) 2, 1228 91511 
( 1) 2. 6476 40459 ( 1) 2. b495 2B260 ( 1) 2, 6514 14717 

B. BB32 66120 e. e874 8e2o5 e. an1 06283 s. 1455 22771 5. 1473 56856 5. 1491 BB981 
3. 7080 33112 3, 7090 90435 3. 7101 46554 

706 707 70a 
4 98436 4 99849 5 01264 

351B 95816 3533 93243 3548 94912 
ll 2. 4843 84461 11 2. 4984 90228 11 2. 5126 55977 
14 1, 7539 75429 14 1. 7664 32591 14 1. 7789 60432 
17 1. 2383 06653 17 1. 248B 67842 17 1. 2595 03986 
19 B. 7424 44971 19 8. 8294 95643 19 a. 9172 aa21a 
22 6. 1721 66150 22 6. 2424 53419 22 6. 3134 40059 
25 4. 3575 49302 25 4. 4134 14568 25 4. 4699 15561 
28 3. 0764 29807 28 3. 1202 84099 28 3. 1647 00218 

( 68) 2. 3513 25887 ( 68) 2. 4325 73275 ( 68) 2. 5165 07242 

( 1 ) 2. 6570 66051 ( 1) 2. 6589 47160 ( 1) 2. 6608 26939 
a. 9 o4 3 36564 8. 9085 38706 8. 9127 368B7 
5. 1546 73657 5. 1564 97998 5. 1Sa3 20404 
3. 7133 07718 3. 7143 59051 3. 7154 09195 

711 712 713 
5 05521 5 06944 5 08369 

3594 25431 3609 44128 3624 67097 
11 2. 5555 14814 11 2. 5699 22191 11 2. 5843 90402 
14 1. 8169 71033 14 1. 8297 84600 14 1. 8426 70356 
17 1. 2918 66404 17 1. 3028 06635 17 1. 3138 23964 
19 9. 1851 70136 19 9. 2759 83244 19 9. 36 75 64864 
22 6, 5306 55967 22 6. 6045 00070 22 6. 6790 73748 
25 4, 6432 96392 25 4. 7024 04050 25 4. 7621 79582 
28 3. 3013 B3735 2B 3. 34B1 11683 28 3. 3954 34042 

( 68) 2. 7B52 89985 ( 68) 2. 8808 44 702 ( 68) 2. 9795 36544 
( 1) 2, 6664 58325 ( 1) 2. 6683 32813 ( 1) 2. 6 702 059a5 

a. 9253 07760 a. 9294 90191 B. 9336 6a708 
s. 1637 76065 5. 1655 90782 5. 1674 03588 
3. 7185 52523 3. 7195 97942 3. 7206 42186 

716 717 718 
5 12656 5 14089 5 15524 

3670 61696 3686 01813 3701 46232 
11 2. 6281 61743 11 2. 6428 7 4999 11 2. 6576 49946 
14 1. 8817 6380B 14 1. 8949 41374 14 1. 9081 92661 
17 1. 3473 42887 17 1. 35B6 72965 17 1. 3700 82331 
19 9. 6469 75069 19 9. 7416 85162 19 'I, 8371 91134 
22 6. 9072 34149 22 6. 9847 88261 22 7. 0631 03234 
25 4, 9455 79651 25 5. 0080 93183 25 5, 0713 OB122 
28 3. 5410 35030 28 3. 5908 02813 28 3,  6411 99232 

( 68) 3. 2954 33372 ( 68) 3. 4076 87302 ( 68) 3. 5236 00491 

( 1) 2. 6758 17632 ( 1) 2. 6776 8556B ( 1) 2. 6 795 52201 
B. 9461 80866 8, 9503 43817 a. 9545 02899 
5. 1728 30591 5. 1746 35801 5, 1764 3912!• 
3. 7237 6 7905 3. 724B 07483 3. 7258 4590<� 

721 722 72:1 
5 19841 5 21284 5 2272') 

3748 05361 3763 6704a 3779 3306.1 
11 2. 7023 46653 11 2, 7173 70087 11 2. 7324 56074 
14 1. 9483 91937 14 1. 9619 41202 14 1. 9755 65742 
17 1, 4047 '10586 17 1. 4165 2154a 17 1. 4283 34031 
20 1. 0128 54013 20 1. 0227 28558 20 1. 0326 B5505 
22 7, 3026 77432 22 7. 3841 001B7 22 7. 4663 161 '19 
25 5. 2652 3042B 25 5. 3313 20335 2 5 s. 3981 46612 
28 3. 7962 31139 2B 3. 8492 13282 28 3. 9028 60000 

( 68)3. 8944 519al ( 6a) 4. 0261 75870 ( 68) 4. 1621 6348B 
( 1) 2. 6851 44316 ( 1) 2. 6870 05769 ( 1) 2. 6888 65932 

B. 9669 57022 B. 9711 0071B 8. 9752 40590 
5. 1818 37817 5. 1836 33637 5. 1854 2759 3 
3. 7289 54232 3. 7299 88042 3. 7310 20708 

704 
4 95616 

3489 13664 
11 2. 4563 52195 
14 1, 7292 71945 
17 1. 2174 07449 
19 a. 5705 48443 
22 6. 0336 66104 
25 4. 2477 00937 
28 2. 9903 81460 

( 68} 2. 1965 637B7 

( 1) 2. 6532 99832 
8. 8959 20362 
5. 1510 19154 
3. 7112 01473 

709 
5 02681 

3564 00829 
11 2. 5268 81a7B 
14 1. 7915 59251 
17 1. 2702 15509 
19 9. 0058 27960 
22 6, 3a51 32023 
25 4. 5270 58605 
28 3. 2096 B4551 

( 68) 2. 6032 12640 

( 1) 2. 6627 05391 
8. 9169 31117 
5. 1601 40881 
3. 7164 58153 

714 
5 09796 

3639 94344 'T ,., ,,,. 
14 1. 8556 28606 
17 1. 3249 18825 
19 9. 4599 20408 
22 6. 7543 B3171 
25l 4. 8226 29584 
28 3. 4433 57523 

( 68) 3. 0814 63889 

( 1) 2, 6720 77a43 
a. 937B 43321 
5. 1692 14489 
3. 1216 85260 

719 
5 16961 

3716 94959 
11 2. 6 724 86755 
14 1. 9215 17977 
17 1. 3815 71425 
19 9, 9334 98549 
22 7. 1421 85457 
25 5, 1352 31343 
28 3. 6922 31336 

( 68) 3. 6432 86875 

( 1) 2. 6814 17536 
8. 9586 58122 s. 1782 40566 
3. 7268 B3164 

724 
5 24176 

3795 03424 
11 2. 7476 04790 
14 1. 9892 65868 
17 1. 4402 28488 
20 1. 0427 25426 
22 7. 5493 32081 
25 5. 4657 16426 
28 3. 9571 78693 

( 68) 4. 3025 46659 

( 1) 2. 6907 24809 
B. 9793 76646 
5. 1872 19688 
3. 7320 52232 1 

n2 [( -g) 2] n3 [( -J) 5] 1 
n4 [(-�2J 1 • 

nil(-�2] 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

725 
5 25625 

3B10 7B125 
( 11) 2. 7628 16406 
( 14 2. 0030 41895 
( 17 l. 4522 05374 

ro 

1. 0528 48896 
22 7. 6331 54495 
25 5. 5340 37009 
28 4. 0121 76831 
( 68) 4. 4474 61095 
( 1) 2. 6925 82404 

8. 9835 08B96 
5. 1890 09928 
3. 7330 82616 

730 
5 32900 

3B90 17000 
11

! 

2. 8398 24100 
14 2. 0730 71593 
17 1. 5133 42263 
20

!

1. 1047 39852 
22 B. 0646 00919 
25 5. 8871 586 71 
( 28 4. 2976 25830 
( 68) 5. 2450 3B047 
( 1) 2. 7018 51217 

9. 0041 13346 
5. 1979 33452 
3. 7382 17550 

735 
5 40225 

3970 65375 ! 11
! 

2. 9184 30506 
14 2. 1450 46422 
17 1. 5766 09120 

1

20

!

1. 1588 07703 
22 B. 5172 36620 
25 6. 2601 68916 
2B 4. 6012 24153 
( 68) 6. 1786 86185 
( 1) 2. 7110 88342 

9. 0246 23926 
5. 2068 11253 
3. 7433 24423 

740 
5 47600 

4052 24000 
11 2. 9986 57600 
14 2. 2190 06624 
17 1. 6420 64902 
20 l. 2151 28027 
22 a. 9919 47402 
25 6, 6540 4107B 
28 4. 9239 90397 
( 68) 7. 2704 49690 
( 1) 2. 7202 94102 

9, 0450 41696 
5. 2156 43874 
3. 7 4B4 03580 

745 
5 55025 

4134 93625 
11 3. 0805 27506 
14 2. 2949 92992 
17 1. 7097 69779 
20 1. 2737 78485 
22 9, 4896 49717 
25 7. 0697 89039 
28 5. 2669 92834 
( 68) 8, 5457 57129 
( 1) 2. 7294 68813 

9, 0653 6 7701 
5. 2244 31847 
3. 7534 55355 

I 

ELEMENTARY ANALYTICAL METHODR 

POWERS AND ROOTS 

726 
5 27076 

3B26 57176 ! 11) 2. 7780 9109B 
14) 2. 0168 94137 ! 17) 1. 4642 65143 
20 l l. 0630 56494 

!
22 7. 7177 90147 
25 5. 6031 15647 
28 4. 06 78 61960 
( 6B) 4, 5970 46501 
( 1) 2. 6944 3B717 

a. 9B76 37347 
5. 1907 98317 
3. 7341 11864 

731 
5 34361 

3906 17891 
11 2. 8554 16 783 
14 2. 0873 09669 
17 l. 5258 23368 
20 1. 1153 76882 
22 8. 1534 05006 
25 5. 9601 39059 
28 4. 356B 61652 
( 68) 5. 4202 21655 
( 1) 2. 7037 01167 

9. 0082 22937 
5. 1997 12653 
3. 7392 41158 

736 
5 41696 

3986 B8256 
l 11

l

2. 9343 45564 
14 2. 1596 78335 
17 1. 5895 23255 
20

! 

l. 1698 89115 
22 B. 6103 B3B90 
25 6. 3372 42543 
28 4. 6642 10512 
( 68) 6. 3836 27605 
( 1) 2. 7129 31993 

9. 0287 14871 
5. 2085 81374 
3. 7443 42461 

741 
5 49081 

4068 69021 
11 3. 0148 99446 
14 2. 2340 40489 
17 1. 6554 24002 
20 l. 2266 69186 
22 9. OB96 1B66 7 
25 6. 7354 07432 
2B 4. 9909 36907 
( 68) 7. 5099 49065 
( 1) 2. 7221 31518 

9, 0491 14206 
5. 2174 05023 
3. 7494 16115 

746 
5 56516 

4151 60936 
11 3. 0971 00583 
14 2. 3104 37035 
17 1. 7235 86028 
20 1. 2857 95177 
22 9, 5920 3201B 
25 7. 1556 55886 
28 5, 33B1 19291 
( 68) 8, 8253 48404 
( 1) 2. 7313 00057 

9. 0694 219B1 
5. 2261 84131 
3. 7544 62453 

727 
5 2B529 

3B42 405B3 
( 11) 2. 7934 29038 

1
14 2. 0308 22911 
17 l. 4764 08256 
20 l. 0733 48802 
! 22 7. 8032 45793 
25 5. 6729 59691 
( 28 4. 1242 41696 
( 68) 4, 7514 46686 
( 1) 2. 6962 93753 

B. 9917 62009 
5, 1925 84B60 
3. 7351 39979 

732 
5 35824 

3922 2316B 
( 11 2. 8710 73590 
( 14 2. 1016 25B6B ! 17 l. 5383 90135 
20 1. 1261 01579 

! 
22 8. 2430 63558 
25 6. 0339 22524 
28 4. 416B 3128B 
( 68) 5. 6010 04807 
( 1) 2. 7055 49852 

9, 0123 28782 
5. 2014 90029 
3. 7402 63647 

737 
5 43169 

4003 15553 
l 11 2. 9503 25626 
14 2. 1743 89986 
17 1. 6025 25420 
20 l. 1810 61234 
22 B. 7044 21297 
25 6. 4151 58496 
28 4. 7279 71812 
( 68) 6, 5950 74542 
( 1) 2. 7147 74392 

9. 0328 02112 
5. 2103 49693 
3. 7453 59393 

742 
5 50564 

40B5 1B4B8 
( 11) 3. 0312 07181 
14 2. 2491 55728 
17 1. 66BB 73550 
20 l. 2383 04174 
22 9. 1882 16974 
25 6. B176 56995 
( 2B) 5. 0587 01490 
( 68) 7. 7569 98844 
( 1) 2. 7239 6 7694 

9. 0531 83053 
5. 2191 64391 
3. 7504 27557 

747 
5 5B009 

4168 32723 
11 3. 1137 40441 
14 2. 3259 64109 
17 1. 7374 95190 
20 1. 2979 08907 
22 9, 6953 79533 
25 7. 2424 48511 
( 28) 5. 4101 09038 
( 68) 9. 1136 94019 
( 1) 2; 7331 30074 

9, 0734 72639 
5, 2279 34653 
3. 7554 68472 

nk 

72B 
5 299B4 

3B5B 2B352 
( 11) 2. 808B 30403 
( 14) 2. 044B 28533 
( 17l l. 4886 35172 

1

20 1. 0837 26405 
22l 7. 8895 28230 
25 5. 7435 76552 
28) 4. 1813 23730 
( 6B) 4. 9108 096B3 
( 1) 2. 6981 47513 

8. 995B 82B91 
5, 1943 69560 
3. 7361 66963 

733 
5 37289 

3938 32837 
! 11 2. 8B6 7 94695 
14 2. 1160 20512 

1
17 1. 5510 43035 
20 1. 1369 14545 ! 22 B. 3335 83612 
25 6. 1085 16788 
28 4. 4775 42805 
( 68) 5. 7875 5846 7 
( 1) 2. 7073 97274 

9, 0164 30890 
5. 2032 65584 
3. 7412 85019 

738 
5 44644 

4019 47272 
( 11) 2. 9663 70867 
( 14) 2, 1891 81700 
( 17

!

1. 6156 16095 
( 20 1. 1923 24678 
( 22 8, 7993 56123 
( 25l 6. 4939 24819 
( 28 4. 7925 16516 
( 6B) 6. B132 24254 
( 1) 2. 7166 15541 

9. 0368 85658 
5, 2121 16213 
3. 7463 75222 

743 
5 52049 

4101 72407 
! 11 3. 0475 80984 
14 2. 2643 526 71 

!
17 1. 6824 14035 
20 l. 2500 33628 
22 9, 2877 49B54 
( 25l 6. 9007 9Bl42 
( 28 5. 1272 93019 
( 68) B. 0118 26396 
( 1) 2. 7258 02634 

9, 0572 48245 
5. 2209 219B2 
3. 7514 37909 

74B 
5 59504 

4185 08992 
p1 3. 1304 47260 
14 2. 3415 74551 
17 1. 7514 97764 
20 1. 3101 20327 
22 9, 7997 00049 
25 7. 3301 75636 
28 5. 4829 71376 
( 68) 9. 4110 55807 
( 1) 2. 7349 5B866 

9. 0775 196B3 
5. 2296 83419 
3. 7564 73415 

I 

Table 3.1 

729 
•; 31441 

3B74 20489 
( 11) 2. 824<' 95365 
( 14) 2, 05B'I 11321 
( 17) 1. 500'1 46353 
( 20) 1. 0941 89891 
( 22) 7. 9766 4430B 
( 25l 5. 8149 73700 
( 2B 4. 2391 1582B 
( 68) 5, 075? B7861 
( 1) 2. 70011 00000 

9. 0000 00000 
5. 196] 52423 
3. 7371 92819 

734 
•; 38756 

3954 46904 
l 11) 2. 902�· B0275 
14) 2. 1304 93922 
( 17 l. 5637 B2539 
l 2
o 
1. 147!1 16384 

22 8, 4249 72255 
l 25 6. 1839 29635 
28 4. 5390 04352 
( 68) 5. 9800 58576 
( 1) 2. 709<' 43437 

9. 020�· 29268 5. 2050 39324 
3. 742'1 05277 

739 
�. 46121 

403�· 83419 
( 11) 2. 9824 81466 
( 14) 2. 2040 53B04 
( 17) l. 6287 95761 
( 20

! 

1. 2036 B006 7 
l 22 8. 8951 95697 
25 6. 573�· 49620 
( 28 4, B57B 53170 
( 6B) 7. 03B<! 7969B 
( 1) 2. 71B4 55444 

9, 040'1 65517 
5. 213!1 B093B 
3. 747:l B9950 

744 
�. 53536 

411!! 30784 
( 11 3. 0640 21033 

F
4 2. 27.96 31649 
17 l. 6960 45947 
( 20 1. 261!! 5B184 
l 22 9. 3BB<! 24B90 
25 6. 984!! 3931B 
( 28) 5, 1967 20453 
( 6B) B. 2746 65623 
( 1) 2. 7276 36339 

9, 06D 09792 
5. 2226 77799 
3. 7524 47174 

749 
•; 61001 

4202 89749 
( 11) 3. 14];? ·21220 
( 14

�

2. 35n 68694 ! 17 l. 765!i 94252 
20 l. 3224 30094 

1 
22

r

. 9050 01408 
25 7. 4188 46054 
2B 5. 5567 15695 
( 68) 9. 717:7 03069 
( 1) 2. 7367 B6437 

9. 081!i 63122 
5, 2314 30432 
3. 7574 77282 

I I 
n2 [(- g)2J n3 [( -J) 5] n4 [( -p 2] n5 [(-�) 1J 

53 



54 ELEMENTARY ANALYTICAL METHODS 

Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 
k 
1 750 751 752 753 754 
2 5 62500 5 64001 5 65504 5 67009 5 68516 
3 4218 75000 4235 64751 4252 59008 4269 57777 4286 61064 
4 ( 11) 3. 1640 62500 111 3. 1809 71280 ! 11  3. 1979 47740 11  3. 2149 92061 11  3. 2321 04423 
5 ( 14) 2. 3730 46875 14  2.  3889 09431 14 2.  4048 56 701 14  2. 4208 89022 14  2.  4370 06735 
6 i 17 1. 7797 85156 17 l. 7940 70983 17 1. 8084 52239 17 1. 8229 29433 17 1. 8375 03078 
7 20 1. 3348 3886 7 20 1. 3473 47308 20 l. 3599 56084 20  1 .  3726 65863 20 1 .  3854 77321 
8 23 1. 0011 29150 23l 1. 0118 57828 1 2 3  1. 0226  86975 23 1. 0336 17395 23 1. 0446 49900 
9 ( 25 7. 5084 68628 25 7. 5990 52291 25 7. 6906 06051 25 7 .  7831 38985 25 7. 8766 60245 

10 ( 28 5. 6313 51471 28) 5. 7068 88271 28 5. 7833 35750 28 5.  8607 03656 28 5. 9390 01825 

24 ( 69)  1. 0033 91278 ( 69) 1. 0359 96977 ( 69) 1. 0696 16698 ( 69) 1. 1042 80565 ( 69) 1. 1400 19555 

1/2 ( 1) 2. 7386 12788 ( 1) 2. 7404 37921 ( 1) 2. 7422 61840 ( 1 ) 2. 7440 84547 ( 1) 2. 7459 06044 
1/3 9. 0856 02964 9. 0896 39217 9. 0936 71888 9. 0977 00985 9. 1017 26517 
1/4 5. 2331 75697 s. 2349 19217 5. 2366 60997 5. 2 384 01041 5. 2401 39353 
1/5 3. 7 584 80079 3. 7594 81806 3. 7604 8246 7 3. 7614 82064 3. 7624 80599 

1 755 756 757 758 759 
2 5 70025 5 71536 5 73049 5 74564 5 76081 
3 4303 68875 4320 81216 4337 98093 4355 19512 4:l72 45479 
4 11) 3. 2492 85006 11 ! 3. 2665 33993 ! lll 3. 2838 51564 11 3. 3012 37901 1 lll 3. 3186 93186 
5 14l 2. 4532 10180 14  2. 4694 99699 14 2. 4858 75634 14  2. 5023 38329 14  2. 5188 88128 
6 17 1. 8521 73686 17 l. 8669 41772 17 1 .  8818 07855 17 1.  896 7 72453 17l l.  9118 36089 
7 20 1. 3983 91133 201 1. 4114 07980 1 2 0  1.  4245  28546 20  1. 4377 53520 ( 20  l. 4510 83592 
8 23 l. 0557 85305 23 l. 0670 24433 23 1. 0783 68109 23 1.  0898 17168 l 23l 1. 1013 72446 
9 25r· 9711 79054 25 a. 0667 04711 25 a. 1632 46588 25  B. 2608 14132 25 8. 3594 16865 

10 2 8  6.  0182 40186 ( 28 6. 0984 28762 ( 28 6. 1795 77667 28 6. 2616 97112 28 6. 3447 97401 

24 ( 69 ) 1 . 1768 65520 ( 69) l. 2148 51214 ( 69) 1. 2540 10313 ( 69) l. 2943 77441 ( 69) 1. 3359 88198 

1/2 ( 1) 2. 7477 26333 ( 1) 2. 7495 45417 ( 1 )  2.  7513 63298 ( 1) 2. 7531 79980 ( 1) 2. 7549 95463 
1/3 9. 1057 48491 9. 1097 66916 9. 1137 81798 9. 1177 93146 9. 1218 00968 
1/4 5. 2418 75936 5. 2436 10795 5. 2453 43934 5. 2470 75356 5. 2488 0506 7 
1/5 3. 7634 78075 3. 7644 74495 3. 7 654 69862 3.  7664 64176 3. 7674 57442 

1 760 761 762 763 764 
2 5 77600 5 79121 5 80644 5 82169 5 83696 
3 4389 76000 4407 11081 4424 50728 4441 94947 4459 43744 
4 � 11l 3. 3362 17600 1 11  3. 3538  11326 ( 11)  3. 3714 74547 l ll  3. 3892 07 446 \ 11 3. 4070 10204 
5 14 2. 5355 25376 14 2. 5522 50419 ( 14 2. 5690 63605 14 2, 5859 65281 14 2. 6029 55796 
6 1 17! 1. 9269 99286 17 1. 9422 62569 17 1 . 9576 26467 17 1.  9730 91509 17 l. 9886 58228 
7 20 1. 4645 19457 20 1. 4780 61815 20  1. 4917 11368 ! 20  1. 5054  68822 20 1. 5193 34886 
8 23 1. 1130 34787 1 23 1. 1248 05041 23  1. 1366 840&2 23 1. 1486 72711 23 1 .  1607 71853 
9 ( 25l 8. 4590 64385 25 B. 5597 66364 25 8. 6615 32555 25 B. 7643 72784 25 8. 8682 96958 

10 ( 28 6.  4288 88932 I 28 6. 5139 82203 28 6. 6000 87807 ( 28) 6. 6872 16435 28 6. 7753 78876 

24 ( 69) 1. 3788 79182 ( 69) 1. 4230 88020 ( 69) 1. 4686 53390 ( 69) 1.  5156 15056 ( 69) 1. 5640 13890 

1/2 ( 1 )  2. 7568 09750 ( 1) 2. 7586 22845 ( 1) 2. 7604 34748 ( 1) 2. 7622 45463 ( 1) 2. 7640 54992 
1/ 3 9. 1258 05271 9. 1298 06063 9. 1338 03351 9. 1377 97144 9. 1417 87449 
1/4 5. 2505 33069 5. 2522 59366 5. 2539 83963 5. 2557 06863 5. 2574 28071 
1/5 3.  7684 49662 3. 7694 40838 3. 7704 30972 3. 7714 20068 3. 7724 08126 

1 765 766 767 768 769 
2 5 85225 5 86756 5 88289 5 898N 5 91361 
3 4476 97125 4494 55096 4512 17663 4529 84832 4547 56609 
4 11 3. 4248 83006 ( 11) 3. 4428 26035 ( 11) 3. 4608 39475 1 1) 3, 4789 23510 f lll 3. 4970 78323 
5 14 2. 6200 35500 14! 2. 6372 04743 \ 14 2.  6544 63877 14  2. 6718 l32S5 14 2. 6892 53231 
6 17 2. 0043 27157 17 2. 0200 98833 17 2. 0359 73794 17 2. 0519 52580 17 2. 0680 35734 
7 20 1. 5333 10275 20 1. 5473 95706 20 1. 5615 91900 20  l. 5758 99582 20 1.  5903 19480 
8 23 1. 1729 82361 23 1. 1853 05111 1 2 3  1. 1977  40987 23  1. 2102 90879 23 1. 2229 55680 
9 25 8. 9733 15059 25l 9. 0794 37150 25 9. 1866 73373 25 9. 2950 33948 25 9. 4045 29178 

10 28 6. 8645 86020 28 6. 9548 48857 28 7. 0461 78477 28 7. 1385 860 72 28 7. 2320 82938 

24 ( 69)  1. 6138 91907 ( 69) 1. 6652 92289 ( 69) 1. 7182 59425 ( 69) 1. 7728 38934 ( 69) 1. 8290 77701 

1/2 ( 1 )  2.  7658 63337 ( 1 )  2. 7676 70501 ( 1) 2. 7694 76485 ( 1) 2. 7712 81292 ( 1 ) 2 . 7730 84925 
1/3 9. 1457 74274 9. 1497 57625 9. 1537 37512 9. 1577 13940 9. 1616 86919 
1/4 5. 2591 47590 5. 2608 65424 5. 2625 81576 5. 2642 96052 5. 2660 08854 
1/5 3. 7733 95151 3. 77 43 81144 3. 7753 66108 3. 7763 50045 3. 7773 32958 

1 770 771 712 773 774 
2 5 92900 5 94441 5 95984 5 97529 5 99076 
3 4565 33000 4583 14011 4600 99648 4618 89917 4636 84824 
4 11) 3. 5153 04100 1 1  3. 5336 01025 11 3, 5519 69283 11  3. 5704 09(158 11  3. 5889 20538 
5 14 2. 7067 84157 14 2. 7244 06390 14  2 .  7421 20286 14  2. 7599 2 6<�02 14 2.  7778 24496 
6 17 2. 0842 23801 17 2. 1005 17327 17 2. 1169 16861 17 2.  1334 22954 17 2. 1500 36160 
7 20 1. 6048 52327 20 1. 6194 98859 20 1. 6342 59817 20 1. 6491 35'144 20  1. 6641 27988 
8 23 1. 2357 36292 23 1. 2486 33620 23  1. 2616 48578 23  1. 2747 82084 23 1. 2880 35063 
9 25 9. 5151 69445 25 9. 6269 65212 25 9. 7399 27025 25  9. 8540 65513 25 9. 9693 91385 

10 28) 7. 3266 80473 28 7. 4223 90179 ( 28 7. 5192 23664 28 7. 6171 92641 28 7. 7163 08932 . 

24 ( 69) 1. 8870 2 3915 ( 69) l. 9467 27094 ( 69) 2. 0082 38127 ( 69)2.  0716 09 310 ( 69) 2. 1368 94378 

l/2 ( 1) 2. 7748 87385 ( 1) 2. 7766 88675 ( 1) 2. 7784 88798 ( 1) 2. 7802 87 755 ( 1) 2. 7820 85549 
1/3 9. 1656 56454 9. 1696 22555 9. 1735 85227 9. 1775 44479 9. 1815 00317 
1/4 5. 2677 19986 5. 2694 29452 5. 2711 37257 5. 2728 43403 5.  2745 47894 
1/5 3.  7783 14849 3. 7192 95720 3. 7802 75573 3. 7812 54412 3. 7822 32239 

1 I 1 I n2 [( -�) 2] n3 [(-�) 5] n4 [(-�) 2] n5 [(-�) 1J 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 
10 
24 
1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

775 
6 00625 

4654 84375 l ll! 3. 6075 03906 
14 2. 795a 15527 
17 2. 1667 57034 
20 1. 6792 36701 ! 23l l. 3014 Oa443 
26 1. ooa5 91544 
2a) 7. a165 a4463 
( 69) 2. 2041 4a547 
( 1) 2. 783a a2181 

9. 1654 52750 
5. 2762 50735 
3. 7a32 09055 

7ao 
6 Oa400 

4745 52000 ! 11) 3, 7015 05600 
14 2. a871 7436a 
17 2. 2519 96007 
20 1. 7565 56a85 
( 23 1. 3701 14371 ! 2b 1. 0686 89209 
28 8. 335 7 75831 
( 69) 2. 5719 97041 
( 1) 2. 792a 4a009 

9, 2051 64083 
5, 2a47 40305 
3. 7aao 7a066 

785 
6 16225 

4837 36625 
11 3. 7973 32506 
14 2. 9a09 06017 
17 2. 3400 11224 
20 1. a369 oaa11 
23 1. 4419 73416 
26 1. 1319 49132 
2a a. aa5a oo6a5 
( 69) 2. 99a2 77060 
( 1) 2. 8017 85145 

9. 2247 91357 
5. 2931 a9157 
3. 7929 22172 

790 
6 24100 

4930 39000 \ 11l 3. a950 Oa100 
14 3. 0770 56399 
17! 2. 430a 74555 1 20 1. 9203 90a99 
23 1. 5171 Oa810 
26l l. 1985 15960 
28 9, 4682 760a3 
( 69) 3. 4918 06676 
( 1) 2. a106 93a65 

9. 2443 35465 
5. 3015 97745 
3. 7977 41656 

795 
6 32025 

5024 59a75 
11 3. 9945 56006 
14 3. 1756 72025 
17 2. 5246 59260 
20 2. 0071 04112 
23 1. 5956 47769 ! 26 1. 26a5 39976 
29 1. ooa4 a92a1 
( 69) 4. 0626 65702 
( 1) 2. a195 74436 

9. 2637 97282 
5. 3099 66512 
3. 802 5 36aoo 

I 
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POWERS AND ROOTS 

776 711 
6 02176 6 03729 

4672 8a576 4690 97433 
I ll 3. 6261 59350 lll 3. 6448 87054 
1 1 4  2. a13a 99655 14 2. a320 77241 
1 1 7  2 .  1a35 a6133 17l 2. 2005 24016 
1 20 1. 6944 62a39 20 1. 709a 07161 
1 23 1. 3149 03163 23! 1. 3285 20164 
I '  26l 1. 0203 64a54 26 1. 0322 60167 
I 2a 7, 91a0 31271 2a a. 0206 61501 
I 69) 2. 2734 28553 ( 69) 2. 3447 92689 
I 1) 2. 7a56 77655 ( 1) 2. 7a74 71973 

9. 1a94 017a4 9, 1933 4742a 
5. 2779 51928 5, 2796 5147a 
3. 7841 a4864 3. 7a51 59667 

7a1 7a2 
6 09961 6 11524 

4763 79541 47a2 11768 
I lll 3, 7205 24215 11 3. 7396 16026 
1 14 2. 9057 29412 14 2. 9243 79732 
1 17 2. 2693 74671 17 2. 2868 64951 
1 20� 1. 7723 a161a 20 1. 78a3 2a391 
I 23 1. 3842 30044 23 1. 3984 72802 
1 26 1. 0810 83664 26 1. 0936 05731 
I 28 8. 4432 63416 28 8. 5519 96818 
I 69) 2. 6523 13239 ( 69) 2. 7350 29a68 
I 1) 2. 7946 37722 ( 1) 2. 7964 26291 

9, 2090 96233 9. 2130 25029 
5. 2a64 3331a 5. 2aa1 24706 
3. 7890 48a71 3. 7900 186a1 

786 787 
6 17796 6 19369 

4a55 87656 4a74 43403 
' 11) 3. 8167 1a976 ! 11l 3. a361 795a2 

1 :  14! 2. 9999 41115 14 3. 0190 73331 
, , 17 2. 3579 53717 17l 2. 3760 10711 , , 20 1. a533 51621 20 1. a699 20430 
, , 23 1. 4567 34374 23 1. 4716 2737a 
,, 26) 1. 1449 9321a 26l l. 15a1 70747 
,, 2a) 8. 9996 46695 28 9, 114a 03776 
I 69) 3, 0912 99652 ( 69) 3. 1a70 84488 
I 1) 2. 8035 69154 ( 1) 2. 8053 52028 

9, 22a7 06a04 9. 2326 1a931 
5. 294a 740a1 5. 2965 57399 
3. 793a aa029 3. 794a 52904 

791 792 
6 256a1 6 27264 

4949 13671 4967 930aa 
11 3. 9147 6713a l 11) 3. 9346 01257 
14 3. 0965 aoao6 14r. 1162 04196 
' 17 2. 4493 95417 \ 17 2. 46ao 33723 ' 20 1. 9374 Yl775 20 1. 9546 a270a 
23 1. 5325 40174 23 1. 54a1 Oa705 
' 26 1. 2122 39278 l 26l l. 2261 02094 
' 28) 9. 5a8a 12687 28 9. 7107 2a5a8 
69) 3. 5994 45514 ( 69) 3. 7102 60lla 
1) 2. a124 72222 ( 1) 2. al42 49456 
9. 24a2 343a4 9, 2521 3001a 
5, 3032 74670 5. 3049 50005 
3. 79a7 02623 3. 7996 62619 

796 797 
6 33616 6 35209 

5043 58336 5062 61573 
' 1 1  4 .  0146 92355 ! 11! 4. 0349 04737 ' 14 3. 1956 95114 14 3. 215a 19075 ' 17 2. 5437 73311 17 2. 5630 07803 
; 20 2. 024a 43555 1 20r . 0427 17219 1 23 1. 6117 75470 23 1. 6280 45624 1 26 1. 2a29 73274 26 1. 2975 52362 ( 29 1. 0212 46726 29 1. 0341 49232 
: 69) 4. 1a71 02a2o ( 69) 4, 3151 87922 
1 1) 2. a213 41196 ( 1) 2. a231 18843 

9. 2676 79a46 9. 2715 59160 
5, 3116 35526 5. 3133 02968 
3. 8034 92932 3. 8044 48104 

I I 

nk 

778 
6 05284 

4709 10952 
11) 3, 6636 87207 
14l 2. a503 4a647 
17 2. 2175 71247 
20! 1. 7252 70430 
23 1. 3422 60395 
26 1. 0442 78587 
28 a. 1244 a14oa 
( 69) 2. 41a3 ooa46 
( 1) 2. 7a92 65136 

9, 1972 a96a7 
5. 2a13 493aa 
3. 7861 33467 

783 
6 130a9 

4800 486a7 
( lll 3. 7587 a1219 i 14 2. 9431 25695 
17 2, 3044 67419 
20 1. a043 97989 
( 2 3 1. 4128 43625 ! 26 1. 1062 56559 
28 8. 6619 88854 
( 69) 2. 8202 15463 
( 1) 2. 79a2 13716 

9. 2169 50477 
5. 2a98 14473 
3. 7909 87500 

78a 
6 20944 

4893 03a72 
11) 3. a557 14511 
14 3. 0383 03035 
17 2. 3941 82792 
20 1. aa66 16040 
23 1. 4a66 53439 
26 1. 1714 a2910 
2a 9, 2312 a5332 
( 69) 3. 2857 09926 
( 1 ) 2. 8071 33770 

9. 2365 27746 
5. 29a2 39113 
3. 795a 16 799 

793 
6 28a49 

49a6 77257 
( 11l 3. 9545 1064a 
( 14 3. 1359 26944 
( 17l 2. 4a6 7 90066 
( 20 1. 9720 24523 
( 23) 1. 563a 15447 
( 26l l. 2401 05649 
( 2a 9. 8340 37797 
( 69) 3. 8243 39997 
( 1) 2. a160 2556a 

9, 2560 22375 
5, 3066 23755 
3, a006 21646 

79a 
6 36a04 

5081 69592 l 11! 4. 0551 93344 
14 3. 2360 442a9 ! 17 2. 5a23 63342 
20! 2. 0607 25947 
23 1. 6444 59306 l 26 1. 3122 78526 
29 1. 0471 98264 
( 69) 4. 4470 23172 
( 1) 2. 8248 a9378 

9. 2754 35230 
5. 3149 68841 
3. 8054 02317 

1 

Table 3.1 

779 
6 06841 

4727 29139 ! 11 3. 682 5 5999 3 
14 2. a6a7 14234 
( 17 2. 2347 2a3a9 
( 20 1. 740a 53415 ! 23 1. 3561 24a10 
26 1. 0564 21227 
2a 8. 2295 21359 
( 69) 2. 4940 1455a 
( 1) 2. 7910 57147 

9. 2012 28569 
5. 2a30 45663 
3. 7a71 06266 

7a4 
6 14656 

4a18 90304 
( 11) 3, 77ao 199a3 1 14r. 9619 67667 
17 2. 3221 82651 
20 1. 8205 91198 ! 23 1. 4273 43499 
26 l l . 1190 37304 
2a a. 7732 52460 
( 69) 2. 9079 40422 
( 1) 2. aooo 00000 

9, 2208 72584 
5. 2915 02622 
3. 7919 55329 

789 
6 22521 

4911 69069 ! 11l 3. 8753 23954 
14 3. 0576 30600 ! 17l 2. 4124 70543 
20 1. 9034 39259 
23 1, 501a 13575 l 26l l. 1a49 30911 
2a 9, 3491 04a86 
( 69) 3. 3a72 56439 
( 1) 2. 8089 143a1 

9, 2404 33255 
5. 2999 19227 
3. 7967 79716 

794 
6 30436 

5005 661a4 
( 1 1) 3. 9744 95501 
( 14! 3. 1557 4942a l 17 2. 5056 65046 
20l l. 9894 9a046 
( 23 1. 5796 61449 l 26 1. 2542 51190 
28 9, 9587 54451 
( 69) 3. 9417 77065 
( 1) 2. a17a 00561 

9. 2599 11460 
5. 30a2 95923 
3. ao15 79705 

799 
6 38401 

5100 a2399 
( 11l 4. 0755 5a36a 
( 14 3. 2563 71136 p1r 6018 4053a 
20 2. 07a8 70590 
( 23 1. 6610 17601 
( 26 1. 3271 53063 
( 29) 1. 0603 9529a 
( 69) 4. 5827 13463 
( 1) 2. 8266 5aao5 

9. 2793 08064 
5. 3166 33150 
3. 8063 55574 

n2 [(- �) 2] n3 [( -�)4] n4 [(-�) 2J n5 [(-�) 1J 

55 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 BOO 801 B02 B03 B04 
2 6 40000 6 41601 6 43204 6 44B09 6 46416 
3 5120 00000 5139 22401 515B 4960B 5177 B1627 5197 1B464 
4 ! 11r. 0960 00000 ( 11 4. 1165 1B432 ! 11 4, 1371 13856 ( 11) 4. 15 77 B6465 ! 11) 4. 17B5 36451 
5 14 3. 2768 00000 14 3. 2973 31264 14 3. 3179 65313 ! 14) 3. 3387 02531 14l 3. 3595 43306 
6 ( 17 2. 6214 40000 17 2. 6411 62342 17 2. 6610 OB1B1 17l 2. 6B09 78133 ! 17 2. 7010 7281B 
7 1 20r. 0971 52000 20 2. 1155 71036 ro 2, 1341 2B561 20 2. 1528 25440 20l 2. 1716 62546 
B 23 1. 6777 21600 23 1. 6945 72400 23 1. 7115 71106 ! 23l 1. 7287 18829 23 1. 7460 166B7 
9 26 1. 3421 77280 26 1. 3573 52492 26 1. 3726 80027 26 1. 3881 61219 ( 26\ 1 . 4037 97416 

10 ( 29 1. 0737 41824 29 1. 0872 39346 29 1. 1008 89382 29 1. 1146 93459 ( 29 1. 1286 53123 
24 ( 69) 4. 7223 66483 ( 69) 4. 8660 92789 ( 69) 5. 0140 05879 ( 69) 5. 1662 22264 ( 69) 5. 3228 61548 

1/2 ( 1) 2. 8284 27125 ( 1) 2. 8301 94340 ( 1) 2. 8319 60452 ( 1) 2. 8337 25463 ( 1) 2. 8354 89376 
1/3 9. 2831 77667 9. 2B70 44047 9, 2909 07211 9. 2947 67164 9. 29B6 23915 
1/4 5, 31B2 95B97 5. 3199 570B6 5. 3216 16720 5. 3232 74803 5. 3249 3133B 
1/5 3. B073 07B77 3. BOB2 59229 3. B092 09631 3. B101 590B5 3. B111 07593 

1 B05 B06 B07 B08 B09 
2 6 4B025 6 49636 6 51249 6 52B64 6 544B1 
3 5216 60125 5236 06616 5255 57943 5275 14112 5294 75129 
4 1 1\ 4. 1993 64006 ( 11 4. 2202 69325 ! 11l 4. 2412 52600 , 'T ,., ,.., ( 11l 4. 2B34 53794 
5 14 3. 3B04 BB025 14 3. 4015 37076 14 3. 4226 90848 ( 14 3. 4439 49732 p4 3. 4653 14119 
6 17 2. 7212 92B60 17 2. 7416 38883 17l 2. 7621 11515 ! 17 2. 7827 113B4 17! 2. B034 39122 
7 20 2. 1906 40752 20 2. 2097 60940 ! 20 2. 2290 23992 20 2. 24B4 3079B ! 20 2. 2679 B2250 
B 2 3 1. 7 634 65806 23 1. 7810 6731B 23! 1. 7988 22362 23 1. B16 7 32085 23  1. B347 97640 
9 26 1. 4195 B9974 26 1. 4355 4025B 26 1. 4516 49646 \ 26l 1. 4679 19524 26 1. 4843 51291 

10 ( 29 1. 1427 69929 29 1. 1570 4544B 29) 1. 1714 81264 29 1. 1860 78976 29) 1. 2008 40194 
24 ( 69) 5. 4840 46503 ( 69) 5. 6499 03151 ( 69) 5. B205 60B43 ( 69) 5. 9961 52346 ( 69) 6. 176B 13927 

1/2 ( 1) 2. 8372 52192 ( 1) 2. B390 13913 ( 1) 2. B407 74542 ( 1) 2. 8425 340B1 ( 1) 2. B442 92531 
1/3 9. 3024 77468 9. 3063 27832 9. 3101 75012 9. 3140 19016 9. 3178 59B49 
1/4 5. 3265 86329 5. 32B2 3977B 5. 3298 91690 5. 3315 42067 s. 3331 90912 
1/5 3. 8120 55159 3. 8130 01783 3. 8139 4 7 468 3. 8148 92216 3. 8158 36029 

1 810 811 812 813 814 
2 6 56100 6 57721 6 59344 6 60969 6 62596 
3 5314 41000 5334 11731 5353 87328 5373 67797 5393 53144 
4 ! 11) 4. 3046 72100 11! 4. 3259 69138 ! 11! 4. 3473 45103 ( 11l 4. 3688 00190 ! 11) 4. 3903 34592 
5 14l 3. 4B67 84401 14 3. 5083 60971 14 3. 5300 44224 ( 14 3. 5518 34554 14l 3. 5737 32358 
6 ( 17 2. 8242 95365 17r. 8452 80748 17 2. 8663 95910 1 171 2. 8876 41493 17 2. 9090 18139 
7 \ 20l 2. 2876 79245 20 2. 3075 22686 ( 201 2. 3275 13479 20 2. 3476 52533 ! 20\ 2. 3679 40765 
8 23 1. 8530 20189 23  1. 8714 00899 \ 23 1. 8899 40945 23  1. 9086 41510 23  1. 9275 03783 
9 F6\ 1. 5009 46353 26 l. 5177 06129 26 1. 5346 32047 26 1. 5517 2554 i' 26\ 1. 5689 88079 

10 29 1. 2157 66546 29 l. 2308 596 70 ( 29) 1. 2461 21222 29 1. 2615 5287(1 ( 29 1. 2771 56297 
24 ( 69) 6. 3626 85441 ( 69) 6. 5539 10420 ( 69) 6. 7506 36166 ( 69) 6. 9530 13847 ( 69) 7. 1611 98588 

1/2 ( 1) 2. 8460 49894 ( 1) 2. 8478 06173 ( 1) 2. 8495 61370 ( 1) 2. 8513 1548b ( 1) 2. 8530 68524 
1/3 9. 3216 97518 9. 3255 32030 9. 3293 63391 9. 3331 91608 9. 3370 16687 
1/4 5. 3348 38230 5. 3364 84023 5. 3381 28295 5. 3397 71049 5. 3414 12288 
1/5 3. 8167 78910 3. 8177 20859 3. B186 61BBO 3. B196 0197·1 3. 8205 41144 

1 815 816 817 B1 B 819 
2 6 64225 6 65856 6 674B9 6 69124 6 70761 
3 5413 43375 5433 3B496 5453 38513 5473 43432 5493 53259 
4 1 11r. 4119 48506 \ 11 4. 4336 42127 11 4. 4554 15651 11 r· 4 772 6927 4 11\ 4. 4992 03191 
5 14 3. 5957 3B033 14 3. 6178 51976 14 3, 6400 74587 14 3. 6624 06266 14 3. 6B48' 47414 
6 17 2. 9305 26497 17 2. 9521 6 7212 17 2. 9739 4093B 17 2. 995B 48326 17 3. 0178 90032 
7 20 2. 3883 79095 20 2. 40B9 68445 20 2. 4297 09746 20! 2. 4506 03930 20 2. 4716 51936 
8 ( 23l 1. 9465 28962 23 1. 9657 18251 23  1. 9B50 72863 23 2. 0045 94015 23 2. 0242 B2936 
9 ( 26 1. 5864 21104 26! 1. 6040 26093 26 1. 6218 04529 ( 26! 1. 6397 57904 \ 26 1. 657B B7724 

10 ( 29 1. 2929 33200 29 1. 308B 85292 29 1. 3250 14300 ( 29 1. 3413 21966 29 1. 357B 10046 
24 ( 69) 7. 3753 49576 ( 69) 7. 5956 30157 ( 69) 7. 8222 07941 ( 69) B. 0552 54907 ( 69) B. 2949 47511 

1/2 ( 1) 2. 8548 20485 ( 1) 2. 8565 71371 ( 1) 2. 8583 21186 ( 1) 2. B600 699(!9 ( 1) 2. 8618 17604 
1/3 9. 3408 38634 9. 3446 57457 9. 3484 73160 9. 3522 857S2 9. 3560 95237 
1/4 5. 3430 52016 5. 3446 90236 5. 3463 26950 5. 3479 621b3 5. 3495 95877 
1/5 3. B214 79391 3. B224 16717 3. B233 53125 3. B242 8B616 3. 8252 23193 

1 820 B21 B22 823 B24 
2 6 72400 6 74041 6 75684 6 77329 6 7B976 
3 5513 6BOOO 5533 B7661 5554 12248 5574 41767 5594 76224 
4 11) 4. 5212 17600 11  4. 5433 12697 11)4. 5654 88679 11 4. 5877 45742 ( 11 4, 6100 84086 
5 14 3. 7073 9B432 14 3. 7300 59724 14l 3. 752B 31694 14 3, 7757 14746 14 3, 7987 09287 
6 17 3. 0400 66714 17 3. 0623 79033 17 3. 0848 27652 17 3, 1074 13236 17 3. 1301 36452 
7 20 2. 492B 54706 20 2, 5142 131B6 20l 2. 5357 28330 20 2. 5574 01093 20 2. 5792 32437 
B 23 2. 0441 40B59 23 2. 0641 69026 23  2. 0B43 686B7 23 2. 1047 41100 23  2. 1252 8752B 
9 26 1. 6761 95504 26 1. 6946 82770 26 1. 7133 51061 26 1. 7322 01925 26 1. 7512 36923 

10 29 1. 3744 80313 ( 29) 1. 3913 34555 ( 29 1. 4083 74572 29 l. 4256 02184 29 1. 4430 19224 
24 ( 69) 8. 5414 66B01 ( 69) a. 7949 98523 ( 69) 9. 0557 33244 ( 69) 9. 3238 66467 ( 69) 9. 5995 98755 

1/2 ( 1) 2. B635 64213 ( 1) 2. B653 09756 ( 1) 2. 8670 54237 ( 1) 2. 86B7 9765B ( 1 )2 . B705 40019 
1/3 9. 3599 01623 9. 3637 04916 9. 3675 05121 9. 3713 02245 9, 3750 96295 
1/4 5. 3512 28095 5. 3528 58822 5. 3544 BB059 5. 3561 15810 5. 3577 42079 
1/5 3. 8261 56B58 3. B270 89612 3. 8280 2145B 3. 82B9 52:;97 3. 8298 82432 

1 1 1 1 
n2 [( -g) 1] n3[(-�)4J n4 [( -�)2] n5[( -�) 1] 



k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  

24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  

2 4  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 

1 0  

24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  

24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

825 
6 80625 

5615 15625 
1 1! 4. 6325 03906 
14 3. 8218 15723 
1 7  3. 1529 97971 
20 2. 6012 23326 
23l 2. 1460 09244 ! 26 1. 7704 57626 
29) 1 . 4606 27542 

( 69) 9. 8831 35853 

( 1) 2. 8722 81323 
9. 3788 87277 
5. 3593 66869 
3. 8308 11564 

830 
6 88900 

5717 87000 
1 1  4. 7458 32100 
14 3. 93% 40643 
1 7  3. 2694 03734 
2 0  2. 7 1 36 05099 
2 3  2. 2522 92232 
26 1. 8694 02553 
29 1. 5516 04119 

( 70) 1 .  1425 47375 

( 1) 2. 8809 72058 
9. 3977 96375 
5. 3674 68731 
3. 8354 43756 

835 
6 97225 

5821 82875 \ 1 1  4. 8612 27006 
14 4. 0591 24550 
1 7  3. 3893 68999 

ro 2. 8301 23115 
2 3  2. 3 6 3 1  52801 
26 1. 9732 32589 
29 1. 6476 49211 

( 70) 1. 3197 00592 

( 1 )  2. 8896 36655 
9. 4166 29685 
5. 3 755 34071 
3. 8400 53677 

840 
7 05600 

5927 04000 
11 4. 9787 13600 
14 4. 1821 19424 
1 7  3. 5129 80316 
2 0  2. 9509 03466 
2 3  2. 4 787 58911 
2 6  2. 0821 57485 
29 1. 7490 12288 

( 70) 1. 5230 10388 

( 1) 2. 8982 75349 
9. 4353 87961 
5. 3835 63271 
3. 8446 41568 

845 
7 14025 

6033 51125 
1 1  5. 0983 17006 
14 4. 3080 77870 
17 3. 6403 25800 
20 3. 0760 75301 
23 2. 5992 83630 
26 2. 1963 9466 7 
29 1. 8559 53494 

( 70) 1. 7561 47601 

( 1) 2. 9068 88371 
9. 4540 71946 
5. 3915 56705 
3. 8492 07664 

I 
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826 
6 82276 

5635 59976 
1 1! 4. 6550 05402 
1 4  3. 8450 34462 
17 3. 1759 98465 
20l 2. 6233 74732 
23 2. 1669 07529 
26 1. 7898 65619 
29 1. 4784 29001 

( 70) 1. 0174 68882 

( 1) 2. 8740 21573 
9. 3826 75196 
5, 3609 90182 
3. 8317 39795 

831 
6 90561 

5738 56191 f 1 1  4. 7687 44947 
1 4  3. 9628 27051 
17 3. 2931 09279 

ro 2. 7365 73811 
23 2. 2740 92837 
26 1. 8897 71148 
29 1. 5703 99824 

( 70) 1. 1760 46709 

( 1) 2. 8827 07061 
9, 4015 69076 
5. 3690 84709 
3. 8363 67514 

836 
6 98896 

5842 77056 
11)  4. 8845 56188 
1 4  4, 0834 88973 
1 7  3. 4137 96782 
20 2. 8539 34109 
2 3  2. 3858 88916 
26 1. 9946 03133 
29 1. 6674 88220 

( 70) 1. 3581 59133 

( 1 )  2. 8913 66459 
9. 4203 87319 
s. 3771 42790 
3. 8409 73010 

841 
7 07281 

5948 23321 
( 11 5. 0024 64130 

14 4. 2070 72333 
1 7  3. 5381 47832 
2 0  2. 9755 82327 
2 3  2 .  5024 64737 
26 2. 1045 72844 

( 29 1. 7699 45762 

( 70) 1. 56 71 25939 

( 1) 2. 9000 00000 
9, 4391 30677 
5. 3851 64807 
3. 8455 56523 

846 
7 15716 

6054 95736 p1 5. 1224 93927 
14 4. 3336 29862 
17 3. 6662 50863 
2 0  3. 1016 48230 
23 2. 6239 94403 
26 2. 2198 99265 
29 1. 8780 34778 

( 70) 1. 8067 1 1 1 0 1  

( 1) 2. 9086 07914 
9. 4577 99893 
5. 3931 5 1 1 33 
3. 8501 18288 

I 

827 
6 83929 

5656 09283 
( 1 1l 4. 6 775 88770 ! 14 3. 8683 65913 

17l 3. 1991 38610 
20 2. 6456 87631 \ 23\ 2. 1879 83671 
26 1. 8094 62496 
29 1. 4964 25484 

( 70) 1. 0474 47415 

( 1) 2. 8757 60769 
9. 3864 60060 
5. 3626 12021 
3. 8326 6 7 12 8  

832 
6 92224 

5759 30368 
1 1  4. 7917 4061.2 
14 3. 9867 28231 
17 3. 3169 57888 
2 0  2. 7597 089&3 
23 2. 2960 77857 
26 1. 9103 36777 
29 1. 5894 00198 

( 70) 1. 2104 8616 7 

( 1) 2. 8844 41020 
9. 4053 38751 
5, 3706 99229 
3. 8372 90383 

837 
7 00569 

5863 76253 ! 11 4. 9079 69238 
14 4. 1079 70252 
17 3. 4383 71101 ! 20 2. 8779 16611 
2 3  2. 4088 16204 
26 2. 0161 79163 

( 29) 1. 6875 41959 

( 70) 1. 3976 90431 

( 1) 2. 8930 95228 
9, 4241 41957 
s. 3787 50067 
3. 8418 91464 

842 
7 08964 

5969 47688 
11 5. 0262 99533 
14 4. 2321 44207 
1 7  3. 5634 65422 
20 3. 0004 37885 
23 2 .  5263 68700 
26 2. 1272 02445 
29 1. 7911 04459 

( 70) 1. 6124 64626 

( 1) 2. 9017 23626 
9. 4428 70428 
5, 3867 64916 
3. 8464 70609 

847 
7 17409 

6076 45423 
( 1 1! 5. 1467 56733 

1 4  4. 3593 02953 
1 7  3. 6923 29601 
20 3. 1274 03172 
23l 2. 6489 10487 
26 2. 2436 27182 
29) 1. 9003 52223 

( 70) 1. 8586 68111 

( 1) 2. 9103 26442 
9. 4615 24903 
5. 3947 44148 
3. 8510 28051 

I 

nk 

828 
6 85584 5676 63552 � 11) 4. 7 002 54211 

14) 3. 8918 10486 I" 3 .  2224 19083 
20 2. 6681 63000 
2 3  2 .  2092 38964 
26 1. 8292 49863 
29 1. 5146 18886 

( 70) 1. 0782 7 1 392 

( 1) 2. 8774 98914 
9. 3902 41873 
5, 3642 32391 
3. 8335 93565 

833 
6 93889 

5780 09537 
1 1l 4. 8148 19443 
1 4  4. 0107 4459& 
1 7l 3. 3409 50249 
20 2. 7830 1 1557 
23 2. 3182 48627 
26l l. 9311 0 1 1 06 

( 29 1. 6086 07222 

( 70) 1. 2458 90957 

( 1) 2. 8861 73938 
9. 4091 05407 
5. 3723 12294 
3. 8382 12366 

838 
7 02244 

5884 80472 
11 4. 9314 66355 
14 4. 1 325 68806 
1 7  3. 4630 92659 
20 2. 9020 71648 
23 2. 4319 36041 
26 2. 0379 62403 
29 1. 7078 12493 

( 70) 1. 4383 23072 

( 1 )  2. 8948 22965 
9. 4278 93606 
5. 3803 55904 
3. 8428 09040 

843 
7 10649 

5990 77107 ! 1 1  5. 0 5 0 2  20012 
1 4  4. 2 5 7 3  35470 
17 3. 5889 33801 ro 3. 0254 71195 
2 3  2. 5504 72217 
26 2. 1500 48079 
29 1. 8124 90531 

( 70) 1. 6590 58848 

( 1 )  2. 9034 46228 
9. 4466 07220 
s. 3883 63600 
3. 8473 83826 

848 
7 19104 

6098 00192 
11 5. 1711 05628 
14 4. 3850 97573 
1 7  3. 7185 62742 
20 3. 1 533 41205 
23 2. 6740 33342 
26 2. 2675 80274 

( 29 1. 9229 08072 

( 70) 1. 9120 55324 

( 1) 2. 9120 43956 
9. 4652 46982 
5. 3963 35 753 
3. 8519 36956 

1 
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829 
6 87241 

5697 22789 � 1 1  4 .  7230 01921 
14 3. 9153 68592 ! 17 3. 2458 40563 
20 2. 6908 01827 
23 2. 2306 74714 1 2 6  1. 8492 29338 
29 1. 5330 11121 

( 70) 1. 1099 63591 

( 1) 2. 8792 36010 
9. 3940 20643 
5. 3658 51293 
3. 8345 19107 

834 
6 95556 

5800 93704 
11) 4. 8379 81491 
1 4l 4. 0348 76564 
1 7  3. 3650 87054 
20 2. 8064 82603 
2 3  2. 3406 06491 
26l 1. 9520 65814 

( 29 1. 6280 22889 

( 70) 1. 2822 86929 

( 1) 2. 8879 05816 
9. 4128 69049 
5. 3739 23907 
3. 8391 33463 

839 
7 03921 

5905 89719 
1 1  4. 9550 47742 
14 4. 1 572 85056 
1 7  3. 4879 62162 
20 2. 9264 00254 
2 3  2. 4552 49813 
26 2. 0599 54593 
29 1. 7283, 01904 

( 70) 1. 4800 86372 

( 1 ) 2. 8965 49672 
9. 4316 42272 
5. 3819 60304 
3. 8437 25741 

844 
7 12336 

6012 1 1 584 
11 5. 0742 25769 
1 4  4. 2826 46549 
1 7  3. 6145, 53687 
20 3. 0506 83312 
23 2. 5747 76715 
26 2. 1731 1 1 548 
29 1. 8341 06146 

( 70) 1. 7069 41821 

( 1) 2. 9051 6 7809 
9.  4503 41057 
s. 3899 60862 
3. 848<� 96177 

849 
j' 20801 

6119 60049 I l l  5. 1 95�; 40816 
14 4. 4110 14153 
1 7  3.  7449 51016 1 2 0  3.  1794 63412 
23 2. 6993 64437 1 26 2. 291 j' 60407 
29 1. 9457 04586 

( 70) 1 .  9669 10351 

( 1) 2. 9137 60457 
9. 4689 66137 
5. 3979 25951 
3. 8521l 45003 

n2[(-�) 1J n3 [( -�)4] ,;4 [(-�) 2] n3 [(-�)1] 

57 
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Table 3.1 POWERS AND ROOTS nk 

k 
1 850 851 852 853 854 
2 7 22500 7 24201 7 25904 7 27609 7 29316 
3 6141 25000 6162 95051 6184 70208 6206 50477 6228 35864 
4 1 11)  5. 2200 62500 ! 11) 5. 2446 70884 ( 11) 5. 2693 66172 ( 11) 5. 2941 48569 ( 11) 5. 3190 18279 
5 14) 4. 4370 53125 14) 4. 4632 14922 � 14r. 4894 99979 ( 14) 4. 5159 08729 ( 14l 4. 5424 41610 
6 ( 17)  3. 7714 95156 ( 17l 3. 7981 95899 17  3. 8250 53982 ( 17) 3. 8520 70146 1 17  3. 8792 45135 
7 ( 20) 3. 2057 70883 l 20 3. 2322 64710 ( 20 3. 2589 45993 ( 20l 3. 2858 15835 20) 3. 3128 75345 
8 ( 23) 2. 7249 05250 23) 2. 7506 57268 ( 23) 2. 7766 21986 ( 23 2. 8028 00907 ( 23) 2. 8291 95545 
9 ( 26l 2. 3161 69463 26) 2. 3408 09335 ( 26l 2. 3656 81932 ( 26) 2. 3907 89174 1 26l 2. 4161 32995 

10 ( 29 1. 9687 44043 29) L 9920 28744 ( 29 2. 0155 61006 ( 29) 2. 0393 43165 29 2.  0633 775 78 
24 ( 70) 2. 0232 71747 ( 70) 2. 0811 79034 ( 70) 2. 1406 72719 ( 70) 2. 2017 94325 ( 70) 2. 2645 86409 

1/2 ( 1)  2. 9154 75947 ( 1) 2. 9171 90429 ( 1) 2. 9189 03904 ( 1) 2. 9206 16373 ( 1) 2. 9223 27839 
1/3 9. 4726 82372 9. 4 763 95693 9. 4801 06107 9. 4838 13619 9. 4875 18234 
1/4 5. 3'195 14744 5. 4011 02137 5. 4026 88131 5. 4042 72729 5. 4058 55935 
1/5 3. 8537 52195 3. 8546 58534 3. 8555 64021 3. 8564 68659 3. 8573 72448 

1 855 856 857 858 859 
2 7 31025 7 32736 7 34449 7 36164 7 37881 
3 6250 26375 6272 22016 6294 22793 6316 28712 6338 39779 
4 ( 11 l 5. 3439 75506 l 1 1) 5. 3690 20457 ( 11)  5. 3941 53336 1 11)  5. 4193 74349 l 11l 5. 4446 83702 
5 ( 14 4. 5690 99058 14l 4. 5958 81511 ! 14) 4. 6227 89409 14) 4. 6498 23191 14 4. 6769 83300 
6 � 17) 3. 9065 79694 17  3. 9340 74574 17l 3. 9617 30523 ( 17)  3. 9895 48298 ( 17! 4. 0175 28654 
7 20) 3. 3401 25639 20l 3. 36 75 6 7835 ( 20 3. 3952 03059 ( 20) 3. 4230 32440 ! 20  3. 4510 57114 
8 1 23) 2. 8558 07421 ( 23 2. 8826 3806 7 ( 23l 2.  9096 89021 1 23r. 9369 61833 23r. 9644 58061 
9 26) 2. 4417 15345 1 2 6l 2. 4675 38185 1 26 2. 4936 03491 26 2. 5199 13253 ( 26 2. 5464 69474 

10 ( 29) 2. 0876 66620 29 2. 1122 12686 29 2. 1370 18192 ( 29 2. 1620 85571 ( 29 2. 1874 17279 
24 ( 70) 2. 3290 92589 ( 70) 2. 3953 57569 ( 70) 2. 4634 27165 ( 70) 2. 5333 48329 ( 70) 2. 6051 69182 

1/2 ( 1)  2. 9240 38303 ( 1) 2. 9257 47768 ( 1) 2. 9274 56234 ( 1) 2. 9291 63703 ( 1) 2. 9308 70178 
1/3 9. 4912 19958 9. 4949 18797 9. 4986 14756 9. 5023 07842 9. 5059 98059 
1/4 5. 4074 37751 5. 4090 18180 5. 4105 97225 5. 4121 74889 5. 4137 51174 
1/5 3. 8582 75391 3. 8591 77490 3. 8600 78746 3. 8609 79161 3. 8618 78737 

1 860 861 862 863 864 
2 7 39600 7 41321 7 43044 7 44769 7 46496 
3 6360 56000 6382 77381 6405 03928 6427 35647 6449 72544 
4 ( 1 1) 5. 4700 81600 ( 11) 5. 4955 68250 1 1 1! 5. 5211 43859 ( 11) 5. 5468 08634 P1 l 5. 5725 62780 
5 ! 14) 4. 7042 70176 1 14! 4. 7316 84264 14  4. 7592 26007 ( 14 4. 7868 95851 14 4. 8146 94242 
6 17! 4. 0456 72351 17  4. 0739 80151 ! 17  4. 1024 52818 ( 17 4. 1310 91119 1 17l 4. 1598 95825 
7 20 3. 4792 78222 1 20! 3. 5076 96910 20l 3. 5363 14329 ( 20 3. 5651 31636 20  3. 5941 49993 
8 ( 23l 2. 9921 79271 23  3. 0201 27039 23  3. 0483 02952 ! 23  3. 0767 08602 ( 23) 3. 1053 45594 
9 ( 26 2. 5732 74173 1 26) 2. 6003 29381 ( 26l 2. 6276 37144 26 2. 6551 99523 ( 26l 2. 6830 18593 

10 ( 29) 2. 2130 15789 29) 2. 2388 83597 ( 29 2. 2650 23218 29 2. 2914 37189 ( 29 2. 3181 28064 
24 ( 70) 2. 6789 39031 ( 70) 2. 7547 08410 ( 70) 2. 8325 29097 ( 70) 2. 9124 54150 ( 70) 2. 9945 37938 

1/2 ( 1)  2. 9325 75660 ( 1) 2. 9342 80150 ( 1)  2. 9359 83651 ( 1) 2. 9376 86164 ( 1) 2. 9393 87691 
1/3 9. 5096 85413 9. 5133 69910 9. 5170 51555 9. 5207 30354 9. 5244 06312 
1/4 5. 4153 26084 5. 4168 99621 5. 4184 71787 5. 4200 42587 5. 4216 12022 
1/5 3. 8627 77475 3. 8636 75378 3. 8645 7244 7 3. 8654 68684 3. 8663 64090 

1 865 866 867 868 869 
2 7 48225 7 49956 7 51689 7 53424 7 55161 
3 6472 14625 6494 61896 6517 14363 6539 72032 6562 34909 
4 ( 11 l 5. 5984 06506 ( 1 1! 5. 6243 40019 ! 11! 5. 6503 63527 l 1 1  5 .  6 764 77238 ! 11  5. 7026  81359 
5 l 14 4. 8426 21628 14  4. 8706 78457 14 4. 8988 65178 14 4. 9271 82242 14 4. 9556 30101 
6 17 4. 1888 67708 17  4. 2180 07544 1 17r. 2473 16109 17 4. 2767 94186 17 4. 3064 42558 
7 1 20 3. 6233 70568 20! 3. 6527 94533 20  3. 6824 2306 7 20 3. 7122 57354 ro 3. 7422 98583 
8 23 3. 1 342 15541 23  3. 1633 20065 23 3. 1926 60799 ! 23 3. 2222 39383 23 3. 2520 57468 
9 1 26 2. 7110 96443 26l 2. 7394 35177 ! 2 6l 2. 7680 36913 26l 2. 7969 03785 26 2. 8260 37940 

10 29 2. 3450 98423 ( 29 2. 3723 50863 29 2. 3998 88003 29 2. 4277 12485 ( 29) 2. 4558 26970 
24 ( 70) 3. 0788 36164 ( 70) 3. 1654 05907 ( 70) 3. 2543 05644 ( 70) 3. 3455 95291 ( 70) 3. 4393 36231 

1/2 ( 1) 2. 9410 88234 ( 1) 2. 9427 87794 ( 1)  2. 9444 86373 ( 1) 2. 9461 83973 ( 1) 2. 9478 80595 
1/3 9. 5280 79435 9. 5317 49727 9. 5354 17196 9. 5390 81845 9. 5427 43681 
1/4 5. 4231 80095 5. 4247 46809 5. 4263 1216 7 5. 4278 76171 5. 4294 38824 
1/5 3. 86 72 58668 3. 8681 52418 3. 8690 45344 3. 8699 3 7 445 3. 8708 28725 

1 870 871 872 873 874 
2 7 56900 7 58641 7 60384 7 62129 7 63876 
3 6585 03000 6607 76311 6630 54848 6653 38617 6676 27624 
4 ! 11! 5. 7289 76100 11! 5. 7553 61669 11) 5. 7818 38275 ( 11l 5. 8084 06126 ! 11  5. 8350 65434 
5 14 4. 9842 09207 14 5. 0129 20014 14  5. 0417 62975 ( 14  5. 0707 38548 14 5. 0998 47189 
6 ! 17) 4. 3362 62010 1 7  4; 3662 53332 17  4. 3964 17315 ( 17r· 4267 54753 17 4. 4572 66443 
7 20! 3. 7725 47949 20 3. 8030 06652 20  3. 8336 75898 � 20  3. 8645 56899 ro 3. 8956 50871 
8 23 3. 2821 16715 23  3. 3124 18794 23 3. 3429 65383 23  3. 3737 58173 23 3. 404 7 98862 
9 l 2 6l 2. 8554 41542 26 2. 8851 1 6  769 26 2. 9150 65814 � 2 6l 2. 9452 90885 26 2. 9757 94205 

10 29 2. 4842 34142 29 2. 5129 36706 ( 2 9  2 .  5419 37390 29 2. 5712 38943 29 2. 6008 44135 
24 ( 70) 3. 5355 91351 ( 70) 3. 6344 25075 ( 70) 3. 7359 03403 ( 70) 3. 8400 93943 ( 70) 3. 9470 65953 

1/2 ( 1) 2. 9495 76241 ( 1) 2. 9512 70913 ( 1 )  2. 9529 64612 ( 1) 2. 9546 57341 ( 1) 2. 9563 49100 
1/3 9. 5464 02709 9. 5500 58934 9. 5537 12362 9. 5573 62998 9. 5610 10846 
1/4 5. 4310 00130 5. 4325 60090 5. 4341 18707 5. 4356 75984 5. 4372 31924 
1/5 3. 8717 19185 3. 8726 08827 3. 8734 97651 3. 8743 85661 3. 8752 72857 

I I I I n2 [(-g) l] n3 [(-�)4J n4 [(-�) 2J n5 [(-�) 1J 



' i1LEMENTARY ANALYTICAL METHODS 59 

POWERS AND ROOTS nk Table 3.1 
k 
1 875 876 877 878 879 2 7 65625 7 67376 7 69129 7 70884 72641 3 6699 21875 6722 21376 6745 26133 6768 36152 6791 51439 4 11  5. 8618 16406 ' 11)  5. 8886 59254 � 11) 5. 9155 94186 ( 11) 5. 9426 21415 ( 11) 5. 9697 41149 5 14 5. 1290 89355 : 14) 5. 1584 65506 14) 5. 1879 76101 ( 14l 5. 2176 21602 P4l 5. 2474 02470 6 17 4. 4879 53186 ' 17 ) 4. 5188 15784 ( 17l 4. 5498 55041 ( 17 4, 5810 71767 17  4. 6124 66771 7 20 3. 9269 59038 ' .2 0l 3. 9584 82626 ( 20  3. 9902 22871 ( 20l 4. 0221 81011 ( 20l 4. 0543 58292 8 23 3. 4360 89158 23  3. 4676 30781 ( 23) 3. 4994 25458 ( 23 3. 5314 74928 1 23  3. 5637 80938 9 1 26 3.  0065 78013 26 3. 0376 44564 � 26l 3. 0689 96127 ( 26l 3. 1006 34987 26l 3. 1325 63445 10 29 2.  6307 55 762 29) 2. 6609 76638 29 2. 6915 09603 ( 29 2. 7223 57518 29 2. 7535 23268 

24 ( 70) 4. 0568 90376 70) 4. 1696 39882 ( 70) 4. 2853 88904 ( 70) 4. 4042 13682 ( 70) 4. 5261 92303 
1/2 ( 1)  2. 9580 39892 1) 2. 9597 29717 ( 1)  2. 9614 18579 ( 1) 2. 9631 06478 ( 1 ) 2. 9647 93416 1/3 9. 5646 55914 9. 5682 98205 9, 5719 37725 9. 5755 74480 9, 5 792 084 75 1/4 5. 4387 86530 5, 4403 39803 5. 4418 91747 5, 4434 42365 5. 4449 91658 1/5 3. 8761 59242 3, 8770 44816 3. 8779 29583 3. 8788 1 3542 3. 8796 96696 

1 880 881 882 883 884 2 7 74400 7 76161 7 77924 7 79689 7 81456 3 6814 72000 6837 97841 6861 28968 6884 65387 6908 07104 4 ! 11)  5. 9969 53600 11 l 6. 0242 58979 ( 11) 6. 0516 57498 ( 11) 6. 0791 49367 ( 11) 6. 1067 34799 5 14 5. 2773 19168 14  5, 3073 72161 14) 5. 3375 61913 ( 14) 5. 3678 88891 1 14l 5. 3983 53563 
6 17 4. 6440 40868 17l 4. 6757 94874 17! 4. 7077 29607 ( 17l 4. 7398 45891 17  4. 7721 44549 
7 1 20 4. 0867 55964 20 4. 1193 75284 20 4. 1522 17514 ( 20  4, 1852 83922 20 4. 2185 75782 
8 23 3. 5963 45248 23l 3.  6291 69625 23  3. 6622 55847 1 23r. 6956 05703 1 23l 3. 7292 20991 
9 26 3. 1647 83818 26 3. 1972 98440 26 3. 2301 09657 26 3. 2632 19836 26 3. 2966 31356 

10 ( 29 2. 7850 09760 29) 2. 8168 19925 ( 29 ) 2 . 8489 56718 29 2. 8814 23115 29) 2. 9142 22119 
24 ( 70) 4. 6514 04745 70) 4. 7799 32920 ( 70) 4. 9118 60716 ( 70) 5. 0472 74047 ( 70) 5. 1862 60897 

1/2 ( 1) 2. 9664 79395 1)  2. 9681 64416 ( 1) 2. 9698 48481 ( 1)  2. 9715 31592 ( 1) 2. 9732 13749 
1/3 9. 5828 39714 9. 5864 682 04 9. 5900 93948 9. 5937 16954 9. 5973 37224 
1/4 5. 4465 39631 5. 4480 86284 5. 4496 31621 5. 4511 75645 5. 4527 18358 
1/5 3. 8805 79047 3. 8814 60596 3. 882 3 41346 3. 8832 21296 3. 8841 00450 

1 885 886 887 888 889 
2 7 83225 7 84996 7 86769 7 88544 7 90321 
3 6931 54125 6955 06456 6978 64103 7002 27072 7025 95369 
4 11 l 6. 1344 14006 ' 11) 6. 1621 87200 ! 11! 6. 1900 54594 1 1 1! 6. 2180 16399 ( 11) 6. 2460 72830 
5 14 5. 4289 56396 ' 14) 5. 4596 97859 14 5. 4905 78425 14 5, 5215 98563 14  5, 5527 58746 
6 17 4. 8046 26410 I 17l 4, 8372 92303 17 4. 8701 43063 17  4. 9031 79524 17 4. 9364 02525 7 20! 4. 2520 94373 ' 20  4. 2858 40981 1 20r· 3198 16896 1 20l 4. 3540 23417 20 4. 3884 61845 8 23 3. 7631 03520 ' 23! 3. 7972 55109 23  3. 8316 77587 23 3. 8663 72794 23  3. 9013 42580 9 26 3. 3303 46615 I 26 3, 3643 68027 26 3. 3986 98020 1 26l 3. 4333 39041 26 3. 4682 93554 10 ( 29 2. 9473 56754 ' 29 2. 9808 30072 29) 3. 0146 45144 29 3. 0488 05069 29 3. 0833 12969 

24 ( 70) 5. 3289 11365 70) 5. 4753 17719 ( 70) 5. 6255 74442 ( 70) 5. 7797 78281 ( 70) :. 9380 28303 
1/2 ( 1)  2. 9748 94956 1) 2. 9765 75213 ( 1)  2. 9782 54522 ( 1)  2. 9799 32885 ( 1)  2. 9816 10303 1/3 9, 6009 54766 9. 6045 69584 9. 6081 81682 9. 6117 91067 9. 6153 97744 
1/4 5. 4542 59763 5. 4557 99862 5. 4573 38658 5. 4588 76153 5. 4604 12350 
1/5 3. 8849 78808 3. 8858 56373 3. 8867 33146 3. 8876 09128 3. 8884 84321 

1 890 891 892 893 894 
2 7 92100 7 93881 7 95664 7 97449 7 99236 
3 7049 69000 7073 47971 7097 32288 7121 21957 7145 16984 
4 11 6. 2742 24100 I ll 6. 3024 70422 1 11)  6. 3308 12009 ( 1 1l 6. 3592 49076 11 6. 3877 81837 
5 14 5. 5840 59449 ' 14 5. 6155 01146 14 5. 6470 84312 ( 14 5. 6788 09425 14 5. 7106 76962 
6 17 4. 9698 12910 I 17  5. 0034 1 1521 17  5. 0371 99206 ( 17l 5. 0711 76816 17  5. 1053 45204 
7 20 4. 4231 33490 I 20 4. 4580 39665 20  4. 4931 81692 1 20 4. 5285 60897 20 4. 5641 78613 
8 23 3. 9365 88806 ' 23 3. 9721 13342 l 23  4 .  0079 18069 23l 4. 0440 04881 23  4. 0803 75680 
9 26 3. 5035 64037 ' 26 3. 5391 52987 26 3.  5750 62918 � 26 3. 6112 96359 26l 3. 6478 55858 

10 29 3. 1181 71993 ' 29 3. 1 533 85312 29 3. 1889 56123 29) 3. 2248 87648 29 3. 2611 83137 
24 ( 70) 6. 1004 25945 70) 6. 26 70 75070 ( 70) 6. 4380 82017 ( 70) 6. 6135 55666 ( 70) 6. 7936 07487 

1/2 ( 1) 2. 9832 86778 1)  2. 9849 62311 ( 1) 2. 9866 36905 ( 1) 2. 9883 10559 ( 1) 2. 9899 83278 1/3 9, 6190 01716 9, 6226 02990 9, 6262 01570 9. 6297 97462 9, 6333 90671 
1/4 5. 4619 4 7252 5. 4634 80860 5, 4650 13179 5. 4665 44210 5. 4680 73955 
1/5 3. 8893 58728 3. 8902 32348 3. 8911  05185 3. 8919 77239 3. 8928 48512 

1 895 896 897 898 899 
2 8 01025 8 02816 8 04609 8 06404 8 08201 
3 7169 17375 7193 23136 7217 34273 7241 50792 7265 72699 4 11 6. 4164 10506 ' 11l 6, 4451 35299 ( 11 6. 4 739 56429 1 1 1 )  6. 5028 74112 11 l 6. 5318 88564 5 14 5. 7426 87403 14 5. 7748 41228 p4 5. 8071 38917 14l 5. 8395 80953 14 5. 8721 67819 6 17 5. 1397 05226 ' 17! 5. 1742 57740 17 5. 2090 03608 17 5. 2439 43696 17! 5, 2790 78869 7 20 4. 6000 36177 ' 20 4. 6361 34935 ( 20 4. 6724 76237 1 20! 4. 7090 61439 20  4. 7458 91904 8 23 4. 1170 32378 23  4. 1539 76902 r3 4. 1912 1 1184 23 4. 2287 37172 23 4. 2665 56821 9 26 3. 6847 43979 ' 26l 3. 7219 63304 26 3. 7595 16432 26 3. 7974 05980 ( 26l 3. 8356 34582 

10 29 3. 2978 45861 29 3. 3348 79120 29 3. 3722 86240 ( 29) 3. 4100 70570 ( 29 3. 4482 35490 
24 ( 70) 6. 9783 51604 70) 7. 1 6  79 04854 ( 70) 7. 3623 86846 ( 70) 7. 5619 20026 ( 70) 7. 7666 29743 

1/2 ( 1) 2. 9916 55060 1)  2. 9933 25909 ( 1 )  2. 9949 95826 ( 1)  2. 9966 64813 ( 1)  2. 9983 32870 1/3 9, 6369 81200 9.  6405 69057 9 ,  6441 54244 9, 6477 36769 9.  6513 16634 1/4 5. 4696 02417 5, 4711 29599 5. 4 726 55504 5. 4741 80133 5. 4757 03489 1/5 3. 8937 19006 3. 8945 88722 3. 8954 57662 3, 8963 25828 3. 8971 93220 
I I I I n2 [( -.�) 1 J n3 [( -�)3] n4 [(-�) 2J ns [(-�) 1] 
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Table 3.1 

k 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10  
24 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10  
24  

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 

900 
8 10000 

7290 00000 
( 11) 6. 5610 00000 
( 14) 5. 9049 00000 
( 17) 5. 3144 10000 
( 20 )4. 7829 69000 !23!4. 3046 72100 

26 3. 8742 04890 
29 3. 4867 84401 

( 70) 7. 9766 44308 
( 1)  3. 0000 00000 

9. 6548 93846 
5. 4772 25575 
3. 8980 59841 

905 
8 19025 

7412 17625 
( 11 ) 6. 7080 19506 
( 14) 6. 0707 57653 
( 17) 5. 4940 356 76 l 20l 4. 9721 02287 
23  4. 4997 52570 
26 4. 0722 76076 
29 3. 6854 09848 

( 70) 9. 1109 96943 
( 1) 3. 0083 21791 

9. 6727 40271 
5. 4848 17035 
3. 9023 81426 

910 
8 28100 

7535 71000 
11 6. 8574 96100 
14 6. 2403 21451 
17 5. 6 786 92520 
20 5. 1676 10194 
23  4. 7025 25276 
26 4. 2792 98001 
29 3. 8941 611a1 

( 71) 1. 0399 04400 
( 1) 3. 0166 20626 

9. 6905 210a3 
5. 4923 77104 
3. 9066 a3951 

915 
a 37225 

7660 60a75 
11 ! 7. 0094 57006 
14 6. 4136 53161 
17 5. a6a4 92642 
20! 5. 3696 70767 
23  4. 9132 4a752 
26 4. 4956 2260a 
29) 4. 1134 946a7 

( 71) 1. 1a60 5a902 
( 1) 3. 024a 96692 

9. 7082 36a84 
5. 4999 060a3 
3. 9109 67606 

920 
8 46400 

77a6 aaooo 
11  7. 1639 29600 
14 6. 590a 15232 
17 6. 0635 50013 
20 5, 57a4 66012 
23  5. 1 321 aa731 
26 4. 7216 13633 
29) 4. 343a 84542 

( 71) 1. 3517 85726 
( 1) 3. 0331 5017a 

9. 725a aa262 
5, 5074 04268 
3. 9152 32576 

I 
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POWERS AND ROOTS n" 

901 
a 11a01 

7314 32701 
( 11) 6. 5902 Oa636 
( 14) 5. 9377 779a1 \ 17! 5. 3499 37961 
20 4. a202 94103 
23 4. 3430 a49a7 

( 26) 3. 9131 19573 
( 29) 3. 5257 20735 
( 70) a. 1920 95066 
( 1 )  3. 0016 66204 

9, 6584 6a409 
5. 47a7 46393 
3. a9a9 25692 

906 
a 20a36 

7436 77416 
11) 6. 7377 173a9 
14) 6. 1043 71954 
171 5. 5305 60991 
20 5. 0106 88258 
23  4. 5396 83561 
26 4. 1129 53307 
29 3. 7263 35696 

( 70) 9. 3557 09a44 
( 1) 3. 0099 a33a9 

9. 6763 01663 
5. 4a63 31551 
3. 9032 43449 

911 
a 29921 

7560 5a031 
11l 6. aa76 a8662 
14 6, 2746 84371 
17 5. 7162 37462 
20! 5. 2074 92328 
23 4. 7440 25511 
26 4. 321a 07241 

( 29 3. 9371 66396 
( 71) 1. 0676 79a52 
( 1) 3. 01a2 77655 

9. 6940 69425 
5. 493a a537a 
3. 9075 42186 

916 
a 39056 

7685 75296 
11l7. 0401 49711 
14 6. 44a7 77136 
17 5. 9070 79856 
20 5. 4108 85148 
23! 4. 9563 70796 
26 4. 5400 35649 
29 4. 1586 72654 

( 71) 1. 2175 62793 
( 1) 3. 0265 49190 

9. 7117 72294 
5. 5014 Oa174 
3. 911a 220a9 

921 
8 48241 

7a12 29961 ! 11  7. 1951 27941 
14 6. 6267 12833 
17 6. 1032 02520 
20 5. 6210 49521 � 23 5. 1769 a660a 
26 4. 7680 04666 
29 4. 3913 32298 

( 71) 1 .  3874 94035 
( 1) 3. 0347 9a1a1 

9. 7294 10a59 
5. 5089 00236 
3. 9160 a3344 

902 
a 13604 

7338 70a08 
( 11) 6. 6195 146aa 
( 14) 5. 9708 02249 
( 17) 5. 3a56 6362a l 20l4. as7a 6a593 

23 4. 3a17 97471 
26 3. 9523 81319 

( 29 3. 5650 47949 
( 70) a. 4131 16465 
( 1) 3. 0033 314a4 

9. 6620 40328 
5. 4802 65946 
3. 8997 90774 

907 
8 22649 

7461 42643 
11! 6. 7675 13772 
14 6. 1381 34991 
17 5. 5672 88437 
20! 5. 0495 30612 
23 4. 5799 24265 
26 4. 1539 91309 

( 29 3. 7676 70117 
( 70) 9. 606 7 14616 
( 1) 3. 0116 44069 

9. 6798 60436 
5. 4878 44813 
3. 9041 04712 

912 
a 31744 

75a5 50528 
( 11) 6. 9179 80815 
( 14 6. 3091 9a504 
( 17 5. 7539 89035 
( 20 5. 2476 3aooo ! 23 4. 7858 45856 
26 4. 3646 91421 
29) 3. 9a05 9a576 

( 71) 1. 0961 65476 
( 1 ) 3. 0199 33774 

9. 6976 15172 
5. 4953 92410 
3. 90a3 99668 

917 
a 40a89 

7710 95213 
( 11 7. 0709 43103 

14 6. 4a40 54a26 
17 5. 945a 78275 
20 5. 4523 70378 
23 4. 9998 23637 
26) 4. 5a4a 38275 

( 29 )4. 2042 9669a 
{ 71) 1. 2498 67732 
( 1) 3. 02a2 007a6 

9. 7153 05133 
5. 5029 09036 
3. 9126 75826 

922 
a 50084 

7a37 7744a 
11) 7. 2264 2a071 
14) 6, 6627 66681 
17) 6. 1430 70880 
20) 5. 6639 11351 
23\ 5. 2221 26266 
26 4. a14a 00417 
29 4. 4392 459a5 

( 71) 1. 4241 0530a 
( 1) 3. 0364 45290 

9. 7329 30906 
5. 5103 94986 
3. 9169 33373 

903 
a 15409 

7363 14327 
11! 6. 64a9 1a373 
14 6. 0039 73291 
17 5. 4215 a7a81 
20) 4. 8956 93857 
23) 4. 4208 11553 

( 26) 3. 9919 92832 
( 29) 3. 604 7 69527 
( 70) 8. 6398 46120 
( 1) 3. 0049 95840 

9. 6656 0960a 
5. 4a17 a4235 
3. 9006 55089 

908 
8 24464 

74a6 13312 { 11! 6. 7974 08873 
14 6. 1720 47257 
17 5. 6042 18909 ! 20) 5. 08a6 30769 
23! 4. 6204 76739 
26 4. 1953 92a79 

( 29 3. a094 16 734 
( 70) 9. a641 65a25 

( 1) 3. 0133 03a35 
9. 6834 16593 
5. 4893 56824 
3. 9049 65216 

913 
a 33569 

7610 48497 ! 11)  6. 94a3 72778 
14) 6. 343a 64346 
17 ! 5. 7919 4a148 1 20 5. 2880 48659 
23  4. a279 a8426 
26) 4. 4079 53433 

( 29) 4. 0244 614a4 
( 71) 1. 1253 7a622 
( 1 ) 3. 0215 aa9a6 

9. 7011 5a327 
5. 496a 9a203 
3. 9092 56397 

918 
a 42724 

7736 20632 
11! 7. 1018 37402 
14 6. 5194 a6735 
17  5. 9848 aaa23 
20 5. 4941 27939 
23) 5. 0436 0944a 
26) 4. 6300 33473 

( 29) 4. 2503 70729 
( 71) 1. 2a29 931a3 
( 1) 3. 029a 51482 

9. 71aa 35404 
5. 5044 086 71 
3. 9135 2aa19 

923 
8 51929 

7a63 30467 
( 11 7. 257a 30210 1 14 6. 6989 772a4 

17 6. 1831 56033 
20  5. 7070 53019 � 23 5. 2676 09936 
26 4. a620 03971 
29) 4. 4876 29665 

( 71) 1. 4616 41363 
( 1)  3. 0380 91506 

9. 7364 4a410 
5. 511a aa520 
3. 9177 82664 

904 
8 17216 

73a7 63264 
{ 11) 6. 67a4 19907 
( 14) 6. 0372 91596 

17) 5. 4577 11602 
20) 4. 9337 712a9 
23) 4. 4601 29245 
26) 4. 0319 56837 
29) 3. 6448 8a9a1 

( 70) a. a124 24aa8 
( 1 )  3. 0066 59276 

9, 6691 76254 
5. 4833 01264 
3. 9015 18640 

909 
8 26281 

7510 89429 
( 11) 6. 8274 02910 
( 14) 6. 2061 09245 \ 17) 5. 6413 53304 

20) 5. 1279 90153 
23) 4. 6613  43049 

( 26) 4. 2371 60832 
( 29) 3. a515 79196 
( 71) 1. 012a 22166 
( 1) 3. 0149 62686 

9. 6869 70141 
5. 4908 6 7587 
3. 9058 24962 

914 
a 35396 

7635 51944 
( 11) 6. 9788 6476a 
( 14) 6. 37a6 a2398 1 17! 5. 8301 15712 

20 5. 3287 25761 
23 4. a704 55345 

( 26) 4. 4515 96186 
( 29) 4. 06a7 5a914 
( 71) 1. 1553 37042 
( 1)  3. 0232 43292 

9. 7046 98896 
5. 49a4 02760 
3. 9101 12376 

919 
a 44561 

7761 51559 ! 11! 7. 132a 32a27 
14 6. 5550 7336a 
17 6. 0241 12425 

( 20! 5. 5361 59319 
( 23 5. Oa77 30414 
( 26 4. 6756 24251 
( 29 4. 2968 98686 
( 71) 1. 3169 59057 
( 1 )  3. 0315 0127a 

9. 7223 63112 
5, 5059 070a1 
3. 9143 a106a 

924 
a 53776 

7a8a a9024 
( 11) 7. 2893 345a2 
( 14) 6. 7353 45154 � 17) 6. 2234 58922 
20) 5. 7504 76044 
23! 5. 3134 39a64 

( 26 4. 9096 1a435 
( 29 4. 5364 a7434 
( 71) 1. 5001 2451a 
( 1)  3. 0397 36831 

9. 7399 63373 
5. 5133 80a42 
3. 91a6 31220 

n2 [(-g) 1] 
I 

n3 [ ( -�)3] 
I 

n4 [ ( -�)2] 
I 

n5[(-�) 1J 
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9 
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7 
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10  
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1/3 
1/4 
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2 
3 
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925 
8 55625 

7914 53125 
11)  7. 3209 41406 
14) 6. 7718 70801 
17) 6. 2639 80491 
20) 5. 7941 81954 
23) 5. 3596 18307 

( 26) 4. 9576 46934 
( 29) 4. 5858 23414 
( 71) 1. 5395 77607 
( 1 )  3. 0413 81265 

9. 7434 75802 
5. 5148 71952 
3. 9194 79042 

930 
8 64900 

8043 57000 
( 11) 7. 4805 20100 
( 14) 6. 9568 83693 
( 17 6. 4699 01834 
( 20 6. 0170 08706 i 23 5. 5958 18097 

26 5. 2041 10830 
29 4. 8398 23072 

( 71) 1 .  7522 28603 
( 1 )  3. 0495 90136 

9. 7610 00077 
5. 5223 09423 
3. 9237 07185 

935 
8 74225 

8174 00375 
( 11)  7. 6426 93506 
( 14) 7. 1459 18428 ! 17) 6. 6814 33731 

2 0! 6. 2471 40538 
2 3  5. 8410 76403 
26 5. 4614 06437 

( 29 5. 1064 15018 
( 71) 1. 9928 68584 
( 1) 3. 0577 76970 

9. 7784 61652 
5. 5297 16964 
3. 9279 17180 

940 
8 83600 

8305 84000 \ 11  7. 8074 89600 
14  7 .  3390 40224 
17  6. 8986 978ll 1 20 6. 4847 75942 
2 3  6. 0956 89385 
26  5. 7299 48022 
29) 5. 3861 51141 

( 11) 2. 2650 01461 
( 1 )  3. 0659 41943 

9. 7958 61087 
5. 5370 94855 
3. 9321 09204 

945 
8 93025 

8439 08625 
1 1  7. 9749 36506 
14 7. 5363 14998 
17  7. 1218 176 73 
20 6. 7301 17701 
23 6. 3599 61228 
26) 6. 0101 63360 
29) 5. 6796 04376 

( 71 )  2. 5725 47511 
( 1)  3. 0740 85230 

9. 8131 98931 
5. 5444 43371 
3. 9362 83427 
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POWERS AND ROOTS nk 

926 
8 57476 

7940 22776 
( 11)  7. 3526 50906 
( 14) 6. 8085 54739 
( 17) 6. 3047 21688 
( 20) 5. 8381 72283 
( 23) 5. 4061 47534 
( 26) 5. 0060 92617 
( 29) 4. 6356 41763 
( 71) 1. 5800 23988 
I 1)  3. 0430 24811 

9. 7469 85700 
5. 5163 61854 
3. 9203 26131 

931 
8 66761 

8069 54491 
I 11  7. 5127 46311 
I 14 6. 9943 66816 
I 17  6, 5117 55505 
I 2 0  6. 0624 44376 
I 2 3  5. 6441 35714 
' 26  5. 2546 90349 
I 29 4. 8921 16715 
' 71) 1. 7980 10997 

1) 3. 0512 29260 
9. 7644 97390 
5. 5237 93317 
3. 9245 50630 

936 
8 76096 

8200 25856 
' 11) 7. 6754 42012 
14) 7. 1842 13723 

: 17) 6. 7244 24045 
' 20) 6. 2940 60906 
' 23) 5. 8912 41008 
: 26) 5. 5142 01584 
: 29) 5. 1612 92682 
: 71) 2.  0446 56558 

1)  3. 0594 1 1708 
9.  7819 46493 
5. 5311 94905 
3. 9287 57017 

941 
8 85481 

8332 37621 
( 11 7. 8407 66014 
( 14 7. 3781 60819 
( 17 6. 9428 49330 
( 20 6. 5332 21220 \ 2 3  6. 1477 61168 

26  5. 7850 43259 
29  5. 4437 25707 

( 71) 2 .  3235 44328 
( 1 )  3. 0675 72330 

9. 7993 33566 
5. 5 385 66899 
3. 9329 4546 7 

946 8 94916 
8465 90536 

( 1 1l 8. 0087 46471 \ 14 7. 5762 74161 
17  7. 1671 55356 
2 0  6. 7801 28967 l 2 3l 6. 4140 02003 
26  6. 0676 45895 
29 s. 7399 93016 

( 71 )  2.  6386 83331 
( 1 )  3. 0757 ll300 

9. 8166 59156 
5. 5459 09574 
3, 9371 16151 

I 

927 
8 59329 

7965 97983 
( 11 7. 3844 63302 
( 14 6. 8453 97481 
( 17 6. 3456 83465 
( 20 5. 8824 485 72 
( 23 5. 4530 29826 
( 26) 5. 0549 58649 
( 29) 4. 6859 46668 
( 71) 1. 6214 87554 
( 1)  3. 0446 67470 

9. 7504 93072 
5. 5178 50550 
3. 9211 72488 

932 
8 68624 

8095 57568 
( 11) 7. 5450 76534 
( 14) 7. 0320 11329 
( 17! 6. 5538 34559 
( 20 6. 1081 73809 
( 23 5. 6928 17990 
( 26) 5. 305 7 0636 7 
( 29) 4. 9449 18334 
( 71) 1. 8449 38512 
( 1)  3. 0528 67504 

9. 7679 92199 
5. 5252 76015 
3. 9253 93351 

937 
8 77969 

8226 56953 
( 11) 7. 7082 95650 
( 14) 7. 2226 73024 
( 17) 6. 7676 44623 i 20l 6. 3412 83012 

23 5. 9417 82182 
26) 5. 5674 49905 

( 29) 5. 216 7 00561 
( 71) 2. 0977 32860 
( 1) 3. 0610 45573 

9. 7854 28852 
5. 5326 71663 
3. 9295 96137 

942 
8 87364 

8358 96888 
( 11)  7. 8741 48685 
( 14) 7. 4174 48061 
( 17).1>. 9872 36074 ! 20) 6. 5819 76381 

23) 6. 2002 21751 
26) 5. 8406 08890 
29) 5. 5018 53574 

( 71)  2. 3835 35733 
( 1)  3. 0692 01851 

9. 8028 03585 
5. 5400 37771 
3. 9337 81020 

947 
8 96809 

8492 78123 
11l 8. 0426 63825 
14 7. 6164 02642 
17  7. 2127 33302 
2 0  6. 8304 58437 
2 3! 6. 4684 44140 
26  6. 1256 16600 
29  5. 8009 58921 

( 71)  2. 7064 46809 
( 1)  3. 0773 36511 

9. 8201 16944 
5. 5473 74614 
3. 9379 48170 

I 

928 
8 61184 

7991 78752 
( 11) 7. 4163 78819 
( 14l 6. 8823 99544 
( 17 6. 3868 66 776 
( 20! 5. 9270 12369 
( 23 5.  5002 67478 
( 26 5. 1 042 48220 
( 29) 4. 7367 42348 
( 71) 1 .  6639 92748 
( 1) 3. 0463 09242 

9. 7539 97922 
5. 5193 38042 
3 .  9220 18115 

933 
8 70489 

8121 66237 
( 11) 7. 5775 10991 
( 14) 7 . 0698 17755 
( 17) 6. 5961 39965 
( 20) 6. 1541 98588 
( 23) 5, 7418 67282 
( 26) 5. 3571 62174 
( 29) 4. 9982 32309 
( 71)  1. 8930 38514 
( 1)  3. 0545 04870 

9. 7714 84510 
5. 5267 57521 
3. 9262 35348 

938 
8 79844 

8252 93672 
( 11) 7. 7412 54643 
( 14) 7. 2612 96855 
( 17l 6. 8110 96450 
( 20 6. 3888 08471 
( 23) 5. 9927 02345 
( 26) 5. 6211 54800 
( 29) 5. 2726 43202 
( 71) 2. 1521 28115 
( 1)  3. 0626 78566 

9. 7889 08735 
5. 5341 47239 
3. 9304 34540 

943 
8 89249 

8385 61807 
( 11 ) 7. 9076 37840 
( 14) 7. 4569 02483 
( 17) 7. 0318 59042 
( 20! 6. 6310 43076 
( 23 6. 2530 73621 
( 26 5. 8966 48424 
( 29) 5. 5605 39464 
( 71) 2. 4450 09921 
( 1) 3. 0708 30507 

9. 8062 71149 
5. 5415 07472 
3. 9346 15863 

948 
8 98704 

8519 71392 
( 11) 8. 0766 88_796 
( 14) 7. 6567 00979 
( 17) 7. 2585 52528 1 20! 6. 8811 07796 

2 3  6. 5232 90191 
26 6. 1840 79101 
29) 5. 8625 06988 

( 71) 2. 7758 76218 
( 1)  3. 0789 60864 

9. 8235 72299 
5. 5488 38494 
3. 9387 79487 

I 

Table 3.1 

929 
8 63041 

8017 65089 
( 11) 7. 4483 97677 
( 14) 6. 9195 61442 
( 17) 6. 4282 72579 
( 20) 5. 9718 65226 
( 23) 5. 5478 62795 
( 26) 5. 1539 64537 
( 29) 4. 7880 33055 
( 71) 1. 7075 64573 
( 1)  3. 0479 50131 

9. 7575 00256 
5. 5208 24332 
3. 9228 63013 

934 
8 72356 

8147 80504 
( 11! 7. 6100 49907 
( 14 7. 1077 86613 
( 17 6. 6386 72697 
( 20l 6. 2005 20299 
( 2 3  5. 7912 85959 
( 26  5. 4090 61086 
( 29 5. 0520 63054 
( 71) 1.  9423 38996 
( 1)  3. 0561 41358 

9. 7749 74326 
5. 5282 37837 
3. 9270 76625 

939 
8 81721 

8279 36019 
( 11 ) 7. 7743 19218 
( 14) 7. 3000 85746 
( 17l 6. 8547 80516 
( 20 6. 4366 38904 
( 23! 6. 0440 03931 
( 26 5. 6753 19691 
( 29 5. 3291 25190 
( 71) 2. 2078 73640 
( 1) 3. 0643 10689 

9.  7923 86145 
5. 5356 21636 
3. 9312 72229 

944 
8 91136 

8412 32384 
( 1 1 ) 7. 9412 33705 
( 14! 7. 4965 24617 
( 17 7. 0767 19239 
( 2 0  6. 6804 22962 
( 2 3! 6. 3063 19276 
( 26 5. 9531 65396 
( 29 5. 6197 88134 
( 71 ) 2 . 5080 01911 
( 1)  3. 0724 58299 

9. 8091 36263 
5. 5429 76005 
3. 9354 49998 

949 
9 00601 

8546 70349 
( 11 8. 1 108 21612 
( 14 7. 6971 69710 1 17  7. 3046 14055 

2 0  6. 9320 78738 
23 6. 5785 42722 

( 26) 6. 2430 37043 
( 29) 5. 9246 42154 
( 71) 2.  8470 10693 
( 1)  3. o8o�; 84360 

9. 8270 25224 
5. 5503 01217 
3. 9396 10103 n2 [(- g) IJ n3 [(-�)3] n4 [(-�)2J n3 [( -�) 9] 
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Table 3.1 
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8 
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3 
4 
5 
6 
7 
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7 
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1/4 
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1 
2 
3 
4 
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6 
7 
8 
9 

10 
24 

1/2 
1/3 
1/4 
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950 
02500 

8573 75000 
( 11) 8. 1450 62500 
( 14)7 .  7378 09375 
( 17) 7. 3509 18906 
( 20) 6. 9833 72961 
( 23) 6, 6342 04313 
( 26) 6. 3024 94097 
( 29) 5. 9873 69392 
( 71) 2. 9198 90243 
( 1) 3. 0822 07001 

9. 8304 75725 
5. 5517 62784 
3. 9404 40019 

955 
9 12025 

8709 B3875 
( 11) 8. 3178 96006 
( 14) 7, 9435 90686 
( 17)7 .  5861 29105 
( 20) 7. 2447 53295 
( 23) 6. 9187 39397 
( 26) 6. 6073 96124 
( 29) 6. 3100 63299 
( 71) 3. 3119 28238 
( 1) 3. 0903 07428 

9. 8476 92005 
5. 5590 5 3362 
3. 9445 79145 

960 
9 21600 

8847 36000 
( 11l 8. 4934 65600 ! 14 8. 1537 26976 
17 7. 8275 77897 
20) 7. 5144 747B1 

( 23) 7 .  2138 95790 
( 26) 6. 9253 39958 
( 29) 6. 6483 26360 
( 71 ) 3. 7541 32467 
( 1) 3. 0983 86677 

9, 8648 48297 
5.  5663 15367 
3. 9487 00972 

965 
9 31225 

8986 32125 
( 11) a. 6718 oooo6 
14  a. 3682 87006 
11 a. 0753 96961 
20 7. 7927 5806 7 
23 7. 5200 11535 
26 7. 2568 1 1131 

( 29 7. 0028 22742 
( 71) 4. 2526 09649 
( l) 3. 1 064 44913 

9. 8819 45122 
5. 5735 49061 
3. 9528 05659 

970 
9 40900 

9126 73000 
( 11)  a. 8529 281oo 
( 14) a. 5873 40257 

17l a. 3297 20049 
2 0  a. 0798 28448 
23! 7. a374 33594 
26 7. 6023 105B7 
29 7. 3742 41269 

( 71) 4. a141 72219 
( 1) 3. 1144 B2300 

9. 8989 B2992 
5. 5B07 5469B 
3. 956B 9336B 
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POWERS AND ROOTS nk 

951 
9 04401 

B600 B5351 
( 11) B. 1794 116BB 
( 14) 7 .  77B6 20515 
( 17) 7. 397 4 6B11 0 
( 20) 7. 0349 92173 
( 23) 6, 6902 77556 
( 26) 6. 3624 53956 
( 29) 6. 0506 93712 
( 71) 2. 9945 55775 
( 1) 3 .  OB3B 2B7B9 

9. B339 23B05 
5. 5532 2319B 
3. 9412 69236 

956 
13936 

B737 22816 
( 11) 8. 3527 90121 
( 14) 7, 9B52 67356 
( 17 7.  6339 15592 
( 20 7. 29BO 23306 
( 23 6. 9769 102BO 
( 26 6. 6699 2622B 
( 29 6. 3764 49474 
( 71) 3. 3961 6994B 
( 1) 3. 0919 24967 

9.  B511 28046 
5. 5605 08040 
3. 9454 04B89 

961 
9 23521 

8B75 03681 
( 11) B. 52B9 10374 
( 14) B. 1962 82870 
( 17) 7. 8766 27B38 1 2 0l 7. 5694 39352 
23 7. 2742 31217 
2 6  6. 9905 36200 

( 29 6. 7179 052B8 
( 71) 3. B491 18699 
( 1) 3.  1000 00000 

9. B6B2 72403 
5. 5677 64363 
3. 9495 23275 

966 
9 33156 

9014 28696 
( 11 ! 8. 707B 01203 
( 14 B. 4117 35962 
( 17) B. 1257 36940 i 20) 7. B494 61B84 
231 7. 5825 80180 
26 7. 324 7 72454 
29 7. 0757 30190 

( 71) 4. 3596 44069 
( 1)  3. lOBO 54054 

9. 9853 57396 
5. 5749 92425 
3. 9536 24554 

971 
9 42B41 

9154 98611 
( 11 B. 8894 91513 
( 14  8. 6316 96259 
( 17 8. 3B13 7706 7 
( 20 8. 13B3 17132 
( 23 7. 9023 05936 
( 26 7. 6731 39063 
( 29 7. 4506 18031 
( 71) 4. 9347 08664 
( l) 3. 1160 87290 

9. 9023 83537 
5.  5B21 92482 
3. 9577 08886 

1 

952 
9 06304 

B628 01408 
( 11l B. 213B 69404 
( 14 7. 8196 03673 
( 17 7. 4442 62696 
! 2 0l 7. 0869 380B7 

23 6. 7467 65059 
26 6. 4229 20336 

( 29 6. 1146 20160 
( 71) 3. 0710 49109 
( 1)  3. 0854 49724 
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. Logarithmic Function 

Integral Representation 

r· at  ln  z= J 1  t 
i y  

0 

Z :  X +  i y  

FIGuRE 4. 1 .  Branch cut for ln z and t'. 
(a not an integer or ze ro.) 

where the path of integration does not pass 
through the origin or cross the negative real 
axis. ln z is a single-valued function, regular in 
the z-plane cut along the negative real axis, real 
when z is positive. 
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.
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.

3 

r= (x2+y2)l, x=r cos 8, y=r sin 8, 

O=arctan '!!... 
X 

The general logarithmic function is the many
valued function Ln z defined by 
4

.

1

.

4 
r· at Ln z= J 1 t 

where the path does not pass through the origin. 
4

.

1

.

5 

Ln (ret8) =ln (re19) +2k?ri=ln r+i(0+2br), 

k being an arbitrary integer. In z is said to be the 
principal branch of Ln z. 

Logarithmic Identities 4

.

1

.

6 

(i.e . ,  every value of Ln (z1z2 ) is one of the values 
of Ln z1+Ln z2 . )  4

.

1

.

7 

4

.

1

.

9 

4

.

1

.

10 

4

.

1

.

11 

4

.

1

.

12 

4

.

1

.

13 

4

.

1

.

14 

ln (z 1z2) =ln z1 +ln z2 
(-?r<arg z 1+arg Z2 �1r) 

ln z1=ln z 1-ln z2 z2 
(-1r<arg z1-arg z2� 1r) 

(n integer) 

ln zn=n ln z 
(n integer, -1r<n arg z�1r) 

Special Values (see chapter 1) 

ln 1=0 
ln 0 = - co 

ln (-1 ) =1ri 4

.

1

.

15 

In ( ± i) = ±vi 4

.

1

.

16 

In e = 1 ,  e is the real number such that 
re dt= 1 

J l  t 
4

.

1

.

17 

e =lim (1+!)n =2.71828 18284 . . .  
n-+«> n 

4

.

1

.

18 

4

.

1

.

19 

4

.

1

.

20 

4

.

1

.

21 

Logarithms to Genernl Base 

loga z=ln zjln ,a, 

1 1ogb z oga z =logb a 

1 loga b=1-ogo a 

log6 z=ln z 4

.

1

.

22 

log10 z=ln zjln 10=log10 e ln z 

(see 

4

.

2

.

2 1) 

=(.43429 44819 . . .  ) ln z 

67 
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.

1

.

23 

ln z=ln 10 log10 z= (2.30258 50929 . . .  ) log10 z 

(log, x=ln x, called natural, N apierian, or hyper-
bolic logarithms ; log10 x, called common or Briggs 
logarithms.) 

Series Expansions 4

.

1

.

24 

ln ( l+z)= z-!z2+tz3- • • •  
( / z / � 1  and z ¢-1 ) 4

.

1

.

25 

ln z=C z 1)+� C  z 1Y+�C� 1Y+ . . . 
(&lz�!) 4

.

1

.

26 

ln z= (z-1)-!(z- 1)2+t(z- 1)3- • • •  
( / z-1 / � 1 , z¢ 0) 4

.

1

.

27 

ln z=2 [C:�D+�G�D3+� G��Y+ . . .J 
(iJfz� O, z¢0) 

4

.

1

.

28 

ln G�D=2 G+3�3+5�s+ . .  .) 
( / z l� 1 ,  z¢ ± 1 ) 4

.

1

.

29 

ln (z+a)=ln a+2 [ (2a�z)+� (2a�zY 
+� (2a�zY+ · · .J 
(a>O, &lz� -a¢z) 

Limiting Values 4

.

1

.

30 

lim x-a ln x=O 
(a constant, .c?la>O) 4

.

1

.

31 

lim xa ln x=O 
(a constant, .c?la>O) 4

.

1

.

32 

lim (i: -k
1 -ln m)=-y (Euler's constant) 

m�., k=l 

4

.

1

.

33 

4

.

1

.

34 

= .57721 56649 0 0 0 
(see chapters 

I

, 

6 

and 

23) 

Inequalities 

X 
1 +x <In (l+x)<x 

(x>- 1 , x¢0) 

x< -In ( 1-x)< 1 
x 
x 
(x<1 ,  , x¢0) 

4

.

1

.

35 

4

.

1

.

36 

4

.

1

.

37 

4

.

1

.

38 

4

.

1

.

39 

4

.

1

.

40 

4

.

1

.

41 

3x Jln (1 --x) J< -2 (O<x� .5828) 

ln x�x- 1 (x>O) 
In x� n(x11n- 1) for any positive n 

(x>O) 
Jln (l+z) j �; -ln (1- /z / )  ( / z /<1) 

Continued Fractions 

z z z 4z 4z 9z ln ( l+z)=1 +  2+� 3+ 4+ 5+ 6+ · · · 

( z in the plane cut from - 1  to - co ) 

ln c1 +z)= 2 ::� �  4z2 9z2 0 • •  
1- z  1-- 3- 5- 7-

(z i n  the cut plane o f  Figure 4.7 . ) 
Polynomial Approximations 2 

11 ,::; x�.VlO 
" 10 

log10 x=att +a3t3+E(x) , t= (x-1 )/(x+ 1) 

jE (x) j �6X 10-4 

a�= .86304 aa= .36415 
4

.

1

.

42 

log10 x=ad+aat3+asts+a7t7+a9t9+E(x) 
t= (x- 1)/(x+ 1) 

4

.

1

.

43 

/ E (x) 1 � w-7 

a�= .86859 1718 
a3= .28933 5524 
as= .17752 2071 

a7= .09437 6476 
a9= .19133 7714 

o:s:x� 1 

/ E (x) 1 � 1 x w-s 

a1 = . 99949 556 
a2=- .49190 896 
a3= .28947 478 

a4= - . 13606 275 
as= .03215 845 

2 The approximations 4.1.·H to 4.1.44 are from C. Hast
ings, Jr. ,  Approximations for digital c�mputers: :rrinceton 
,Univ. Press, Princeton, N.J., 1955 (with permissiOn) . 



ELE:MENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 4

.

1

.

44 

ln (1 +x) =aix+a2x2+a3x3+a4x4-t-a5x5+a6x6 

4

.

1

.

52 

4

.

1

.

53 
f dz -1 - =1n 1n z z n z 

69 

+a7x7 +a8x8+E (x) 

/ E (x) / � 3X10-8 
Jln [ z+(z2± 1)l] dz=z 1n [z+ (z2± 1) !]- (z2 ± I )i 

a1 = . 99999 64239 a2= - .  49987 41238 
a3= . 33 1 79 90258 
a4= -. 24073 38084 

ao= . 16765 4071 1  
as= -- . 09532 93897 a1= . 03608 84937 
a8= -- . 00645 35442 

Approximation in Terms of Chebynhev Polynomials a 4

.

1

.

45 

Tn*(x)= cos n8, cos 0=2x- 1 ( see chapter 
22) 

ln (l+x)=i: AnT,.*(x) n=O 

n n 
0 . 37645 2813 
1 . 34314 5750 
2 - .  02943 7252 
3 . 00336 7089 
4 - .  00043 3276 
5 . 00005 94 7 1  

6 - .  00000 8503 
7 . 00000 1250 
8 -. 00000 0 188 
9 . 00000 0029 

4

.

1

.

46 

4

.

1

.

47 

4

.

1

.

48 

4

.

1

.

49 

4

.

1

.

50 

10 - .  00000 0004 
1 1  . 00000 0001 

Differentiation F orrn ulas 

d 1 - 1n z=dz z 

Integration Formulas 

f dz 
-z=ln z 

Jln z dz= z  In z ·-z 

f z n+ i zn+i zn 1n z dz= n+ 1 ln z- (n+ 1)2 
4

.

1

.

51 

f zn+ i (ln z)"' zn (In z)"' dz 
n+ 1 

(n� - 1 , n integer) 

4

.

1

.

54 

Definite Integrals 4

.

1

.

55 

4

.

1

.

56 

4

.

1

.

57 f" dt - . Jo ln t-h (x) (see 

5

.

1

.

3) 

4

.

2

. Exponential Function 

;Series Expansion 
4

.

2

.

1 

z z2 z3 e"=exp z= 1+1 1+2 1+31+ · · · (z=x+iy) 

where e is the real number defined in 

4

.

1

.

16 

Fundamental Properties 4

.

2

.

2 

Ln (exp z)= z+2k?ri (k any integer) 4

.

2

.

3 

4

.

2

.

4 

4

.

2

.

5 

4

.

2

.

6 

4

.

2

.

7 

ln (exp z) =z (-1r<:fz�1r) 

exp (ln z) = exp (Ln z) = z 

d 
dz exp z=exp z 

Definition of General Powers 

If N=a•, then z=Loga N 

a•=exp (z 1n c�) 4

.

2

.

8 

If a= /a/ exp (i arg a) ( - 1r<:arg a�1r) 4

.

2

.

9 

4

.

2

.

10 

4

.

2

.

11 

/a"/ = /a/"e-11 arg a 
arg (a")=y ln /a / +x arg a 

Ln a•= z ln a for one of the values of Ln a• 
3 The approximation 4.1.45 is fro m C. W. Glenshaw, 1 1 ( 1 d · · ) Polynomial approximations to elementary functions, 

4

.

2

.

12 

n a"=x n a a rea an positive 
Math. Tables Aids Comp. 8, 1 43-147 ( 1954) (with per-
mission) . 

4

.

2

.

13 

/e" /=e" 
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4.2.14 

4.2.15 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

arg (e") =y 

a'JaZz=azJ+Zz 

( - 7T <arg a+ arg b $; 1r) 

2.0 / 
I 6 eK 

1 .2 

.8 

/ 

-.8 

-1.2 

·-· 

/ / / 

' '" 

FIGURE 4.2 . Logarithmic and exponential junctions. 

4.2.17 

4.2.18 

4.2.19 

Periodic Property 

e•+2rk1 = e• (k any integer) 

Exponential Identities 

The restriction ( - 7T<./z1 S 7T) can be removed 
if Z2 is an integer. 

Limiting Values 

4.2.20 
lim z"e- •=o (jarg zi s !7T-.:<!1r, a constant) JzJ� oo 

4.2.21 lim (1 +  z )m=e• m�oo m 

Special Values (see chapter 1) 

4.2.22 e=2.71828 18284 . .  
4.2.23 e0= 1  
4.2.24 e"' co 

4.2.25 e-"' = 0  
4.2.26 e:l:::.-i= - 1  

4.2.27 
:l:::� 

e 2 = ± i 
4.2.28 e2 .. k'= 1  (k any integer) 

Exponential Inequalities 

If x is real and different from zero 

4.2.29 

4.2.30 

4.2.31 

4.2.32 

4.2.33 

4.2.34 

4.2.35 

X 
e -l-x<1-z<e-x (z<1 )  

ex>l +z 
1 ex<1_=z (z<l)  

X 1 +z <(1-E�-z)<x (x>- 1)  

x< (ex- 1) <-x- (x<l)  1-x 
X 

l +x>E�l+x (x>- 1) 
xn ex>1 +-; (n>O, x>O) n .  

4.2.36 ex>(l +�Y>ex��� (x>o, y>O) 

4.2.37 e -z<l-� (O<xs 1 .5936) 

4.2.38 

4.2.39 

1 7 4! z l< l e'- l i<4J zl (O<I zl <1)  

Continued Fractions 

4.2.40 z 1 z z z z z z e = 1 - 1 +  2- 3 +  2- 5 +  2- · · · ( J z l< co ) 

z z z z z z z = l + 1 - 2+ 3- 2+ 5- 2+ 7- . . .  

4.2.41 ·- - zn n!z z (n+ 1)z 2z (n+2)z az e en-l(z)-n!- (n+ l) + (n+2)- (n+3) + (n+4)- (n+ 5) + (n+6)- . . . ( J z l< (X) )  
(For en(z) see 6.5.11) 
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.

2

.

42 

e2a arctan �= 1 +
� a2+ 1  ��2+4 a2+9 
z-a+ 3z+ liz +  7z+ · · · 

(z in the cut pl1we of Figure 4.4.) 
4

.

2

.

43 Polynomial Approximutions 1 

O � x�ln 2 = .693 . . . 

l e (x) I �  3X 10-1 

at= - .9664 a2= . 3536 4

.

2

.

44 

O� x�ln 2 

4

.

2

.

45 
a� = - .99986 84 
a2= .49829 26 

aa = -- . 15953 32 
a4= .02936 41  

e -x= 1 +a1x+a2x2+a3x3+a4x4+a5x5 
+a6x6+a1x1 +e(x) 

l e (x) I �2 X 10- 1 0  

a1 = - .  99999 99995 
a2= .49999 99206 
a3= - . 1 6666 53019 
a4= .04165 73475 4

.

2

.

46 5 

a5=-- .00830 1 3598 
a6= .00132 98820 
a7=-- .00014 13161 

lOx= ( 1  +atx+a2x2+aar+a4x4)2+e(x) 

l e (x) I � 7 X 10-4 

4

.

2

.

47 
a1 = 1 . 14991 96 
a2= .67743 23 

a3= .20800 30 
a4= . 12680 89 

lQX= (1  +a1x+a2X2+aax3+a4X4+ a5r 
+a6x6 +a1x1)2 +e(x) 

le(x) 1 <5 X w-s 
a1= l .  1 5 129 277603 
a2= . 66273 088429 
a3= . 25439 357484 
a4 = . 07295 1 73666 

a5= .  01742 1 1 1988 
a6= . 00255 491 796 
a1== . 00093 264267 

4 The approximations 4.2.43 to 4.�1.45 are from B. Carl
son, M. Goldstein, Rational approximation of functions, 
Los Alamos Scientific Laboratory LA-1943, Los Alamos, 
N. Mex., 1955 (with permission) . 

5 The approximations 4.2.46 to 4.2:.47 are from C. Hast
ings, Jr., Approximations for di!(ital eomputers. Princeton 
Univ. Press, Princeton, N.J., 1955 (with permission) . 

Approximations in Terms of Chebyshev Polynomials 6 4

.

2

.

48 

O �x � 1  
T�(x) =cos nO, cos 0=2x-- 1  (see chapter 

22) 

"' "' 
ex=� AnT�(x) e-x=� AnT�(x) 

n 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

4

.

2

.

49 

4

.

2

.

50 

4

.

2

.

51 

4

.

2

.

52 

4

.

2

.

53 

4

.

2

.

54 

4

.

2

.

55 

n=O n=O 

An n An 
1 .  7 5338 7654 0 . 64503 5270 

. 85039 1654 1 - .  31284 1606 

. 10520 8694 2 . 03870 4 1 16 

. 00872 2105 :3 - . 00320 8683 

. 00054 3437 4 . 00019 9919 

. 00002 7 1 1 5  5 - .  00000 9975 

. 00000 1 128 6 . 00000 0415  

. 00000 0040 7 - .  00000 001 5  

. 00000 0001 
Differentiation For1mulas 

!!._ a'=a' ln a: dz 
d - za=aza- 1 dz 

d - z'= (1 +ln z)z' dz 
Integration Formulas 

f znea•dz= a:a:1 [ (az)n-n(az)n- l+n(n-1) (az) n-2 

+ . . .  + (-l)n- 1n ! (az) + (-l)nn! ]  (n� O) 4

.

2

.

56 

fea• ea• a f ea• 
zn dz= (n- 1) zn t+n- 1  zn- l dz (n>1) 

(See chapters 

5

, 

7 

and 

29 

for other integrals 
involving exponential functions. )  4

.

3

. Circular Functions 

Definitions 
4

.

3

.

1 

sm z (z=x +iy) 
4

.

3

.

2 

6 The approximations 4.2.48 are from C. W. Clenshaw, 
Polynomial approximations to elementary functions, 
Math. Tabll's Aids Comp. 8, 143-147 (1954) (with per
mission) . 
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4.3.3 

4.3.4 

4.3.5 

4.3.6 

sin z 
tan z =-

cos z 

1 esc z=-.sln z 

1 sec z=-
cos z 

1 
cot z=-tan z 

Periodic Properties 

4.3.7 sin (z+2br)=sin z (k any integer) 

4.3.8 
4.3.9 

4.3.10 
4.3.11 
4.3.12 

4.3.13 
4.3.14 
4.3.15 

cos (z+2hr) =cos z 

tan (z +kzr) = tan z 

(,\ f \: ' tl I I' ' ! 

·1.5 

-2.0 

I ;  (' '' / ;  
,' ; I I ' : I I 

- si n �  -- csc x 
----· cos x -··-···- sec x --- ton x -.. ·- cot x 

v I 
1 \,  I I 

I 
I f 

FIGURE 4 .3 .  Circular junctions. 
Relations Between Circular Functions 

sin2 z+cos2 z= 1 

sec2 z - tan2 z = l  

csc2 z - cot2 z =  1 

Negative Angle Formulas 

sin ( - z) = - sin z 

cos (- z) = cos z 

tan ( - z) = - tan z 

Addition Formulas 

4.3.17 cos ( Zt + z2) = cos Zt cos z2-sin z1 sin z2 

4.3.18 

4.3.20 sin 

tan Zt +tan z2 
1 ·-tan Z1 tan Zz 

cot z1 cot z2- 1 
cot z2 +cot z1 

Half-Angle Formulas 

±c
-
��y 

4.3.21 cos �= ±C+��y 
4.3.22 tan �= ±(l-c�)t 1 - cos z sm z 

2 I +cos z sin z l +cos z 

The ambiguity in sign may be resolved with the 
aid of a diagram. 

Transformation of Trigonometrie Integral& 

u 
If tan 2= z then 

2z l - z2 2 4.3.23 sin u= 1 + z2' cos u= 1 + z2' du= 1 + z2 
dz 

4.3.24 

Multiple-Angle Formulas 

. 2 . 2 tan z 
sm z=2 sm .z cos z 

1 +  2 tan z 
4.3.25 cos 2z=2 cos2 z- 1 = 1 -2 sin2 z 

. 1 -tan2 z 
=cos2 z- sm2 z l+tan2 z 

2 tan z 2 cot z 2 4.3.26 tan 2z 
1-tan2 z cot2 z- 1 cot z-tan z 

4.3.27 sin 3z=3 sin z-4 sin3 z 

4.3.28 cos 3z= - 3  cos z+4 cos3 z 

4.3.29 sin 4z=8 cos3 z sin z-4 cos z sin z 

4.3.30 cos 4z=8 cos4 z-8 cos2 z+l 

Products of Sines and Cosines 

4.3.31 2 sin Z1 sin Z2=cos (z1- z2) - cos (z1 + z2) 

4.3.32 2 COS Zt COS z2= COS (Zt- Z2) + cos (z1 + z2) 

4.3.33 2 sin z1 cos z2=sin (z1- z2) +sin (zt + z2) 

Addition and Subtraction of Two Circular Function• 

4.3.34 
sin z1 +sin z2=2 sin('::1�z2) cos (z1 2 z2) 
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4.3 .41 

4.3 .42 

4.3.43 

4.3 .38 

4.3.39 

Relations Between Squares of :;;ines and Cosines 

4.3.40 

sin2 z1 -sin2 z2=sin (zt+ z1) sin (zt- Zz) 

4.3.44 

Signs of the Circular Functions 
in the Four Quadrants 

Quadrant sin cos tan 
esc sec cot 

I + + + 
II + -
III + 
IV - + -

73 

Functions of Angles in Any Quadrant in Terms of Angles in the First Quadrant. (0 �()��� k any integer) 

sin _ _ _ _ _ _ _ _  

cos _ _  .. _ _ _ _  

tan _ _  

esc _ _  

- - -

- - . -

sec _ _ _ _ _ _ _  

cot _ _ _ _ _ _ _  

- (J 

-sin 8 
cos (J 

- tan O 
- esc 8 

sec 8 
- cot 8 

�±9  2 

cos (J 
=Fsin 0 
=F cot 9 
+sec 8 
=fcsc 8 
=!=tan 8 

'11"± 9  3'11"± 8  
2 

2h ± IJ 

=Fsin 8 - cos 8 ±sin 0 
- cos 8 ± sin 8 + cos 8 
± tan 8 =!= cot 8 ± tan 8 
=fcsc 8 -sec 8 ± esc 8 
- sec 8 ± esc 8 +sec 8 
±cot () =t=tan 8 ± cot 8 

4.3.45 Relations Between Circular (or Inverse Circular) Functions 

sin x _  - -

cos x _ _ _ _ _ _  

tan x _ _ _ _ _ _  

esc x _ _ _ _ _ _  

sec x _ _ _ _ _ _  

cot x _ _ _ _ _ _  

sin x=a 

a 

(1-a2) t 

a(l-a2) -t 

a-1 

( 1-a2) -l 

a-1 (1-a2) t 

cos x=a 

( 1 - a2)t 

H 

(�-l ( l -a2)i 

�1 -a2) -i 

,:t,-1 

:t(l -a2) -i 

tan x=a esc x=a 

a( l +a2) -t a-t 

( l + a2) -! a-1(a2- 1)*  

a (a2- 1)-i 

a-1(1 +a2) i a 

( l +a2) i a(a2 - 1 ) -t 

a-1 (a2- l ) i  

( O�x�i) Illustration : I f  sin x= a, cot x=a-1(1 -a2)t 

arcsec a= arccot (a2- 1)-t 

sec x=a 

a-1 (a2- l) i  

a-1 

(a2- l) i  

a(a2- l)-i 

a 

(a2- l) -t 

cot x=a 

(1 + a2) - t 
a(l  +a2)-i 

a-1 

(1 +a2)* 

a-1 (1 + a2) i 

a 
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.

3

.

46 

Circular Functions for Certain Angles 

-- -- ----- 1 ---- 1---- 1 ----

sm 0 
.J2 ( �3- 1 )  1 /2 
4 

cos 1 �2 ( �3+ 1) �3/2 
4 

-{2j2 

tan 0 2-�3 -./3/3 1 

esc OJ -{2( .fJ+ 1) 2 -{2 
sec 1 .Y2(.J3- 1) 2{3/3 �2 

cot OJ 2 + {3 {3 1 

cos 

tan 2+{3 

esc .J2( .J3- 1)  

sec .J2( .fJ+ 1) 

cot 2-� 

sm .Y2/2 

0 
--{2 ( .J3- 1) 

4 

00 - (2 +.J3) 

1 -{2({3- 1) 

oo -.J2c.J3+ 1 )  

0 

1/2 �2 4 ( -/3- 1 )  

1 /2 

2 

�/2 

- 1/2 

0 

-.J� ( .Y3+ 1) 
4 

- 1  

tan - 1 - (2-�3) 0 

esc 2 -{2(.J3+ 1) 

sec -z.J3/3 -.J2<.J3- 1) - 1  

cot - 1  -.J3 - (2 +.J3) OJ 

I 4

.

3

.

47 Euler's Formula 

De Moivre's Theorem 4

.

3

.

48 

(c�s z+i sin z) ' = cos vz+i sin vz 

( - 1r< f?b S, 1r unless v is an integer) 
Relation to Hyperbolic F'unctions (see 4.5.7 to 4.5.12) 4

.

3

.

49 

4

.

3

.

50 

4

.

3

.

51 

4

.

3

.

52 

4

.

3

.

53 

4

.

3

.

54 

sin z= -i  sinh iz 

cos z=cosh iz 

tan z= -i  tanh iz 

esc z=,i  csch iz 
sec z==sech iz 
cot z== i  coth iz 

Circular Functions in Terms of Real and Imaginary 
Parts 4

.

3

.

55 

sin z=sin x cosh y+i cos x sinh y 4

.

3

.

56 

cos z=cos x cosh y-i sin x sinh y 

t sin 2x-H sinh 2y 
4

·

3

·

57 

an z= cos 2x +cosh 2y 
4

.

3

.

58 
sin 2x-- i sinh 2y cot z . cosh 2y-cos 2x 

Modulus and Phase (Argument) of Circular Functions 4

.

3

.

59 

/sin z/ = (sin2 x+sinh2 y)t 
4

.

3

.

60 

4

.

3

.

61 

4

.

3

.

62 

4

.

3

.

63 

4

.

3

.

64 

4

.

3

.

65 

4

.

3

.

66 

= [! (cosh 2y-cos 2x)]i 
arg sin z=arctan (cot x tanh y) 
Ieos z / = (cos2 x+sinh2 y)i 

= [! (cosh 2y +cos 2x )1i 
arg cos z= --arctan (tan x tanh y) 

t (.cosh 2y-cos 2x)i I an z / = ,cosh 2y+cos 2x (sinh 2y) arg tan z ==arctan -.-2-sm x 
Series Expansions 

( / z l< <XI )  
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4.3.67 

z3 2z5 17z7 tan z=z+:3+1.5+ :315 + . . .  

(- l)n- 122n(22n_ l)Bzn 2n- l  + (2n) ! z + · · · 

4.3.68 

_1 z 7 3+ 31 "+ esc z-:z+6+360 z 15120 z · · · 

(- l)n- 12(22n- !_ 1) B2n 2n- l  + (2n) l z + · · · 

4.3.69 

4.3 .70 

1 z z3 2z5 cot z=:z-3- 45- 945-

(- 1)n- r22nB -'---'-:-__.,...,,--=2n z2n- 1._ 
(2n) l 

4.3.71 
· 

"' ( 1) n22n-IB 
1n �= 2": -

2n z�ln 
z n•l n(2n) ! 

4.3.72 

4.3 .79 

( i z i <§) 4.3.80 

4.3.81 

( / z /<11") 4.3.82 

4.3 .83 

4.3.84 

( ! z l<�) 4.3.85 

4.3.86 

4.3.87 

4.3.88 

( / z /<11") 

4.3.89 

4.3.90 

4.3.73 4.3.91 

tan z co (- l)n- 122n(22n- · 1_ 1) B 1n --= LJ 2n z2n 
z n=l n(2n) ! 

( / z l<i7r) 4.3.92 

where Bn and E, are the Bernoulli and Euler 
numbers (see chapter 23). 

4.3.74 

4.3.75 

4.3.76 

4.3.77 

4.3.78 

Limiting Values 

1
. sin un --= x�O X 

l. tan x 1 1m --= 
x�O X 

1. 
. X un n sm -=x n�= n 

lim n tan �=x n�= n 

1. 
X un cos -=1 

�= n 

4.3.93 

4.3.94 

4.3.95 

Inequalities 

sin x>� 
X 11" 

sin x � x � tan x 

( -�<x<�) 
(o� x��) 

sin x cos xs--:5 1 X 

11"< sin 1rX < 4  
x(1-x) 

/sinh y/ � /sin z/ :5 cosh y 

/sinh yj S / cos z/ $ cosh y 
lese zj � cschjy j 
I eos z/ s cosh / z l 

/sin z/ :5 sinh / z / 

/ cos zi< 2, j sin z / �g j z j  

Infinite Products 

Expansion in Partial Fractions 

1 "' 1 cot z=-+2z 2": 2 k2 2 z k � l  z - 11" 

( / z /<1)  

(z ¢ 0, ±11", ± 211", . . .  ) 
"" 1 csc2 z= LJ ( -k )2 k•-oo Z 11" 

(z ¢ 0, ± 11", ± 211", . . .  ) 

1 "" (- l)k  esc z=-+2z 2:: 2 k2 2 z k=l z - 11" 
(z r!0 ,± 7r, ± 27r, . . .  ) 

Continued Fractions 
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Polynomial Approximations 7 
4

.

3

.

96 

4

.

3

.

97 

a2 = - . 16666 66664 
a4= .00833 33315 
a6=- .00019 84090 

4

.

3

.

98 

4

.

3

.

99 

a8= .00000 27526 
a10= - .00000 00239 

I E (x) l �2X w-Q 
a2=- .49999 99963 
a4= .04166 66418 
aB=- .00138 88397 

4

.

3

.

100 

as= .00002 47609 
a10=- .00000 02605 

7 The approximations 4.3.96 to 4.3.103 are from B. Carl
son, M. Goldstein, Rational approximation of functions, 
Los Alamos Scientific Laboratory LA-1943, Los Alamos, 
N . Mex., 1955 (with permission) . 

4

.

3

.

101 

a2= .33333 14036 
a4= . 13339 23995 
a6= .05337 40603 

4

.

3

.

102 

* 

4

.

3

.

103 

a2=- .33333 334 10 
a4= - .02222 20287 
a6= - .002 1 1  77168 

as= .02456 50893 
a10= .00290 05250 
a12= .00951 68091 

a4 = - .  024369 

as= - .00020 78504 
a10= - .00002 62619 

Approximations in Terms of Chebyshev Polynomials 8 4

.

3

.

104 

-- l �x � l  

T: (x) = cos n8, cos t1=2x- 1 (see chapter 22) 

"' "' 
sin !1rx=x :E AnT:(x2) cos !1rx= :E AnT:(x2) 

n=O n-o 

n An n An 
0 1 .27627 8962 0 .47200 1216 
1 - .28526 1569 1 - .49940 3258 
2 .0091 1  8016 2 .02799 2080 
3 - .00013 6587 3 - .00059 6695 
4 .00000 1 18�i 4 .00000 6704 
5 - .00000 0007 5 - .00000 004 7 

H The approximations 4.3.104 are from C. W. Clenshaw, 
Polynomial approxi!llations to elementary functions, 
Math. TablPs Aid« Comp. 8, 143-147 (1954) (with permission) . 
•see page n. 



ELI:MENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 77 

4.3. 105 

4.3.106 

4.3.107 

4.3.108 

4.3.109 

4.3.110 

4.3.111 

4.3.112 

Differentiation Formulas 

. d . 
dz sm z=cos z 

d . 
dz cos z=-sm z 

d 
dz tan z=sec2 z 

d 
dz esc z=-csc z cot z 

d 
dz sec z=sec z tan z 

d - cot z=-csc2 z dz 
d" . . ( L ) 
dz" Sill Z=Slll z+:f11' 

Integration Formu,las 

4.3.113 Jsin zdz=-cos z 

4.3.114 Jcos z dz=sin <: 

4.3.115 5 tan z dz =-In cos z ==ln sec z 

4.3.116 

f z 1 1-cos z esc z dz=ln tan 2=In (esc z-cot z)=2 ln1 +cos z 
4.3.117 

Jsec zdz=ln (sec z+tan z)=ln ta o. (�+�)=gd- 1 (z) 

=Inverse Guder:nannian Function 
11' gd z=2 arctan e•-2 

4.3.118 5cot z dz=ln sin z=--ln esc z 

4.3.119 

Jz" sin zdz=-z" cos z+n
.
fz"- 1 cos zdz 

4.3.120 

Jsin zdz -sin z 
+

-1- {cos zdz (n>l) z" (n-1)z" 1 n-1 . zn- l 

4.3.121 5+dz=-z cot z -1ln sin z Sill Z 

4.3.122 f z dz 
sin" z 

4.3.123 

-z cos z 
(n- 1) sin"- 1 z (n- 1) (n-2) sin"-2 z 

(n-2)J z dz n 2 +(n- 1) sin"-2 z ( > )  

J z" cos z dz=z" sin z-nJ z"-1 sin zdz 

4.3.124 

5cos zdz z" 
cos z 

(n- 1 )z"- 1 
1 Jsin z dz (n> 1) n- 1 zn- l  

4.3.125 f--;-dz=z tan z+ln cos z cos z 
4.3.126 

5 z dz 
cos" z 

4.3.127 

z sm z 1 
(n- 1) cos" 1 z (n- 1) (n-2) cos" 2 z 

+(n-2)5 z dz ( >2) (n- 1) cos"-2 z n 

f . sinm+l z cos"- 1 z smm z cos" z dz= ------

4.3.128 f dz 
sinm z cos" z 

+ smm z cos"-2 z dz (n- 1) J . (m+n) 
sinm- l  z cos"+1 z 

m+n 

+ smm-2 z cos" z dz (m-1)5 . 
(m+n) 

(m¢ -n) 

1 
(n-1) sinm 1 z cos"- 1 z 

m+n-2f dz 
+ n- 1 sinm z cos"-2 z 

(n>1) 
- 1  

(m- 1) sinm 1 z cos" 1 z 
m+n-25 dz 

+ m- 1 sinm-2 z cos" z 
(m>1) 

4.3.130 5cot" z dz cot"- 1 z 
n-1 Jcot"-2 z dz (n ¢ 1) 
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.

3

.

131 

{_ dz 
Ja+b sin z 

4

.

3

.

132 

4

.

3

.

133 

{_ dz 
Ja+b cos z 

4

.

3

.

134 

4

.

3

.

135 

4

.

3

.

136 

f dz =F tan c�4=F-2
z) 1 ± sin z 

f----..,-_d_z_ =tan � 1 +cos z 2 

f dz z 
--- = - cot -1 - cos z 2 

f eaz 
ea• sin bz dz= a2+b2 (a sin bz-b  cos bz) 

4

.

3

.

137 

f eaz 
ea• cos bz dz= a2+b2 (a cos bz+b  sin bz) 

4

.

3

.

138 

f ea• sin" bz dz 

4

.

3

.

139 

4

.

3

.

140 Definite Integrals 

i .. sin mt sin nt dt =O 

( m rf=n, m and n integers) i .. cos mt cos nt dt =O 

4

.

3

.

141 

4

.

3

.

142 

4

.

3

.

143 

f .. sin2 nt dt == f" cos2 nt dt=� Jo Jo 2 

f "' sin mt dt=� Jo t 2 
=0 

(n an integer, n rf: O) 

( m>O) 

( m=O) 

(m<O) 

f "' cos at- cos bt dt=ln (bja) Jo t 
4

.

3

.

144 

f "' sin t2 dt= f"' cos t2 dt=! /� Jo Jo 2'\J 
2 

4

.

3

.

145 

i'lr/2 f"/2 1l" ln sin t dt= ln cos t dt=--2 ln 2 
0 � 0 

4

.

3

.

146 

f"' cos mt dt='!. -m 

Jo 1 + t2 2 e  

(See chapters 
5 

and. 
7 

for other integrals involv
ing circular functions.) 

(See [5.3) for Fourier transforms.) 4

.

3

.

147 

Formulas for Solution of Plane Right Triangles 

:� 
c b A 

If A, B and C are the vertices (C the right 
angle) ,  and a, b and c the sides opposite respectively, 

sin A=�=-1-c csc A 

b 1 cos A=-= -c sec A 

A a. 1 tan =-·= -b cot A 

versine A =vers A= 1 -cos A 

coversine A=covers A= 1 - sin A 

haversine A=hav A= ! vers A 

exsecant A= exsec A=sec A- 1 
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.

3

.

148 

Fonnulu for Solution of Plane Triall(Jles 

a 

0 

'-------,.---� A b C 

In a triangle with angles A, B and 0 and sides 
opposite a, b and c respectively, 

a b c 
sin A= sin B=sin 0 

a=b cos O+c cos B 

a+b tan l(A+B) 
a-b tan !(A- B) 

area. be s�n A [s(s-a) (s-b) (s -c)]l 

s=l(a+b+c) 4

.

3

.

149 

Fonnulas for Solution of Spherical Triangles 

a 

II 

If A, B and 0 are the three ar,gles and a, b and 
c the opposite sides, 

cos a=cos b cos c+sin b s.in c cos A 
cos b cos (c±B) 

cos 9 

where tan 9=tan b cos A 

cos A= -cos B cos O+sin B sin 0 cos a 

4

.

4

.

1 

4

.

4

.

2 

4

.

4

.

3 

4

.

4

. Inverse Circular Functions 

Definitions 

. f '  dt arcsm z= Jo (1 - t2)i (z=x+iy) 

fl dt 7r arccos z =  
z ( 1-t2)i 2 arcsm z 

f' dt arctan z =  
Jo 1 +t2 

The path of integration must not cross the 
real axis in the case of 

4

.

4

.

1 

and 

4

.

4

.

2 

and the 
imaginary axis in the case of 

4

.

4

.

3 

except possibly 
inside the unit circle.  Each function is single
valued and regular in the z-plane cut along the 
real axis from - oo to - 1 and + 1 to + oo in the case 
of 

4

.

4

.

1 

and 

4

.

4

.

2 

and along the imaginary axis 
from i to i oo and -i  to -i  oo in the case of 

4

.

4

.

3

. 
Inverse circular functions are also written 

arcsin z=sin-1 z, arccos z=cos-1 z, arctan z 
= tan-1 z, . . . .  

When - 1  :::; x :::; 1 , arcsin x and arccos x are 
real and 4

.

4

.

4 

4

.

4

.

5 

4

.

4

.

6 

4

.

4

.

7 

4

.

4

.

8 

4

.

4

.

9 

- !1r :::; arcsin x :::; !1r, 0 < llJ'('COs x :::; 1r 
Rz>o arctan z +arccot z=± !1rRz<:O 

arccsc z =arcsin 1 1 z 

arcsec z=arccos 1/z 

arccot z=arctan 1/z 

arcsec z+arccsc z=!1T 
(see 

4

.

3

.

45) 

i y 

- 1  0 + I  

- I  

i y  

arcsin z and 
arccos z 

0 +I 

arccsc z and 
orcsec z 

X 

iy 

+i 

0 
- i  

ore ton z 

iy 

+i 

0 
-i 
arocot z 

X 

X 

FIGURE 4.4. Branch cuts for inverse circular 
junctions. 
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Fundamental Property 

The general solutions of the equations 

sin t = z  

cos t=z  

tan t=z  
are respectively 4

.

4

.

10 

t=Arcsin z= ( - l)k arcsin z+hr 4

.

4

.

11 

t=Arccos z= ± arccos z+2br 4

.

4

.

12 

t=Arctan z=arctan z+k'll" (z2 ;z! - 1) 

where k is an arbitrary integer. 4

.

4

.

13 

Interval containing principal value 
y x positive x negative 

or zero 
arcsin x and arctan x 0 $. y ::;  'll"/2 -'ll"/2 ::; y<O 
arccos x and arcsec x O $y $.'ll"/2 'll"/2<y$.'ll" 
arccot x and arccsc x O$y$'ll"/2 -'ll"/2 :5y<O 

·2.0 

··· \�rccos x 3.0 

. . ·a·;����-� ·,:-..... a, >.o 
.c! ·�o �----:_:;;.'::_:-�_::':.:-.:= 

0 '. 

--��;!_:�;�-:::-�:;�,·�' ·� :,··: 
l.O 1.5 2.0 2.5 

- arcsm x - - · - - arccos x 
- - - orcton ,. 
- - - arccsc K 

-2.0 orcsec -. - ·- ou;cot x 

FIGURE 4.5. Inverse circular junctions. 

4

.

4

.

14 

4

.

4

.

15 

4

.

4

.

16 

4

.

4

.

17 

4

.

4

.

18 

4

.

4

.

19 

Functions of Negative Arguments 

arcsin (- z) = -arcsin z 

arccos ( - z) = 'll"-arccos z 

arctan (-z) =-arctan z 

arccsc (- z) = -arccsc z 

arcsec ( - z) ='ll"-arcsec z 

arccot ( -z) =-arccot z 
Relation to Inverse Hyperbolic Functions (see 4.6.14 to 

4.6.19) 4

.

4

.

20 

4

.

4

.

21 

4

.

4

.

22 

Arcsin z= -i Arcsinh iz 

Arccos z= ± i Arccosh z 

Arctan z= - i  Arctanh iz (z2 ;z! - 1) 

4

.

4

.

23 

Arccsc z=i Arccsch iz 4

.

4

.

24 

Arcsec z = ± i Arcsech z 4

.

4

.

25 

Arccot z= i Arccoth iz 
Logarithmic Representations 4

.

4

.

26 

Arcsin x=-i: Ln [ (1-x2)t+ix] (x2:S: 1) 4

.

4

.

27 

Arccos x=-i: Ln [x+i(l-x2)l] (x2$ 1) 

i 1-i x i i+x 
4

.

4

.

28 

Arctan x=-2 Ln -1 + . =-2 Ln -. -t X t-X 

4

.

4

.

29 

4

.

4

.

30 

(x real) [(xz- 1 )l+i] Arc esc x=- i Ln x (x2!::: 1) 

A . L [1 +i(xz- l) t] (xz?: 1) rcsec X=-t n x 
4

.

4

.

31 

Arccot x=�Ln G�+D=�Ln (�+D 
(x real) 

Addition and Subtraction of Two Inverse Circular 
Functions 

4

.

4

.

32 

Arcsin z1±Arcsin z2 
= Arcsin [zt(1 - zDl±z2(1-zl)i] 

4

.

4

.

33 

Arccos Zt ±Arccos Zz 

=Arccos { Ztz2=F[(l-zD ( 1-z�)p }  

Arcsin Zt ±Arccos z11 

4

.

4

.

36 
=Arcsin { z1z2± [(1-zf) ( 1-z�)] i }  

=Arccos [z2(1-zi)l =Fz1(1 - z�)i] 

Arctan Z1 ±Arccot z2 

Ar t (Zl Z2 ± 1) Ar t ( Z2=f=Z1 ) = c an = ceo ---
z2=F Zr Z 1Z2± 1 

Inverse Circular Functions in Terms of Real and 
Imaginary Parts 

4

.

4

.

37 

Arcsin z=b+(-1)k arcsin (1 
+(- l)ki ln (a+ (a2- l) l] 

4

.

4

.

38 

Arccos z =2h± { arccos ,B-i ln [a+(a2- 1)i] }  
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where k is  an integer or zero und 

4

.

4

.

40 

a=! [ (x+ 1 ) 2+ y2J !+! [ (x-- l)t+y2p 
!3=! [(x+ 1 ) 2+ y2] l-! [ (x-- 1)2 + y2]! 

Series Expansions 

. z3 1 · 3z5 1 · 3 · 5<:7 arcsm z=z+2-3+2 .4 . 5+2 . 4 . 6 �+ . . . ( / z /<1)  
4

.

4

.

41 

. (1 - )-�-(2 ) 1[1 � 1 · : 1 · 5 . . .  (2k- 1) k] arcsm z -2 z + {;;;{ 22k(2k+ 1)k! z 
4

.

4

.

42 
( / z /<2) 

z [ 2 z2 2 . 4 ( z2 
)
2 J =1+z2 1+3 1+z2+�5 1+z2 + · · · 

(z2 �- 1) 
Continued Fractions 

z z2 4z2 9zl 16z2 
4

.

4

.

43 

arctan z= 
1 + 3+ S+ 7 + 9 +  . . . 

4

.

4

.

44 

4

.

4

.

45 

arcsm z 
�1 - z2 

(z in the cut plar1e of Figure 4.4.) 

z 1 · 2z2 1 · 2z2 3 · 4z2 3 · 4z2 
1 - 3- 5- 7- 9- . . .  

(z in the cut pla rre of Figure 4.4.) 
Polynomial Approximations 9 

/ e (x) / �sx i0-5 

a0= 1 .57072 88 
a1= - .2 12 1 1 44 

a2== .07426 10 
aa== - .01872 93 

9 The approximations 4.4.45 to 4.4.47 are from C. Hast
ings, Jr. ,  Approximations for digital co rnputers. Princeton 
Univ. Press, Princeton, N.J., 1955 (with permission) . 

4

.

4

.

46 

arcsin x=�- ( 1 -x) l (a0+a,x+a2x2+a3x3 "' 

a0= 1 .57079 63050 
a1= - .2 1459 88016 
a2= .08897 89874 
a3=- .05017 43046 4

.

4

.

47 

a1 = .99986 60 
a3= - .33029 95 
a5= . 18014 10 

arctan x 

a�= .03089 18810 
a5=- .01708 8 1256 
as= .00667 00901 
a1= - .00126 249 1 1  

a1= - .08513 30 
a9= .02083 5 1  

/ e (x) / �5X l0-3 4

.

4

.

49 11 

arctan x- I + � 2k+ ( ) --- - "--' a2kx e x X k=l 

a2 = - .33333 14528 
a4= .19993 55085 
a6= - . 14208 89944 
a8= . 10656 26393 

a10=- .07528 96400 
a12= .04290 96138 
a14= - .01616 57367 
a16= .00286 62257 

10 The approximation 4.4.48 is from C. Hastings, Jr., 
Note 143, Math. Tables Aids Comp. 6, 68 (1958) (with 
permission) . 

11 The approximation 4.4.49 is from B. Carlson, M. Gold
stein, Rational approximation of functions, Los Alamos 
Scientific Laboratory LA-1943, Los Alamos, N. Mex., 
1955 (with permission) . 
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Approximations in Terms of Chebyshev Polynomials 12 4

.

4

.

50 

T�(x)=cos nO, cos 8=2x- 1 (see chapter 

22) 

"' 
arctan x=x 2: A� T:(x2) 

n-o 

n An n An 
0 . 88137 3587 6 . 00000 3821 
1 - .  10589 2925 
2 . 01 1 13 5843 
3 - . 00138 1 195 
4 . 0001 8  5743 
5 - .  00002 6215 

7 -. 00000 0570 
8 . 00000 0086 
9 - .  00000 0013 

10 . 00000 0002 

For x >I ,  use arctan x=!1r-arctan (1/x) 4

.

4

.

51 

"' 
arcsin X= X 2: AnT�(2x2) 

n=O 

"' 
arccos x=!1r-x 2: AnT:(2x2) 

n=O 

n An n An 
0 1 .  05123 1959 5 . 00000 5881 
1 . 05494 6487 6 . 00000 0777 
2 . 00408 0631 7 . 00000 0107 
3 . 00040 7890 8 . 00000 0015 
4 . 00004 6985 g . 00000 0002 

For !-v'2::;x::; l , use arcsin x=arccos(1-x2)i ,  arc
cos x=arcsin (1-x2)i .  

4

.

4

.

52 

4

.

4

.

53 

4

.

4

.

54 

4

.

4

.

55 

4

.

4

.

56 

Differentiation Formulas 

d� arcsin z=(1-z2)-l  

d 
dz arccos z=-( 1-z2) -l 

d 1 
dz arctan z= 1 +22 

d 

d - 1  
dz arccot z=1 +22 

1 
dz arcsec z z (z2- I)i 

12 The approximations 4.4.50 to 4.4.51 are from C. W. 
Clenshaw, Polynomial approximations to elementary 
functions, Math. Tables Aids Comp. 8, 143-147 (1954) 
(with permission) . 

d 1 
dz arccsc z=- z (z2-1) i  

4

.

4

.

57 

Integration Formulas 4

.

4

.

58 J arcsin z dz == z arcsin z + (1 - z2)! 

4

.

4

.

59 J arccos z dz==z  arccos z-(i - z2) i 

4

.

4

.

60 J arctan z dz == z arctan z-! ln ( I+z2) 
4

.

4

.

61 

J arccsc z dz=z arccsc z ± ln (z+ (z2-I)i] [ O<arccsc z<�J 
-�<arccsc z<O 4

.

4

.

62 

Jarcsec z dz=z arcsec z=t=ln [z+ (z2- I)i] [:<•resec z<�J 
2< arcsec z< 1r 4

.

4

.

63 

J arccot z dz==z arccot z+! ln (1 +z2) 
4

.

4

.

64 

Jz arcsin z dz=G:-D arcsin z+� (1-z2)t 
4

.

4

.

65 

f n . - zn+l . 1 f zn+l 
Jz arcsm z dz-

n+ l arcsm z-:-n+ l (I-z2)i dz 

(n,e - 1) 4

.

4

.

66 

Jz arccos z dz=:=(; -�) arccos z-� (1 -z2)l 
4

.

4

.

67 

r zn+l 1 I zn+i 
Jzn arccos z dz=n+1 arccos z+ n+l (l-z2) i  dz 

4

.

4

.

68 (n;e - 1) 

f 1 z 
Jz arctan z dz=2 (1 +z2) arctan z-2 
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4.4.69 {', zn+ I 1 I zn+l J 

zn arctan z dz= 
n+ 1 arctan z--n+ 1 1 +z2 

dz 

(n ;: - J )  

4.4.70 Jz arccot z dz=� (l + z2) 'l.rccot z+� 
4.4.71 

f zn+ l 1 [zn+! fn arccot z dz=
n+1 arccot z -! -n+1 J l +z2 dz 

4.5. Hyperbolic Fum:tions 

Definitions 

4.5.1 sinh (z=x+iy) 

4.5.2 cosh z e •+e-•  
2 

4.5.3 tanh z=sinh zjcos 1 z 

4.5.4 csch z =  1 /sinh z 

4.5.5 sech z= 1/cosh z 

4.5.6 coth z= 1/tanh z 

-s.z r4,4 - 3.6 -cschi-...... - ··2 -.4 
, _.., 

1.2 z.o z.e 3.6 4,4 

____ !£n'l.L----.:-��"" ... \ 

"' . ,,, 
-- sinh It 
-- --- cosh M �\ -u 

-�.t\ sinh • 1 I -··· 
I 

- - - tonh x 
- - - csch x 

.... sech 1 
-···- coth :11 

FIGURE 4.6. Hyperbolic ju·rwtions. 

Relation to Circular Functions (see 4.3.49 to 4.3.54) 
Hyperbolic formulas can b El  derived from 

trigonometric identities by replaeing z by iz 

4.5.7 sinh z= -i sin i:� 

4.5.8 

4.5.9 

4.5.10 

4.5.11 

4.5.12 

4.5.13 

4.5.14 

4.5.15 

4.5.16 

4.5. 17 

4.5.18 

4.5.19 

4.5.20 

4.5.21 

4.5.22 

4.5.23 

cosh z=cos iz 

tanh z= -{ tan iz 

csch z=i esc iz 

sech Z=sec iz 

coth z=i cot iz 

Periodic Properties 

sinh ( z + 2hi) = sinh z 

(k any integer) 

cosh (z+2hi) = cosh z 

tanh (z+ km) = tanh z 

Relations Between Hyperbolic Functions 

cosh2 z-sinh2 z = l  

coth2 z-csch2 z = l  

cosh z+sinh z=e' 

cosh z-sinh z =e-• 

Negative Angle Formulas 

sinh ( - z) =  -sinh z 

cosh ( -z) = cosh z 

tanh (-z) = -tanh z 

Addition Formulas 

4.5.24 sinh (z1+ z2) =sinh z1 cosh z2 

+cosh z1 sinh z2 

4.5.25 cosh (z1 + z2) = cosh Zt cosh z2 

+ sinh Zt sinh z2 

4.5.26 tanh (z1 + z2) = (tanh z1+ tanh z2)/ 

(1 + tanh Zt tanh z2) 

4.5.27 coth (z1 + z2) = (coth Zt coth z2 + 1)/  

(coth z2+coth Zt) 
Half-Angle Formulas 

4.5.28 

. h z (cosh z - l)t Slll 2= 
2 
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cosh 
�=(cosh

2
z+ly 

4

.

5

.

30 

tanh !:=(cosh z - 1)! cosh z- 1 sinh z 
2 cosh z + 1  sinh z cosh z +1 

Multiple-Angle Formulas 
5 

. h . h h 2 tanh z 
4 

. .  

31 

sm 2z=2 sm z cos z 1 t h2 - an z 
4

.

5

.

32 

cosh 2z=2 cosh2 z- 1 =2 sinh2 z + I  

4

.

5

.

33 

4

.

5

.

34 

4

.

5

.

35 

4

.

5

.

36 

4

.

5

.

37 

4

.

5

.

38 

=cosh2 z+sinh2 z 

2 tanh z tanh 2z . l +tanh2 z 

sinh 3z=3 sinh z+4 sinh3 z 

cosh 3z= -3  cosh z+4 cosh3 z 

sinh 4z=4 sinh3 z cosh z+4 cosh3 z sinh z 

cosh 4z=cosh4 z+6 sinh2 z cosh2 z+sinh4 z 

Products of Hyperbolic Sines and Cosines 

2 sinh z1 sinh z2 =cosh ( Zt + z2) 

-cosh (Zt- Zz) 4

.

5

.

39 

2 cosh z1 cosh z2 =cosh ( z1 + z2) 

+ cosh (zt- Z2) 

Addition and Subtraction of Two Hyperbolic Functions 4

.

5

.

41 

. h + . h 2 . h (z1 +zz) h (Z1- Zz) sm z1 sm Zz= stn -2- cos -2-4

.

5

.

42 

sinh z,-sinh zz=2 cosh (Zt�Z2) sinh (z1
2 

Zz) 
4

.

5

.

43 

cosh zt+cosh Zz=2 cosh (Zt�Zz) cosh (z, 
2 

Zz) 

4

.

5

.

44 

cosh zt-cosh zz=2 sinh (z1�z2) sinh (Zt 
2 

Zz) 
4

.

5

.

46 

Relations Between Squures of Hyperbolic Sines and 
c:osines 4

.

5

.

47 

sinh2 z1-sinh2 z2=sinh (z 1+z2) sinh (z1- z2) 
=cosh2 z1-cosh2 z2 4

.

5

.

48 

sinh2 z1 +cosh2 Zz=cosh (z1+z2) cosh (z1-zz) 
=cosh2 z1 +sinh2 Zz 

Hyperbolic Functions in Terms of Real and Imaginary 
Parts 

4

.

5

.

49 

sinh z=sinh x cos y+i cosh x sin y 4

.

5

.

50 

cosh z=cosh x cos y+i sinh x sin y 

sinh 2.r+i sin 2y 
4 5 51 

tanh z • • cosh 2x+cos 2y 
4

.

5

.

52 

coth z sinh 2:r-i sin 2y 
cosh 2x- cos 2y 

De Moivre's Theorem 4

.

5

.

53 

(cosh z+sinh z) n=cosh nz+sinh nz 

Modulus and Phase (Argument) of Hyperbolic 
Functions 4

.

5

.

54 

4

.

5

.

55 

4

.

5

.

56 

4

.

5

.

57 

4

.

5

.

58 

lsinh zl (sinh2 x+sin2 y)i 
=[! (cosh 2x-cos 2y)]! 

arg sinh z=arctan (coth x tan y) 

!cosh z l= (:sinh2 x+cos2 y)i 
= [! (cosh 2x+cos 2y) ]i 

arg cosh z=arctan (tanh x tan y) 

! tanh z l =(cosh 2x-cos 2y)l 
eosh 2x+cos 2y 

4

.

5

.

59 

arg tanh z=arctan (s��: 2J'x
) 
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4.5.60 Relations Bet ween Hyperbolic (or Inverse Hyperbolic) Functions 

sinh x=a co�.h x=a tanh ;;;=a csch x=a sech x=tl coth x=a 

sinh x _ _ _ _  �- a (a2-· 1 )i a(1 -a2) -l a-I a-1 (1 - a2)t (a2- 1) -l 
cosh x _ _  - - ( 1  + a2)� a ( l - a2)-l  a-1 ( 1  + a2) t a-t a(a2- 1) -l 
tanh x _ _ _ _ _ a( l + a2)-t a-1 (a2- I )l  a ( 1  + a2) -t (1 - a2)t a-t 

csch x _ _ _ _ _  a-1 (a2- 1 ) -i a-1 ( 1 -a2)i a a(l -a2)-i (a2- 1) i  
sech x _ _ _ _ _  ( l +a2)-t a-1 ( 1 - a2)i a( 1 + a2) -t a a-1(a2- 1) l  
coth x _ _ _ _ _  a-1(a2+ I)t  a(a2-- l) -t a-t ( 1 + a2)l ( 1 - a2) -t  a 

lllustration : If sinh x=a, coth x=a-1(a2+ 1)i 
arcsech a=arccoth ( 1 -a2)-l 

4.5.61 Special Values of the Hyp,�rbolic Functions 

0 'II' . 1ri 3'11' • z 2 '/,  2 �  Q) 

-- --- --
sinh z _ _ _ _ _ _ _ 0 i 0 -i Q) 

cosh z _ _ _ _ _  · - 1 0 - 1  0 Q) 

tanh z _ _ _ _ _ _  0 (IC) i  0 oo i 1 

csch z _ _ _ _ _ _ _  (X) -i (X) � 0 
sech z _ _ _ _ _ _ _  1 Q) - 1  00 0 

coth z _ _ _ _ _ _ _  00 0 00 0 1 

Series Expansions 

4.5.62 . za z5 z7 
smh z=z+3i+5i+ff+ . . .  ( / z /< oo )  

4.5.63 z2 z4 z6 cosh z = I +21 +4f+m+ . . . (/z /< oo )  

4 5 .::.. h za+ 2 ' 17 7 . ·'"' tan z=z-3 15 z -315z 
* 

4.5.65 

h _ 1  z+ 7 3 3 1 6+ esc z-z--6 360 z - 15120 z · · · 

2(2211- l_ l ) B2n 2n- l+ (2n) l z · · · 

(l z/<11') 

4.5.66 

h - 1 -�+� 4_.Q!. 6+ + E2n 2"+ sec z- 2 24 z 120 z · · · (2n) !  z · · · 

(i zl< �) 
4.5.67 

h 1 z z3 + 2 6 +22"B2,. 2n- t + cot  z=z+3-45 945 z - . . . (2n) l z . . . 

( / z l<'��') 
where B,. and En are the nth Bernoulli and Euler 
numbers, see chapter 23. 

4.5.68 

4.5.69 

4.5.70 

4.5.71 

4.5.72 

4.5.73 

4.5.74 

Infinite Products 

. 
"' ( z2 ) smh z= z k'I!l 1 +k�2 

Continued Fraction 
· 

z z2 z2 z2 
tanh z= 1 +  3+ S+ 7 + . . . 

(z �� i±n1ri) 
Differentiation Formulas 

tz sinh z =cosh z 

tz cosh z=sinh z 

d 
dz tanh z=sech2 z 

tz csch z=-csch 2 coth z 
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4

.

5

.

75 

4

.

5

.

76 

4

.

5

.

77 

4

.

5

.

78 

4

.

5

.

79 

4

.

5

.

80 

4

.

5

.

81 

4

.

5

.

82 

4

.

5

.

83 

d 
dz sech z=-sech z tanh z 

d - coth z=-csch2 z dz 

Integration Formulas 

J sinh z dz=cosh z 

J cosh z dz=sinh z 

J tanh z dz=ln cosh z 

J csch z dz=ln tanh � 
J sech z dz=arctan (sinh z) 

J coth z dz=ln sinh z 

J z" sinh z dz=z" cosh z -n J z"-1 cosh z dz 
4

.

5

.

84 

f Z11 cosh z dz=z11 sinh z -n f zn-i sinh z dz 
4

.

5

.

85 

fsinhm z cosh" z dz=-1- sinhm+1 z cosh"- 1 z 
m +n 

n- 1 J + m+n sinhm z cosh"-2 zdz 

=-
1
- sinhm- 1 z cosh"+1 z 

m+n 

--- smhm-2 z cosh" z dz m - 1s . 
m +n 

(m+n¢0) 

- 1  1 f dz 
4

.

5

.

86 

. h h Sln m Z COS " Z  m-1 sinhm 1 z cosh"- 1 z 

m+n-2J dz 
m- 1 smhm-2 z cosh" z (m ¢ 1) 

1 1 = 
n- 1 sinhm 1 ;;: cosh"- 1 z 

+
m+n-2J dz 

n- 1 sinhm z cosh" 2 z (n¢ 1) 

4

.

5

.

87 

tanh11 z dz=- + tanh"-2 z dz f tanh"- 1 z f 
n- 1 

(n¢ 1) 4

.

5

.

88 

f coth"- 1 z f coth" z dz=- n- l + coth"-2 z dz 

(n¢ 1) 

(See chapters 

5 

and 
7 

for other integrals m
volving hyperbolic functions.) 4

.

6

. Inverse Hyperbolic Functions 
Definitions 

4

.

6

.

1 

4

.

6

.

2 

4

.

6

.

3 

. r ·  at arcsmh z= Jo (I +t2)t 

r· at arccosh z= J 1 (t2- 1)t 

r· at arctanh z= Jo 1 _t2 

(z=x+iy) 

The paths of integration must not cross the fol
lowing cuts. 4

.

6

.

1 

imaginary axis from -i co to -i and i 
to i co 4

.

6

.

2 

real axis from - co to + 1 4

.

6

.

3 

real axis from - co to - 1  and + 1 to 
+ co  

Inverse hyperbolic functions are 
sinh-1 z, arsinh z, dr sinh z, etc. 4

.

6

.

4 

arccsch z==arcsinh 1/z 4

.

6

.

5 

arcsech Z== arccosh 1 /z 4

.

6

.

6 

arccoth Z== arctanh 1 /z 

iy iy 

t i  
X -

= + I  X 

0 0 

-i 

arcsinh z arccosh z 

iy ,iy 

+i 
-

= + I  + = X 

0 -i  0 X 

arccsch z arcsech z 

also written 

iy 

X 

-
I 0 + I  

arctanh z 

t X 

c 0 

FIGURE 4.7. Branch cuts for �nverse hyperbolic 
functions. 



ELE MENTARY TRANSCENDENTAL FUNC':riONS 87 

4.6.7 arctanh z=arccoth z±iw·i 
(see 4.5.60) (according as .fz�O) 

Fundamental Property 

The general solutions of the equations 
z=sinh t 
z=cosh t 
z=tanh t 

are respectively 

4.6.8 t=Arcsinh z= ( - l ) k  arcsinh z+kri 

4.6.9 t=Arccosh z= ± arccosh z+2kri 

4.6.10 t=Arctanh z=arctanh ztkn' 

4.6.ll 

*4.6.12 

4.6.13 

(k, integer) 
Functions of Negative Ar@:uments 

arcsinh (- z) - aresinh z 

arccosh z)=ri- �trccosh z 

arctanh (-z) =-aretanh z 
Relation to Inverse Circular Functions (see 4.4.20 to 

4.4.25) 

Hyperbolic identities can be derived from trig
onometric identities by replacing z by iz. 

4.6.14 Arcsinh z= -i Arcsin iz 

4.6.15 Arccosh z = ± i Arccos z 

4.6.16 Arctanh z= -i Arctan iz 

4.6.17 Arccsch z=i Arccsc iz 

4.6.18 Arcsech z= ± i Arcs••c z 

4.6.19 Arccoth z=i Arccot iz 
Logarithmic Represent£1tions 

4.6.20 arcsinh x=ln [x+ (xLt-I ) lJ 

4.6.21 arc cosh x=ln [x+ (x2-- l )l] (x ;?: I )  
4.6.22 

l +x cosx2< 1) arctanh x=! ln -1--x 

4.6.23 arccsch x=ln [�+(�+ 1 YJ (x �O) 

4.6.24 arcsech x=ln [i+(�-- 1 YJ (O<xs t ) 

4.6.25 1 x-+- 1 arceoth x=2 In x� 1 

orcs1nh x 
(HCCQ!;hl - · - OIC!Onh ll 

., 
·4 0 
·4.S 

orccsch• 
Otcsech • .  

� - orccoth 11. 

FIGURE 4.8. Inverse hyperbolic functio'fl.,s. 

* 

Addition and Subtraction of Two Inverse Hyperbolic 
}'unctions 

4.6.26 

Arcsinh zdAresinh z2 

4.6.27 

Arccosh z1 ±Arccosh z2 

4.6.28 ( z l ± zz ) Arctanh zd:Arctanh z2=Arctanh -1 ± Z1 Z2 
4.6.29 

Arcsinh z1±Arecosh Z2 

=An·sinh { Z1Z2± [(1 +zD (zi- I) ] t }  

4.6.30 

A h (ZJZd(: l) Arctanh zd:Arccoth zz= rctan �± Zz Z1 

*See page II. 

A h ( Zz± IZJ ) = rccot � 
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Series Expansions 
4

.

6

.

31 

. 1 3+ 1 . 3 s arcsmh z= z-2 . 3 z 2 . 

4 

. 5 z 

1 1 · 3  =ln Zz+2 .  2z2 - 2 · 4 .  4z4 

( i z l <l) 

1 · 3 · 5  + -
2 · 4 · 6 · 6z6 

4

.

6

.

32 

1 1 · 3 arccosh z=ln Zz-2 .  2z2- 2 . 
4

, 

4

z4 

1 . 3 .  5 

(i zl >l )  

2 · 4 · 6 · 6z6-

z3 zs z7 
4

.

6

.

33 

arctanh z= z+;r+s+f+ . . . 

1 1 1 1 
4

.

6

.

34 

arccoth z=-z+ 3za+ szs+1 z7+ . . .  

Continued Fractions 4

.

6

.

35 

arctanh z z2 4z2 9z2 

( J z J>1) 

(z in the cut plane of Figure 
4

.

7

.

) 

4

.

6

.

36 

arcsinh z z 1 · 2z2 1 · 2z2 3 · 4z2 3 · 

4

z2 

4

.

6

.

37 

4

.

6

.

38 

4

.

6

.

39 

4

.

6

.

40 

4

.

6

.

4-1 

• See page n. 

5+ 7+ � ' " 
Differentiation Formulas 

d: arcsinh z=(l +z2) - l  

d h 
d

z 
arccos 

d: arc tanh z= (1 - z2) - z  

d 1 
dz arccsch z = =F z (l +z2) l  

(according as �z:<O) d 

1 
dz arcsech z== =F z(1 _ 22)t 

4

.

6

.

42 

4

.

6

.

43 

4

.

6

.

44 

4

.

6

.

45 

4.6.46 

4.6.47 
4

.

6

.

48 

4

.

6

.

49 

d 

dz arccoth z = (l - z2) -1 

Integration Formulas 

I arcsinh z dz = z  arcsinh z-(l +z2)t 

J arccosh z dz = z  arccosh z- (z2- l)i  

J arctanh z dz = z  arctanh z + ! ln ( 1 - z2) 

J arccsch z 
d

.z = z arccsch z ± ai csinh z 

(according as �z=<O) 

J arcsech z clz= z  arcsech z ± arcsin z 

I arccoth z <lz=z arccoth z + !  ln (z2- 1 )  

f . h .J ��z2+ 1 . h z ( 2+ )i z arcsm z uz=--4- arcsm z-4 z 1 
4

.

6

.

50 

f . zn+l . 1 
J 

zn+l 
z" arcsmh z<lz =n:+- l  arcsmh z-

n

+l (l +

z

2)td

z 

(n;o! - 1) 4

.

6

.

51 

f 2z2- 1 z z a.rccosh z dz=== arccosh z-4(z2- 1)i  
4

.

6

.

52 

f ,n+l 1 f zn+l z" arccosh z dz=i;+ l  arccosh z-n+ l (z2_ 1)ldz 
4

.

6

.

53 

4

.

6

.

54 

(n� - 1) 

f z2- 1  z z arctanb. z 
d

z=-
2
- arctanh z+2 

f zn+l 1 f zn+l z" arc tanh z dz== n+ 1 arc tanh z-n+ 1 1 _  z2 dz 
(n � -- 1) 

4.6.55 

J z a.rccsch z de=�2 arccsh z ±� ( 1 + za)t 

(according as �z=<O) 

(n� - 1 ) 

* 

* 

* 
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4.6.57 

4.6.58 

f zt 1 z arcsech z dz=2 aresech z=f2 (1- z2) t 

(acc.ording as &lz�O) 

f z"+ 1 1 r z" z" arcsech z dz= n+ 1 arcsech z ::l:n+ 1 J (1_22) t dz 

(n� - 1) 

4.6.59 

4.6.60 

f z2- l � z arccoth z dz=-2- arccoth z+2 

J z"+1 1 J "+1  
z" arccot.h z dz= n+ 1 arccoth z+ n+ 1 f-_ 1  dz 

(n�� - 1) 
Numerical Methods 

4.7. Use and Extension of the Tables 

NOTE : In the examples given it is assumed that 
the arguments are exact. 

Example I. Computation of Common Logarithms. 

To compute common logarithms, the number 
must be expressed in the form ;!: · 101, (1 �x< 10, 
- = �q � co ) . The common lo1�arithm of x · 10° 
consists of an integral �;>art which is called the 
characteristic and a decunal paJ�t which is called 
the mantissa. Table 4.1 gives the common 
logarithm of x. 

X X · 10' 

.009836 9.836 · 10-3 

.09836 9.836 · 10-2 

.9836 9 .836 · 10-1 
9.836 9.836 · 10° 

98.36 9.836 · 101 
983.6 9.836 · 102 

log10 x · 101 

3.99281 85=(-2.00718 15) 

2.99281 S5=(-1.00718 15) 

i .99281 85=(-0.00718 15) 
0.99281 85 
1 .99281 85 
2.99281 S5 

Interpolation in Table 4.1 between 983 and 984 
gives .99281 85 as the mantissa of 9836. 

Note that 3.99281 85 = -3+ .99281 85. When 
q is negative the common logarithm can be 
expressed in the alternative form s 

log1o (.009836)=3 .99281 85= 7.9�1281 85-10 
= -2.00718 15. 

The last form is convenient for conversion from 
common logarithms t.o natural logarithms. 

The inverse of log1o x is called 1;he antilogarithm 
of x,, and is writte� antilog x or log-1 x; The 
logartthm of the reCiprocal of a number is called 
the cologa.rithm, written colog. 

Example 2. 

Compute x-314 for x=9.19826 to lOD us!n1� the 
Table of Common Logarithms. 

From Table 4.1, four· point Lagrangian interpola
tion gives log10 (9 .19826) = .96370 56812. Then, 
3 -4 log1o (x) =- . 72277 92609=9 .27722 07391 - 10. 

Linear i!!verse interpolation in Table 4.1 yields 
antilog ( 1 .27722) = . 18933. For 10 place actcurac:v 
subtnbulation with 4-point Lagrangian intcr
polants produces the table 

N 
. 18933 
. 1 8934 
. 1 8935 

log1o N 
.27721 94350 
.27724 23729 
.2'7726 53095 

A 

2 29379 
2 29366 

By linear inverse interpolation 

x-3H= . 18933 05685. 

Example 3. 

- 1 3  

Convert log10 x to In x for x= .009836. 
Using 4.1.21l and Table 4.1, In (.0098a6) = 

In 10 log10 (.00{1836) = 2.30258 5093 ( -2.007 18 15) 
= -4.62170 62:. 

Example 4. 
Compute In x for x= .00278 to 6D. 
Using 4.1.7, 4.1.ll and Table 4.2, ln (.002i'8)= 

ln (.278 · 10-2) ==ln (.278) -2 ln 10= - 5.885304 . 
Linear tntcrpolntion between x= .002 and 

x= .003 would give ln (.00278)= -5 .898 . To 
obtain 5 decimal plncc accuracy with liinenr 
interpolatic·n it. is necessary that x> .l75.  

Example 5 .. 

Compute In x for x= l l31 .718 to 8D. 
Using 4. 1.7, 4. 1.11 and Table 4.2 

In 1 131 .718==ln(1 1�:3�18 u31) 
==In 1 1t:a;1 8  +In 1 . 131  +In 103 

==ln (1.00063 4836) +In 1 . 131 +3  In 10. 
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Then from 

4

.

1

.

24 

In 1 131 .718= (.00063 4836) -!(.00063 4836)2 
+In 1 . 131 +3 ln 10=.00063 4836- .00000 0202 

+ . 12310 2197+6.90775 5279=7.03149 211 .  

Example 6. 

Compute ln x working with 16D for 
x= l .38967 12458 179231 .  

Since 1 .;89=1 .00048 32583 282384=1 +a, using 4

.

1

.

24 

and Table 

4

.

2 

we compute successively 

a= .00048 32583 282384 

a2 1167 693059 --=-2 

a a 376199 3 

a4 136 
-4=-

ln (1+a) =  .00048 31415 965388 

ln 1 .389 = .32858 40637 722067 
ln x= .32906 72053 687 455. 

Example 

7

. 

Compute the principal value of ln ( ± 2 ± 3i) .  
From 

4

.

1

.

2

, 

4

.

1

.

3 

and Tables 

4

.

2 

and 

4

.

14

. 

ln (2+3i)=� ln (22+32) +i arctan � 

=1.282475+i(.982794) 

ln ( -2+3i) =� ln 13+i ('\-arctan �) 

=1 .282475+i(2 .158799) 

ln (-2-3i)=� ln 13+i ( -1r+arctan �) 
=1 .282475-i(2 . 158799) 

ln (2-3i)=� ln 13+i (-arctan D 
=1 .282475-i(.982794) . 

Example 

8

. 

Compute (.227) · 69 to 7D. 
Using 

4

.

2

.

7 

and Tables 

4

.

2 

and 

4

.

4

, 

(.227) · 69=e ·69 1n (.227> =e·69(- 1.482BO 5262> 

=e-1.02313 5631= .35946 60. 

Example 

9

. 

Compute e4·99728 69 to ;•s. 
Using 

4

.

2

.

18 

and Table 

4

.

4

, 

Linear interpolation gives e· 09728 69= 1 . 10217 67 
with an error of 1 X IQ-7, 

eu9728 69= (134.28978) (1 . 10217 67)= 148.0 1 1 1 .  

Example 

10

. 

Compute e" to 18D for 
X= .86725 13489 24685 12693. 

Let a=x- .867. Usiing 

4

.

2

.

1

, compute succes
sively 

1 .00000 00000 00000 00000 

a= .00025 13489 24685 12693 

315 88140 97019 

2646 54842 

16630 

ea=1.00025 13805 15472 81184 
e·867=2.37976 08513 29496 863 from Table

4

.

4 

eae· 867 =e"=2.38035 90�768 39006 089. 

Example 

11

. 

Compute e648 to 7S. 

Let n=ln
x
lO and d=the decimal part of ln

x
lO. 

Then 

exp x=exp Cn
x
lO ln 10 )=exp [ (n+d) ln 10] 

=exp (In IOn) exp (d ln 10) 

= IOn exp (d ln 10) 

From Table 

4

.

4 

e648=exp (t�4:o ln 10 )==exp (281 .42282 42 ln 10) 

= 10281 exp (.42282 42 ln 10)=10281 exp .97358 87 
= 10281 (2.647 428) = (:281)2.647 428. 

Example 

12

. 

Compute e-" for x= .75 using the expansion in 
Chebyshev polynomial:;; . 
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Following the procedure in [4 .31 we have from 

4.2.48 

* where T: (:�:) are the Chebys)1ev polynomials 
defined in chapter 22. Assummg bs= bg=O we 
generate b�, k = 7, 6, 5, . . .  0 from the recurrence 
relation 

k b�: 
7 - .00000 0015 

6 . 00000 0400 

5 - .00000 9560 

4 .0001 8  9959 

3 - .00300 9164 

2 .03550 4�193 

1 - .27432 74 49 

0 .33520 2828 

since f(x) =bo- (2x- 1)b1 1  

e-·76= .33520 2828- (.5) (-- .27432 7449) 

= .47236 6553. 

Example 13. 

Express 38°42'32" in radians to 6D. 

1 ° = .01745 32925 19943 :�9577 r 

1 ' = .00029 08882 08665 '721 59 62 r 

1 " = .00000 48481 368 1 1  09535 9936 r 

Therefore 
38°=. 66322 51 r 
42' = .01221 73 r 

32"= .00015 51 r 

38°42'32" = .675598 r. 

Example 14. 

Express x= L6789 radians in degrees, minutes 
and seconds to the nearest ten1,h of a second. 

From Table 1.1 giving the mathematical con
stants we have 

180° 
1 r =--= 57 .29�i77 95130° . . .  11' 

1 .6789 r=96. 19388° 

. 1 9388°X 60 =  1 1 .633' 

.633' X 60= 38.0" 

1 .6789 r =96°1l  '38.0" . 

• See page u. 

Example 15. 

Compute sin x and cos x for x=2.317 to 7D. 
From 4.3.44 and Table 4.6 

sin (2.317) = sin (r- 2.317) =sin (.82459 2654) 

= .73427 12 

cos (2.317) = cos ('11"-2.3 17) = - cos (.82459 2654) 

= -. 67885 60. 

Linear interpolation for x= .82459 2654 gives an 
error of 9 X  10-8• 

Example 16 • 

Compute sin x for x= 1 2.867 to 8D. 
From 4.3.16 and Tables 4.6 and 4.8 

sin (12 .867) = sin 12 cos .867 + cos 12 sin .867 

= .2961 2  142. 

The method of reduction to an angle in the first 
quadrant which was given in Example 15 may 
also be used. 

Example 17. 

Compute sin x to 19D for 

X= .86725 13489 24685 12693. 

Let a= .867 , fJ=x- a. From 4.3.16 and 
Table 4.6 

sin (a+ fJ) = sin a cos fJ+cos a sin fJ 

sin a= .76239 1 0208 07866 22598 

cos a= .647 1 1  66288 943 1 2  75010 

With the series expansions for sin fJ and cos fJ we 
compute successively 

1 .00000 00000 00000 00000 
fJ" -2!

= - . 

�= 

315 88140 97019 

16630 

cos fJ= . 99999 99684 1 1 859 1 96 1 1  

fJ= .00025 13489 24685 12693 

11 
-3!= - . 2646 54842 

fJ6 
5! = 1 

sin fJ= .00025 13489 22038 57852 

sin a cos fJ= .76239 09967 25351 3 1308 
cos a sin fJ= .00016 26520 67105 82436 

sin x= .76255 36487 92457 1374 
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This procedure is equivalent to interpolation with 
Taylor's formula 3.6.4. 

Example 18. 

In the plane triangle ABC, a= 123, B=29°16', 
c=3?.1 ; find A, b. 

b2=a2+c2-2ac cos B=(123)2+(321)2 
-2(123) (321) cos 29°16' 

b=221 .99934 00 
. A a sin B (123) (.48887 50196) _27086 39918 sm b 221 .99934 00 

A=15°42'56.469" . 
Example 19. 

In the plane triangle ABC, a=4, b=7 , c=9, 
find A, B, and C. 

A c2+b2-a2 81+49-16=1 14= 90476 1905 cos 2bc 2 · 7 · 9 126 · 

A= .43997 5954=25°12'31 .6'' 
sin A=.42591 7709 

sin B 7(.425�1 7709), B= .84106 8670 
=48°11 '22.9" 

sin C=9(.42591 7709), C=1 .86054 803 4 
= 106°36'5.6" 

where the supplementary an_gle must be chosen for 
C. As a check we get A+B+C= 180°00'. 1". 
Example 20. 

Compute cot x for x= .4589 to 6D. 
Since x<.5, using Table 4.9 with interpolation 

in (x-1-cot x) , we find .4�89 -cot(.4589)= 
.155159. Therefore cot (.4589)=2 . 179124-
. 155159=2.023965. 
Example 21. 

Compute arcsin x for x= .995 1 1 .  
For x> .95, using Table 4.14 with interpolation 

in the auxiliary functionj(x) we find 

arcsin x=:!-[2(1-x) ]ij(x) 2 

arcsin (.99511)=i- [2(.00489)]if(.99511) 

=1 .57079 6327- (.09889 388252) 
(1 .00040 7951) 

= 1 .47186 2100. 

Example 22. 

Oo!llpute arctan 20 nnd arccot 20 to 9D. 
Usmg 4.4.5, 4.4.8, and Table 4. 14 * 

7r arctan 20=2-arctan 1/20= 1 .52083 7931 

7r arccot 20=2-arctan 20=arctan .05=.04995 8396. 

Example 23. 

Express z=3+9i in polar form. 

z=x+iy=re18, where r== (x2+y2)t, 

8=arctan 1l+2rk, k is an integer. For k=O, 
X 

r= (32+92)i= -v'90=9.486833 
8=arctan 9/3=arctan 3=1 .24904 58. 

Thus 3+9i=9.486833 exp (1 .24904 58i) . 
Example 24. 

Compute arctan x for. x= 1/3 to 12D. 
From 4.4.34 and 4.4.42 we have 

arctan x=arctan (xo+h) 
h =arctan xo+arctan i +xoh+x� 

=arctan xo+C +x�+x�)-¥:1 +x�+x�Y+ . . . .  

We have 
1 x=3= .33333 33333 33 so that h= .00033 33333 33 

and, from Table 4.U, arctan x0=arctan .333 
= .32145 05244 03. Since h 

1+xoh+x� 
.00030 00300 03 we get 

arctan x= .32145 05244 03+ .00030 00300 03 
- .00000 00000 09 

= .32175 05543 97. 

If x is given in the form bfa it is convenient to 
use 4.4.34 in the form 

b b-axo arctan -=arctan x0+arctan -+b · a a x0 

In the present example we get 

1 1 arctan 3=arctan .333+arctan 3333· 

*See page n. 
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Example 25. 

Compute arcsec 2.8 to 5D. 
Using 4.3.45 and Table 4.14 

. (zL- l)i arcsec z=arcsm --;� 

. [ (2. 8)2- l]l 
arcsec 2.8=arcsm 2.8 

= arcsin .93404 97735 
= 1 .20559 

or using 4.3.45 and Table 4.14 

arcsec z= arctan (z2- 1)i  
arcsec 2.8= arctan 2 .61533 9366 

=i-arctan .38235 95J>64, 
f ro:rp. 4.4.3 and 4.4.8 

= 1 . 570796- .365207 
= 1 .20559. 

Example 26. 

Compute arctanh x for x=.9G035 to 6D. 
From 4.6.22 and Table 4.2 

h 0 1 1 1 + .  96035 1 1 1 .  96035 arctan .96 35=2 n 1 _ .96035 2 n .03965 

= !  ln 49 .44136 191  
= !(3.90078 7359) = 1 .950a94 . 

·Example 27 • 

Compute arccosh x for x = 1 .5368 to 6D. 
Using Table 4.17 

arccosh x arccosh 1 .5368 .852346 (x2-l)t  [ (1 .5368)2- 1]1 

arccosh 1 . 5368 = (.852346) (1 .361754)+ 

= (.852346) ( 1 . 166942) 

= .994638. 

Example 28. 

Compute arccosh x for x= 3 1 .2 to 5D. 
Using Tables 4.2 and 4.17 with 1 /x= 1/3 1 .2 

= .03205 128205 

arccosh 3 1 .2-ln 3 1 .2 = .692886 

arccosh 3 1 .2 = .692886 +3.440418=4. 13330. 
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COMMON LOGARITHMS Table 4.1 

X log1o x X logw x· X log10 x X log10 x X logw x 100 00000 00000 150 1761)9 12591 200 30102 99957 250 39794 00087 300 47712 12547 101 00432 13738 151 178'17 69473 201 30319 60574 251 3996 7 37215 301 47856 64956 102 00860 01718 152 181:34 35879 202 30535 13694 252 40140 05408 302 48000 69430 103 01283 72247 153 1841)9 14308 203 30749 60379 253 40312 05212 303 48144 26285 104 01703 33393 154 1871i2 07208 204 30963 01674 254 40483 37166 304 48287 35836 105 02118 92991 155 190J3 16982 205 31175 38611 255 40654 01804 305 48429 98393 106 02530 58653 156 19312 45984 206 31386 72204 256 40823 99653 306 48572 14265 107 02938 37777 157 1951!9 96524 207 31597 03455 257 40993 31233 307 48713 83755 108 03342 37555 158 198il5 70870 208 31806 33350 258 41161 97060 308 48855 07165 109 03742 64979 159 20D9 71243 209 32014 62861 259 41329 97641 309 48995 84794 
110 04139 26852 160 204:.1 99827 210 32221 92947 260 41497 33480 310 49136 16938 111 04532 29788 161 2061!2 58760 211 32428 24553 261 41664 05073 311 49276 03890 112 04921 80227 162 209�)1 50145 212 32633 58609 262 41830 12913 312 49415 45940 113 05307 84435 163 212: .8 76044 213 32837 96034 263 41995 57485 313 49554 43375 114 05690 48513 164 2141!4 38480 214 33041 37733 264 42160 39269 314 49692 96481 
115 06069 78404 165 217•�8 39442 215 33243 84599 265 42324 587 39 315 49831 05538 116 06445 79892 166 220:.0 80880 216 33445 37512 266 42488 16366 316 49968 70826 117 06818 58617 167 222�'1 64711 217 33645 97338 267 42651 12614 317 50105 92622 118 07188 20073 168 225:10 92817 218 33845 64936 268 42813 47940 318 50242 71200 119 07554 69614 169 2271!8 67046 219 34044 41148 269 42975 22800 319 50379 06831 
120 07918 12460 170 230•�4 89214 220 34242 26808 270 43136 37642 320 50514 99783 121 08278 53703 171 232'19 61104 221 34439 22737 271 43296 92909 321 50650 50324 122 08635 98307 172 235� ·2 84469 222 34635 29745 272 43456 89040 322 50785 58717 123 08990 51114 173 23804 61031 223 34830 48630 273 43616 26470 323 50920 25223 124 09342 16852 174 240�·4 92483 224 35024 80183 274 43775 05628 324 51054 50102 
125 09691 00130 175 243(13 80487 225 35218 25181 275 43933 26938 325 51188 33610 126 10037 05451 176 245� 11 26678 226 35410 84391 276 44090 90821 326 51321 76001 127 10380 37210 177 247�17 32664 227 35602 58572 277 44241 97691 327 51454 77527 128 10720 99696 178 2501 .2 00023 228 35793 48470 278 44404 47959 328 51587 38437 129 11058 97103 179 252!15 30310 229 35983 54823 279 44560 42033 329 51719 58979 
130 11394 33523 180 255n 25051 230 36172 78360 280 44715 80313 330 51851 39399 131 11727 12957 18i 25767 85749 231 36361 19799 281 44870 63199 331 51982 79938 132 12057 39312 182 260(17 13880 232 36548 79849 282 45024 91083 332 52113 80837 133 12385 16410 183 2621 -5 10897 233 36735 59210 283 45178 64355 333 52244 42335 134 12710 47984 184 264!11 78230 234 36921 58574 284 45331 83400 334 52374 64668 
135 13033 37685 185 267] 7 17284 235 37106 78623 285 45484 48600 335 52504 48070 136 13353 89084 186 269�·1 29442 236 37291 2 0030 286 45636 60331 336 52633 92774 137 13672 05672 187 271!14 16065 237 37474 83460 287 45788 18967 337 52762 99009 138 13987 90864 188 274] 5 78493 238 37657 69571 288 45939 24878 338 52891 67003 139 14301 48003 189 2761 6 18042 239 37839 79009 289 46089 78428 339 53019 96982 
140 14612 80357 190 278<'5 36010 240 38021 12417 290 46239 79979 340 53147 89170 141 14921 91127 191 281( 13 33672 241 38201 70426 291 46389 29890 341 53275 43790 142 15228 83444 192 283: 0 12287 242 38381 53660 292 46538 28514 342 53402 61061 143 15533 60375 193 285�·5 73090 243 38560 62736 293 46686 76204 343 53529 41200 144 15836 24921 194 287€>0 17299 244 38738 98263 294 46834 73304 344 53655 84426 
145 16136 80022 195 290( 3 46114 245 38916 60844 295 46982 20160 345 53781 90951 146 16435 28558 196 292< 5 60714 246 39093 51071 296 47129 17111 346 53907 60988 147 16731 73347 197 29416 62262 247 39269 69533 297 47275 64493 347 54032 94748 148 17026 17154 198 29666 51903 248 39445 16808 298 47421 62641 348 54157 92439 149 17318 62684 199 298!:5 30764 249 39619 93471 299 47567 11883 349 54282 54270 
150 17609 12591 200 301( 12 99957 250 39794 00087 300 47712 12547 350 54406 80444 

[ (-�)6] c-�)2J [(-g) l] [ (-1)9] [ (-1)6] 
For use of common logaritams see Examples l-3. For 100<J<135 interpolate in the range 
1000<:r<1350. Compiled from A. J. Thompson, Standard table of logarithms to twenty decimal 
places, Tracts for Computers . No. 22. Cambridge Univ. Press, Camb:r;idge, England, 1952 (with 
permission). 



96 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.1 COMMON LOGARITHMS 

a· log10 :t X log10 x X log10 x X log10 x X log10 x 

350 54406 80444 400 60205 9991 3 450 65321 25138 500 69897 00043 550 74036 26895 
351 54530 71165 401 60314 43726 451 6541 7 65419 501 69983 77259 551 74115 15989 
352 54654 26635 402 60422 60531 452 65513 84348 5 02 70070 37171 552 74193 90777 
353 54777 47054 403 60530 50461 453 65609 82020 503 70156 7985 1 553 74272 51313 
354 54900 32620 404 60638 13651 454 65705 58529 504 70243 05364 554 74350 97647 

355 55022 83531 405 60745 50232 455 65801 13967 505 70329 13781 555 74429 29831 
356 55144 99980 406 60852 60336 456 65896 48427 506 70415 05168 556 74507 47916 
357 55266 82161 407 60959 44092 457 65991 62001 507 70500 79593 557 74585 51952 
358 55388 30266 408 61066 0 1631 458 66086 54780 508 70586 37123 558 74663 41989 
359 55509 44486 409 61172 33080 459 66181 26855 509 70671 77823 559 74741 18079 

360 55630 25008 410 61278 38567 460 66275 78317 510 70757 01761 560 74818 80270 
361 55750 72019 411 61384 18219 461 66370 09254 511 70842 09001 561 74896 28613 
362 55870 85705 412 61489 72160 462 66464 19756 512 70926 9961 0 562 7497 3 63156 
363 55990 66250 41 3 61595 00517 463 66558 09910 513 71011 73651 563 75050 83949 
364 561 10 1 383 6 414 61700 03411 464 66651 79806 514 71096 31190 564 75127 91040 

365 56229 28645 415 61804· 8096 7 465 66745 29529 515 71180 72290 565 75204 84478 
366 56348 10854 416 61909 33306 466 66838 59167 516 71264 97016 566 75281 64312 
367 56466 60643 417 6201 3 60550 467 66931 68806 517 71 349 05431 567 75358 30589 
368 56584 78187 418 62117 62818 468 67024 58531 518 71432 97597 568 75434 83357 
369 56702 63662 419 . 62221 40230 469 67117 2 8427 519 71516 73578 569 75511 22664 

370 56820 17241 420 62324 92904 470 67209 7 8579 520 71600 33436 570 75587 48557 
371 56937 39096 421 62428 20958 471 67302 09071 521 71683 77233 571 75663 61082 
372 57054 29399 422 62531 24510 472 Q7394 19986 522 71767 05030 572 75739 60288 
373 57170 88318 423 62634 03674 473 67486 1 1407 523 71850 1 6889 573 75815 46220 
374 57287 1 6022 424 62736 58566 474 67577 83417 524 71933 12870 574 75891 18924 

375 57403 12677 425 62838 89301 475 67669 36096 525 72015 93034 575 75966 78447 
376 57518 78449 426 62940 95991 476 67760 69527 526 72098 5 7442 576 76042 24834 
377 57634 1 3502 427 63042 78750 477 67851 83790 527 72181 06152 577 76117 58132 
378 57749 17998 428 63144 37690 478 67942 78966 528 72263 39225 578 76192 78384 
379 57863 92100 429 63245 72922 479 68033 55134 529 72345 56720 579 76267 85637 

380 57978 35966 430 63346 84556 480 68124 12374 530 7242 7 58696 580 76342 79936 
381 58092 49757 431 63447 72702 481 68214 5 0764 531 72509 45211 581 76417 61324 
382 58206 33629 432 63548 37468 482 68304 7 0382 532 72591 16323 582 76492 29846 
383 58319 87740 433 63648 78964 483 68394 71308 533 72672 72090 583 76566 85548 
384 58433 12244 434 63748 9 7295 484 68484 53616 534 72754 12570 584 76641 28471 

385 58546 07295 435 63848 92570 485 68574 17386 535 72835 37820 585 76715 58661 
386 58658 73047 436 63948 64893 486 68663 62693 536 72916 47897 586 76789 76160 
387 58771 09650 437 64048 14370 487 68752 89612 537 7299 7 42857 587 76863 81012 
388 58883 17256 438 64147 41105 488 68841 98220 538 73078 22757 588 76937 73261 
389 58994 96013 439 64246 45202 489 68930 88591 539 73158 87652 589 77011 52948 

390 59106 46070 440 64345 26765 490 69019 60800 540 7 3239 37598 590 77085 20116 
391 59217 67574 441 64443 85895 491 69108 14921 541 73319 72651 591 77158 74809 
392 59328 60670 442 64542 22693 492 69196 51028 542 73399 92865 592 77232 17067 
393 59439 2 5504 443 64640 37262 493 69284 69193 543 73479 98296 593 77305 46934 
39 4 59549 62218 444 64738 29701 494 69372 69489 544 7 3559 88997 594 77378 64450 

395 59659 70956 445 64836 00110 495 69460 51989 545 73639 65023 595 77451 69657 
396 59769 51859 446 64933 48587 496 69548 1 6765 546 73719 2 6427 596 77524 62597 
397 59879 05068 447 65030 75231 497 69635 63887 547 73798 73263 597 77597 43311 
398 59988 30721 448 65127 80140 498 69722 93428 548 7 3878 05585 598 77670 1 1840 
399 60097 28957 449 65224 63410 499 69810 05456 549 73957 2 3445 599 77742 68224 

400 60205 99913 450 65321 25138 500 69897 00043 550 74036 26895 600 77815 12504 [C-J)4J [ C-x)3J [ C-J)3] [ C-J)2J [ C-J)2J 



X log10 x X 

600 77815 12 504 650 
601 77887 447 20 651 
602 77959 64913 652 
603 7 80 31 73121 653 
604 78103 69386 654 

605 78175 53747 655 
606 782 47 2 62 42 656 
607 78318 86911 657 
608 7 8390 35793 658 
609 78461 72926 659 

61 0 78532 98350 660 
611 78604 1 2 102 661 
612 78675 14221 662 
613 78746 04745 663 
614 78816 83711 664 

615 78887 5 1 1 58 665 
616 7 8958 07122 666 
617 79 028 5 1 640 667 
618 79098 84751 668 
619 79169 06490 669 

620 79239 1 6 895 670 
621 79309 16002 671 
622 79 379 03847 672 
623 79448 80467 673 
624 79518 45897 674 

625 79588 00173 675 
626 79657 43332 676 
627 79726 75408 677 
628 79795 96437 678 
629 79865 06454 679 

630 79934 05495 680 
631 80002 93592 681 
632 80071 70783 682 
633 80140 37100 683 
634 80208 92579 684 

635 80277 37253 685 
636 80345 71156 686 
637 80413 94323 687 
638 8 0482 06787 688 
639 80550 08582 689 

640 80617 99740 690 
641 80685 80295 691 
642 80753 50281 692 
643 80821 09729 693 
644 80888 586 74 694 

645 80955 971 46 695 
646 81023 2 5 1 80 696 
647 81090 42807 697 
648 81157 50059 698 
649 81224 46968 699 

650 81291 33566 70 0 [(-1)2] 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

COMMON LOGARITHMS 

logw x X log10 x 

81291 33566 700 84509 80400 
81358 D9886 701 84571 80180 
81424 75957 702 84633 71121 
81 491 31813 703 84695 53250 
81557 77483 704 84757 26591 

81624 1 3000 705 84818 91170 
8 1 690 38394 706 84880 47011 
81756 53696 707 84941 94138 
81822 58936 708 85003 32577 
81888 54146 709 85064 62352 

81954 39355 7 1 0  85125 8 3487 
82020 1 4595 711 85186 96007 
82085 79894 712 85247 99936 
82151 35284 713 85308 95299 
82216 80794 714 85369 82118 

82282 16453 715 85430 60418 
82347 42292 716 85491 3 0 2 2 3  
82412 58339 717 85551 91557 
82477 64625 718 85612 44442 
82542 61178 719 85672 88904 

82607 48027 720 85733 2 49 64 
82 672 25202 721 85793 52647 
82736 92731 722 8585 3 71976 
82801 50642 7 2 3  8591 3 82973 
82865 98965 724 85973 85662 

82930 37728 725 86033 80066 
82994 66959 726 8 6093 66207 
83058 86687 727 86153 44109 
83122 9 69 39 728 862 1 3  1 3793 
83186 97743 729 86272 75283 

83250 89127 730 86332 28601 
8 3 314 71119 731 8 6391 73770 
8337 8  4 3747 732 86451 10811 
83442 07037 733 8 6510 39746 
83505 61017 7 34 8 6569 60599 

83569 05715 735 86628 7 3391 
83632 41157 736 8 6687 78143 
83695 67371 737 86746 7 4879 
8 3758 84382 738 86805 63618 
83821 92219 739 8 6864 44384 

83884 90907 740 8692 3 17197 
83947 80474 741 86981 82 080 
8401 0 60945 742 87040 39053 
8407 3 3 2346 743 87098 88138 
84135 94705 744 87157 2 9 355 

84198 48046 745 87215 62727 
84260 92396 746 87273 88275 
84323 2 7781 747 8 7332 06018 
84385 54226 748 87390 1 5979 
84447 71757 749 8 7448 18177 

84509 80400 750 8 7506 1 2 634 

[(-J) l] [(-J)l] 

X 

750 
751 
752 
753 
754 

755 
756 
757 
758 
759 

760 
761 
7 62 
763 
764 

765 
766 
767 
7 68 
769 

770 
771 
772 
773 
774 

775 
776 
777 
778 
779 

780 
781 
782 
783 
784 

7 85 
786 
787 
788 
789 

790 
791 
792 
793 
794 

795 
796 
797 
79a 
799 

800 

log10 x 

87506 12634 
87563 99370 
87621 78406 
87679 4 9762 
87737 1 3459 

87794 69516 
8 7852 17955 
87909 58795 
8 7966 9 2 056 
880 2 4  17759 

88081 35923 
88 1 3 8  46568 
88195 49713 
88252 45380 
88309 33586 

88366 14352 
88422 87696 
88479 5 3639 
88536 1 22 00 
88592 63398 

88649 07252 
88705 43781 
88761 73003 
88817 94939 
88874 09607 

88930 17025 
88986 17213 
89 042 10188 
89097 95970 
89153 74577 

892 09 46027 
89265 10339 
89320 67531 
89376 17621 
89431 60627 

89486 96567 
89542 25460 
89597 47324 
89652 62175 
89707 70032 

89762 70913 
89817 64835 
89872 51816 
89927 31873 
89982 05024 

90036 7128 7 
90 091 30677 
9 0 1 45 83214 
90200 28914 
90254 67793 

90308 99870 

[(-J) l] 

97 

Table 4. 1 

X log10 x 

BOO 90308 99870 
801 90363 2 5 1 61 
802 90417 4 3683 
803 9 0471 55453 
804 90525 60487 

805 90 579 58804 
806 90633 50418 
807 90687 35347 
808 90 741 13608 
8 09 9 0794 85216 

8 1 0  90848 5 0189 
8 1 1  90902 0854:2 
812 90955 602 9:2 
8 1 3  91009 0545 6 
814 91 062 44049 

815 91115 76087 
816 91169 01588 
817 91222 20565 
818 91275 33037 
819 91328 39018 

820 91381 38524 
821 91434 31571 
822 91487 1 81 75 
823 91539 98352 
824 91592 72117 

825 91645 39485 
826 9 1 698 00473 
827 91750 55096 
828 91803 0 3368 
829 91855 45306 

830 91907 80924 
831 91960 1023,8 
832 92012 33263 
833 92 064 5001.4 
8 34 92116 605(16 

835 92168 647�i5 
836 92220 62774 
837 92 272 54580 
838 92324 40186 
839 92 376 19608 

840 92427 92 861 
841 92479 59958 
842 92531  2 0915 
843 92582 75H6 
844 92634 24466 

845 92685 67089 
846 92737 036:30 
847 92788 34103 
848 92 839 58523 
849 92890 7691)2 

850 92941 89257 

[ (-2)8] 



98 ELEMENTARY T RANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.1 COMMON LOGARITHMS 

X log10 x X log10 x X log10 x X log10 x X logw x 
850 92941 89257 900 95424 25094 950 9 7772 36053 1000 0 0000 00000 1050 02118 92991 
851 92992 95601 901 95472 4791 0  951 97818 05169 1001 00043 40775 1051 02160 27160 
852 93043  95948 902 95520 65375 952 97863 69484 1002 00086 77215 1 052 02201 57398 
853 93094 90312 903 955 68 77503 953 97909 29006 1003 00130 09330 1053 02242 83712 
854 93145 78707 904 95616 84305 954 97954 83747 1004 00173 37128 1054 02284 0 6109 
855 93196 61147 905 95664 85792 9 55 98000 33116 1005 00216 60618 1 055 02325 24596 
856 9 3247 37647 9 06 95712 81977 956  9 8 045 78923 1006 00259 79807 1 056 02 366 391 82 
857 93298 08219 907 95760 72871 957 9 8091 19378 1007 00302 94706 1057 0 2 407 49873 
858 93348 72878 9 08 9 5808 58485 958 98136 55091 1008 00 34b 05321 1058 02448 56677 
859 93399 31638 9 09 95856 38832 9 59 98181 86072 1009 00389 1 16&2 1 059 02489 59&01 
860 93449 84512 910 95904 1 3923 960 98227 12330 1010 00432 13738 1060 02530 58653 
861 93500 31515 911 95951 83770 961 98272 33877 lOll 00475 11556 1061 02571 53839 
%2 93550 72658 912 95999 48383 962 98317 50720 1012 00518 05125 1062 02612 45167 
363 93601 07957 913 9 6047 07775 963 98362 62871 1013 00560 94454 1063 02653 32645 
\64 9 3651 37425 914 96094 61957 964 9 8407 70339 1 01 4  0060:3 79550 1064 02694 16280 
865 93701 61075 915 96142 10941 965 98452 7 3133 1 01 5  00646 60422 1065 02734 96078 
866 93751 78920 916  96189 54737 966 98497 71264 1016 0 0689 37079 1066 02775 72047 
867 93801 90975 917 96236 9 3357 967 98542 64741 1017 00732 09529 1067 02816 44194 
868 93851 972 52 918 96284 2 6812 968 98587 53573 1018 00774 77780 1068 02857 12527 
869 9390 1 97764 919 96331 55114 969 98632 37771 1019 00817 41840 1069 02897 77052 
870 93951 92526 920 96378 78273 970 98677 17343 1020 00860 01718 1070 02938 37777 
871 94001 81550 921 9 6425 96302 971 98721 92299 1021 0 0902 57421 1 071  02978 94708 
872 94051 64849 922 96473 09211 972 98766 62649 1022 0 0945 08958 1072 0 3019 47854 
873 94101 42437 9 2 3  96520 17010 973 98811 28403 1023 00967 56337 1073 03059 97220 
874 94151 14326 924 96567 19712 974 98855 89569 1 024 01029 99566 1074 03100 42814 
875 94200 80530 925 96614 17327 975 98900 46157 1025 01 on 38654 1075 03140 84643 876 94250 41062 926 96661 09867 976 98944 98177 1 02 6  01114 73608 1076 0 3181 22713 877 94299 95934 927 96707 97341 977 98989 45637 1027 011S7 04436 1077 03221 57033 878 94349 45159 928  9 6754 79762 978 99033 88548 1028 01199 31147 1078 03261 87609 879 9 4398 88751 929 96801 57140 979 99078 2691 8  1029 01241 53748 1079 03302  14447 
880 94448 26722 930 96848 29486 9 80 99122 60757 1030 01283 72247 1080 03342 37555 881 94497 59084 931  96894 9 6810 981 99166 90074 1031 0 1325 86653 1081 0 3382 56940 882 94546 85851 932 96941 59124 9 82 99211 1 4878 1 032 01367 96973 1 082 0 3422 72608 883 94596 07036 933 96988 1 6437 983 99255 35178 1 033  01410  03215 1083 03462 84566 884 94645 22650 934 97034 68762 984 99299 50984 1 0 34 01452 05388 1084 03502 92822 
885 94694 32707 935 97081 1 6109 985 99343 623 05 1035 01494 03498 1085 03542 97382 886 94743 37219 936  97127  58487 986 99387 69149 1036 01535 97554 1086 0 3582 98253 887 94792 36198 937 97173 95909 987 99431 71527 1037 01577 87564 1087 03622 95441 888 94841 29658 938 97220 28384 988 99475 69446 1038 01619 73535 1088 03662 88954 889 94890 17610 939 97266 55923 989 99519 62916 1039 01 661 55476 1 089 03702 78798 
890 9 4939 00066 940 97312 78536 990 99563 51946 1040 01703 3 3393 1 09 0  03742 64979 891 94987 77040 941 97358 96234 991 99607 36545 1041 01745 07295 1091 03782 4750 6  892 95036 48544 942 97405 09028 992 99651 1 6722 1 042  01786  77190 1092 0 3822 2 6384 893 95085 14589 943 97451 16927 993 99694 92485 1043 01828 43084 1093 03862 01619 894 95133 75188 944 97497 19943 994 99738 63844 1 044 0 1 870 04987 1094 03901 73220 
895 95182 30353 945 97543 18085 995 99782 30807 1045 01911 62904 1095 03941 41192 896 95230 80097 946 9 7589 11364 996  99825  933 84 1046 01953 1 6845 1 096 03981 05541 897 95279 24430 947 97634 99790 997 99869 51583 1047 01994 66817 1097 04020 66276 898 95327 63367 948 97680 83373 998 99913 05413 1048 02036 12826 1098 04060 2 3401  899 95375 96917 949 97726 62124 999 99956 54882 1 049 02077 54882 1099 04099 76924 
900  95424 25094 950 97772 36053 1000 00000 00000 1050 02118 92991 1 1 00 04139 2 6852 

[<-1)8] [(-1)7] [<-g)s] [<-g) 5] [C-:)5] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 99 

COMMON LOGARITHMS Table 4. 1 

J: log10 J.· X log10 x X log10 :r X log10 x· X log10 x 

1 1 00 04139 26852 1 1 5 0  0 60 6 9  78404 1 2 0 0  079 1 8  12460 1 2 5 0  0 9 691 0 0 1 3 0  1 3 0 0  1 1 394 3 3 5 2 3  
1 1 0 1  04178 73190 1 1 5 1  0 6 1 0 7  sn36 1201 0 7 9 54 30074 1 2 5 1  0 9 7 2 5  73097 1 3 0 1  1 1 4 2 7  72966 
1 1 02 0 4 2 1 8  15945 1152 0 6 1 4 5  24 ' 191 1202 07990 44677 1 2 5 2  0 9 7 6 0  4 3 2 8 9  1 3 02 1 1461 0 9842 
1103 04257 55124 1 1 5 3  06182 93073 1203 0 8 0 2 6  56273 1253 09795 1 0710 1303 1 1494 44157 
1104 04296 90734 1154 0 6 2 2 0  58088 1204 08062 64869 1 2 5 4  0 9 8 2 9  75365 1 304 1 1 5 2 7  75914 

1 1 05 04336 22780 1155 0 6 2 5 8  1 9 1!42 1 2 0 5  0 8 0 9 8  70469 1 2 5 5  0 9864 37258 1305 1 15 6 1  05117 
1 1 06 04375 5 1 2 7 0  1 1 5 6  0 6 2 9 5  78:l41 1 2 0 6  0 8 1 34 7 3 078 1 2 5 6  0 9 8 9 8  96394 1 3 0 6  1 1 5 9 4  31769 
1107 04414 76209 1 1 57 0 6 333 33� )90 1207 0 8 1 70 72701 1 2 5 7  0 9 9 3 3  52777 1 307 1 1627 55876 
1108 04453 97604 1 1 5 8  0 6 3 7 0  85 'i94 1 2 08 08206 69343 1 2 5 8  09968 0641 1 1 30 8  1 1 6 60 77440 
1 1 0 9  0 4 4 9 3  1 5 46 1  1 1 5 9  06408 34:160 1209 0 8242 63009 1259 1 0 002 5 7 3 0 1  1 3 0 9  1 1 6 9 3  9 6466 

1 1 1 0  0 4 5 3 2  29788 1160 0 6445 791!92 1 2 1 0  0 8 2 7 8  53703 1 2 60 1 0 0 37 05451 1 3 1 0  1 1727 1 2 9 5 7  
1 1 1 1  04571 4 0 5 8 9  1 1 6 1  06483 2 2 :l97 1211 0 8 3 1 4  41431 1 2 6 1 · 1 0071 50866 1 3 1 1  1 1 760 2 6 9 1 7  
1 1 1 2  0 4 6 1 0  47872 1 1 62 0 65 2 0  61: !81 1212 0 83 5 0  2 6 1 9 8  1262 10105 93549 1 31 2  1 1 793 3 8 3 5 0  
1 1 1 3  0 4649 5 1 643 1 1 6 3  0 65 5 7  97: .47 1 2 1 3  0 8386 08009 1263 1 0140 33506 1 3 1 3  1 1 826 47261 
1114 04688 51908 1164 0 65 9 5  291 !03  1 2 1 4  08421 86867 1264 1 0174 70739 1 3 14 1 1 8 5 9  53652 

1 1 1 5  04727 48674 1 165 0 6632 59:� 5 4  1 2 1 5  08457 62779 1 2 6 5  1 02 09 0 5 2 5 5  1 3 1 5  1 1 892 5 7 5 2 8  
1 1 1 6  0 4 7 6 6  4 1 9 4 6  1 1 6 6  0 6669 8 5 ')04 1 2 1 6  0 8493 35749 1266 1 0 2 43 37057 1 3 1 6  1 1 9 2 5  58893 
1 1 1 7  0 4 8 0 5  31731 1167 06 7 0 7  08�)60 1 2 1 7  0 85 2 9  05782 1 2 67 1 0277 661 49 1 3 1 7  1 1 9 5 8  57750 
1 1 1 8  0 4844 1 8 0 36 1 1 68 0 6744 28428 1 2 1 8  0 8564 72883 1268 1 0 311 92535 1 3 1 8  1 19 9 1  541 0 3  
1 1 1 9  0 4883 00865 1169 06781 45112 1219 0 8600 37056 1269 1 0 346 1 6 2 2 1  1 3 1 9  1 2 0 2 4  47955 

1 1 2 0  04921 80227 1170 0 68 1 8  581J17 1220 08635 98307 1270 1 0 380 3721 0  1 3 2 0  1 2 0 5 7  39312 
1121 04960 5 6 1 2 6  1 1 7 1  0 6 8 5 5  68'15 1  1 2 2 1 08671 56639 1271 1 0414 55506 1 32 1  1 2 0 9 0  2 8 1 7 6  
1 1 2 2  0 4 9 9 9  28569 1 172 0 6892 7 6 11 7 1 2 2 2  0 8707 1 2 0 5 9  1 2 7 2  1 0448 7 1 1 1 3  1322 12123 14551 
1 1 2 3  0 5 0 3 7  9 7 5 6 3  1 1 7 3  0 69 2 9  80 : l21  1223 0 8742 64570 1273 1 0482 84037 1 3 2 3  1 2 1 5 5  98442 
1 12 4  0 5 0 7 6  63112 1 1 74 0 69 6 6  80969 1 2 24 08778 14178 1274 1 05 1 6  94280 1324 1 2 1 8 8  79851 

1 1 2 5  0 5 1 1 5  2 5 2 2 4  1 1 7 5  0 70 0 3  78666 1 2 2 5  08813 60887 1275 1 0551 01848 1 32 5  1 2 2 2 1  58783 
1126 0 5 1 5 3  83905 1 176 07040 73:?1 7 1 2 2 6  08849 04702 1276 1 0 585 06744 1326 1 2 2 5 4  35241 
1127 05192 39160 1177 07077 64628 1227 0 8884 45627 1277 1 0619 0 8973 1 3 2 7  1 2 2 8 7  09229 
1128 0 5 2 3 0  90996 1178 07114 5 2 ' 1 0 5  1228 08919 83668 1278 1 0 653 08538 1 32 8  1 2 3 1 9  80750 
1129 05269 39419 1179 0 7 1 5 1  38051 1229 0 89 5 5  18829 1279 1 0 687 05445 1 32 9  1 2 352 49809 

1 1 3 0  0 5 3 0 7  84435 1 180 07188 2 0 1)73 1 2 3 0  0 8 9 9 0  5 1 1 1 4  1 2 80 1 0720 99696 1 3 3 0  1 2 3 85 16410 
1131 0 5346 2 6049 1 1 8 1  07224 98'176 1 2 31 0 9 0 2 5  80529 1281 1 0754 9 1 2 9 7  1 331 1 2 417 80555 
1132 0 5 3 84 64269 1 182 07261 74'165 1 2 32 0 9 0 61 0 7 0 7 8  1282 1 0788 8 0 2 5 2  1 332 1 2 4 5 0  422 4 8  
1 1 3 3  0 5 4 2 2  99099 1183 07298 4H46 1 2 3 3  0 9 0 9 6  30766 1283 1 0822 66564 1 333 12483 01494 
1134 0 5461 30546 1 1 84 0 7 3 3 5  1 7 1)2 4 1 2 34 09131 5 1 5 9 7  1 2 84 1 0 856 5 0 2 3 7  1 334 1 2 5 1 5  58296 

1 1 35 05499 58615 1185 07371 83 . 503 1235 0 9 1 6 6  69576 1 2 8 5  1 0890 31277 1 33 5  1 25 4 8  1 2 6 5 7  
1 1 36 05537 83314 1 1 8 6  0 7 4 0 8  46<390 1 2 36 0 9 2 0 1  84708 1 2 8 6  1 0 924 09686 1 3 3 6  1 2 5 80 64581 
1 1 3 7  05576 04647 1 1 87 0 7445 07190 1237 09236 96996 1 2 87 1 0957 85469 1 337 1 2 6 1 3  14073 
1 1 3 8  0 5614 2 2 6 2 1  1 188 0 7481 64-�06 1 2 3 8  0 9 2 7 2  06447 1 2 88 10991 58630 1 3 38 1 2 645 61134 
1 1 39 0 5 652 37241 1 1 8 9  0 7 5 1 8  18 546 1 2 3 9  09307 1 3064 1289 1 1 025 29174 1339 1 2 678 05770 

1140 05690 48513 1190 07554 69 )14 1 2 40 09342 16852 1290 1 1 058 97103 1 340 1 2 7 1 0  47984 
1141 05728 5 6444 1 1 9 1  07591 17 ,)15 1 2 41 09377 17815 1291 1 1092 62423 1 341 1 2742 87779 
1142 05766 61 039 1 1 9 2  07627 62 554 1242 09412 1 5 9 5 8  1 2 9 2  1 1 126 2 5 1 37 1 342 12775 2 5 1 5 8  
1 143 05804 62304 1 1 9 3  0 7664 04 B7 1 2 4 3  0 9 4 4 7  1 1 2 86 1 2 9 3  1 1 1 5 9  85249 1 343 1 2 8 0 7  60127 
1144 05842 60245 1194 07700 43?68 1 2 44 09482 0 3 8 0 4  1294 1 1 193 42763 1344 1 2839 92687 

1145 0 5880 54867 1 19 5  07736 7 9  )53 1245 09516 93514 1 2 9 5  1 1 2 2 6  97684 1345 1 2 87 2  22843 
1 1 46 0 5 9 1 8  46176 1 1 9 6  0 7 7 7 3  1 1 797 1246 09551 80423 1296 1 1260 50015 1 346 1 2 9 04 5 0 5 9 9  
1 1 47 05956 34179 1 1 9 7  0 7 8 0 9  41 504 1 2 47 0 9 5 86 64535 1 2 9 7  1 1 2 9 3  99761 1 347 1 29 36 75957 
1148 05994 18881 1198 07845 68 l81 1248 0 9 6 2 1  45853 1298 1 1 327 46925 1348 1 2 9 6 8  98922 
1149 06032 00287 1199 07881 9 1 331 1 2 49 09656 2 4384 1 2 9 9  1 1 360 9 1 5 1 1  1 349 1 30 0 1  19497 

1 1 5 0  06069 78404 1 2 0 0  079 1 8  12 �60 1 2 5 0  09691 0 0 1 3 0  1 30 0  1 1 394 33523 1 3 5 0  1 3 0 3 3  37685 [ (-g) 5] [(-g)4] [(-g)4] [ ( -g)3] [(-g)3] 



100 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.2 NATURAL LOGARITHMS 

;(' ln x X In �v X ln x 

o. 000 - 0()  o. 050 -2. 99573 22735 539910 0. 100 -2. 30258 50929 940457 
o. 001 -6. 90775 52789 821371 o. 051 -2. 97592 96462 578113 0. 101  -2. 29263 47621 408776 
o. 002 -6. 21460 80984 221917 o. 052 -2. 95651 15604 007097 0. 102 -2. 28278 2 4656 978660 
o. 003 -5. 80914 29903 140274 o. 053 -2. 93746 33654 300152 0. 103 -2. 27302 62907 525013 
o. 004 -5, 52146 09178 622464 0. 054 -2. 91877 12324 178627 0. 104 -2. 26336 43798 407644 

o. 005 -5. 29831 73665 480367 0. 055 -2. 90042 20937 496661 0. 105  -2. 25379 49288 246137 
n. oo6 -5, 11599 58097 540821 o. 056 -2. 88240 35882 469878 0. 106 -2. 2 4431 61848 700699 
o. 007 -4. 96184 51299 268237 0. 057 -2. 86470 40111 475869 0. 1 07 -2. 2 3492 64445 202 309 
o. 008 -4. 82831 37373 023011 o. 058 -2. 84731 22684 357177 0. 108 -2. 22562 40518 579174 
0, 009 -4. 71053 07016 459177 o. 059 -2. 83021 78350 7 64176 0 . 1 09 -2. 2 1640 73967 529934 

0, 010 -4. 60517 01859 880914 o. 060 -2. 81341 07167 600364 o. no -2. 20727 49131 897208 
0, Oll -4. 5 0986 00061 837665 0, 061 -2. 79688 14148 088258 0. 1ll  -2. 19822 50776 698029 
o. 012 -4. 42284 86291 941367 o. 062 -2. 78062 08939 370455 0. 1 12 -2. 1 8925 64076 870425 
o. 0 13 -4. 34280 59215 206003 o. 063 -2. 76462 05525 906044 0. 113 -2. 18036 74602 697965 
o. 014 -4. 26869 79493 668784 o. 064 -2. 74887 21956 224652 0, 114 -2. 17155 68305 876416 

o. 015 -4. 19970 50778 799270 o. 065 -2. 73336 80090 864999 0. 115 -2. 1 6282 31506 188870 
o. 016 -4. 13516 65567 423558 0. 066 -2. 71810 0 5369 557115 0. 116 -2. 15416 5 0878 757724 
0. 017 -4. 07454 19349 259210 0 . 067 -2. 70306 26595 911710 0, 1 17 -2. 14558 1 3441 843809 
0, 018 -4. 01738 35210  859724 o. 068 -2. 68824 75738 060304 0. 118 -2. 13707 06545 1 64723 
0, 019 -3. 96331 62998 156966 o. 069 -2. 67364 87743 848777 0. 119 -2. 12863 17858 706077 

o. 020 -3. 91202 30054 281461 o. 070 -2. 65926 00369 327781 0. 120 -2. 12026 35362 000911 
o. 021 -3. 86323 28412 587141 o. 071 -2. 64507 54019 408216 0. 121 -2. 11196 47333 853960 
o. 022 -3. 81671 28256 238212 0. 072 -2. 63108 91599 660817 0. 122 -2. 1 0373 42342 488805 
o. 023 -3. 77226 10630 529874 o. 073 -2. 61729 58378 337459 0. 123 -2. 09557 09236 097196 
o. 024 -3. 72970 14486 341914 0. 074 -2. 60369 01857 779673 0. 124 -2. 08747 37133 771002  

o. 025 -3. 68887 94541 139363 o. 075 -2. 59026 71654 458266 0. 125 -2. 07944 15416 798359 
o. 026 -3. 64965 87409 606550 0. 076 -2. 57702 19386 958060 0. 126 -2. 07147 33720 306591 
o. 027 -3. 61191 84129 778080 o. 077 -2. 56394 98571 284532 0. 127 -2. 06356 81925 235458 
o. 028 -3. 57555 07688 069331 0. 078 -2. 55104 64522 925453 0. 128 -2. 05572 50150 625199 
o. 029 -3. 54045 94489 956630 0, 079 -2. 53830 74265 151156 0. 129 -2. 04794 28746 204649 

o. 030 -3. 50655 78973 199817 o. 080 -2. 52572 86443 082554 0. 130 -2. 04022 08285 265546 
o. 031 -3. 47376 80744 969908 o. 081 -2. 51330 61243 096983 0 . 131 -2. 03255 79557 809855 
o. 032 -3. 44201 93761 824105 o. 082 -2. 50103 60317 178839 0. 132 -2. 02495 33563 957662 
0, 033 -3. 41124 77175 156568 0. 083 -2. 48891 46711 855391 0. 133 -2. 01740 61507 603833 
0. 034 -3. 38139 47543 659757 o. 084 -2. 47693 84801 388234 0. 134 -2. 00991 54790 312257 

0. 035 -3. 35240 72174 927234 o. 085 -2. 46510 40224 9 18206 0. 135 -2. 00248 05005 437076 
o. 036 -3. 32423 63405 260271 0. 086 -2. 45340 79827 286293 0. 136 -1. 99510 03932 460850 
0, 037 -3. 29683 73663 379126 o. 087 -2. 44184 71603 275533 0. 1 37 -1. 98777 43531 540121 
0. 038 -3, 27016 91192 557513 0. 088 -2. 43041 84645 039306 0. 138 -1. 98050 15938 249324 
0. 039 -3. 24419 36328 524906 0. 089 -2. 41911 89092 499972 0. 1 39 -1. 97328 1 3458 514453 

o. 040 -3. 21887 58248 682007 o. 090 -2. 40794 56086 518720 0. 140 -1. 96611 28563 728328 
o. 041 -3. 19418 32122 778292 o. 091 -2. 39689 57724 652870 0. 141 -1. 95899 53886 039688 
o. 042 -3. 17008 56606 987687 0. 092 -2. 38596 67019 330967 0. 1 42 -1. 95192 822 13 808763 
0. 043 -3. 14655 51632 885746 o. 093 -2. 37515 57858 2 88811 0. 143 -1. 94491 06487 222298 
o. 044 -3. 12356 56450 638759 o. 094 -2. 36446 04967 121332 0. 144 -1. 93794 19794 061364 

o. 045 -3. 10109 27892 118173 o. 095 -2. 35387 83873 815962 0. 145 -1. 93102 15365 61562 7  
o .  046 -3. 07911 38824 930421 0. 096 -2. 34340 70875 143008 0. 146 -1. 92414 86572 738006 
o. 047 -3. 05760 76772 720785 o. 097 -2. 33304 43004 7 87542 0, 147 -1. 91732 26922 034008 
0. 048 -3. 03655 42680 742461 o. 098 -2. 32278 78003 115651 0, 148 -1. 91054 30052 180220 
0. 049 -3. 01593 49808 715104 o. 099 -2. 31263 54288 475471 0. 149 -1. 90380 89730 366779 

0, 050 -2. 99573 22735 539910 0. 100 -2. 30258 5 0929 940457 0. 150 -1. 89711 99848 858813 [<-1�5] [<-g) l] 
For use of natural logarithms see Examples 4-7. 

In 10 = 2.30258 50929 940457 



ELEMJ�NTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 101 

NATURAL LOGARITHMS Table 4.2 

X In x X In x X In x 

0. 150 -1. 89711 99848 858813 0. 200 -1. 60943 79124 341004 0. 250 -1. 38629 43611 198906 
0. 151 -1. 89047 54421 672127 o. 201 -1. 60445 0 3709 230613 o. 251 -1. 38230 23398 503532 
o. 152 -1. 88387 47581 358607 0. 202 -1. 59948 75815 809323 0. 252 -1. 37832 61914 707137 
o.  153 -1. 87731 73575 897016 o. 203 -1. 59454 92999 403497 o. 253 -1. 37436 57902 546168 
0. 154 -1. 87080 26765 685079 o. 204 -1. 58963 52851 379207 o. 254 -1. 37042 1 0119 636005 

0. 155 -1. 86433 01620 628904 o. 205 -1. 58474 52998 437289 o. 255 -1. 36649 17338 237109 
0. 156 -1. 85789 92717 326000 0. 206 -1. 57987 91101 925560 0 . 256 -1. 36257 78345 025746 
0. 157 -1. 85150 94736 338290 o. 207 -1. 57503 64857 167680 o. 257 -1. 35867 91940 869173 
0. 158 -1. 84516 02459 551702 0. 208 -1. 57021 71992 808191 0. 258 -1. 35479 56940 605196 
0. 159 -1. 83885 10767 619055 0. 209 -1. 56542 10270 173260 o. 259 -1. 35092 72172 825993 

0. 160 -1. 83258 14637 483101 0. 210 -1. 56064 77482 646684 o. 260 -1. 34707 36479 666093 
0. 161 -1. 82635 09139 976741 o. 211  -1. 55589 71455 060706 0. 261 -1. 34323 48716 594436 
0. 162 -1. 82015 89437 497530 o. 212 -1. 55116 90043 101246 o. 262 -1. 33941 07752 2 10402 
0. 163 -1. 81400 50781 753747 o. 213 -1. 54646 31132 727119 0. 2 63 -1. 33560 12468 043725 
0. 164 -1. 80788 88511 579386 0. 214 -1. 54177 92639 602856 0. 264 -1. 33180 61758 358209 

0. 165 -1. 80180 98050 815564 o. 215 -1. 53711 72508 544743 o. 265 -1. 32802 54529 959148 
0. 166 -1. 79576 74906 255938 o. 216 -1. 53247 68712 979720 0. 266 -1. 32425 89702 004380 
0. 167 -1. 78976 14665 653819 o. 217 -1. 52785 79254 416775 o. 2 67 -1. 32050 66205 818875 
0. 168 -1. 78379 12995 788781 o. 218 -1. 52326 02161 930480 0. 2 68 -1. 31676 82984 712804 
0. 169 -1. 77785 65640 590636 o. 219 -1. 51868 35491 656362 o. 269 -1. 31304 38993 802979 

0. 170 -1. 77195 68419 318753 o. 220 -1. 51412 77326 297755 0. 270 -1. 30933 33199 837623 
0. 171 -1. 76609 17224 794772 o. 221  -1. 50959 25774 643842 o. 271 -1. 30563 64581 024362 
0. 172 -1. 76026 08021 686840 o. 222 -1. 50507 78971 098576 o. 272 -1. 30195 32126 861397 
0. 173 -1. 75446 36844 843581 o. 223 -1. 50058 35075 220183 0. 273 -1. 29828 34837 971773 
0. 174 -1. 74869 99797 676080 0. 224 -1. 49610 92271 270972 0. 274 -1. 29462 71725 940668 

0. 175 -1. 74296 93050 586230 0. 225 -1. 49165 48767 777169 o. 275 -1. 29098 41813 155658 
0. 176 -1. 73727 12839 439853 0. 226 -1. 48722 02797 098512 0. 276 -1. 28735 44132 649871 
0. 177 -1. 73160 55464 083079 0. 227 -1. 48280 52615 007344 o. 277 -1. 28373 77727 947986 
0. 178 -1. 72597 17286 900519 o. 228 -1. 47840 96500 2 76963 0. 278 -1. 28013 41652 915000 
0. 179 -1. 72036 94731 413821 o. 229 -1. 47403 32754 278974 0. 279 -1. 27654 34971 607714 

0. 180 -1. 7 1479 84280 919267 o. 230 -1. 46967 59700 589417 o. 2 80 -1. 27296 56758 128874 
o. 181 -1. 70925 82477 163113 o. 231 -1. 46533 75684 603435 o. 281 -1. 26940 06096 483913 
0. 182 -1. 70374 85919 053417 o. 232 -1. 46101 79073 158271 o. 282 -1. 26584 82080 410235 
0. 1 83 -1. 69826 91261 407161 0. 233 -1. 45671 68254 1 64365 0. 283 -1. 26230 83813 388994 
0. 1 84 -1. 69281 95213 731514 0. 234 -1. 45243 41636 244356 0. 284 -1. 25878 1 0408 209310 

0. 185 -1. 68739 94539 038122 0. 235 -1. 44816 97648 379781 0. 285 -1. 25526 60987 1 34865 
o. 186 -1. 68200 86052 689358 0. 236 -1. 44392 34739 565270 0. 286 -1. 25176 34681 622845 
0. 187 -1. 67664 66621 275504 o. 237 -1. 43969 51378 470059 0. 287 -1. 24827 30632 225159 
0. 188 -1. 67131 33161 521878 o. 2 38 -1. 43548 46053 1 06624 0. 288 -1. 24479 47988 461911 
0. 189 -1. 66600 82639 224947 o. 2 39 -1. 43129 17270 506264 0. 289 -1. 24132 85908 697049 

0. 190 -1. 66073 12068 2 16509 0. 240 -1. 42711 63556 401457 0. 290 -1. 23787 43560 016173 
0. 191 -1. 65548 18509 355072 o. 241 -1. 42295 83454 9 14821 0. 291 -1. 23443 20118 106445 
0. 192 -1. 65025 99069 543555 0. 242 -1. 41881 75528 254507 0. 292 -1. 23100 14767 138553 
0. 193 -1. 64506 50900 772515 o. 243 -1. 41469 38356 415886 o. 293 -1. 22758 2 6699 650697 
0. 194 -1. 63989 71199 188089 0. 244 -1. 41058 70536 889352 0. 294 -1. 22417 55116 434554 

0. 195 -1. 63475 57204 1 83903 o. 245 -1. 40649 7 0684 374101 o. 295 -1. 22077 99226 423172 
0. 196 -1. 62964 06197 516198 0. 246 -1. 40242 37430 497742 o. 296 -1. 2 1739 58246 580767 
0. 197 -1. 62455 15502 441485 0 . 247 -1. 39836 69423 541599 o. 297 -1. 2 1402 31401 794374 
0. 198 -1. 61948 82482 876018 0. 248 -1. 39432 65328 1 71549 0. 298 -1. 21066 17924 767326 
0. 199 -1. 61445 04542 576447 o. 249 -1. 39030 23825 174294 0. 299 -1. 20731 17055 914506 -
o. 200  -1. 60943 79124 341004 o. 250 -1. 38629 43611 198906 o. 300 -1. 20397 28043 259360 

[C -�)5] [C-�)3] [C-�)2] 
In 10 = 2.30258 50929 940457 



102 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.2 NATURAL LOGARITHMS 

.1· In ;r ,I ' In .1· :r In .1· 

0. 300 -1. 20397 28043 259360 0, 350 -1. 04982 21244 986777 0. 400 -0. 9 1 629 07318 741551 
0. 301 -1. 2 0064 50142 332613 0. 351 -1. 04696 90555 162712 0 . 401  -0. 91379 38516 755679 
o. 302 -1. 19732 82616 072674 o. 352 -1. 04412 41033 84040 0 o. 402 -0. 91130 31903 631160 
0. 303 -1. 19402 24734 72 7679 0. 353 -1. 04128 72220 488403 0. 403 -0. 90881 87170 354541 
o. 304 -1. 19072 75775 759154 0 . 354 -1. 03845 83658 483626 0. 404 -0. 90634 04010 209870 

o. 305 -1. 1 8744 35023 747254 0. 355 -1. 03563 74895 06721 3  o. 405 -0. 90386 82118 755979 
o. 306 -1. 18417 01770 297563 0. 356 -1. 03282 45481 301066 0. 406 -0. 90140 21193 804044 
o. 307 -1. 18090 75313 949399 0. 357 -1. 03001 94972 024980 0 . 407 -0. 89894 20935 395421 
0. 308 -1. 17765 54960 085626 0. 358 -1. 02722 22925 8 14 367 o. 408 -0. 89648 81045 779754 
o. 309 -1. 17441 40020 843916 a. 359 -1. 02443 28904 9 38582 0. 409 -0. 89404 01229 393353 

0. 310 -1. 17118 29815 029451 o. 360 -1. 02165 12475 319814 0, 410 -0, 89159 81192 837836 o. 3 11 -1. 16796 23668 029029 o. 361 -1. 01887 73206 492561 o. 411 -0. 88916 20644 859024 
a. 312 -1. 16475 20911 726547 o. 362 -1. 01611 10671 563660 0. 412 -0. 88673 19296 326107 
0. 313 -1. 16155 20884 419838 o. 363 -1. 01335 24447 172863 0. 41 3 -0. 88430 76860 2 11043 
0. 314 -1. 15836 22930 738837 0. 364 -1. 01060 141 13 453964 o. 414 -0. 88188 93051 568227 

0. 315 -1. 15518 26401 565040 o. 365 -1. 00785 792 53 996455 0. 415 -0. 87947 67587 514 388 
0. 316 -1. 15201 30653 952249 0. 366 -1. 00512 19455 807708 0 . 416 -0. 87707 00187 2 08738 
o. 317 -1. 1 4885 35051 048564 0. 367 -1. 00239 34309 275668 0. 417 -0. 87466 9 057� 833356 
0. 318 -1. 1 4570 38962 019602 0. 368 -0. 99967 2 3408 132061 0. 418 -0. 87227 38464 573807 
0. 319 -1. 14256 41761 97292 5 o. 369 -0. 99695 86349 416099 0. 419 -0. 86988 43590 599993 

o. 320 -1. 13943 42831 883648 0. 370 -0. 99425 22733 438669 0. 420 -0. 86750 05677 047231 
0. 321 -1. 13631 41558 521212 0. 371 -0. 99155 32163 747019 0. 421 -0. 8651 2 2 4452  997556 
0. 322 -1. 13320 37334 377287 0. 372 -0. 98886 14247 089905 0. 422 -0. 86274 99649 461252 
0. 323 -1. 1 3010 29557 594805 0. 373 -0. 98617 68593 383215 o. 423 -0. 86038 30999 358591 o. 324 -1. 12701 17631 898077 0. 374 -0. 98349 94815 676051 o. 424 -0. 85802 18237 501793 

o. 325 -1. 1 2393 00966 523996 0. 375 -0. 98082 92530 117262 0 . 425 -0. 85566 61100 577202 o. 326 -1. 12085 78976 154294 o. 376 -0. 97816 61355 922425 o .  426 -0, 85331 59327 127666 
0. 327 -1. 11779 51 080 848837 0. 377 -0. 97551 00915 341263 0. 427 -0. 85097 12657 535125 o. 328 -1. 11474 16705 979933 o. 378 -0. 97286 1 0833 625494 o. 428  -0. 84863 20834 003403 
0. 329 -1. 11169 75282 167652 o. 379 -0. 97021 90738 997107 0. 429 -0. 84629 83600 541201 

o. 330 -1. 10866 2 6245 216111 0. 380 -0. 96758 40262 617056 o. 430  -0. 84397 00702 945289 
0. 331 -1. 10563 69036 050742 o. 381 -0. 96495 59038 554361 o. 431 -0. 84164 71888 78389 3  
0. 332 -1. 10262 03100 656485 o. 382 -0. 96233 46703  755619 o. 432 -0. 83932 96907 380267 
o. 333 -1. 09961 2789 0  016932 0. 383 -0. 95972 02898 014911 o. 433 - 0. 83701 75509 796472 
o. 334 -1. 09661 42860 054366 o. 384 -0. 95711 27263 944102 0. 434 -0. 83471 0 7448 817322 

o. 335 -1. 09362 47471 570706 0. 385 -0. 95451 19446 943528 o. 435 -0. 83240 92478 9 34530 
o. 336 -1. 09064 41190 189328 o. 386 -0. 95191 79095 173062 0. 436  -0. 83011 30356  331027 o. 3 37 -1. 08767 2 3486 297753 0. 387 -0. 94933 05859 523552 0. 437 -0. 82782 20838 865 469 
0. 338  -1. 08470 93834 991183 o. 388 -0. 94674 99393 588636 0. 438 -0. 82553 63686 056909 
0 . 3 39 -1. 08175 51716 016868 o. 389 -0. 94417 59353 636908 o. 439 -0. 82325 58659 069657 

o. 340 -1. 07880 96613 719300 o. 390 -0. 94160 85398 584449 o. 440 -0. 82098 05520 698302 
0. 341 -1. 07587 28016 986203 0. 391  -0. 93904 77189 9 67713 o. 441 -0. 81871 04035 352911 
o. 342 -1. 07294 45419 195319 o. 392 -0. 93649 34391 916745 0. 442 -0. 81644 53969 044389 
0. 343 -1. 07 002 48318 161971 0. 393 -0. 93394 56671 128758 o. 443 -0. 81418 55089 370014 o. 344 -1. 06711 36216 087 387 0. 394 -0. 93140 43696 842032 0 . 444 -0. 81193 07165 499123 

0. 345 -1. 06421 08619 507773 o. 395 -0. 9 2 886 95140 810152 o. 445 -0. 80968 09968 158968 
0. 346 -1. 06131 65039 244128 o. 396 -0. 92 634 1 0677 276565 0. 446 -0. 80743 63269 620730 o. 347 -1. 05843 04990 3 52779 o. 397 -0. 9 2 381 89982 949466 o. 447 -0. 80519 6 6843 685682 o. 348 -1. 05555 27992 076627 o. 398 -0. 92130 32736 976993 a. 448 -0. 80296 20465 671519 
0. 349 -1. 05268 33567 797099 o. 399 -0. 91879 38620 922736 0, 449 -0. 80073 23912 398828 

o. 350 -1. 04982 21244 986777 0. 400 -0. 91629 07318 741551 0, 450 -0. 79850 769 62 177716 

[(-�) 1] [(-�)1] .. [ <-ps] 
In 10 = 2.30258 50929 940457 

•See page n. 
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NATURAL LOGARITHMS Table 4.2 

X In x X In x X In x 
o. 450 -0. 79850 76962 177716 o. 500 -0. 69314 71805 599453 o. 550 -0. 59783 70007 556204 
o. 451 -0. 79628 79394 794587 o. 501 -0. 69114 91778 972723 o. 551 -0. 59602 04698 292226 
o. 452 -0. 79407 30991 499059 0. 502 -0. 68915 51592 904079 o. 552 -0. 59420 72327 050417 o. 453 -0. 79186 31534 991 030 0. 503 -0. 68716 51088 823978 o. 553 -0. 592 39 72774 598023 
0. 454 -0. 78965 80809 407891 0. 5 04 -0. 68517 90109 107684 0. 554 -0. 59059 05922 348532 

o. 455 -0. 78745 78600 311866 0. 505 -0. 68319 68497 067772 0 . 555 -0. 58878 71652 357025 
o. 456 -0. 78526 24694 677510 0 . 506 -0. 68121 86096 946715 0. 556 -0. 58698 69847 315547 
o. 457 -0. 78307 18880 879324 o. 507 -0. 67924 42753 909539 0. 557 -0. 58519 00390 548530 
o. 458 -0. 78088 60948 679521 0. 508 -0. 67727 38314 036552 0 . 558 -0. 58339 631 66 008261 
0. 459 -0. 77870 50689 215919 o.  509 -0. 67530 72624 316143 o. 559 -0. 58160 58058 270379 

o. 460 -0. 77652 87894 989964 o. 510 -0. 67334 45532 637656 o. 560 -0. 57981 84952 529421 
o. 461 -0. 77435 72359 854885 o.  511 -0. 67138 56887 784326 0 . 561 -0. 57803 43734 594407 
o. 462 -0. 77219 03879 003982 o. 512 -0. 66943 06539 426293 o.  562 -0. 57625 34290 884460 
o. 463 -0. 77002 82248 959030 o .  513 -0. 66747 94338 113675 0. 563 -0. 57447 56508 424467 
o. 464 -0. 76787 07267 558818 . o. 514 -0. 66553 20135 269719 0 . 564 -0. 57270 10274 840782 

o. 465 -0. 76571 78733 947807 o. 515 -0. 66358 83783 184009 0 . 565 -0. 57092 95478 356961 
o. 466 -0. 76356 96448 564912 0. 516 -0. 66164 85135 005743 0 . 566 -0. 56916 12007 789541 
0. 467 -0. 76142 60213 132397 o. 517 -0. 65971 24044 737079 0 . 567 -0. 56739 59752 543850 
o. 468 -0. 75928 69830 644903 0 . 518 -0. 65778 00367 226540 o. 568 -0. 56563 38602 609857 
o. 469 -0. 75715 25105 358577 o. 519 -0. 65585 13958 162484 0 . 569 -0. 56387 48448 558061 

o. 470 -0. 75502 25842 780328 o. 520 -0. 65392 64674 066640 0. 570 -0. 562 11 89181 535412 
0. 471 -0. 75289 71849 657193 0. 521 -0. 65200 52372 287701 o. 571 -0. 56036 60693 261268 
0. 472 -0. 75077 62933 965817 0. 522 -0. 65008 76910 994983 o.  572 -0. 55861 62876 023392 
0. 473 -0. 74865 98904 902041 o. 523 -0. 64817 38149 172142 0. 573 -0. 55686 95622 673975 
0. 474 -0. 74654 79572 870606 0. 524 -0. 64626 35946 610949 0 . 574 -0. 55512 58826 625706 

o. 475 -0. 74444 04749 474958 o. 525 -0. 64435 70163 905133 0 . 575 -0. 55338 52381 847866 
o. 476 -0. 74233 74247 507170 0. 526 -0. 64245 40662 444272 0 . 576 -0. 55164 76182 862458 
0. 477 -0. 7402 3 87880 937958 o. 527 -0. 64055 47304 407747 o. 577 -0. 54991 30124 740375 
0. 478 -0. 73814 45464 906811 0. 528 -0. 63865 89952 758756 0. 578 -0. 54818 14103 097596 
o. 479 -0. 73605 46815 712218 0. 529 -0. 63676 68471 2 38377 0 . 579 -0. 54645 28014 091418 

o. 480 -0. 73396 91750 802004 o. 530 -0. 63487 82724 359695 0 . 580 -0. 54472 71754 41672 0 
o. 481 -0. 73188 80088 763759 o. 531 -0. 63299 32577 401982 0. 581 -0. 54300 45221 302258 
o. 482 -0. 72981 11649 315367 o. 532 -0. 63111 17896 404927 0 .  582 -0. 54128 48312 506992 
o. 483 -0. 72773 86253 295644 0 . 533 -0. 62923 38548 162925 0. 583 -0. 53956 80926 316447 
o. 484 -0. 72567 03722 655053 0. 534 -0. 62735 94400 2 19422 0 . 584 -0. 53785 42961 539100 

o. 485 -0. 72360 63880 446539 o. 535 -0. 62548 85320 861305 o.  585 -0. 53614 34317 502806 
0. 486 -0. 72154 66550 816433 o. 536 -0. 62362 11179 1 13351 0 . 586 -0. 53443 54894 051244 
o. 487 -0. 71949 11558 995473 0. 537 -0. 62175 71844 732724 0. 587 -0. 53273 04591 540406 
0. 488 -0. 71743 98731 289899 0. 538 -0. 61989 67188 203526 0. 588 -0. 53102 83310 835101 
0. 489 -0. 71539 27895 072650 0. 539 -0. 61803 97080 731399 0. 589 -0. 52932 90953 305503 

0. 490 -0. 71334 98878 774648 0. 540 -0. 61618 61394 238170 0 . 590 -0. 52763 27420 823719 
o. 491 -0. 71131 11511 876165 0. 541 -0. 61433 6000 1  356555 0. 591 -0. 52593 92615 760389 
o. 492 -0. 70927 65624 898289 0. 542 -0. 61248 92775 424908 0 . 592 -0. 52424 86440 981314 
0. 493 -0. 70724 61049 394469 0. 543 -0. 61064 59590 482016 0. 593 -0. 52256 08799 844116 
0. 494 -0. 70521 97617 942145 o. 544 -0. 60880 60321 261944 0. 594 -0. 52087 59596 194921 

0. 495 -0. 70319 75 164 134468 o. 545 -0. 60696 94843 188930 0 . 595 -0. 51919 38734 365073 
o. 496 -0. 70117 93522 572096 0. 546 -0. 60513 63032 372 320 0 . 596 -0. 51751 46119 167873 
o. 497 -0. 69916 52528 855083 o. 547 -0. 60330 64765 601558 0 . 597 -0. 51583 81655 895350 
o. 498 -0. 69715 52019 574841 0. 548 -0. 60147 99920 341215 0. 598 -0. 51416 45250 315053 
o. 499 -0. 69514 91832 306184 o. 549 -0. 59965 68374 726064 0. 599 -0. 51249 36808 666877 

o. 500 - 0. 69314 71805 599453 o. 550 -0. 59783 70007 556204 o. 600 -0. 51082 56237 659907 [C-J>6J [C -J)5] [ C-J)4] 
ln 10= 2.30258 50929 940457 
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Table 4.2 NATURAL LOGARITHMS 

X In x X In x X In x 
o. 600 -0. 51082 56237 659907 0. 650 -0. 43078 29160 924543 o. 700 -0. 35667 49439 387324 
o. 601 -0. 50916 03444 469295 0. 651 -0. 42924 56367 735678 o. 701 -0. 35524 73919 475470 
o. 602 -0. 50749 78336 733160 0. 652 -0. 42771 07170 554841 o. 702 -0. 35382 18749 563259 
o. 603 -0. 50583 80822 549516 o. 653 -0. 42617 81497 057060 0. 703 -0. 35239 83871 714721 
o. 604 -0. 50418 10810 473221 0. 654 -0. 42464 79275 249384 o. 704 -0. 35097 69228 240947 
0. 605 -0. 50252 68209 512956 o. 655 -0. 42312 00433 468851 0. 7 05 -0. 34955 74761 698684 
o. 606 -0. 50087 52929 128226 o. 656 -0. 42159 44900 380480 0. 706 -0. 34814 00414 888950 
o. 607 -0. 49922 64879 226388 o. 657 -0. 42007 12604 975265 o. 707 -0. 34672 46130 855643 
o. 608 -0. 49758 03970 159700 0. 658 -0. 41855 03476 568199 o. 708 -0. 34531 11852 884173 
o. 609 -0. 49593 70112 722400 o. 659 -0. 41703 17444 796298 o. 709 -0. 34389 97524 500096 
o. 610 -0. 49429 63218 147801 0. 660 -0. 41551 54439 616658 o. 710 -0. 34249 03089 467759 
0. 611 -0. 49265 83198 105417 0. 661 -0. 41400 14391 304508 o. 711 -0. 34108 28491 788962 
o. 612 -0. 49102 29964 698110 o. 662 -0. 41248 97230 451288 o. 712: -0. 33967 73675 701613 
0. 613 -0. 48939 03430 459257 0. 663 -0. 41098 02887 962745 0, 7D -0. 33827 38585 678411 
o. 614 -0. 48776 03508 349946 0. 664 -0. 40947 31295 057032 o. 711� -0. 33687 23166 425527 
o. 615 -0. 48613 30111 756192 0. 665 -0. 40796 82383 262829 o. 71�i -0. 33547 27362 881294 
o. 616 -0. 48450 83154 486173 0. 666 -0. 40646 56084 417479 o. 716 -0. 33407 51120 214914 
0. 617 -0. 48288 62550 767492 o. 667 -0. 40496 52330 665133 o. 717 -0. 33267 94383 825167 o. 618 -0. 48126 68215 244463 o. 668 -0. 40346 71054 454913 o. 71:!3 -0. 33128 57099 339129 o. 619 -0. 47965 00062 975409 0. 669 -0. 40197 12188 539086 o. 71'9 -0. 32989 39212 610904 
o. 620 -0. 47803 58009 429998 0. 670 -0. 40047 75665 971253 o. 720 -0, 32850 40669 720361 o. 621 -0. 47642 41970 486583 0. 671 -0. 39898 61420 104553 o. 721 -0. 32711 61416 971880 o. 622 -0. 47481 51862 429576 o. 672 -0. 39749 69384 589875 o. 722 -0. 32573 01400 893108 o. 623 -0. 47320 87601 946839 0. 673 -0. 39600 99493 374092 o. 723 -0. 32434 60568 233724 o. 624 -0. 47160 49106 127094 0. 674 -0. 39452 51680 698300 o. 724 -0. 32296 38865 964207 
o. 625 -0. 47000 36292 457356 o. 675 -0. 39304 25881 096072 o. 725 -0. 32158 36241 274623 0, 626 -0. 46840 49078 820385 0. 676 -0. 39156 22029 391730 o. 7<!6 -0. 32020 52641 573410 o. 627 -0. 46680 87383 492164 o. 677 -0. 39008 40060 698621 o . 7<!7 -0. 31882 88014 486177 0. 628 -0. 46521 51125 139384 o. 678 -0. 38860 79910 417415 o. 728 -0. 31 745 42307 854511 o. 629 -0. 46362 40222 816965 0. 679 -0. 38713 41514 234409 0 . 729 -0. 31608 15469 734789 
o. 630 -0. 46203 54595 965587 0. 680 -0. 38566 24808 119847 o. 730 -0. 31471 07448 397002 
a. 631 -0, 46044 94164 4a9239 o. 681 -a. 38419 29728 326247 a . 731 -a. 31334 18192 323585 a. 632 -0. 45886 58848 352796 o. 682 -0. 38272 56211 386750 a. 732 -0. 31197 47650 2a8255 o. 633 -0. 45728 48568 379609 a. 683 -a. 38126 04194 113470 o. 733 -a. 31a6a 95770 954856 a. 634 -0. 45570 63245 449111 0. 684 -a. 37979 73613 595866 a. 734 -a. 3a924 62503 676215 
o. 635 -0. 45413 02800 894454 o. 685 -0. 37833 64407 199118 o. 735 -0. 30788 47797 693004 o. 636 -0. 45255 67156 420149 o. 686 -0. 37687 76512 562518 o. 736 -0. 30652 51602 532608 0. 637 -0. 45098 56234 099737 o. 687 -0. 37542 09867 597877 a. 737 -a. 3a516 73867 928004 o. 638 -0. 44941 69956 373472 a. 688 -0. 37396 6441a 487934 o. 738 -0. 3a381 14543 816646 a. 639 -0. 44785 08246 046022 o. 689 -0. 37251 40079 684785 a. 739 -0. 30245 73580 339353 
o. 640 -0. 44628 71026 284195 0. 690 -0. 37106 36813 9a8320 o. 740 -0. 30110 50927 839216 o. 641 -0. 44472 58220 614670 o. 691 -0, 36961 54552 144672 o. 741 -0, 29975 46536 860502 o. 642 -0. 44316 69752 921759 0. 692 -0. 36816 93233 644675 o. 742 -0. 29840 60358 147566 a. 643 -0. 44161 05547 445177 0. 693 -0, 36672 52797 922338 0 . "143 -0. 29705 92342 643779 o. 644 -0. 44005 65528 777834 0. 694 -0. 36528 33184 753326 a. 744 -0. 29571 42441 490452 
0, 645 -0. 43850 49621 863646 0. 695 -0. 36384 34334 173449 o. 745 -0. 29437 10606 025775 
a. 646 -0. 43695 57751 995352 0. 696 -0, 36240 56186 477174 o. 746 -0. 29302 96787 783762 a. 647 -0. 43540 89844 812365 0. 697 -0. 36096 98682 216132 o. 747 -0. 29169 00938 493197 o. 648 -0. 43386 45826 298624 o. 698 -0. 35953 61762 197646 o. 748 -0. 29035 23010 076598 o. 649 -0. 43232 25622 780471 0. 699 -0. 35810 45367 483268 o. 749 -0. 28901 62954 649176 
o. 650 -0. 43078 29160 924543 o. 700 -0. 35667 49439 387324 0. 750 -0. 28768 20724 517809 

[<-J)3] [ <-J)3) [ (-J)
3) 

In 10= 2.30258 50929 940457 



X 
o. 750 
o. 751 
o. 752 
o. 753 
o. 754 
o. 755 
o. 756 
o. 757 
o. 758 
o. 759 
o. 760 
o. 761 
o. 762 
o. 763 
o. 764 
o. 765 
o. 766 
o. 767 
o. 768 o. 769 
o. 770 o. 771 
o. 772 
o. 773 
o. 774 
o. 775 
o. 776 
o. 777 
o. 778 
o. 779 
o. 780 o. 781 
o. 782 
o. 783 
o. 784 
o. 785 
o. 786 
o. 787 
o. 788 o. 789 
o. 790 
o. 791 
o. 792 
o. 793 
o. 794 
o. 795 o. 796 
o. 797 
o. 798 
o. 799 
o. 800 

ELE�J:ENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

In x 
-0. 28768 20724 517809 
-0. 28634 96272 180023 
-0. 28501 89550 322973 
-0. 28369 00511 822435 
-0. 28236 29109 741810 
-0. 28103 75297 331123 
-0. 27971 39028 026041 
-0. 27839 20255 446883 
-0. 27707 18933 397654 
-0. 27575 35015 865071 
-0. 27443 68457 017603 
-0. 27312 19211 204512 
-0. 27180 87232 954908 
-0. 27049 72476 976800 
-0. 26918 74898 156166 
-0. 26787 94451 556012 
-0. 26657 31092 415458 
-0. 26526 84776 148809 
-0. 26396 55458 344649 
-0. 26266 43094 764931 
-0. 26136 47641 344075 
-0. 26006 69054 188076 -0. 25877 07289 573609 
-0. 25747 62303 947151 
-0. 2 5618 34053 924099 
-0. 25489 22496 287901 
-0. 25360 27587 989183 
-0. 25231 49286 144896 
-0. 25102 87548 037454 
-0. 24974 42331 113888 
-0. 24846 13592 984996 
-0. 24718 01291 424511 
-0. 24590 05384 368260 
-0. 24462 25829 913340 
-0. 24334 62586 317292 
-0. 24207 15611 997286 
-0. 24079 84865 529305 
-0. 2 3952 70305 647338 
-0. 2 3825 71891 242579 
-0. 2 3698 89581 362628 
-0. 23572 23335 210699 
-0. 23445 73112 144832 
-0. 2 3319 38871 677112 
-0. 23193 20573 472891 
-0. 2 3067 18177 350013 
-0. 2 2941 31643 278052 -0. 22815 60931 377540 
-0. 22690 06001 919220 
-0. 2 2564 66815 323283 
-0. 2 2439 43332 158624 
-0. 22314 35513 142098 

[(-J)2] 

NATURAL LOGARITHMS 

X 
o. 800 
o. 801 o. 802 
o. 803 
0. 804 
o. 805 
0. 806 
0. 807 o. 808 
o. 809 
o. 810 
o. 811 
o. 812 
o. 813 
o. 814 
o. 815 
o. 816 
o. 817 o. 818 o. 819 
0. 820 o. 821 o. 822 
0, 823 
o. 824 
o. 825 
o. 826 
o. 827 
o. 828 
0. 829 
o. 830 
o. 831 
o. 832 
0 . 833 
o. 834 
o. 835 
0. 836 
o. 837 
o. 838 
0. 839 
o. 840 
0. 841 o. 842 
o. 843 
o. 844 
o. 845 
o. 846 o. 847 
o. 848 o. 849 
0. 850 

In x 
-0. 22314 35513 142098 
-0. 22189 43319 137778 
-0. 2 2064 66711 156226 
-0. 21940 05650 353754 
-0. 21815 60098 031707 
-0. 21691 30015 635737 -0. 21567 15364 755088 
-0. 21443 16107 121883 
-0. 2 1319 32204 610417 
-0. 21195 63619 236454 
-0. 2 1072 10313 156526 
-0. 20948 72248 667241 
-0. 20825 49388 204591 
-0. 20702 41694 343265 
-0. 20579 49129 795968 
-0. 20456 71657 412743 
-0. 20334 09240 180300 
-0. 20211 61841 221342 -0. 20089 29423 793900 -0. 19967 11951 290676 
-0. 19845 09387 238383 -0. 19723 21695 297088 -0. 19601 48839 259571 
-0. 19479 90783 050672 
-0. 19358 47490 726654 
-0. 19237 18926 474561 
-0. 19116 05054 611590 
-0. 18995 05839 584457 
-0. 18874 21245 968774 
-0. 18753 51238 468421 
-0. 18632 95781 914934 
-0. 18512 54841 266889 
-0. 18392 28381 609285 
-0. 18272 16368 152944 
-0. 18152 18766 233903 
-0. 18032 35541 312816 
-0. 17912 66658 974354 
-0. 17793 12084 926617 
-0. 17673 71785 000540 
-0. 17554 45725 149309 
-0. 17435 33871 447778 
-0. 17316 36190 091890 
-0. 17197 52647 398103 
-0. 17078 83209 802816 
-0. 16960 27843 861799 
-0. 16841 86516 249632 -0. 16723 59193 759138 
-0. 16605 45843 300827 
-0. 16487 46431 902340 
-0. 16369 60926 707897 
-0. 16251 89294 977749 

[( -J)2] 
In 10= 2.30258 50929 940457 

X 
o. 850 
0. 851 0. 852 
0. 853 
0. 854 
0. 855 
0. 856 
0. 857 
0. 858 
o. 859 
0. 860 
0. 861 
o. 862 
0. 863 
o. 864 
0. 865 
0. 866 
0. 867 
0. 868 0 . 869 
0. 870 
0. 871 0. 872 
0. 873 
0 . 874 
0. 875 0. 876 
o. 877 
0. 878 
0. 879 
0. 880 
0. 881 
0. 882 
0. 883 
0. 884 
0. 885 
0. 886 
o. 887 
0. 888 
0. 889 
0. 890 
0. 891 
0. 892 
0. 893 
0. 894 
o. 895 0. 896 0. 897 
0, 898 
o. 899 
o. 900 
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Table 4.2 

In x 
-0. 16251 89294 977749 
-0. 16134 31504 087629 
-0. 16016 87521 528213 
-0. 15899 57314 904579 
-0. 15782 40851 935672 
-0. 15665 38100 453768 -0. 15548 49028 403950 
-0. 15431 73603 843573 
-0. 15315 11794 941748 
-0. 15198 63569 978817 
-0. 15082 28897 345836 
-0. 14966 07745 544063 
-0. 14850 00083 184440 
-0. 14734 05878 987091 
-0. 14618 25101 780814 
-0. 14502 57720 502577 
-0. 14387 03704 197019 
-0. 14271 63022 015952 
-0. 14156 35643 217869 -0. 14041 21537 167450 
-0. 13926 20673 335076 -0. 13811 33021 296343 
-0. 13696 58550 731574 -0. 13581 97231 425348 
-0. 13467 49033 266016 
-0. 13353 13926 245226 
-0. 13238 91880 457456 
-0. 13124 82866 099540 -0. 13010 86853 470204 
-0. 12897 03812 969601 
-0. 12783 33715 098849 , -0. 12669 76530 459575 
-0. 12556 32229 753457 
-0. 12443 00783 781770 -0. 12329 82163 444936 
-0. 12216 76339 742075 -0. 12103 83283 770561 
-0. 11991 02966 725576 
-0. 11878 35359 899670 
-0. 1176'5 80434 682325 
-0. 11653 38162 559515 
-0. 11541 08515 113277 
-0. 11428 91464 021277 
-0. 11316 86981 056380 
-0. 11204 95038 086229 
-0. 11093 15607 072817 -0. 10981 48660 072066 -0. 10869 94169 233409 
-0. 10758 52106 799374 
-0. 10647 22445 105168 
-0. 10536 05156 578263 [( -J)2] 
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Table 4.2 

X In x 
o. 900 -0. 10536 05156 578263 
o. 901 -0. 10425 00213 737991 
o. 902 -0. 10314 07589 195134 
o. 903 -0. 1 0203 27255 651516 
0. 904 -0. 10092 59185 899606 
o. 905 -0. 09982 03352 822109 
o. 906 -0. 09871 59729 391577 
o. 907 -0. 09761 28288 670004 
o. 908 -0. 09651 09003 808438 
o. 909 -0. 09541 01848 046582 
o. 910 -0. 09431 06794 712413 
0. 911 -0. 09321 23817 221787 
o. 912 -0. 09211 52889 078057 
o. 913 -0. 09101 93983 871686 
o. 914 -0. 08992 47075 279870 
o. 915 -0. 08883 12137 066157 o. 916 -0. 08773 89143 080068 
o. 917 -0. 08664 78067 256722 
o. 918 -0. 08555 78883 616466 
o. 919 -0. 08446 91566 264500 
o. 920 -0. 08338 16089 390511 
o. 921 -0. 08229 52427 268302 
o. 922 -0. 08121 00554 255432 
o. 923 -0. 08012 60444 792849 
o. 924 -0. 07904 32073 404529 
o. 925 -0. 07796 15414 697119 
o. 926 -0. 07688 10443 359577 
o. 927 -0. 07580 17134 162819 
0. 928 -0. 07472 35461 959365 
o. 929 -0. 07364 65401 682985 
'0. 930 -0. 07257 06928 348354 
o. 931 -0. 07149 60017 050700 
o.  932 -0. 07042 24642 965459 
o. 933 -0. 06935 00781 347932 
o. 934 -0. 06827 88407 532944 
o. 935 -0. 06720 87496 934501 
0. 936 -0. 06613 98025 045450 
o. 937 -0. 06507 19967 437149 
o. 938 -0. 06400 53299 759124 
o. 939 -0. 06293 97997 738741 
o. 940 -0. 06187 54037 180875 
o. 941 -0. 06081 21393 967574 
o. 942 -0. 05975 00044 057740 
o. 943 -0. 05868 89963 486796 
o. 944 -0. 05762 91128 366364 
o. 945 -0. 05657 03514 883943 
o. 946 -0. 05551 27099 302588 
0. 947 -0. 05445 61857 960588 
o. 948 -0. 05340 07767 271152 
o. 949 -0. 052 34 64803 722092 
o. 950 -0. 05129 32943 875505 

[ (-J)2] 

NATURAL LOGARITHMS 

X 
0. 950 
0. 951 
0. 952 0. 953 
0. 954 
o. 955 
o. 956 
0. 957 
0. 958 
0. 959 
0. 960 
o. 961 
o. 962 
o. 963 
0. 964 
o. 965 
o. 966 
0. 967 
o. 968 
o. 969 
0. 970 
0. 971 
o. 972 
o. 973 
0. 974 
0. 975 
0. 976 
o. 977 
o. 978 
o. 979 
o. 980 
0. 981 
o. 982 
0. 983 
0. 984 
0. 985 
0. 986 
0. 987 
0. 988 
0. 989 
o. 990 
o. 991 
o. 992 
0. 993 
o. 994 
0. 995 
0. 996 
0. 997 
0. 998 
0. 999 
1. 000 

In x 
-0. 05129 32943 875505 
-0. 05024 12164 367467 
-0. 04919 02441 907717 -0. 04814 03753 279349 
-0. 04709 16075 338505 
-0. 04604 39385 014068 
-0. 04499 73659 307358 
-0. 04395 18875 291828 -0. 04290 75010 112765 
-0. 04186 42040 986988 
-0. 04082 19945 202551 
-0. 03978 08700 118446 
-0. 03874 08283 164306 
-0. 03770 18671 840115 
-0. 03666 39843 715914 
-0. 03562 71776 431511 -0. 03459 14447 696191 
-0. 03355 67835 288427 
-0. 03252 31917 055600 
-0. 03149 06670 913708 
-0. 03045 92074 847085 
-0. 02942 88106 908121 
-0. 02839 94745 216980 
-0. 02737 11967 961320 
-0. 02634 39753 396020 
-0. 02531 78079 842899 
-0. 02429 26925 690446 
-0. 02326 86269 393543 
-0. 02224 56089 473197 
-0. 02122 36364 516267 
-0. 02020 27073 175194 
-0. 01918 28194 167740 
-0. 01816 39706 276712 
-0. 01714 61588 349705 
-0. 01612 93819 298836 
-0. 01511 36378 100482 
-0. 01409 89243 795016 
-0. 01308 52395 486555 
-0. 01207 25812 342692 
-0. 01106 09473 594249 
-0. 01005 03358 535014 
-0. 0 0904 07446 521491 -0. 00803 21716 972643 
-0. 00702 46149 369645 
-0. 00601 80723 255630 
-0. 00501 25418 2 35443 
-0. 00400 80213 975388 
-0. 00300 45090 202987 
-0. 00200 20026 706731 
-0. 00100 05003 335835 
0. 00000 00000 000000 

[ ( -J) l] 
In 10 = 2.30258 50929 940457 

X 
1. 000 
1. 001 
1. oo;� 
1. 003 1. 004 
1. OO!i 
1 . 006 
1. 007 1. 00!1 
1. 009 
1. 010 
1. Oll. 
1. 01<� 
1. 0B 
1. 014 
1. 01�i 1. 016 
1. 017 1. OHI 
1. 019 
1. 020 1. 021 
1. 02<� 
1. 023 
1. 024 
1. 02�i 
1. 026 
1. 027 
1. 02!1 
1. 029 
1. 030 1. 031 
1. 03<� 
1 . 03�i 
1. 034 
1. 03�i 
1. 036 
1. 037 
1. 038 
1. 039 
1. 040 
1. 041 1. 042� 
1. 043 
1. 044 
1. 04.':i 
1. 046 
1. 047 
1. 048 
1. 049 
1. 050 

In x 

o. ooooo 00000 000000 
0. 00099 95003 330835 
0. 00199 80026 626731 
0. 00299 55089 797985 
0. 00399 20212 695375 
0. 00498 75415 110391 
0. 00598 20716 775475 
0. 00697 56137 364252 0. 00796 81696 491769 
0. 00895 97413 714719 
0. 00995 03308 531681 
0. 01093 99400 383344 
0. 01192 85708 652738 
0. 01291 62252 665463 
0. 01390 29051 689914 
0. 01488 86124 937507 
0. 0 1587 33491 562901 
0. 01685 71170 664229 
0. 01783 99181 283310 
0. 01882 17542 405878 
0. 01980 26272 961797 
0. 02078 25391 825285 
0. 02176 14917 815127 
0. 02273 94869 694894 
0. 02371 65266 173160 
0. 02469 26125 903715 
0. 02566 77467 485778 
0. 02664 19309 464212 
0. 02761 51670 329734 
0. 02858 74568 519126 
0. 02955 88022 415444 0. 03052 92050 348229 
0. 03149 86670 593710 0. 03246 71901 375015 
0. 03343 47760 862374 
0. 03440 14267 173324 
0. 03536 71438 372913 
0. 03633 19292 473903 
0. 03729 57847 436969 
0. 03825 87121 170903 
0. 03922 07131 532813 0. 04018 17896 328318 0. 04114 19433 311752 
0. 04210 11760 186354 
0. 04305 94894 604470 
0. 04401 68854 167743 
0. 04497 33656 427312 
0. 04592 89318 883998 
0. 04688 35858 988504 
0. 04783 73294 141601 
0. 04879 01641 694320 

[(-J) l] 
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NATURAL LOGARITHMS Table 4.2 

X ln x X In x X In x 

1. 050 0. 04879 01641 694320 1. 100 0. 09531 01798 043249 1. 150 0. 13976 19423 751587 1. 051 0. 04974 20918 948141 1. 101 0. 09621 88577 405429 1. 151 0. 14063 11297 397456 1. 052 0. 05069 31143 155181 1. 102 0. 09712 67107 307227 1. 152 0. 14149 95622 736995 1. 053 0. 05164 32331 518384 1. 103 0. 09803 37402 713654 1. 153 0. 14236 72412 869220 1. 054 0. 05259 24501 191706 1. 104 0. 09893 99478 549036 1. 154 0. 14323 41680 859078 
1. 055 0. 05354 07669 280298 1. 105 0. 09984 53349 697161 1. 155 0. 14410 03439 737569 1. 056 0. 05448 81852 840697 1. 106 0. 10074 99031 001431 1. 156 0. 14496 57702 501857 1. 057 0. 05543 47068 881006 1. 107 0. 10165 36537 264998 1. 157 0. 14583 04482 115395 1. 058 0. 05638 03334 361076 1. 108 0. 10255 65883 250921 1. 158 0. 14669 43791 508035 1. 059 0. 05732 50666 192694 1. 109 0. 10345 87083 682300 1. 159 0. 14755 75643 576147 
1. 060 0. 05826 89081 239758 1. 110 0. 10436 00153 242428 1. 160 0. 14842 00051 182733 1. 061 0. 05921 18596 318461 1. 111 0. 10526 05106 574929 1. 161 0. 14928 17027 157544 1. 062 0. 06015 39228 197471 1. 112 0. 10616 01958 283906 1. 162 0. 15014 26584 297195 1. 063 0. 06109 50993 598109 1. 113 0. 10705 90722 934078 1. 163 0. 15100 28735 365274 1. 064 0. 06203 53909 194526 1. 114 0. 10795 71415 050923 1. 164 0. 15186 23493 092461 
1. 065 0. 06297 47991 613884 1. 115 0. 10885 44049 120821 1. 165 0. 15272 10870 176639 1. 066 0. 06391 33257 436528 1. 116 0. 10975 08639 591192 1. 166 0. 15357 90879 283006 1. 067 0. 06485 09723 196163 1. 117 0. 11064 65200 870637 1. 167 0. 15443 63533 044189 1. 068 0. 06578 77405 380031 1. 118 0. 11154 13747 329074 1. 168 0. 15529 28844 060353 1. 069 0. 06672 36320 429082 1. 119 0. 11243 54293 297882 1. 169 0. 15614 86824 899314 
1. 070 0. 06765 86484 738148 1. 120 0. 11332 86853 070032 1. 170 0. 15700 37488 096648 1. 071 0. 06859 27914 656117 1. 121 0. 11422 11440 900229 1. 171 0. 15785 80846 155803 1. 072 0. 06952 60626 486102 1. 122 0. 11511 28071 005046 1. 172 0. 15871 16911 548209 1. 073 0. 07045 84636 485614 1. 123 0. 11600 36757 563061 1. 173 0. 15956 45696 713384 1. 074 0. 07138 99960 866729 1. 1 24 0. 11689 37514 714993 1. 174 0. 16041 67214 059047 
1. 075 0. 07232 06615 796261 1. 125 0. 11778 30356 563835 1. 175 0. 16126 81475 961223 1. 076 0. 07325 04617 395927 1. 126 0. 11867 15297 174986 1. 176 0. 16211 88494 764352 1. 077 0. 07417 93981 742515 1. 127 0. 11955 92350 576392 1. 177 0. 16296 88282 781397 1. 078 0. 07510 74724 868054 1. 128 0. 12044 61530 758672 1. 178 0. 16381 80852 293950 1. 079 0. 07603 46862 759976 1. 129 0. 12133 2 2851 675250 1. 179 0. 16466 66215 552339 
1. 080 0. 07696 10411 361283 1. 130 0. 12221 76327 242492 1. 180 0. 16551 44384 775734 1. 081 0. 07788 65386 570712 1. 131 0. 12310 21971 339834 1. 181 0. 16636 15372 152253 1. 082 0. 07881 11804 242898 1. 132 0. 12398 59797 809912 1. 182 0. 16720 79189 839065 1. 083 0. 07973 49680 188536 1. 133 0. 12486 89820 458693 1. 183 0. 16805 35849 962497 
1. 084 0. 08065 79030 174545 1. 134 0. 1 2575 12053 055603 1. 184 0. 16889 85364 618139 
1. 085 0. 08157 99869 924229 1. 135 0. 12663 26509 333660 1. 185 0. 16974 27745 870945 1. 086 0. 08250 12215 117437 1. 136 0. 12751 33202 989596 1. 186 0. 17058 63005 755337 1. 087 0. 08342 16081 390724 1. 137 0. 12839 32147 683990 1. 187 0. 17142 91156 275310 
1. 088 0. 08434 11484 337509 1. 138 0. 12927 23357 041392 1. 188 0. 17227 12209 404532 
1. 089 0. 08525 98439 508234 1. 139 0. 13015 06844 650451 1. 189 0. 17311 26177 086448 
1. 090 0. 08617 76962 410523 1. 140 0. 13102 82624 064041 1. 190 0. 17395 33071 234380 1. 091 0. 08709 47068 509338 1. 141 0. 13190 50708 799386 1. 191 0. 17479 32903 731631 1. 092 0. 08801 08773 227133 1. 142 0. 13278 11112 338185 1. 192 0. 17563 25686 431580 
1. 093 0. 08892 62091 944015 1. 143 0. 13365 63848 126736 1. 193 0. 17647 11431 157791 
1. 094 0. 08984 07039 997895 1. 144 0. 13453 08929 576062 1. 194 0. 17730 90149 704103 
1. 095 0. 09075 43632 684641 1. 145 0. 13540 46370 062030 1. 195 0. 17814 61853 834740 1. 096 0. 09166 71885 258238 1. 146 0. 13627 76182 925478 1. 196 0. 17898 26555 284400 1. 097 0. 09257 91812 930932 1. 147 0. 13714 98381 472336 1. 197 0. 17981 84265 758361 
1. 098 0. 09349 03430 873389 1. 148 0. 13802 12978 973747 1. 198 0. 18065 34996 932576 
1. 099 0. 09440 06754 214843 1. 149 0. 13889 19988 666186 1. 199 0. 18148 78760 453772 
1. 100 0. 09531 01798 043249 1. 150 0. 13976 19423 751587 1. 200 0. 18232 15567 939546 [(-J) l] [(-J) l] [ (-�) 9] 

ln 10= 2.30258 50929 940457 
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Table 4.2 

X In x 

1. 200  0. 18232 15567 939546 
1. 201 0. 1 8315 45430 978465 
1. 2 02 0. 18398 68361 130158 
1. 203 0. 18481 84369 925418 
1. 204 0. 18564 93468 866293 

1, 205 0. 18647 95669 426183 
1. 206 0. 18730 90983 049937 
1. 207 0. 18813 79421 153944 
1. 2 08 0. 1 8896 60995 126232 
1. 209 0, 18979 35716 326556 

1, 210 0. 19062 0 3596 086497 
1. 211 0. 19144 64645 709552 
1. 212 0. 19227 18876 471227 
1. 213 0. 19309 66299 619131 
1. 214 0. 19392 06926 373065 

1. 215 0. 19474 40767 925118 
1. 216 0. 19556 67835 439753 
1. 2 17 0. 19638 88140 053901 
1. 218 0. 19721 01692 877053 
1. 219 0. 19803 08504 991345 

1. 220 0. 19885 08587 451652 
1. 221 0. 19967 01951 285676 
1. 222 0. 20048 88607 494036 
1. 223 0. 20130 68567 050353 
1. 224 0. 20212 41840 901343 

1. 225 0. 20294 08439 966903 
1. 226 0. 20375 68375 140197 
1. 227 0. 2 0457 21657 287744 
1. 228 0. 2 0538 68297 249507 
1. 229 0. 20620 08305 838978 

1. 230  0. 20701 41693 843261 
1. 231 0. 20782 68472 023165 
1. 232 0. 20863 88651 113280 
1. 233 0. 20945 02241 822072 
1. 2:34 0. 21026 09254 831961 

1. 235 0. 21107 09700 799405 
1. 2:36 0. 21188 03590 354990 
1. 237 0, 21268 90934 103508 
1. 238 0, 2 1349 7 1742 624044 
1. 239 0, 21430 46026 470054 

1. 240 0. 21511 13796 169455 
1. 241 0, 2 1591 75062 224702 
1. 242 0. 2 1672 29835 112870 
1. 243 0, 21752 78125 285741 
1. 244 0, 21833 19943 169877 

1. 245 0. 21913 5529q 166709 
1. 246 0, 21993 84203  652614 
1. 247 0. 22074 06666 978994 
1. 248 0. 22154 22699 472359 
1. 249 0. 22234 32311 434406 

1. 250 0. 22314 35513 142098 [(-�) 9] 

NATURAL LOGARITHMS 

X 

1. 250 
1. 251 
1. 252 
1. 253 
1. 254 

1. 255 
1. 256 
1. 257 
1. 258 
1. 259 

1. 2 60 
1. 261 
1.  262 
1. 263 
1. 264 

1. 265 
1. 266 
1 . 267 
1. 268 
1. 269 

1. 270 
1. 271 
1. 272 
1. 273 
1. 274 

1. 275 
1. 276 
1.  277 
1. 278 
1. 279 

1. 280 
1. 281 
1. 282 
1. 283 
1. 284 

1. 285 
1. 286 
1, 287 
1. 288 
1. 289 

1. 290 
1. 291 
1. 292 
1. 293 
1. 294 

1. 295 
1. 296 
1 . 297 
1. 298 
1. 299 

1,  300 

ln x 

0. 22314 35513 142098 
0. 22394 32314 847741 
0. 2 2474 22726 779068 
0. 22554 06759 1 39312 
0. 22633 84422 107290 

0. 22713 55725 837472 
0, 22793 2 0680 460069 
0. 22872 79296 081104 
0. 22952 31582 782488 
0. 23031 77550 622101 

0. 2 3111  17209 633866 
0. 23190 50569 827825 
0. 2 3269 77641 190214 
0. 2 3348 98433 683541 
0. 2 3428 12957 246657 

0. 23507 21221 794836 
0. 2 35 86 2 3237  2 19844 
0. 2 3665 19013 390020 
0. 2 3744 08560 150342 
0. 23822 91887 322506 

0. 2 3901 69004 704999 
0. 2 3980 39922 0 73170 
0. 24059 04649 179304 
0, 24137 63195 752695 
0. 24216 15571 499716 

0. 2 4294 61786 103895 
0. 24373 01849 225981 
0. 24451 35770 504022 
0, 24529 63559 553431 
0. 2 4607 85225 967056 

0. 24686 00779 315258 
0. 24764 10229 145972 
0. 24842 1 3584 984783 
0. 24920 10856 334994 
0. 24998 02052 677694 

0. 25075 87183 471831 
0. 25153 66258 154276 
0. 25231 39286 139896 
0. 25309 06276 821619 
0. 25386 67239 570503 

0. 2 5464 2 2183 7 35807 
0. 25541 71118 645054 
0. 25619 14053 604101 
0. 25696 50997 897204 
0. 25773 81960 787088 

0. 25851 06951 515011 
0. 25928 25979 300830 
0. 26005 39053 343068 
0. 26082 46182 818983 
0. 26159 47376 884625 

0. 26236 42644 674911  [ (-�)8] 
In 10=2.30258 50929 940457 

X 

1. 300 
1. 301 
1 .  302 
1. 3 03 
1. 304 

1. 305 
1. 306 
1. 307 
1. 308 
1. 309 

1. 310 
1. 311 
1 .  31i� 
1. 313 
1.  314 

1 . 31 '5 
1. 316 
1. 317 
1. 318 
1. 319 

1.  320  
1 .  321  
1. 322 
1. 32 3 
1. 32:4 

1. 3��5 
1. 326 
1. 3<�7 
1. n8 
1. 3:�9 

1. 330 
1. 3 3 1  
1 . 332 
1. 333 
1. 3:34 

1. 335 
1. 336 
1. 337 
1 . 338 
1.  339 

1. 340 
1 .  341 
1 . :142 
1. :143 
1. 344 

1. 345 
1. :346 
1. 347 
1. 348 
1. 349 

1. 350 

ln x 

0. 26236 42644 674911  
0. 26313 31995 303682 
0. 26390 15437 863775 
0. 26466 92981 427081 
0, 2 6543 64635 044612 

0. 2 6620 30407 746567 
0. 26696 90308 542393 
0. 26773 44346 420849 
0, 26849 92530 350070 
0, 26926 34869 277629 

0, 27002 71 37 2  1 30602 
0. 27079 02047 815628 
0. 27155 26905 218973 
0. 27231 45953 206591 
0. 27307 59200 624188 

0. 27383 66656 297279 
0. 2 7459 68329 031255 
0. 27535 64227 611440 
0. 27611 54360 803155 
0. 27687 38737 351775 

0. 27763 17365 982795 
0. 27838 90255 401883 
0. 27914 57414 294945 
0. 27990 18851 328186 
0. 28065 74575 148165 

0. 28141 24594 381855 
0. 28216 68917  636708 
0. 28292 07553 500705 
0. 28367 40510 542421 
0. 28442 67797 311083 

0. 28517 89422 336624 
0. 28593 05394 129746 
0. 28668 15721 181974 
o. 28743 20411 965716 
0, 28818 19474 934320 

0. 28893 12918 522129 
0, 28968 00751 144540 
0. 29042 82981 198061 
0, 29117 59617 060367 
0, 29192 30667 090355 

0. 29266 96139 628200 
0, 29341 56042 995415 
0. 29416 10385 494901 
0. 29490 59175 411005 
0, 29565 02421 009578 

0. 29639 40130 538024 
0. 29713 72312 225361 
0. 29787 98974 282269 
0. 29862 20124 901153 
0. 29936 35772 256188 

0. 30010 45924 503381 [ (-g) 7] 
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NATURAL LOGARITHMS Table 4.2 

X In x X In x X In x 

1. 350 0. 30010 45924 503381 1. 400 0. 3 3647 2 2366 2 1 2 129 1 .  450 0. 37156 35564 324830 
1. 351 0. 30 084 50589 780618 1. 401 0. 33718 62673 548700 1.  451 0. 37225 29739 020508 
1.  352 0. 30158 49776 2 07723 1. 402 0. 3 3789 97886 1 2 3983 1 .  452 0. 37294 19164 0 2 6043 1.  353 0. 30232 43491 886510 1.  403 0. 3 3861 28011  2 03 2 39 1. 453 P. 37363 03845 881459 
1. 354 0. 30306 31 744 900833 1. 404 0. 3 3932 53056 036194 1. 454 0, 37431 83791 1 1 3276 

1.  355 0. 30380 1 4543 31 6642 1. 405 0. 34003 73027 857091 1. 455 0, 37500 59006 2 34558 
1. 356 0. 30453 91 895 182038 1.  406 0. 34074 87933 884732 1.  456 0. 37569 29497 744942 
1. 357 0. 30527 63808 527321 1. 407 0. 3 41 45 97781 322520 1.  457 0, 37637 95272 1 3 0678 
1. 358 0. 30601 30291 365044 1. 408 0. 34217 02577 358507 1. 458 0. 37706 56335 864664 
1. 359 0. 30674 91351 690067 1. 409 0. 34288 02329 165432 1. 459 0. 37775 12695 40 6486 

1. 360 0, 30748 46997 479606 1. 410 0. 34358 97043 9 00769 1. 460 0. 37843 64357 2 02451 
1 .  361 0, 30821 972 36 693290 1. 4 1 1  0. 34429 86728 706770 1.  461 0. 37912 11327 685624 
1. 362 0, 30895 42077 273206 1.  412 0. 3 4500 7 1 390 710503 1 . 462 0. 37980 53613 2 75868 
1. 363 0. 30968 81527 1 43956 1. 413 0. 34571 5 1 0 37 0 2 3904 1. 463 0. 3 8048 9122 0 379873 
1 .  364 0. 31042 15594 2 12704 1. 414 0. 34642 2 5674 743810 1. 464 0. 38117 24155 391198 

1. 365 0, 3 1 1 1 5  44286 369231 1. 415 0. 3 4712 95310 952009 1. 465 0, 38185 52424 690306 
1. 366 0. 31188 67611 485983 1. 416 0. 34783 59952 715280 1.  466 0, 38253 76034 644597 
1. 367 0. 31261 85 577 418125 1. 417 0. 34854 19607 085 4 34 1. 467 0. 38321 94991 6 08447 
1. 368 0, 3 1 3 34 98192 003587 1. 418 0. 34924 74281 099358 1. 468 0. 38390 09301 9232 3 8  
1. 369 0. 31408 05463 063118 1.  419 0. 34995 2 39 81 779056 1. 469 0. 38458 18971 917403 

1. 370 0, 31481 07398 400335 1. 420 0. 35065 68716 131694 1. 470 0. 3852 6 2 4007 9 06449 
1.  371 0, 31554 04005 801773 1, 421 0. 35136 0 8491 1 49636 1. 471 0. 38594 24416 193005 
1, 372 0. 31626 95293 036935 1. 4 2 2  0. 35206 43313 810491 1. 472 0, 38662 2 0 2 0 3  0 66845 
1. 373 0. 31 699 81267 858340 1. 4 2 3  0. 35276 7 3 1 9 1  077153 1. 473  0. 38730 1 1374 804932 
1. 374 0. 31772 61938 001576 1. 424 0. 35346 98129 897840 1. 474 0. 38797 97937 671449 

1. 375 0. 31845 3731 1 185346 1. 425 0. 3541 7 18137 2 06138 1. 475 0, 38865 79897 917831 
1.  376 0. 31918 07395 111519 1. 426 0. 35487 33219 921042 1.  476 0. 38933 57261 7 82808 
1. 377 0. 31990 72 197 465178 1. 427 0. 35557 43384 946994 1. 477 0. 39001 30035 492427 
1.  378 0. 32063 31725 914668 1. 428 0. 35627 48639 173926 1.  478 0, 39068 98225 2 60 1 0 0  
1.  379 0, 3 2 1 35 85988 11 1648 1. 429 0. 3 5697 48989 477304 1. 479 0. 39136 61837 2 8662 7  

1. 380 0. 3 2 2 0 8  34991 691 133 1. 430 0. 3 5767 44442 718159 1. 480 0. 39204 20877 7 602 37 
1. 381 0. 32280 78744 271551 1. 431 0. 35837 35005 743139 1. 481 0. 39271 75352 85 6617 
1. 3 82 0. 32 3 5 3  17253 454782 1. 432 0. 3 5907 20685 384539 1. 482 0. 39339 2 5 2 68 738951 
1. 383 0, 32425 50526 826212 1. 433 0. 35977 01488 460348 1. 483 0. 39406 70631 5 57950 
1. 384 0. 32497 785 71 954778 1. 434 0. 3 6046 77421 774286 1 .  484 0. 39474 1 1447 451887 

1. 385 0, 32570 01396 393018 1. 435 0. 36116 48492 1 15844 1. 485 0. 39541 47722 546629 
1. 386 0. 32642 !9007 677115 1. 436 0. 36186 14706 260324 1. 486 0. 39608 79462 9 55 674 
1. 387 0. 32714 31413 32 6945 1. 4 3 7  0. 3 6255 7 6 0 7 0  968879 1.  487 0, 39676 06674 780180 
1 .  388 0. 32786 38620 846128 1. 438 0. 36325 32592 988549 1. 488 0. 39743 29364 1 09001 
l .  389 0, 32858 40637 722067 1. 439 0. 3 6394 84279 052308 1 . 489 0. 39810 47537 0 1 8719 

1. 390 0. 32930 3 7471 426004 1, 440 0. 3 6464 31 1 35 879093 1. 490 0. 39877 61199 573678 
1. 391 0. 33002 29129 413059 1. 441 0. 36533 73170 173850 1. 491 0. 39944 70357 826014 
1. 392 0. 33074 15619 1 2 22 79 1. 442 0. 3 6603 1 0 388 627573 1.  492 0, 40011 75017 815691 
1. 393 0. 33145 96947 976686 l. 443 0. 36672 42797 917338 1 . 493 0. 40078 75185 570533 
1. 394 0. 332 1 7  73123 383321 1. 444 0. 36741 70404 706345 1. 494 0. 40145 70867 1 06256 

1. 395 0. 33289 44152 733290 1. 445 0. 36810 93215 643955 1.  495 0. 40212 62068 426497 
1. 396 0. 33361 10043 401807 1. 446 0. 36880 1 1 2 37 365729 1 . 496 0. 40279 48795 522855 
1. 397 0. 33432 7 0802 748248 1. 447 0. 36949 2 4476 493468 1 .  497 0. 40346 31054 374913 
1. 398 0, 33504 2 6438 116185 1. 448 0. 37018 32939 635246 l. 498 0. 40413 08850 950277 
1. 399 0. 33575 76956 833441 1. 449 0. 37087 36633 385453 1. 499 0. 40479 82191 2 04607 

1. 400 0. 33647 2 2 366 2 12 129 1.  450 0. 37156 35564 324830 1 .  500 0. 40546 51081 0 81644 [ (-�)7] [ (-�)6] [ ( -�)6] 
In 10 = 2.30258 50929 940457 



1 10 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.2 NATURAL LOGARITHMS 

X In x X In x X In x 

1. 500 0. 40546 51081 081644 1. 550 0. 43825 49309 311553 1.  600 0. 47000 36292 457356 
1. 501 0. 40613 15526 513249 1. 551 0. 43889 98841 944018 1. 601 0. 47062 84340 145776 
1. 502 0. 40679 75533 419430 1. 552 0. 43954 44217 610270 l. 602 0. 47125 28486 461675 
1. 503 0. 40746 31107 708374 1. 553 0. 44018 85441 665500 1. 603 0. 47187 68736 274159 
1. 504 0. 40812 82255 276481 1. 554 0. 44083 22519 454557 l. 604 0. 47250 05094 443228 
l. 505 0. 40879 28982 008391 1. 555 0. 44147 55456 311975 1. 605 0. 47312 37565 819792 
1. 5{)6 0, 40945 71293 777018 1. 556 0. 44211 84257 561999 l. 606 0, 47374 66155 245699 
1. 507 0. 4101 2 09196 443584 1. 557 0. 44276 08928 518613 l. 607 0. 47436 90867 553755 
1. 508 0. 41078 42695 857643 1.  558 0, 44340 29474 485565 1. 608 0. 47499 11707 567746 1. 509 0. 41144 71797 857118 1. 559 0. 44404 45900 756395 1.  609 0. 47561 28680 102462 
1. 510 0. 41210 96508 268330 1. 560 0. 44468 58212 614457 l. 610 0. 47623 41789 963716 
1. 511 0. 41277 16832 906025 1. 561 0. 44532 66415 332950 1. 611 0. 47685 51041 948373 
1. 512 0. 41343 32777 573413 1. 562 0. 44596 70514 174942 1. 612 0. 47747 56440 844365 
1. 513 0. 41409 44348 062189 1. 563 0. 44660 70514 393396 1. 613 0. 47809 57991 430718 
1. 514 0. 41475 51550 152570 1. 564 0. 44724 66421 231193 1. 614 0, 47871 55698 477571 
1. 515 0. 41541 54389 613325 1. 565 0. 44788 58239 921165 l. 615 0. 47933 49566 746199 
1. 516 0. 41607 52872 201799 1. 566 0. 44852 45975 686114 1. 616 0, 47995 39600 989036 
1. 517 0. 41673 47003 663952 1. 567 0. 44916 29633 738838 1. 617 0. 48057 25805 949698 
1. 518 0. 41739 36789 734382 1. 568 0. 44980 09219 282161 1. 618 0. 48119 08186 362999 
1. 519 0. 41805 22236 136358 1. 569 0. 45043 84737 508955 1. 619 0. 48180 86746 954981 
1. 520 0. 41871 03348 581850 1. 570 0. 45107 56193 602167 1. 620 0. 48242 61492 442927 
1. 521 0. 41936 80132 771558 1. 571 0. 45171 23592 734841 1. 621 0. 48304 32427 535391 
1. 522 0. 42002 52594 394941 1. 572 0. 45234 86940 070148 1. 622 0. 48365 99556 932212 
1, 523 0. 42068 20739 130248 1. 573 0. 45298 46240 761408 1. 623 0. 48427 62885 324542 
1.  524 0. 42133 84572 644545 1. 574 0. 45362 01499 952115 1. 624 0. 48489 22417 394862 
1. 525 0. 42199 44100 593749 1. 575 0. 45425 52722 775964 1. 625 0. 48550 78157 817008 l. 526 0. 42264 99328 622653 l. 576 0. 45488 99914 356874 1. 626 0. 48612 30111 256188 
1. 527 0. 42330 50262 364954 1. 577 0. 45552 43079 809013 1. 627 0. 48673 78282 369007 
1. 528 0. 42395 96907 443287 l. 578 0. 45615 82224 236825 1. 628 0. 48735 22675 803486 
1. 529 0. 42461 39269 469252 1. 579 0. 45679 17352 735050 1. 629 0. 48796 63296 199081 
1. 530 0. 42526 77354 043441 1. 580 0. 45742 48470 388754 1. 630 0. 48858 00148 186710 l. 531 0. 42592 11166 755467 1. 581 0. 45805 75582 273350 1. 631 0. 48919 33236 388768 
1.  532 0. 42657 40713 183996 1. 582 0. 45868 98693 454621 1 . 632 0. 48980 62565 419153 1. 533 0. 42722 65998 896771 1. 583 0. 45932 17808 988751 1. 633 0. 49041 88139 883281 
1. 534 0. 42787 87029 450644 1. 584 0. 45995 32933 922341 1. 634 0. 49103 09964 378111 
1. 535 0. 42853 03810 391605 1. 585 0. 46058 44073 292439 1. 635 0. 49164 28043 492167 1. 536 0. 42918 16347 254804 1. 586 0. 46121 51232 126562 1. 636 0. 49225 42381 805553 
I.  537 0. 42983 24645 564588 1. 587 0. 46184 54415 442720 1. 637 0. 49286 52983 889979 
1.  538 0. 43048 28710 834522 1. 588 0. 46247 53628 249440 l. 638 0. 49347 59854 308777 
l. 539 0. 43113 28548 567422 1. 589 0. 46310 48875 545789 l. 639 0. 49408 62997 616926 
1. 540 0. 43178 24164 255378 l. 590 0. 46373 40162 321402 1. 640 0. 49469 62418 361071 
l. 541 0. 43243 15563 379787 1. 591 0. 46436 27493 556498 1. 641 0. 49530 58121 079538 
1. 542 0. 43308 02751 411377 1. 592 0. 46499 10874 221913 1. 642 0, 49591 50110 302365 
1. 543 0. 43372 85733 810238 1. 593 0. 46561 90309 279115 1. 643 0, 49652 38390 551310 
1. 544 0. 43437 64516 025844 1. 594 0. 46624 65803 680233 1. 644 0. 49713 22966 339882 
1. 545 0, 43502 39103 497088 1. 595 0. 46687 37362 368079 1. 645 0. 49774 03842 173352 
1. 546 0. 43567 09501 652302 1. 596 0. 46750 04990 276170 1. 646 0. 49834 81022 548781 
1. 547 0. 43631 75715 909291 1. 597 0. 46812 68692 328754 1. 647 0. 49895 54511 955033 1. 548 0. 43696 37751 675354 1. 598 0. 46875 28473 440829 1. 648 0. 49956 24314 872800 
1. 549 0. 43760 95614 347316 1. 599 0. 46937 84338 518172 1. 649 0. 50016 90435 774619 
1. 550 0. 43825 49309 311553 1. 600 0. 47000 36292 457356 1. 650 0, 50077 52879 124892 [ ( -�)6] [ (-�)5] [ (-�)5] 

In 10 = 2.30258 50929 940457 



X 

1. 650 
1. 651 1. 652 
1. 653 
1. 654 
1. 655 
1. 656 
1. 657 
1. 658 
1. 659 
1. 660 
1. 661 1. 662 
1. 663 
1. 664 
1. 665 
1. 666 
1. 667 
1. 668 
1. 669 
1. 670 
1. 671 
1. 672 1. 673 
1. 674 
1. 675 1. 676 
1. 677 
1. 678 
1. 679 
1. 680 
1. 681 1. 682 
1. 683 
1. 684 
1. 685 
1. 686 1. 687 
1. 688 
1. 689 
1. 690 
1. 691 
1. 692 
1. 693 
1. 694 
1. 695 
1. 696 
1. 697 
1. 698 
1. 699 
1. 700 

ELEM:�NTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

NATURAL LOGARITHMS 

In x X In x X 

0. 50077 52879 124892 1. 700 0. 53062 82510 621704 1. 750 0. 50138 11649 379910 1. 701 0. 53121 63134 137247 1. 751 0. 50198 66750 987863 1. 702 0. 53180 40301 511824 1. 752 0. 50259 18188 388871 1. 703 0. 53239 14016 805512 1. 753 0. 50319 65966 014996 1. 704 0. 53297 84284 071240 1. 754 
0. 50380 10088 290262 1. 705 0. 53356 51107 354801 1. 755 0. 50440 50559 630679 1. 706 0. 53415 14490 694874 1. 756 0. 50500 87384 444259 1. 707 0. 53473 74438 123036 1. 757 0. �0561 20567 131032 1. 708 0. 53532 30953 663781 1. 758 0. 50621 50112 083074 1. 709 0. 53590 84041 334538 1. 759 
0. 50681 76023 684519 1. 710 0. 53649 33705 145685 1. 760 0. 50741 98306 311578 1. 711 0. 53707 79949 100564 1. 761 0. 50802 16964 332564 1. 712 0. 53766 22777 195504 1. 762 0. 50862 32002 107906 1. 713 0. 53824 62193 419829 1. 763 0. 50922 43423 990168 1. 714 0. 53882 98201 755880 1. 764 
0. 50982 51234 324071 1. 715 0. 53941 30806 179032 1. 765 0. 51042 55437 446509 1. 716 0. 53999 60010 657705 1. 766 0. 51102 56037 686569 1. 717 0. 54057 85819 153385 1. 767 0. 51162 53039 365550 1. 718 0. 54116 08235 620636 1. 768 
0. 51222 46446 796980 1. 719 0. 54174 27264 007122 1. 769 
0. 51282 36264 286637 1. 720 0. 54232 42908 253617 1. 770 0. 51342 22496 132567 1. 721 0. 54290 55172 294024 1. 771 0. 51402 05146 625099 1. 722 0, 54348 64060 055391 1. 772 0. 51461 84220 046869 1. 723 0. 54406 69575 457926 1. 773 0. 51521 59720 672836 1. 724 0. 54464 71722 415014 1. 774 
0. 51581 31652 770298 1. 725 0. 54522 70504 833231 1. 775 0. 51641 00020 598913 1. 726 0. 54580 65926 612362 1. 776 0. 51700 64828 410718 1. 727 0. 54638 57991 645415 1. 777 
0. 51760 26080 450144 1. 728 0. 54696 46703 818639 1. 778 
0, 51819 83780 954038 1, 729 0. 54754 32067 011534 1. 779 
0. 51879 37934 151676 1. 730 0. 54812 14085 096876 1. 780 
0. 51938 88544 264786 1. 731 0. 54869 92761 940722 1. 781 
0. 51998 35615 507563 1. 732 0. 54927 68101 402434 1. 782 
0. 52057 79152 086690 1. 733 0. 54985 40107 334690 1. 783 
0. 52117 19158 201350 1. 734 0. 55043 08783 583501 1. 784 
0. 52176 55638 043250 1. 735 0. 55100 74133 988225 1. 785 
0. 52235 88595 796637 1. 736 0. 55158 36162 381584 1. 786 
0. 52295 18035 638312 1. 737 0. 55215 94872 589679 1. 787 
0. 52354 43961 737654 1. 738 0. 55273 50268 432003 1. 788 
0. 52413 66378 256630 1. 739 0. 55331 02353 721460 1. 789 
0. 52472 85289 349821 1. 740 0. 55388 51132 264377 1. 790 
0. 52532 00699 164432 1. 741 0. 55445 96607 860520 1. 791 
0. 52591 12611 840315 1. 742 0. 55503 38784 303111 1. 792 
0. 52650 21031 509983 1. 743 0. 55560 77665 378839 1. 793 
0. 52709 25962 298627 1. 744 0. 55618 13254 867879 1. 794 
0. 52768 27408 324136 1. 745 0. 55675 45556 543905 1. 795 
0. 52827 25373 697113 1. 746 0. 55732 74574 174105 1. 796 
0. 52886 19862 520893 1 . 747 0, 55790 0 0311 519195 1. 797 
0. 52945 10878 891556 1. 748 0. 55847 22772 333437 1. 798 
0. 53003 98426 897950 1. 749 0. 55904 41960 364650 1. 799 
0. 53062 82510 621704 1. 750 0. 55961 57879 354227 1. 800 

[ (-�) 5] [ (-�)4] 
In 10 = 2.30258 50929 940457 

I l l  

Table 4.2 

In x 

0. 55961 57879 354227 
0. 56018 70533 037148 0. 56075 79925 141997 
p . 56132 86059 390974 
0. 56189 88939 499913 
0. 56246 88569 178291 
0. 56303 84952 129249 
0. 56360 78092 049601 
0. 56417 67992 629853 
0, 56474 54657 554211 
0. 56531 38090 500604 
0. 56588 18295 140691 0, 56644 95275 139878 
0. 56701 69034 157332 
0, 56758 39575 845996 
0. 56815 06903 852601 
0. 56871 71021 817683 
0. 56928 31933 375593 
0. 56984 89642 154517 
0. 57041 44151 776482 
0. 57097 95465 857378 
0. 57154 43588 006965 
0. 57210 88521 828892 
0. 57267 30270 920708 
0. 57323 68838 873877 
0. 57380 04229 273791 
0. 57436 36445 699783 0. 57492 65491 725143 
0. 57548 91370 917128 0, 57605 14086 836981 
0. 57661 33643 039938 0. 57717 50043 075246 
0. 57773 63290 486176 
0. 57829 73388 810034 
0. 57885 80341 578176 
0. 57941 84152 316024 
0. 57997 84824 543073 0, 58053 82361 772910 
0. 58109 76767 513224 0. 58165 68045 265821 
0. 58221 56198 526636 0. 58277 41230 785747 
0, 58333 23145 527387 
0. 58389 01946 229958 0. 58444 77636 366044 
0. 58500 50219 402422 
0. 58556 19698 800079 
0, 58611 86078 014220 
0. 58667 49360 494285 
0, 58723 09549 683961 
0. 58778 66649 021190 

[(-�)4] 



1 12 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.2 NATURAL LOGARITHMS 

X ln x X ln x X ln x 

1. 800 0. 58778 66649 021190 1. 850 0. 61518 56390 902335 1. 900 0. 64185 38861 723948 
1. 801 0. 58834 20661 938190 l. 851 0. 61572 60335 913605 1. 901 0. 64238 00635 062921 
1. 802 0. 58889 71591 861462 1. 852 0. 61626 61362 239876 1. 902 0. 64290 59641 231986 
1. 803 0. 58945 19442 211802 1. 853 0. 61680 59473 032227 1. 903 0. 64343 15883 140124 
1. 804 0. 59000 64216 404319 1. 854 0. 61734 54671 436634 1. 904 0. 64395 69363 691736 
1. 805 0. 59056 05917 848442 1. 855 0. 61788 46960 593985 1. 905 0. 64448 20085 786643 
1. 806 0. 59111 44549 947937 1. 856 0. 61842 36343 640088 1. 906 0, 64500 68052 320104 
1. 807 0. 59166 80116 100914 1. 857 0. 61896 22823 705687 1. 907 0. 64553 13266 182820 
l. 808 0. 59222 12619 699848 1. 858 0. 61950 06403 916468 1. 908 0. 64605 55730 260948 
1. 809 0. 59277 42064 131581 1. 859 0. 62003 87087 393070 1. 909 0. 64657 954�7 436106 
l.  810 0. 59332 68452 777344 1. 860 0. 62057 64877 251099 1. 910 0. 64710 32420 585385 
l.  811 0. 59387 91789 012763 1. 861 0. 62111 39776 601137 1. 911 0. 64762 66652 581360 
l. 812 0. 59443 12076 207876 1. 862 0. 62165 11788 548753 1. 91:! 0. 64814 98146 292095 
l. 813 0. 59498 29317 727140 1. 863 0, 62218 80916 194514 1. 9D 0. 64867 26904 581158 
1. 814 0. 59553 43516 929449 1. 864 0. 62272 47162 633994 1. 914 0. 64919 52930 307625 
l. 815 0. 59608 54677 168141 1. 865 0. 62326 10530 957789 1. 915 0. 64971 76226 326093 
1. 816 0. 59663 62801 791016 1. 866 0. 62379 71024 251521 1. 916 0. 65023 96795 486688 
1. 817 0. 59718 67894 140341 1. 867 0. 62433 28645 595856 1. 917 0. 65076 14640 635074 
1. 818 0. 59773 69957 552871 1. 868 0. 62486 83398 066509 1. 918 0. 65128 29764 612465 
1. 819 0. 59828 68995 359852 l. 869 0. 62540 35284 734258 1. 919 0. 65180 42170 255629 
1. 820 0, 59883 65010 887040 1. 870 0. 62593 84308 664953 1. 920 0. 65232 51860 396902 1. 821 . 0, 59938 58007 454709 1. 871 0. 62647 30472 919526 1. 92�1 0. 65284 58837 864196 
1. 822 0. 59993 47988 377666 1. 872 0. 62700 73780 554003 1. 9n 0. 65336 63105 481007 
1. 823 0. 60048 34956 965260 1. 873 0. 62754 14234 619515 1. n3 0. 65388 64666 066427 
1. 824 0. 60103 18916 521396 1. 874 0. 62807 51838 162304 1. 9:!4 0. 65440 63522 435147 
1. 825 0. 60157 99870 344548 1. 875 0. 62860 86594 223741 1. 9:25 0. 65492 59677 397475 1. 826 0. 60212 77821 727767 1. 876 0. 62914 18505 840329 1. 926 0. 65544 53133 759338 1. 827 0. 60267 52773 958697 1. 877 0. 62967 47576 043718 1. 927 0. 65596 43894 322293 
1. 828 0. 60322 24730 319583 1. 878 0. 63020 73807 860712 1. 928 0. 65648 31961 883539 1. 829 0. 60376 93694 087286 l. 879 0. 63073 97204 313283 1. 929 0. 65700 17339 235920 
1. 830 0. 60431 59668 533296 1. 880 0. 63127 17768 418578 1. 930 0. 65752 00029 167942 1. 831 0. 60486 22656 923737 1. 881 0. 63180 35503 188933 1 . 931 0. 6580� 80034 463774 1. 832 0. 60540 82662 519385 1. 882 0. 63233 50411 631879 1. 932 0. 65855 57357 903263 1. 833 0. 60595 39688 575680 1. 883 0. 63286 62496 750154 1. 933 0. 65907 32002 261938 1. 834 0. 60649 93738 342731 1. 884 0. 63339 71761 541713 1 . 934 0. 65959 03970 311026 
1. 835 0. 60704 44815 065336 1. 885 0. 63392 78208 999741 1. 935 0. 66010 73264 817451 1. 836 0. 60758 92921 982987 1. 886 0. 63445 81842 112658 1. '136 0. 66062 39888 543853 1. 837 0. 60813 38062 329886 1. 887 0. 63498 82663 864132 1. 937 0. 66114 03844 248588 1. 838 0. 60867 80239 334953 1. 888 0. 63551 80677 233089 1. 938 0. 66165 65134 685745 1. 839 0. 60922 19456 221840 1. 889 0. 63604 75885 193725 1. 939 0. 66217 23762 605148 
1. 840 0. 60976 55716 208943 1. 890 0. 63657 68290 715510 1. 940 0. 66268 79730 752368 1. 841 0. 61030 89022 509408 1. 891 0. 63710 57896 763204 1. 941 0. 66320 33041 868732 1. 842 0. 61085 19378 331151 1. 892 0. 63763 44706 296865 1. 942 0. 66371 83698 691332 1. 843 0. 61139 46786 876862 1. 893 0. 63816 28722 271858 1. 943 0. 66423 31703 953030 1. 844 0. 61193 71251 344021 1 . 894 0. 63869 09947 638865 1. 944 0. 66474 77060 382473 
1. 845 0. 61247 92774 924905 1. 895 0. 63921 88385 343897 1. 945 0. 66526 19770 704096 1. 846 0. 61302 11360 806604 1. 896 0. 63974 64038 328301 1. 946 0. 66577 59837 638133 1. 847 0. 61356 27012 171029 1. 897 0. 64027 36909 528772 1. 947 0. 66628 97263 900626 1. 848 0. 61410 39732 194924 1. 898 0. 64080 07001 877361 1. 948 0. 66680 32052 203434 1. 849 0. 61464 49524 049878 1. 899 0. 64132 74318 301488 1.. 949 0. 66731 64205 254238 
1. 850 0. 61518 56390 902335 1. 900 0. 64185 38861 723948 1.. 950 0, 66782 93725 756554 ( C-�)4] ( C-�)4) [ (-�)3) 

ln 10=2.30258 50929 940457 
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NATURAL LOGARITHMS Table 4.2 

X In x X In x X In x 

1. 950 0. 66782 9 3725 756554 2 .  000 0, 69314 71805 599453 2. 050 o. 71783 97931 503168 
1. 951 0. 66834 20616 409742 2. 001 0. 69364 70556 015964 2. 051 o. 71832 74790 902436 
1. 952 0, 66885 44879 909007 2 .  002 0. 69414 66808 930288 2. 052 o. 71881 49273 085231 
1. 953 0. 66936 66518 945419 2. 003 0, 69464 60566 836812 2. 053 0.  71930 21380 367965 
1. 954 0. 66987 85536 205910 2 .  004 0. 69514 51832 226184 2. 054 o. 71978 91115 063665 

1. 955 0. 67039 01934 373291 2. 005 0. 69564 40607 585325 2, 055 o. 72027  58479 481979 
1. 956 0. 67090 15716 126256 2 .  006 0, 69614 26895 397438 2. 056 o. 72076 2 3475 929187 
1. 957 0. 67141 2 6884 139392 2. 007 0. 69664 10698 14201 1 2. 057 o. 72124 86106 708201 
1. 958 0. 67192 35441 083186 2.  008 0. 69713 92018 294828 2. 058 o. 72 173 46374 118579 
1. 959 0. 67243 41 389 624037 2 . 009 0, 69763 70858 327974 2.  059 o. 72222 04280 456524 

1 . 960 0. 67294 44732 424259 2. 010 0. 69813 47220  709844 2. 060 o. 72270 59828 014897 
1. 961 0. 67345 45472 142092 2. 011 0. 69863 21107 905150 2. 061 o. 72319 13019 083220 
1. 962 0, 67396 43611 431713 2 .  012 0. 69912 92522 374928 2. 062 o. 72367 63855 947682 
1. 963 0. 67447 39152 943240 2 . 013  0. 69962 61466 576544 2, 063 o. 72416 12340 891148 
1. 964 0. 67498 32099 322741 2. 014 0. 70012 27942 963706 2. 064 o. 72464 58476 193163 

1. 965 0. 67549 2 2453 212246 2 .  015 0. 70061 91953 986463 2 , 065 o. 72513 02264 129961 
1. 966 0. 67600 1 0217  249748 2. 016 0. 70111 53502 091222 2 . 066 o. 72561 43706 974468 
1, 967 0. 67650 95394 069220 2. 017 0. 70161 12589 720747 2, 067 o. 72609 82806 996312 
1. 968 0, 67701 7 7986 300617 2 .  018 o. 70210 69219 314172 2. 068 o. 72658 19566 461827 
1. 969 0. 67752 57996 569885 2. 019 o. 70260 23393 307004 2. 069 o. 72706 53987 634060 

1. 970 0. 67803 35427 498971 2. 020 o. 70309 75114 131134 2 . 070 o. 72754 86072 772777 
1. 971 0. 67854 1 0281 705832 2. 021 o. 70359 24384 214840 2. 071 o. 72803 15824 134471 
1. 972 0. 67904 82561 804437 2. 022 o. 70408 71205 982797 2. 072 o. 72851 43243 972366 
1. 973 0. 67955 52270 404783 2 .  023 o. 70458 15581 856084 2. 073 o. 72899 68334 536425 
1. 974 0, 68006 19410 112898 2 .  024 o. 70507 57514 252191 2, 074 o. 72947 91098 073356 

1. 975 0. 68056 8 3983 530852 2 . 025 o. 70556 97005 585025 2.  075 o. 72996 1 1536 826616 
1, 976 0. 68107 45993 256761 2 .  026 0, 70606 34058 264916  2. 076 0, 73044 29653 036422 
1. 977 0. 68158 05441 884799 2. 027 0. 70655 68674 698630 2 . 077 o. 73092 45448 939753 
1. 978 0. 68208 62332 005204 2. 028 o. 70705 00857 289367 2 , 078 o. 73140 58926 770357 
1, 979 0. 68259 1 6666 204287 2, 029 0. 70754 30608 436777 2 . 079 o. 73188 70088 758759 

1.  980 0. 683G9 68447 064439 2. 030 o. 70803 57930 536960 2. 080 o. 73236 78937 132266 
1. 981 0. 6836if�7677 1 64139 2. 031 o. 70852 82825 982476 2. 081 o. 7 3284 85474 114974 
1. 982 0. 68410 64359 077962 2 . 032 o. 70902 05297 162355 2 . 082 o. 73332 89701 927771 
1. 983 0. 68461 08495 376589 2 .  033 o. 70951 25346 462096 2. 083 0. 7 3380 91622 788349 
1. 984 0. 68511 5 0088 62681 1 2. 034 o. 71000 42976 263682 2. 084 o. 73428 91238 911205 

1. 985 0. 68561 89141 391537 2. 035 o. 71049 58188 945583 2 . 085 0. 7 3476 88552 507648 
1. 986 0, 68612 25656 229808 2 .  036 o. 71098 70986 882763 2. 086 o. 73524 83565 785807 
1. 987 0. 68662 59635 696798 2 . 0:37 o. 71147 81372 446688 2 , 087 o. 73572 76280 950637 
1. 988 0, 68712 91082 343823 2 . 038 o. 71196 89348 005331 2. 088 o. 73620 66700 203923 
1. 989 0. 68763 19998 718351 2. 039 o. 71245 94915 923181 2. 089 0. 7 3668 54825 744287 

1. 990 0. 6881 3 46387 364010 2 .  040 o. 71294 98078 561250 2. 090 o. 73716 40659 767196 
1. 991 0. 68863 70250 820592 2. 041 o. 71343 98838 277077 2. 091 o.  73764 24204 464965 
1. 992 0. 68913  91591 624065 2 . 042 o. 71392 97197 424738  2.  092 o. 73812 05462 026765 
1. 993 0. 68964 1 0412 306577 2. 043 o. 71441 93158 354850 2. 093 o. 7 3859 84434 638627 
1. 994 0, 69014 26715 396466 2. 044 0, 71490 86723 414580 2.  094 o. 73907 61124 483451 

1. 995 0. 69064 40503 418268 2 . 045 o. 71539 77894 947651 2. 095 o. 73955 35533  741011 
1. 996 0. 69114 51778 892722 2. 046 o. 71588 66675 294347 2 . 096 o. 74003 07664 587957 
1. 997 0, 69164 60544 336782 2. 047 o. 71637 53066 791525 2.  097 o. 74050 77519 197829 
1.  998 0, 69214 66802 263618 2 . 048 o. 71686 37071 772614 2 . 098 o. 74098 45099 741054 
1. 999 0. 69264 70555 1 82 630 2. 049 o. 71735 18692 567627 2. 099 0. 74146 10408 384959 

2.  000 0. 69314 71805 599453 2.  050 o. 71783 97931 503168 2. 100 o .  74193 73447 293773 

[ (-�)3] [ <-�)3] [< -�)3] 
For x>2. 1 see Example 5. In 10 = 2.30258 50929 940457 
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Table 4.3 RADIX TABLE OF NATURAL LOGARITHMS 

X n ln (1 +xiO-n) - ln (1 -xlO-n) 
1 1 0  0. 0 0 000 0 0 0 0 0  9 9 9 9 9  9 9 9 9 9  5 0 00 0  0 . 0 0 0 0 0  0 0 0 0 1  0 0 000 0 0 00 0  5 0 0 0 0  
2 1 0  0. 0 0 0 0 0  0 0 0 0 1  99999 99998 0 00 0 0  0. 0 0 0 0 0  0 0 002 0 0 0 0 0  0 0 0 0 2  0 0 0 0 0  
3 1 0  0. 0 0 0 0 0  0 00 02 99999 9 9 9 9 5  5 0 000 0. 0 0 0 0 0  00 003 00000 00004 5 0 0 0 0  
4 1 0  0. 0 0 0 00 0 0 003 99999 99992 0 0 0 00 0. 0 0 000 00004 0 0000 0 0 008 0 0 0 0 0  
5 1 0  0. 0 0 000 0 0004 9 9 9 9 9  9 9987 5 0000 o. o o o o o  00 005 00000 0 0 0 1 2  50 000 
6 1 0  0. 0 0 0 0 0  0000 5 9 9999 9 9982 00000 0. 0 0 0 0 0  00006 0 0 0 00 00018 0 0 0 0 0  
7 1 0  0. 0 0000 00006 99999 99975 5 0000 0. 0 0 000 0 0 007 00000 00024 50000 
8 1 0  0. 0 0 0 0 0  0 0 007 9 9 9 9 9  9 9968 0 0 0 0 0  0. 0 0 0 0 0  00008 00000 0 0 0 3 2  0 0000 
9 1 0  0. 0 0 0 0 0  00 008 9 9999 99959 5 0 0 00 0. 0 0 0 0 0  0 0 0 09 0 0 00 0  0 0040 5 0 0 0 0  

1 9 0. 0 00 0 0  0 0 009 99999 9 9 9 5 0  0 0 0 0 0  0. 0 0 0 00 0 0 0 1 0  0 0 0 00 0 0 0 5 0  0 0 00 0  
2 9 0. 0 0 00 0  0 00 1 9  99999 99800 0 0 0 0 0  o. o o o oo 0 0 020 0 0 0 0 0  0 0 2 0 0  0 0 0 0 0  
3 9 0. 0 0 0 0 0  00029 99999 9 9 5 5 0  0 0000 o. o o o o o  0 0030 0 0 0 0 0  0 0450 00000 
4 9 0. 0 0 0 0 0  0 0039 99999 99200 0 0 0 0 0  0. 0 0 0 0 0  0 0 0 4 0  00 000 00800 0 0000 
5 9 0. 0 0000 00 049 99999 98750 0 0 000 0. 0 0 0 0 0  00050 00000 01250 0 0 0 00 
6 9 0. 0 0 0 00 0 0 059 99999 98200 0 0 0 0 1  o. o o o o o  0 0 0 6 0  0 00 00 01800 0 0 0 0 1  
7 9 0. 0000 0 0 0 069 99999 9 7550 0 00 0 1  0. 00 000 0 0070 0 00 00 02450 0 0 0 0 1  
8 9 0. 0 0 000 0 0 079 99999 96800 0 0 0 02 0. 0 0 0 0 0  00 080 0 0 0 00 0 3 2 0 0  0 0 002 
9 9 0. 0 0 0 0 0  00 089 99999 9 5 9 5 0  0 00 02 0, 0 0 0 0 0  0 0 0 9 0  0 0 0 0 0  04050 0 0002 

1 8 0. 0 0 0 0 0  0 0099 99999 9 5 0 0 0  0 0 0 03 0. 0 0 0 0 0  0 0 1 0 0  0 0 0 00 05000 00003 
2 8 0. 0 0 000 0 0 199 99999 80000 0 0 027 0. 00 000 0 0 2 0 0  0 0 000 2 00 00 0 0027 
3 8 0. 0 0 0 0 0 0 0299 99999 5 5000 00090 o. o o ooo 00300 0 0 0 0 0  45000 0 0 090 
4 8 o. o o o oo 0 0 399 99999 2 00 00 0 0213 0, 0 0 0 0 0  00 400 0 0 0 0 0  80000 0 0 2 1 3  
5 8 0. 0 0 00 0  0 0499 99998 7 5 0 0 0  00417 0 . 0 0 0 0 0  0 0 5 0 0  0 0 0 0 1  25000 0 0 417 
6 8 0. 0 0 0 0 0  0 0 599 99998 2 0 000 00720 o. o o ooo 0 0 6 0 0  0 0 0 0 1  8 0 0 00 0 0 7 2 0  
7 8 0, 0 0 000 00 699 99997 5 5 0 0 0  0 1143 o. o o o o o  00700 00002 45000 0 1143 
8 8 0. 0 0 0 0 0  0 0799 99996 80000 0 1 707 0. 0 0 0 0 0  0 0 800 00 003 20000 0 1707 
9 8 0. 0 0 0 0 0  0 0 899 99995 9 5 000 02430 0. 0 0 0 0 0  0 0 9 00 00004 05000 0 2 430 

1 7 0. 0 0 0 0 0  0 0999 99995 0 0 0 0 0  0 3333 0. 0 0 0 0 0  0 1 0 0 0  00005 0 0 000 0 3333 
2 7 0. 0 0 0 0 0  0 1 999 99980 0 0 0 0 0  2 6667 0. 00 0 0 0  0 2 000 0 0 020 0 0 0 0 0  2 6667 
3 7 0. 0 0 0 0 0  02999 99955 0 0 0 0 0  9 0000 0. 0 0 0 0 0  0 3 0 0 0  0 0 045 0 0 0 0 0  9 0 0 0 0  
4 7 0. 0 0 0 0 0  03999 9 9 9 2 0  0 0 002 1 3 333 0, 0 0 0 00 04000 00080 0 0 002 1 3 3 3 3  
5 7 0. 0 0 0 0 0  04999 9 9875 0 0 0 0 4  1 6 667 o. ooooo 0 5 0 0 0  0 0 125 00004 1 6 667 
6 7 0. 0 0 00 0 05999 99820 0 0007 2 0 00 0  0 . 0 0 000 0 6 0 0 0  0 0 180 0 0007 2 0000 
7 7 0. 0 00 00 0 6999 99755 0 0 0 1 1  43333 0. 0 0 0 0 0  0 7 0 00 0 0 245 0 0 0 1 1  43334 
8 7 0. 0 0 0 0 0  07999 99680 0 00 1 7  0 6 666 0, 0 0 0 0 0  0 8 0 00 0 0320 0 0 0 1 7  06668 
9 7 0. 0 0 0 0 0  0 8999 99 595 0 0 0 2 4  29998 0. 0 0 0 0 0  0 9 0 0 0  00405 0 0 024 30002 

1 6 o. oo ooo 09999 99500 0 0 0 3 3  33331 0. 0 0 0 0 0  1 0 0 0 0  0 05 0 0  00033 33 336 
2 6 0. 0 0 000 19999 9800 0 00266 66627 0. 0 0 0 00 20000 02000 0 0 2 66 66707 
3 6 0. 0 0 000 2 9999 9 5 5 0 0  00899 99798 0. 0 0 0 00 30000 04500 0 09 0 0  00203 
4 6 0 . 0 0000 39999 9 2 0 0 0  0 21 33 3 2 693 0. 0 0 00 0  40000 08000 02133 33973 
5 6 0. 0 00 0 0  49999 87500 04166 65104 o. o o o oo 50 000 1 2 500 04166 68229 
6 6 o. o o o o o  59999 8 2 0 0 0  0 7 199 96760 0. 0 0 0 0 0  6 0 0 0 0  18000 072 0 0  0 3240 
7 6 0. 0 0 0 0 0  69999 75500 1 1433 2 7 331 0. 0 0 0 0 0  70000 24500 1 1 433 39336 
8 6 0. 0 0000 79999 68000 17066 5 642 7 o. o o o o o  80000 3 2 0 0 0  1 7 0 66 76907 
9 6 0. 0 0 0 00 89999 5 9 5 0 0  24299 83598 0. 0 0 0 0 0  90 000 40500 24300 1 6 4 0 3  

For n>lO, ln (l ±xlQ-n) = ±xlO-n -� x21Q-Zn to 25 D. 
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RADIX TABLE OF NATURAL LOGARITHMS Table 4.3 

X n ln ( 1  +xi O-n) - ln ( 1 -xiO-n) 

1 5 o. 00000 99999 150000 33333 08334 0. 00001 000 00 50000 33333 58334 
2 5 0. 00001 99998 00002 66662 66673 0. 00002 00002 00002 66670 66673 
3 5 0. 00002 99995 50008 99979 75049 0. 00003 00004 50009 00020 25049 
4 5 0. 00003 99992 1)0021 33269 33538 0. 00004 00008 00021 33397 33538 
5 5 0. 00004 99987 50041 66510 42292 0. 00005 00012 50041 66822 92292 
6 5 0. 00005 99982 1)0071 99676 01555 0. 00006 00018 00072 00324 01555 
7 5 0. 00006 99975 .50114 32733 11695 0. 00007 00024 50114 33933 61695 
8 5 0. 00007 99968 00170 65642 73220 0. 00008 00032 00170 67690 73221 
9 5 0. 00008 99959 .50242 98359 86809 0. 00009 00040 50243 01640 36811 

1 4 0. 00009 99950 00333 30833 53332 0. 00010 00050 00333 35833 53335 
2 4 0. 00019 99800 J2666 26673 06560 0. 00020 00200 02667 06673 06773 
3 4 0. 00029 99550 08997 97548 58785 o. 00030 00450 09002 02548 61215 
4 4 0. 00039 99200 21326 93538 06509 0. 00040 00800 21339 73538 20162 
5 4 0. 00049 98750 �1651 04791 40636 0. 00050 01250 41682 29791 92719 
6 4 0. 00059 98200 71967 61554 42280 0. 00060 01800 72032 41555 97800 
7 4 0. 00069 97551 14273 34192 77369 0. 00070 02451 14393 39196 69533 
8 4 0. 00079 96801 70564 33215 90059 0. 00080 03201 70769 13224 63873 
9 4 0. 00089 95952 �2836 09300 94948 0. 00090 04052 43164 14318 66419 

1 3 0, 00099 95003 33083 53316 68094 0. 00100 05003 33583 53350 01430 
2 3 0. 00199 80026 62673 05601 82538 0. 00200 20026 70673 07735 16511 
3 3 0. 00299 55089 79798 47881 161 06 0. 00300 45090 20298 72181 32509 
4 3 0, 00399 20212 69537 45299 90751 0. 00400 80213 97538 81834 87927 
5 3 0. 00498 75415 11039 07361 21022 0. 00501 25418 23544 28204 30937 
6 3 0, 00598 20716 77547 46378 20189 0. 00601 80723 25563 0162 0 19350 
7 3 0. 00697 56137 36425 24209 95222 0. 00702 46149 36964 45987 41123 
8 3 0, 00796 81696 49176 87351 07973 0. 00803 21716 97264 25903 86494 
9 3 0. 00895 97413 71471 90444 31465 0. 00904 07446 52149 06220 55241 

1 2 0, 00995 03308 53168 08284 82154 0. 01005 03358 53501 44118 35489 
2 2 0. 01980 26272 96179 71302 60291 0. 02020 27073 17519 44840 80453 
3 2 0. 02955 88022 41544 40273 26194 0. 03045 92074 84708 54591 92613 
4 2 0. 03922 07131 53281 29626 92009 0. 04082 19945 20255 12955 45771 
5 2 0. 04879 01641 69432 00306 53744 0. 05129 32943 87550 53342 61961 
6 2 0. 05826 89081 23975 77552 57184 0. 06187 54037 18087 47179 78001 
7 2 0. 06765 86484 73814 80526 84159 0. 07257 06928 34835 43071 15733 
8 2 0. 07696 10411 36128 32498 42170 0. 08338 16089 39051 05839 47658 
9 2 0. 08617 76962 41052 33234 13335 0. 09431 06794 71241 32687 71427 

1 1 0. 09531 01798 04324 86004 39521 0. 10536 05156 57826 30122 75010 
2 1 0. 18232 15567 93954 62621 17180 0. 22 314 35513 14209 75576 62951 
3 1 0. 2 6236 42644 67491 05203 54960 0. 35667 49439 38732 37891 26387 
4 1 0. 33647 22366 21212 93050 45934 0. 51082 56237 65990 68320 55141 
5 1 0. 40546 51081 08164 38197 80131 0. 69314 71805 59945 30941 72321 
6 1 0. 47000 36292 45735 55365 09370 0. 91629 07318 74155 06518 35272 
7 1 0. 53062 82510 62170 39623 15432 1. 20397 28043 25935 99262 27462 
8 1 0. 58778 66649 02119 00818 97311 1. 60943 79124 34100 37460 07593 
9 1 0. 64185 38861 72394 77599 10360 2. 30258 50929 94045 68401 79915 

1 0 0, 69314 71805 59945 30941 72321 00 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X ex e - x  

o. 000 1. 00000 00000 00000 000 1. 00000 00000 00000 000 
o. 001 1. 00100 05001 66708 342 0. 99900 04998 33374 992 
o. 002 1. 00200 20013 34000 267 0. 99800 19986 67333 067 
o. 003 1. 00300 45045 03377 026 0. 99700 44955 03372 976 
o. 004 1. 00400 80106 77341 872 0. 99600 79893 43991 472 

o. 00'5 1. 00501 25208 59401 063 0. 99501 24791 92682 313 
o. 006 1. 00601 80360 54064 865 0. 99401 79640 53935 265 
o. 007 1. 00702 45572 66848 555 0. 99302 44429 33235 105 
o. 008 1. 00803 20855 04273 431 0. 99203 19148 37060 630 
o. 009 1. 00904 06217 73867 814 0. 99104 03787 72883 662 

o. 010 1. 01005 01670 84168 058 0. 99004 ,d337 49168 054 
o. 011 1. 01106 07224 44719 556 0. 98906 02787 75368 698 
o. 012 1. 01207 22888 66077 754 0. 98807 17128 61930 540 
0. 013 1. 01308 48673 59809 158 0. 98708 41350 20287 583 
o. 014 1. 01409 84589 38492 345 0. 98609 75442 62861 903 

o. 015 1. 01511 30646 15718 979 0. 98511 19396 03062 661 
o. 016 1. 01612 86854 06094 822 0. 98412 73200 55285 115 
o. 017 1. 01714 53223 25240 748 0. 98314 36846 34909 635 
o. 018 1. 01816 29763 89793 761 0. 98216 10323 58300 718 
0. 019 1. 01918 16486 17408 011 0. 98117 93622 42806 006 

o. 020 1. 02020 13400 26755 810 0. 98019 86733 06755 302 
o. 021 1. 02122 20516 37528 653 0. 97921 89645 69459 588 
o. 022 1. 02224 37844 70438 235 0. 97824 02350 51210 045 
o. 023 1. 02326 65395 47217 475 0. 97726 24837 73277 073 
o. 024 1. 02429 03178 90621 534 0. 97628 57097 57909 314 

o. 025 1. 02531 51205 24428 841 0. 97530 99120 28332 669 
o. 026 1. 02634 09484 73442 115 0. 97433 50896 08749 328 
o. 027 1. 02736 78027 63489 392 0. 97336 12415 24336 791 
o. 028 1. 02839 56844 2 142� 045 0. 97238 83668 01246 891 
o. 029 1. 02942 45944 75130 820 0. 97141 64644 66604 825 

o. 030 1. 03045 45339 53516 856 0. 97044 55335 48508 177 
o. 031 1. 03148 55038 86522 716 0. 96947 55730 76025 948 
o. 032 1. 03251 75053 05118 420 0. 96850 65820 79197 585 
o. 033 1. 03355 05392 41305 472 0. 96753 85595 89032 009 
0. 034 1. 03458 46067 28117 894 0. 96657 15046 37506 651 

o. 035 1. 03561 97087 99623 260 0. 96560 54162 57566 478 
o. 036 1. 03665 58464 90923 727 0. 96464 02934 83123 030 
o. 037 1. 03769 3 0208 38157 074 0. 96367 61353 49053 452 
o. 038 1. 03873 12328 78497 733 0. 96271 29408 91199 529 
o. 039 1. 0 3977 04836 50157 831 0. 96175 07091 46366 723 

o. 040 1. 04081 07741 92388 227 0. 96078 94391 52323 209 
o. 041 1. 04185 2 1055 45479 549 0. 95982 91299 47798 914 
o. 042 1. 04289 44787 50763 238 0. 95886 97805 72484 552 
o. 043 1. 04393 78948 50612 586 0. 95791 13900 67030 669 
o. 044 1. 04498 23548 88443 779 0. 95695 39574 73046 678 

o. 045 1. 04602 78599 08716 943 0. 95599 74818 33099 907 
o. 046 1. 04707 44109 56937 184 0. 95504 19621 90714 635 
o. 047 1. 04812 20090 79655 638 0. 95408 73975 90371 141 
o. 048 1. 04917 06553 24470 516 0. 95313 37870 77504 745 
o. 049 1. 05022 03507 40028 148 0. 95218 11296 98504 853 

o. 050 1. 05127 10963 76024 040 0. 95122 94245 00714 009 

[ C-J) l) [ C-J) l) 
For use and extension of the table see Examples 

8

-

l l

. 2 

- x'  1 -� 
See Table 7 .I for values of 1- e and Table 26.1 for � e 2 . �� �2� 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e-x 

o. 050 1. 0 5127 10963 76024 040 0. 95122 94245 00714 009 
o. 051 1. 0 5232 28932 83203 913 0. 95027 86705 32426 935 
o. 052 1. 0 5 337 57425 13364 763 0. 94932 88668 42889 583 
o. 053 1. 0 5442 96451 19355 907 0. 94838 00124 82298 184 
o. 054 1. 0 5548 46021 55080 041 0. 94743 21 065 01798 300 

o.  055 1. 0 5654 06146 75494 286 0. 94648 51479 53483 869 
o. 056 1. 0 5759 76837 36611 252 0. 94553 91358 90396 267 
o. 057 1. 0 5865 58103 95500 087 0. 94459 40693 66523 349 
o. 058 1. 0 5971 49957 10287 540 0. 94364 99474 36798 514 
o. 059 1. OM77 52407 40159 012 0. 94270 67691 57099 754 

o. 060 1.  01)183 65465 45359 622 0. 94176 45335 84248 710 
o. 061 1. 06289 89141 87195 264 0. 94082 32397 76009 730 
o. 062 1. 0 ,)396 2 344 7 28033 669 0. 93988 28867 91088 928 
o. 063 1. 0,)502 68392 31305 464 0. 93894 34736 89133 2 41 
o. 064 1. 0 ,)609 2 3987 61505 244 0. 93800 49995 30729 488 

o. 065 1. o,:, 715 90243 84192 625 0. 93706 74633 77403 433 
o. 066 1. 01)822 6 7171 65993 321 0. 93613 08642 91618 844 
o. 067 1. 0 )929 54 781 7 4600 202 0. 93519 52013 36776 558 
o. 068 1. 0 7036 53084 78774 366 0. 93426 04735 77213 542 
o. 069 1. 0 7143 62091 48346 205 0. 93332 66800 78201 958 

0. 070 1. 0 7250 81812 54216 479 0. 93239 38199 05948 229 
o.  071 1, 0'7358 12258 68357 383 0. 93146 18921 27592 106 
o.  072 1, 0'7465 53440 63813 620 0. 93053 08958 11205 732 
o. 073 1. 0 '7573 05369 14703 476 0. 92960 08300 25792 713 
o. 074 1, 0'7680 68054 96219 891 0. 92867 1 6938 41287 187 

o. 075 1. 0 '7788 41508 84631 536 0. 92774 34863 28552 892 
o. 076 1, 0'7896 25741 5728> 889 0. 92681 62065 59382 237 
o. 077 1. 0:3004 2 0763 92600 313 0. 92588 98536 06495 377 
o. 078 1.  o:n12 26586 70083 133 0. 92496 44265 43539 280 
o. 079 1.  0:3220 43220 70314 117 0. 92403 99244 45086 807 

o. 080 1. 0:3328 70676 74958 554 0. 92311 63463 86635 783 
o. 081 1. 013437 08965 66 760 341 0. 92219 36914 44608 072 
o. 082 1. 0:3545 58098 29549 059 0. 92127 19586 96348 654 
o. 083 1. 0:3654 1 8085 48238 061 0. 92035 11472 20124 706 
o. 084 1. 0 :3762 88938 08826 156 0, 91943 12560 95124 674 

o. 085 1.  0:3871 70666 98398 696 0, 91851 22844 01457 356 
0. 086 1. 0:3980 63283 05128 660 0. 91759 42312 20150 982 
o. 087 1.  09089 66797 18277 747 0, 91667 70956 33152 295 
o. 088 1. O 'H 98 81220 28197 460 0. 91576 08767 2 3325 631 
o. 089 1. 09308 06563 26330 201 0. 91484 55735 74452 003 

o. 090 1. 09417 42837 05210 358 0. 91393 11852 71228 187 
o. 091 1. 09526 90052 58465 401 0, 91301 77108 99265 803 
o. 092 1. 0%36 48220 80816 975 0. 91210 51495 45090 403 
o. 093 1. 09746 17352 68081 994 0. 91119 35002 96140 557 
o. 094 1. 0 '�855 97459 17173 736 0. 91028 27622 40766 940 

o. 095 1. 09965 88551 26102 942 0. 90937 29344 68231 420 
o. 096 1. 1 1)075 90639 93978 912 0. 90846 40160 68706 150 
o. 097 1. 1 'll86 03736 21010 606 0. 90755 60061 33272 654 
o. 098 1. 1 )296 27851 08507 743 0. 90664 89037 53920 921 
0. 099 1.  11)406 62995 58881 902 0. 90574 27080 2 3548 496 

0. 100 1. 1 1517 09180 75647 625 0. 90483 74180 35959 573 

[( -z) lJ [( -z) lJ 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FL'NCTION 

X ex e-x 

o. 100 1. 10517 09180 75647 625 0. 90483 74180 35959 573 
0. 101 1. 10627 66417 6342 3 521 0, 90393 30328 85864 089 
o. 102 1. 10738 34717 27933 371 0. 90302 95516 68876 819 
o. 103 1, 1 0849 14090 76007 230 0. 90212 69734 81516 470 
0. 104 1. 10960 04549 15582 540 0. 90122 52974 21204 780 

0. 105 1. 11071 06103 55705 232 0. 90032 45225 86265 613 
0. 106 1. 11182 18765 06530 839 0. 89942 46480 75924 059 
o. 107 1. 11293 42544 79325 605 0. 89852 56729 90305 534 
0. 108 1. 11404 77453 86467 594 0. 89762 75964 30434 876 
0. 109 1. 11516 23503 41447 807 0. 89673 04174 98235 450 

0. 110 1. 11627 80704 58871 292 0. 89583 41352 96528 251 
0. 111 1. 11739 49068 54458 258 0. 89493 87489 29031 000 
0. 112 1. 11851 28606 45045 196 0. 89404 42575 00357 257 
0. 113 1. 11963 19329 48585 987 0. 89315 06601 16015 519 
0. 114 1. 12075 2 1248 84153 031 0. 89225 79558 82408 325 

0. 115 1. 12187 34375 71938 354 0. 89136 61439 06831 368 
0. 116 1. 12299 58721 33254 738 0. 89047 52232 97472 599 
0. 117 1. 12411 94296 90536 839 0. 88958 51931 63411 334 
0. 118 1. 12524 41113 67342 307 0. 88869 60526 14617 364 
0. 119 1. 12636 99182 88352 913 0. 88780 78007 61950 067 

o. 120 1. 12749 68515 79375 671 0. 88692 04367 17157 516 
o. 121 1. 12862 49123 67343 967 0. 88603 39595 92875 591 
o. 122 1. 12975 41017 80318 682 0, 88514 83685 02627 096 
0. 123 1. 13088 44209 47489 324 0. 88426 36625 60820 866 
o. 124 1. 13201 58709 99175 153 0. 88337 98408 82750 886 

0. 125 1. 13314 84530 66826 317 0. 88249 69025 84595 403 
o. 126 1. 13428 21682 83024 976 0. 88161 48467 83416 046 o. 127 1. 13541 70177 81486 442 0, 88073 36725 97156 940 
0. 128 1.  13655 30026 97060 307 0. 87985 33791 44643 827 
0. 129 1. 13769 01241 65731 582 0. 87897 39655 45583 178 

0. 130 1. 13882 83833 24621 831 0. 87809 54309 20561 324 
0. 131 1. 13996 77813 11990 306 0. 87721 77743 91043 564 
0. 132 1. 14110 83192 67235 091 0. 87634 09950 79373 297 
0. 133 1. 14224 99983 30894 235 0. 87546 50921 08771 138 
o.  134 1. 14339 28196 44646 898 0. 87459 00646 03334 043 

0. 135 1. 14453 67843 51314 488 0. 87371 59116 88034 434 
0. 136 1. 14568 18935 94861 807 o. 87284 26324 88719 322 
0. 137 1. 14682 81485 20398 195 0. 87197 02261 32109 436 
0, 138 1. 14797 55502 74178 672 0. 87109 86917 45798 347 
o. 139 1. 14912 41000 03605 088 0. 87022 80284 58251 595 

o. 140 1. 15027 37988 57227 268 0. 86935 82353 98805 820 
0, 141 1. 15142 46479 84744 161 0. 86848 93116 97667 890 
0. 142 1. 15257 66485 37004 992 0. 86762 12564 85914 032 
0. 143 1. 15372 98016 66010 407 0, 86675 40688 95488 962 
0. 144 1. 15488 41 085 24913 632 0, 86588 77480 59205 017  

0. 145 1. 15603 95702 68021 623 0. 86502 22931 10741 288 
0. 146 1. 15719 61880 50796 218 0 . 86415 77031 84642 755 
0. 147 1. 15835 39630 29855 297 0. 86329 39774 16319 421 
0. 148 1. 15951 28963 62973 936 0, 86243 11149 42045 443 
0. 149 1. 16067 29892 09085 563 0, 86156 91148 98958 277 

o. 150 1. 16183 42427 28283 123 0. 86070 79764 25057 807 

[(-l) l] [( -tl] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 1 19 

EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e-x 

0. 150 1. 16183 42427 28283 123 0. 86070 79764 25057 807 
o. 151 1. 16299 66580 81820 230 0. 85984 76986 59205 488 
0. 152 1. 16416 02364 32112 335 0. 85898 82807 41123 482 
0. 153 1. 16532 49789 42737 886 0. 85812 97218 11393 800 
0. 154 1. 1 6649 08867 78439 490 0, 85727 20210 11457 440 

0. 155 1. 16765 79611 05125 080 0. 85641 51774 83613 531 
0. 156 1. 16882 62030 89869 080 0. 85555 91903 71018 473 
0, 157 1. 16999 56139 00913 572 0. 85470 40588 17685 083 
0. 158 1. 17116 61947 07669 465 0. 85384 97819 68481 735 
0. 159 1. 17233 79466 80717 662 0. 85299 63589 69131 511 

0. 160 1. 17351 08709 91810 235 0. 85214 37889 66211 338 
0. 161 1. 17468 49688 13871 592 0. 85129 20711 07151 144 
0. 162 1. 17586 02413 20999 654 0. 85044 12045 402 32 998 
0, 163 1. 17703 66896 88467 025 0. 84959 11884 14590 263 
0, 164 1. 17821 43150 92722 171 0. 84874 20218 80206 741 

0. 165 1. 17939 31 187 11390 594 0. 84789 37040 87915 828 
0. 166 1. 18057 31017 23276 011  0. 84704 62341 89399 660 
0. 167 1. 18175 42653 08361 533 0. 84619 96113 37188 270 
0. 168 1. 18293 66106 47810 843 0. 84535 38346 84658 733 
0. 169 1. 18412 01 389 23969 378 0. 84450 89033 86034 326 

0. 170 1. 18530 4851 3 20365 514 0. 84366 48165 96383 682 
0. 171 1. 18649 07490 21711 746 0. 84282 15734 71619 939 
0. 172 1. 1 8767 78332 13905 874 0. 84197 91731 68499 904 
0. 173 1. 1 8886 61050 84032 188 0. 84113  76148 44623 201 
0. 174 1. 19005 55658 20362 660 0. 84029 68976 58431 438 

0, 175 1. 1 9124 62166 12358 122 0. 83945 70207 69207 358 
0. 176 1. 19243 80586 5 0669 468 0. 83861 79833 37074 003 
0. 177 1. 19363 10931 27138 834 0. 83777 97845 22993 869 
0. 178 1. 19482 532 12 34800 796 0, 83694 24234 88768 073 
0. 179 1. 1 9602 07441 67883 563 0. 83610 58993 97035 511 

0, 180 1. 1 9721 73631 2 1810 165 0. 83527 02114 11272 021 
o. 181 1. 19841 51792 93199 657 0. 83443 53586 95789 549 
0. 182 1. 19961 41938 79868 311 0. 83360 1 3404 15735 309 
0, 183 1. 2 0081 44080 80830 812 0. 83276 81557 37090 951 
0. 184 1. 2 0201 58230 96301 462 0. 83193 58038 2 6671 728 

0, 185 1. 2 0321 84401 27695 376 0. 83110 42838 52125 659 
0. 186 1. 2 0442 22603 77629 686 0. 83027 35949 81932 701 
0, 187 1. 2 0562 72850 49924 742 0. 82944 37363 85403 915 
0. 188 1. � 0683 35153 49605 317 0. 82861 47072 32680 634 
0. 189 1. 2 0804 09524 82901 811 0. 82778 65066 94733 637 

o. 190 1. 2 0924 95976 57251 458 0. 82695 91339 43362 318 
0. 191 1. 2 1045 94520 81299 533 0. 82613 25881 51193 854 
0, 192 1. 2 1167 05169 64900 562 0. 82530 68684 91682 387 
0. 193 1. �1288 27935 19119 527 0. 82448 19741 39108 186 
0. 194 1. 2 1409 62829 562 33 085 0. 82365 79042 68576 832 

0. 195 1. 2 1531 09864 89730 774 0. 82283 46580 56018 384 
0. 196 1. < :1652 69053 34316 229 0. 82201 22346 78186 562 
0. 197 1. n 774 40407 05908 396 0. 82119 06333 12657 919 
0. 198 1. 2 1896 2 3938 2 1642 747 0. 82036 98531 37831 021 
0, 199 1. no18 19658 99872 499 0. 81954 98933 32925 626 

o. 2 00 1. < '2140 27581 60169 834 o. 81873 07530 77981 859 

[( -l) l] [( -l) l] 
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Table 4.4 

X 

o. 200 
0. 201 
o.  202  
0. 203 
0. 204 

0. 205  
0. 206 
o. 207 
o. 208 
o. 209 

0. 210  
o. 211  
o. 212  
a .  213  
o .  2 14 

0. 215 
a. 2 16 
o. 217 
0. 218  
a .  219  

a. 22a  
a .  221  
0. 222  
o. 223 
a. 224 

a. 225 
a.  226  
o .  227 
o .  228 
o. 229  

o. 230 
0, 231 
o. 2 32 
0. 233 
0. 2 34 

o. 235 
o.  2 36 
a. 237 
o.  2 38 
o. 239 

o. 240 
0. 241 
0. 242 
0. 243 
0. 244 

0. 245 
a. 246 
a. 247 
o. 248 
a. 249 

a. 25a 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

EXPONENTIAL FUNCTION 

1. 22140 27581 60169 834 
1. 2 2 262 47718 23327 112 
1. 22384 80a81 11358 a99 
1. 225a7 24682 47499 185 
1. 22629 81534 5621a  6a7 

1. 2 2752 5a649 63177 678 
1. 22875 32a39 95312 005 
1. 22998 25717 8a752 723 
1. 2 3121 31695 48867 721 
1. 2 3244 49985 30254 869 

1. 2 3367 80599 56743 251 
1. 2 3491 2355a 61394 396 
1. 2 3614 78850 78503 512 
1. 2 3738 46512 436aO 719 
1. 2 3862 2 6547 93452 285 

1. 23986 18969 66a61 862 
1. 24110 2 3790 ao671 728 
1. 24234 41a21 37764 02a 
1. 2 4358 70676 19061 978 
1. 24483 12766 87531 187 

1. 24607 67305 87380 820 
1. 24732 34305 64a64 879 
1. 24857 13778 64283 447 
1, 24982 05737 35983 926 
1. 25107 10194 2 8362 294 

1. 25232 27161 91864 345 
1. 25357 56652 78186 948 
1. 2 5482 98679 40279 295 
1. 25608 53254 32344 151 
1. 25734 2 0390 09839 113 

1. 25860 aa099 29477 863 
1. 25985 92394 4't231 426 
1. 26111 97288 2 8329 426 
1. 2 6238 14793 27261 349 
1. 2 6364 44922 a7777 797 

1. 2 6490 87687 32891 756 
1. 2 6617 43101 66879 857 
1. 2 6744 11177 75283 640 
1. 2687a 91928 24910 818 
1. 2 6997 85365 83836 547 

1. 27124 915a3 214a4 692 
1. 27252 1a353 a8229 095 
1. 27379 41928 1 6194 849 
1. 27506 86241 18459 570 
1. 27634 43304 89454 665 

1. 27762 13132 04886 611 
1. 27889 95735 41738 23a 
1. 2 8017 91127 782 69 966 
1. 2 8145 99321 94a21 162 
1. 2 8274 2a330 69811 341 

1. 284a2 54166 87741 484 [( -�)2] 

e-x 

a. 81873 07530 77981 859 
a. 81791 24315 53859 397 
a. 817a9 49279 42236 649 
a. 81627 82414 256a9 934 
0. 81546 23711  !7292 668 

0. 81464 73164 11414 545 
0. 81383 30762 82920 72a 
0. 813a1 96499 87570 998 
a. 8122a 7a367 11939 015 
0. 81139 5235 6  43411 427 

a. 81058 42459 7a 187 10a 
a. 80977 4a668 81276 291 
0. 80896 46975 66499 845 
0 . 80815 61372 1 6488 379 
a. 80734 83850 22681 475 

0. 8a654 144a1 77326 874 
0. 8a573 53018 73479 662 
0. 80492 99693 05aa1 467 
a. 80412 54416 66559 655 
a. 80332 17181 53626 521 

a. 8a251 87979 62478 483 
a. 8a171 668a2 90195 2 84 
0. 80091 53643 34659 186 
0. 80011 48492 94554 165 
a. 79931 51343 69365 114 

a. 79851 62187 59377 043 
a. 79771 81016 65674 ·274 
a. 79692 07822 90139 647 
a. 79612 42598 35453 121 
o. 79532 85335 a5093 973 

o. 79453 36025 a3334 Oa8 
o. 79373 94660 35242 758 
o. 79294 61233 06683 687 
0. 79215 35735 24314 003 
0. 79136 18158 95583 855 

o. 79a57 08496 2 8735 55a 
0. 7 8978 06739 328a2 754 
o. 78899 1288a 17609 706 
a. 7882a 2 691a 9 377a 426 
a. 78741 48823 72687 922 

o. 78662 78610 66553 409 
0. 78584 16263 88345 515 
a. 785a5 61775 51829 496 
o. 78427 15137 71556 451 
o. 78348 76342 62862 532 

o. 78270 45382 41868 168 
o. 78192 22249 2 5477 270  
o. 78114 a6935 31376 458 
o. 78035 99432 78034 273 
a. 77957 99733 84700  396 

o. 77880 07830 71404 868 [( -�) 1] 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e - x  

o. 250 1, 28402 54166 87741 484 0. 77880 07830 71404 868 
o. 251 1. 28531 00843 31195 317 0. 77802 23715 58957 312 
o. 252 1. 2 8659 60372 84840 591 0. 77724 47380 68946 150 
o. 253 1. 2 8788 32768 34630 366 0. 77646 78818 23737 828 
o. 254 1. 2 8917 18042 67804 299 o. 77569 18020 46476 034 

o. 255 1. 2 9046 16208 72889 931 0. 77491 64979 61080 928 
o. 256 1. 29175 27279 39703 974 0. 77414 19687 92248 360 
o. 257 1. 2 �304 51267 59353 603 0. 77336 82137 65449 096 
o. 258 1. 29433 88186 24237 745 o. 77259 52321 06928 045 
0. 259 1, 2 9563 38048 28048 373 o. 77182 30230 43703 483 

o. 260 1. 2 9693 00866 65771 798 0. 77105 15858 03566 284 
o. 261 1. 2 9822 76654 33689 967 o. 77028 09196 15079 142 
o. 2 62 1. 29952 65424 29381 755 0. 76951 10237 07575 806 
o. 263 1. 30082 67189 51724 266 o. 76874 18973 11160 303 
o. 264 1. 30212 81963 00894 131 0. 76797 35396 56706 173 

o. 265 1. 30343 09757 78368 808 0. 76720 59499 75855 698 
o. 266 1. 30473 50586 86927 883 0. 76643 91275 01019 133 
0. 267 1. 30604 04463 30654 372 0. 76567 30714 65373 938 
o. 268 1. 30734 71400 14936 028 0. 76490 77811 02864 015 
o. 269 1. 30865 51410 46466 646 o. 76414 32556 48198 937 

o. 270 1. 30996 44507 33247 364 o. 76337 94943 36853 186 
0. 271 1. 31127 50703 84587 979 0. 76261 64964 05065 386 
0. 272 1. 31258 70013 11108 252 0. 76185 42610 89837 543 
o. 273 1. 31390 02448 24739 2 18 0. 76109 2 7876 2 8934 278 
o. 274 1. 31521 48022 38724 500 0. 76033 20752 60882 066 

o. 275 1. 31653 06748 67621 623 0. 75957 21232 24968 476 
0. 216 1. 31784 78640 27303 324 0. 75881 29307 61241 409 
0, 277 1. 31916 63710 34958 873 o. 75805 44971 10508 337 
o. 278 1. 32048 61972 09095 387 0. 75729 68215 14335 547 
o. 279 1. 32180 73438 69539 151 0. 75653 99032 15047 380 

o. 280 1. 32312 98123 37436 936 o. 75578 37414 55725 472 
o. 281 1. 32445 36039 35257 318 o. 75502 83354 80208 0 02 
o. 282 1. 32577 87199 86792 007 0. 75427 36845 33088 932 
o. 283 1. 32710 51618 17157 164 0. 75351 97878 59717 250 
o. 2 84 1. 32843 29307 52794 731 0. 75276 66447 06196 222 

o. 285 1. 32976 20281 21473 753 0. 75201 42543 19382 630 
0. 286 1. 33109 24552 52291 710 0. 75126 26159 46886 026 
o.  287 1. 33242 42134 75675 843 0. 75051 17288 37067 974 
0. 288 1. 33375 73041 2 3384 488 0. 74976 15922 39041 301 
o. 289 1. 33509 17285 28508 403 o. 74901 22054 02669 348 

0. 290 1. 33642 74880 2 5472 103 o. 74826 35675 78565 215 
o. 291 1. 33776 45839 50035 199 o. 74751 56780 18091 016 
o. 292 1. 33910 30176 39293 724 o. 74676 85359 73357 128 
0. 293 1. 34044 27904 31681 481 0. 74602 21406 97221 444 
o. 294 1. 34178 39036 66971 373 0. 74527 64914 43288 626 

0. 295 1. 34312 63586 86276 747 0. 74453 15874 65909 357 
0. 296 1. 34447 01568 32052 735 o. 74378 74280 20179 599 
0, 297 1. 34581 52994 48097 594 o. 74304 40123 61939 843 
o. 298 1. 3 4716 17878 79554 052 o. 74230 13397 47774 369 
o. 299 1. 34850 96234 72910 654 o. 74155 94094 35010 502 

o.  300 1. 3 4985 88075 76003 104 o. 74081 82206 81717 866 [C -l)2] [( -l)l] 
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Table 4.4 

X 

o. 300 
o. 301 
o. 302 
0. 303 
0. 304 

o. 305 
o. 306 o. 307 
o. 308 
o. 309 

0. 310 
0. 311  
o .  312 
o. 313 
o .  314 

o. 315 
o. 316 
0. 317 
o. 318 
o. 319 

o. 320 
0. 321 
o. 322 
o. 323 
0. 324 

o. 325 
o. 326 
o. 327 
o. 328 
0. 329 

0. 330 
o. 331 
o. 332 o. 333 
0. 334 

o. 335 
o. 336 
o. 337 
o. 338 
0. 339 

o. 340 
o. 341 
o. 342 
o. 343 
0. 344 

0. 345 
o. 346 
0. 347 
o. 348 
0. 349 

0. 350 

ELEMEN'I'ARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

EXPONENTIAL FUNCTION 

1. 34985 88075 76003 104 
1. 35120 93415 38015 618 
1. 35256 12267 09482 272 
1. 35391 44644 42288 348 
1. 35526 90560 89671 692 

1. 35662 50030 06224 066 
1 . 35798 23065 47892 497 
1. 35934 09680 71980 642 
1. 36070 09889 37150 1 37 
1. 36206 23705 03421 961 

1. 36342 51141 32177 794 
1. 36478 9221 1  86161 378 
1. 36615 46930 29479 880 
1. 36752 15310 27605 258 
1. 36888 97365 47375 624 

1. 37025 93109 56996 611  
1. 37163 02556 26042 743 
1. 37300 25719 25458 804 
1. 37437 62612 27561 208 
1 . 37575 13249 06039 370 

1. 37712 77643 35957 085 
1. 37850 55808 93753 895 
1. 37988 47759 57246 476 
1. 38126 53509 05630 003 
1. 38264 73071 19479 542 

1. 38403 06459 80751 421 
1. 38541 53688 72784 617 
1. 38680 14771 80302 136 
1. 38818 89722 89412 403 
1. 38957 78555 87610 642 

1. 39096 81284 63780 266 
1. 39235 97923 08194 268 
1. 39375 28485 12516 609 
1. 39514 72984 69803 608 
1. 39654 31435 74505 339 

1. 39794 03852 22467 023 
1. 39933 90248 10930 424 
1. 40073 90637 38535 249 
1. 40214 05034 05320 540 
1. 40354 33452 12726 081 

1. 40494 75905 63593 797 
1. 40635 32408 62169 155 
1. 40776 02975 14102 572 
1. 40916 87619 26450 817 
1. 41057 86355 07678 418 

1. 41198 99196 67659 075 
1. 41340 26158 17677 066 
1. 41481 67253 70428 658 
1. 41623 22497 40023 522 
1. 41764 91903 41986 146 

1. 41906 75485 93257 248 [(-�)2] 

o. 74081 82206 81717 866 
o. 74007 77727 46707 647 
o. 73933 80648 89531 848 
o. 73859 90963 70482 549 
o. 73786 08664 50591 171  

0 .  73712 33743 91627 732 
o. 73638 66194 56100 112  
o. 73565 06009 07253 313  
o. 73491 53180 09068 726 
o. 73418 07700 26263 391 

o. 73344 69562 24289 264 
o. 73271 38758 69332 482 
o. 73198 15282 28312 628 
0. 73124 99125 68882 001 
o. 73051 90281 59424 881 

o. 72978 88742 69056 797 
o. 72905 94501 67623 797 
o. 72833 07551 25701 720 
o.  72760 27884 14595 463 
o.  72687 55493 06338 254 

o. 72614 90370 73690 925 
o. 72542 32509 90141 181 
o. 72469 81903 29902 880 
o. 72397 38543 67915 300 
o. 72325 02423 79842 419 

o. 72252 73536 42072 1 89 
o. 72180 51874 31715 812 
o.  72108 37430 26607 016 
o. 72036 30197 05301 338 
o. 71964 30167 47075 395 

0. 71892 37334 31926 1 70 
o. 71820 51690 40570 286 
o. 71748 73228 54443 294 
o. 71677 01941 55698 947 
o. 71605 37822 27208 486 

o. 71533 80863 52559 924 
0. 71462 31058 1 6057 326 
0. 71390 88399 02720 095 
o. 71319 52878 98282 260 
o. 71248 24490 89191 756 

0. 71177 03227 62609 715 
o. 71105 89082 06409 751  
a. 71034 82047 09177 248 
o. 70963 82115  60208 649 
0. 70892 89280 49510 748 

0. 70822 03534 67799 973 
o. 70751 24871 06501 685 
0. 70680 53282 57749 463 
0. 70609 88762 14384 398 
o. 70539 31302 69954 390 

o. 70468 80897 18713 434 [( -68)9] 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e-x 

0. 350 1. 41906 75485 93257 248 o. 70468 80897 18713 434 
o. 351 1. 42048 73259 12195 200 o. 70398 37538 55620 921 
0. 352 1. 42190 85237 18577 438 o. 70328 01219 76340 929 
o. 353 1. 42333 1 1434 33601 886 o. 70257 71933 77241 521 
o. 354 1. 42475 51864 79888 380 o. 70187 49673 55394 037 

o. 355 1. 42618 06542 81480 082 o. 70117 34432 08572 398 
o. 356 1. 42760 75482 63844 915 o. 70047 26202 35252 399 
o. 357 1. 42903 58698 53876 979 0, 69977 24977 34611 008 
o. 358 1. 43046 56204 79897 983 0. 69907 30750 06525 666 
o. 359 1. 43189 68015 71658 672 0. 69837 43513 51573 587 

o. 360 1. 43332 94145 60340 258 0. 69767 63260 71031 057 
0. 361 1. 43476 34608 78555 848 0. 69697 89984 66872 738 
o. 362 1. 43619 89419 60351 880 0. 69628 23678 41770 967 
o. 363 1. 43763 58592 41209 556 0, 69558 64334 99095 062 
o. 364 1. 43907 42141 58046 276 0. 69489 1 1947 42910 621 

0. 365 1. 44051 40081 492 17 078 0, 69419 66508 77978 831 
o. 366 1. 44195 52426 54516 071 0. 69350 28012 09755 768 
o. 367 1. 44339 79191 15177 881 0. 69280 96450 44391 707 
o. 368 1. 44484 20389 73879 090 0. 69211 71816 88730 425 
o. 369 1. 44628 76036 74739 677 0, 69142 54104 50308 508 

o .  370 1 . 44773 46146 63324 462 0. 69073 43306 37354 660 
o. 371 1. 44918 30733 86644 554 0, 69004 39415 58789 010 
o. 372 1. 45063 29812 93158 799 0. 68935 42425 24222 423 
o. 373 1. 45208 43398 32775 223 0. 68866 52328 43955 806 
o. 374 1. 45353 71504 56852 487 0. 68797 69118 28979 422 

o. 375 1. 45499 14146 18201 336 0. 68728 92787 90972 199 
o. 376 1. 45644 71337 71086 052 0. 68660 23330 42301 040 
o. 377 1. 45790 43093 71225 910 0. 68591 60738 96020 141 
o. 378 1. 45936 29428 75796 632 0. 68523 05006 65870 297 
o. 379 1. 46082 30357 43431 842 0. 68454 56126 66278 222 

o. 380 1. 46228 45894 34224 532 0. 68386 14092 12355 858 
o. 381 1. 46374 76054 09728 512 0. 68317 78896 19899 696 
o. 382 1. 46521 20851 32959 881 0. 68249 50532 05390 084 
o. 383 1. 46667 80300 68398 485 0. 68181 28992 85990 553 
o. 384 1. 46814 54416 81989 380 0. 68113 14271 79547 125 

o. 385 1. 46961 43214 41144 302 0. 68045 06362 04587 638 
o. 386 1. 47108 46708 14743 133 0. 67977 05256 80321 060 
o. 387 1. 47255 64912 73135 370 0. 67909 1 0949 26636 810 
o. 388 1. 47402 97842 88141 592 0. 67841 23432 641 04 077 
0. 389 1. 47550 45513 33054 939 0. 67773 42700 1 3971 142 

o. 390 1. 47698 07938 82642 577 0. 67705 68744 98164 700 
o. 391 1 . 47845 85134 1 3147 180 0. 67638 01560 39289 177 
o. 392 1. 47993 77114 02288 401 0. 67570 41139 60626 058 
o. 393 1 . 48141 83893 29264 352 0. 67502 87475 86133 209 
o. 394 1. 48290 05486 74753 084 0. 67435 40562 40444 198 

o. 395 1. 48438 41909 20914 066 0. 67368 00392 48867 624 
o. 396 1. 48586 93175 51389 667 0. 67300 66959 37386 438 
o. 397 1. 48735 59300 51306 642 0. 67233 40256 32657 274 
o. 398 1. 48884 40299 07277 615 0. 67166 20276 62009 771 
o. 399 1. 49033 36186 07402 565 0. 67099 07013 53445 901 

o. 400 1. 49182 46976 41270 318 0. 67032 00460 . 35639 301 

[( -:)2] [(-:)9] 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X ex e - x  

o. 400 1. 49182 46976 41270 318 0. 67032 00460 35639 301 
o. 401 1. 49331 72684 99960 030 0. 66965 00610 37934 596 
o. 402 1. 49481 13326 76042 686 0. 66898 07456 90346 733 
o.  403 1. 49630 68916 63582 585 0. 66831 20993 23560 309 
o.  404 1. 49780 39469 58138 840 0. 66764 41212 68928 902 

o. 405 1. 49930 25000 56766 870 0. 66697 68108 58474 400 
0. 406 1. 50080 25524 58019 898 0. 66631 01674 24886 338 
o. 407 1. 50230 41056 61950 452 0. 66564 41903 01521 227 
o. 408 1. 50380 71611 70111 860 0. 66497 88788 22401 888 
o. 409 1. 50531 17204 85559 754 0. 66431 42323 22216 786 

0. 410 1. 50681 77851 12853 578 0. 66365 02501 36319 366 
0. 411 1. 5 0832 53565 58058 082 0. 66298 69316 00727 386 
o. 412 1. 5 0983 44363 28744 838 0. 66232 42760 52122 256 
0. 413 1. 51134 50259 33993 742 0. 66166 22828 27848 372 
o. 414 1. 51285 71268 84394 526 � 66100 09512 65912 454 

o. 415 1. 51437 07406 92048 265 0. 66034 02807 04982 886 
o. 416 1. 51588 58688 70568 894 0. 65968 02704 84389 050 
o.  417 1. 51740 25129 35084 718 0. 65902 09199 44120 673 
o.  418 1. 51892 06744 02239 927 0. 65836 22284 24827 158 
0. 419 1. 52044 03547 90196 115 0. 65770 41952 67816 932 

o.  420 1. 52196 15556 18633 796 0. 65704 68198 15056 782 
o. 421 1. 52348 42784 08753 926 0. 65639 01014 09171 201 
o. 422 1. 52500 85246 83279 422 0. 65573 40393 93441 728 
o. 423 1. 52653 42959 66456 685 0. 65507 86331 11806 293 
o.  424 1. 52806 159 37 84057 126 0. 65442 38819 08858 560 

0. 425 1. 52959 04196 63378 690 0. 65376 97851 29847 271 
o. 426 1. 53112 07751 33247 382 0. 65311 63421 20675 593 
o .  427 1. 53265 26617 24018 802 0. 65246 35522 27900 462 
o. 428 1. 5 3418 60809 67579 666 0. 65181 14147 98731 930 
o. 429 1. 53572 10343 97349 347 0, 65115 99291 81032 515 

o .  430 1. 5 3725 75235 48281 402 0. 65050 90947 2 3316 545 
o. 431 1. 5 3879 55499 56865 110 0. 64985 89107 74749 506 
o. 432 1. 54033 51151 61127 008 0. 64920 93766 85147 398 
0. 433 1. 54187 62207 00632 428 0. 64856 04918 04976 075 
0. 434 1. 54341 88681 16487 038 0. 64791 22554 85350 604 

o. 435 1. 54496 30589 51338 384 0. 64726 46670 78034 611 
o. 436 1. 54650 87947 49377 427 0. 64661 77259 35439 635 
o. 437 1. 54805 60770 56340 096 0. 64597 14314 10624 479 
o. 438 1. 54960 49074 19508 826 0. 64532 57828 57294 565 
o. 439 1. 55115 52873 87714 108 0. 64468 07796 29801 285 

o.  440 1. 55270 72185- 11336 042 0. 64403 64210 83141 359 
o.  441 1. 5 5426 07023 42305 879 0. 64339 27065 72956 185 
o. 442 1. 55581 57404 34107 580 0. 64274 96354 55531 200 
0. 443 1. 55737 23343 41779 367 0. 64210 72070 87795 233 
o .  444 1. 5 5893 04856 21915 277 0. 64146 54208 27319 863 

0. 445 1. 56049 01958 32666 719 0. 64082 42760 32318 776 
o. 446 1. 56205 14665 33744 035 0. 64018 37720 61647 123 
o .  447 1. 56361 42992 86418 055 0. 63954 39082 74800 880 
0. 448 1. 56517 86956 53521 663 0. 63890 46840 31916 208 
0. 449 1. 56674 46571 99451 356 0. 63826 60986 93768 809 

o. 450 1. 56831 21854 90168 811 0. 63762 81516 21773 293 
[( -:)2] [( -�)9] 
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EXPONENTIAL FUNCTIOJ\" Table 4.4 

X e" e-x 
0. 450 1. 56831 21854 90168 811 0. 63762 81516 21773 293 
o. 451 1. 56988 12820 93202 449 0. 63699 08421 77982 535 
o. 452 1. 57145 19485 77649 003 0. 63635 41697 25087 037 
o.  453 1. 5 7302 41865 14175 089 0. 63571 81336 26414 293 o. 454 1. 57459 79974 75018 775 0. 63508 27332 45928 153 
o. 455 1. 5 7617 33830 33991 152 0. 63444 79679 48228 182 0. 456 1. 57775 03447 66477 911 0. 63381 38370 98549 030 0. 457 1. 57932 88842 49440 916 0. 63318 03400 62759 794 
o. 458 1, 5 g090 90030 61419 781 0. 63254 74762 07363 387 0. 459 1. 5 3249 07027 82533 449 0. 63191 52448 99495 898 
o. 460 1. 5 3407 39849 94481 775 0. 63128 36455 06925 969 
o. 461 1. 5 3565 88512 80547 101 0. 63065 26773 98054 154 
o. 462 1. 5,3724 53032 25595 846 0. 63002 23399 41912 291 
o. 463 1. 5 3883 33424 16080 087 0. 62939 26325 08162 872 
o. 464 1. 5'�042 29704 40039 147 0. 62876 35544 67098 411 
o. 465 1. 59201 41888 87101 182 0. 62813 51051 89640 814 0. 466 1. 59360 69993 48484 772 0. 62750 72840 47340 750 
o. 467 1. 59520 14034 17000 511 0. 62688 00904 12377 027 
o. 468 1. 59679 74026 87052 601 0. 62625 35236 57555 956 
o. 469 1. 59839 49987 54640 444 0, 62562 75831 56310 730 
o. 470 1. 59999 41932 17360 241 0. 62500 22682 82700 796 0. 471 1. 61)159 49876 74406 589 0. 62437 75784 11411 229 
o. 472 1. 61)319 73837 26574 077 0. 62375 35129 17752 104 
o. 473 1. 61)480 13829 76258 891 0. 62313 00711 77657 876 
o. 474 1. 60640 69870 27460 416 0, 62250 72525 67686 754 
o. 475 1. 60801 41974 85782 835 0. 62188 50564 65020 075 0. 476 1. 61)962 30159 58436 741 0. 62126 34822 47461 685 0. 477 1. 6112 3 34440 54240 740 0. 62064 25292 93437 314 
o. 478 1. 61284 54833 83623 064 0. 62002 21969 81993 957 
o. 479 1. 61445 91355 58623 174 0. 61940 24846 92799 250 
o. 480 1. 6:.607 44021 92893 382 0. 61878 33918 06140 853 
o. 481 1. 6:.769 12849 01700 456 0. 61816 49177 02925 827 
o. 482 1. 6:.9 30 97853 01927 2 38 0. 61754 70617 64680 018 
o. 483 1. 6:!092 99050 12074 265 0. 61692 98233 73547 436 
o. 484 1. 6:!255 16456 52261 382 0. 61631 32019 12289 639 
o. 485 1. 6:!417 50088 44229 364 0. 61569 71967 64285 113 
o .  486 1. 6:!579 99962 11341 538 0. 61508 18073 13528 659 
o. 487 1. 6:!742 66093 78585 406 0. 61446 70329 44630 776 0. 488 1. 6;!905 48499 72574 272 0. 61385 28730 42817 043 
o. 489 1. 6:1068 47196 21548 865 0. 61323 93269 93927 508 
o. 490 1. 6:1231 62199 55378 970 0. 61262 63941 84416 069 
o. 491 1. 6:1394 93526 05565 057 0. 61201 40740 01349 867 
o. 492 1. 6:1558 41192 05239 912 0. 61140 23658 32408 668 
o. 493 1. 6)722 05213 89170 270 0. 61079 12690 65884 251 
0. 494 1. 6:1885 85607 93758 453 0. 61018 07830 90679 799 
o. 495 l. 61�049 82390 57044 002 0. 60957 09072 96309 287 
o. 496 1. 61�2 13 95578 18705 315 0. 60896 16410 72896 868 
o. 497 1. 61�378 25187 20061 292 0. 608�5 29838 11176 269 
o. 498 1. 61�542 71234 04072 971 0. 60774 49349 02490 178 
0. 499 1. M707 33735 15345 173 0. 60713 74937 38789 634 
0. 500 1. 61�872 12707 00128 147 0. 60653 06597 12633 424 

[( -�)2] [(-:)8] 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X ex e-x 

o. 500 1. 64872 12707 00128 147 0. 60653 06597 12633 424 
o. 501 1. 65037 08166 06319 214 0. 60592 44322 17187 470 
o. 502 1. 65202 20128 83464 418 0. 60531 88106 46224 228 
o. 503 1. 65367 48611 82760 175 0. 60471 37943 94122 075 
o. 504 1. 65532 93631 57054 920 o. 60410 93828 55864 709 

o. 505 1. 65698 55204 60850 766 0. 60350 55754 27040 541 
o. 506 1. 65864 33347 50305 156 0. 60290 23715 03842 093 
o. 507 1. 66030 28076 83232 516 0. 60229 97704 83065 390 
o. 508 1. 66196 39409 19105 918 0. 60169 77717 62109 362 
0. 509 1. 66362 67361 19058 736 0. 60109 63747 38975 237 

o. 510 1. 66529 1 1949 45886 308 � 60049 55788 12265 943 
o. 511 1. 66695 73190 64047 601 � 59989 53833 81185 502 
o. 512 1. 66862 51101 39666 871 � 59929 57878 45538 434 
o. 513 1. 67029 45698 40535 333 0. 59869 67916 05729 153 
o. 514 1. 67196 56998 36112 826 � 59809 83940 62761 369 

o. 515 1. 67363 85017 97529 486 0. 59750 05946 18237 489 
o. 516 1. 67531 29773 97587 414 0. 59690 33926 74358 019 
o. 517 1. 67698 91283 10762 348 0. 59630 67876 33920 965 
o. 518 1. 67866 69562 132 05 342 0. 59571 07789 00321 238 
o. 519 1. 68034 64627 82744 439 0. 59511 53658 77550 053 

o. 520 1. 68202 76496 98886 347 0. 59452 05479 70194 339 
o. 521 1. 68371 05186 42818 123 0. 59392 63245 83436 138 
o. 522 1. 68539 50712 97408 851 0. 59333 26951 23052 015 
0, 523 1, 68708 13093 47211 326 0. 59273 96589 95412 460 
o.  524 1. 68876 92344 78463 738 0. 59214 72156 07481 294 

o. 525 1. 69045 88483 79091 359 0. 59155 53643 66815 082 
o. 526 1. 69215 01527 38708 232 0. 59096 41046 81562 533 
o. 527 1. 69384 31492 48618 855 0. 59037 34359 60463 912 
o. 528 1. 69553 78396 01819 881 0, 58978 33576 12850 450 
o. 529 1. 69723 42254 93001 803 � 58919 38690 48643 749 

o. 530 1. 69893 23086 18550 654 0. 58860 49696 78355 196 
0. 531 1. 70063 20906 76549 702 0, 58801 66589 13085 372 
o. 532 1. 70233 35733 66781 146 0. 58742 89361 64523 463 
o. 533 1. 70403 67583 90727 817 0. 58684 18008 44946 670 
o. 534 1.  7 0574 16474 51574 883 � 58625 52523 67219 626 

o. 535 1. 7 0744 82422 54211 545 0. 58566 92901 44793 803 
o. 536 1.  70915 65445 05232 748 0. 58508 39135 91706 932 
0, 537 1. 71086 65559 12940 887 0. 58449 91221 22582 409 
o. 538 1. 71257 82781 87347 510 0, 58391 49151 52628 716 
o. 539 1. 71429 17130 40175 036 0. 58333 12920 97638 836 

o. 540 1.  71600 68621 84858 460 0. 58274 82523 73989 665 
o. 541 1. 71772 37273 36547 069 0. 58216 57953 98641 430 
o. 542 1. 71944 23102 12106 159 0. 58158 39205 89137 107 
0. 543 1. 72116 26125 30118 747 0. 58100 26273 63601 839 
0. 544 1.  72288 46360 10887 296 0. 58042 19151 40742 351 

o. 545 1. 72460 83823 76435 429 0, 57984 17833 39846 373 
o. 546 1. 72633 38533 50509 656 0. 57926 22313 80782 055 
o. 547 1. 72806 10506 58581 095 0, 57868 32586 83997 389 
o. 548 1. 72978 99760 27847 197 0, 57810 48646 70519 631 
o. 549 1.  73152 06311 87233 477 0. 57752 70487 61954 718 

0. 550 l. 73325 30178 67395 237 0. 57694 98103 80486 695 

[( -J)2] [(-:)8] 
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o. 550 
o. 551 
o. 552 
0. 553 
o. 554 

o. 555 o. 556 
0. 557 
o. 558 
o. 559 

o. 560 
o. 561 
o. 562 
o. 563 
o. 564 

o. 565 
o. 566 
o. 567 
o. 568 
0. 569 

o. 570 
o. 571 
o. 572 
o. 573 
o. 574 

o. 575 
o. 576 
o. 577 
o. 578 
o. 579 

o. 580 
o. 581 o. 582 
o. 583 
o. 584 

0, 585 
o. 586 o. 587 
o. 588 
0. 589 

o. 590 
o. 591 
o. 592 o. 593 
o. 594 

o. 595 o. 596 
o. 597 
o. 598 
o. 599 

o. 600 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

ex e-x 
1. 73325 30178 67395 237 0. 57694 98103 80486 695 
1. 73498 71378 00719 302 0. 57637 31489 48877 132 
1. 73672 29927 21325 750 0. 57579 70638 90464 548 
1. 73846 05843 65069 647 0. 57522 15546 29163 839 
1. 74 019 99144 69542 780 0. 57464 66205 89465 693 

1. 74194 09847 74075 399 0. 57407 22611 96436 024 
1. 74 368 37970 19737 955 0. 57349 84758 75715 391 
1 .  74 542 83529 49342 837 0. 57292 52640 53518 425 
1. 74717 46543 07446 121 0. 57235 26251 56633 257 
1. 74892 27028 40349 310 0. 57178 05586 12420 941 

1. 75067 25002 96101 083 0, 57120 90638 48814 886 
1. 75242 40484 24499 041 0, 57063 81402 94320 280 
1. 75417 73489 77091 459 0. 57006 77873 78013 522 
1. 75593 24037 07179 036 0. 56949 80045 29541 648 
1. 75768 92143 69816 648 0. 56892 87911 7912 1 /61 

1. 75944 77827 21815 104 0. 56836 01467 57540 464 
1. 76120 81105 21742 902 0, 56779 20706 96153 288 
1. 76297 01995 29927 989 0. 56722 45624 2 6884 125 
1. 76473 40515 08459 520 0. 56665 76213 82224 657 
1. 76649 96682 21189 621 0. 56609 12469 95233 792 

1. 76826 70514 33735 152 0. 56552 54386 99537 097 
1. 77003 62029 13479 471 0. 56496 01959 29326 229 
1. 77180 71244 29574 208 0. 56439 55181 19358 370 
1. 77357 98177 52941 024 0. 56383 14047 04955 664 
1.  77535 42846 56273 392 0. 56326 78551 22004 648 

1. 77713 05269 14038 362 0. 56270 48688 06955 693 
1. 77890 85463 02478 341 0. 56214 24451 96822 437 
1.  78068 83445 99612 864 0. 56158 05837 29181 224 
1. 78246 99235 85240 377 0. 56101 92838 42170 538 
1. 78425 32850 40940 016 0. 56045 85449 74490 445 

1. 78603 84307 50073 382 0. 55989 83665 65402 033 
1. 78782 53624 97786 336 0, 55933 87480 54726 843 
1. 78961 40820 71010 772 0. 55877 96888 82846 320 
1. 79140 45912 58466 414 0. 55822 11884 90701 245 
1. 79319 68918 50662 599 0. 55766 32463 19791 179 

1. 79499 09856 39900 067 0. 55710 58618 12173 905 
1. 79678 68744 20272 757 0. 55654 90344 1 0464 868 
1. 79858 45599 87669 600 0. 55599 27635 57836 621 
1. 80038 40441 39776 313 0, 55543 70486 98018 264 
1. 80218 53286 76077 198 0. 55488 18892 75294 892 

1. 80398 84153 97856 940 0, 55432 72847 34507 035 
1. 80579 33061 08202 413 0. 55377 32345 21050 107 
1. 80760 00026 12004 477 0. 55321 97380 80873 848 
1. 80940 85067 15959 787 0. 55266 67948 60481 771 
1. 81121 88202 28572 596 0. 55211 44043 06930 610 

1. 81303 09449 60156 569 0. 55156 2 5658 67829 766 
1. 81484 48827 22836 588 0. 55101 12789 91340 753 
1. 81666 06353 30550 566 0, 55046 05431 26176 649 
1. 81847 82045 99051 264 0. 54991 03577 21601 542 
1. 82029 75923 45908 101 0. 54936 07222 2 7429 984 

1. 82211 88003 90508 975 0, 54881 16360 94026 433 

[(-�)2] [( -:)7] 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X e" e-� 

o. 600 1. 82211 88003 90508 975 0. 54881 1 6360 94026 433 
o. 601 1. 82394 18305 54062 083 0. 54826 30987 72304 710 
o. 602 1. 82576 66846 59597 740 0. 54771 51097 13727 448 
o. 603 1. 82759 33645 31970 203 0. 54716 76683 70305 543 
o. 604 1. 82942 18719 97859 499 0. 54662 07741 94597 605 

o. 605 1. 83125 2�088 85773 244 0. 54607 44266 39709 413 
o. 606 1. 83308 43770 26048 479 0. 54552 86251 59293 368 
o. 607 1. 83491 83782 50853 497 0. 54498 33692 07547 943 
o. 608 1. 83675 42143 94189 676 0. 54443 86582 39217 140 
o. 609 1. 83859 18872 91893 312 0. 54389 44917 09589 946 

o. 610 1. 84043 13987 81637 455 0. 54335 08690 74499 787 
o. 611 1. 84227 27507 02933 750 0. 54280 77897 90323 981 
o. 612 1. 84411 59448 97134 270 0. 54226 52533 13983 200 
0. 613 1. 84596 09832 07433 364 0. 54172 32591 02940 922 
o. 614 1. 84780 78674 78869 496 0. 541 18 18066 15202 890 

o. 615 1. 84965 65995 58327 090 0. 54064 08953 09316 571 
o. 616 1. 85150 71812 94538 381 0. 54010 05246 44370 616 
o. 617 1. 85335 96145 38085 258 0. 53956 06940 79994 313 
o. 618 1. 85521 39011 41401 120 0. 53902 14030 76357 053 
o. 619 1. 85707 00429 58772 725 0. 53848 26510 94167 789 

o. 620 1. 85892 80418 46342 044 0. 53794 44375 94674 492 
o. 621 1. 86078 78996 62108 121 0. 53740 67620 39663 618 
o.  622 1. 86264 96182 65928 925 0. 53686 96238 91459 568 
0. 623 1. 86451 31995 19523 215 0. 53633 30226 12924 149 
o. 624 1. 86637 86452 86472 402 0. 53579 69576 67456 037 

o. 625 1. 86824 59574 32222 407 0. 53526 14285 18990 242 
o. 626 1. 87011 51378 24085 530 0. 53472 64346 31997 571 
0. 627 1. 87198 61883 31242 321 0. 53419 19754 71484 093 
o. 628 1. 87385 91108 24743 442 0. 53365 80505 02990 602 
o. 629 1. 87573 39071 77511 543 0. 53312 46591 92592 086 

o. 630 1. 87761 05792 64343 132 0. 53259 1 8010 06897 190 
0. 631 1. 87948 91289 61910 454 0. 532 05 94754 13047 683 
o. 632 1. 88136 95581 48763 361 0. 53152 76818 78717 927 
o. 633 1. 88325 18687 05331 198 0. 53099 64198 72114 344 
o. 634 1. 88513 60625 13924 678 0. 53046 56888 61974 883 

o. 635 1. 88702 2 1414 58737 7 66 0. 52993 54883 17568 489 
o. 636 1. 88891 01074 25849 565 0. 52940 58177 08694 574 
o. 637 1. 89079 99623 03226 199 0. 52887 66765 05682 485 
o. b38 1. 89269 17079 80722 703 0. 52834 80641 79390 975 
o. 639 1. 89458 53463 50084 912 0. 52781 99802 01207 b73 

o. 640 1. 89&48 08793 04951 353 0. 52729 24240 43048 557 
o. 641 1. 89837 83087 40855 140 0. 52676 53951 77357 426 
0. b42 1. 90027 76365 55225 865 0. 52&23 88930 77105 3b9 
0. 643 1. 90217 88646 47391 502 0. 52571 29172 15790 242 
0. 644 1. 90408 19949 18580 301 0. 52518 74670 67436 140 

o. 645 1. 90598 7 0292 71922 692 0. 52466 2 5421 06592 872 
o. b46 1. 90789 39696 12453 188 0. 52413 81418 08335 432 
o. b47 1. 90980 28178 47112 287 0. 52361 42656 48263 478 
o. 648 1. 91171 35758 84748 384 0. 52309 09131 02500 807 
0. 649 1. 91362 &2456 36119 674 0. 52256 80836 47694 830 

0. 650 1. 91554 08290 13896 070 0. 52204 57767 61016 048 [< 6")2] [< -:)7] 
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ELEMlCNTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

X 

o. 650 
o. 651 
0. 652 
o. 653 
o. 654 

o. 655 
o. 656 
o. 657 
o. 658 
o. 659 

o. 660 
o. 661 
o. 662 
o. 663 
o. 664 

o. 665 
o. 666 
0. 667 
o. 668 
o. 669 

o. 670 
o. 671 
0, 672 
0. 673 
0. 674 

o. 675 
o. 676 
o. 677 
o. 678 
o. 679 

0. 680 
o. 681 
o. 682 
o. 683 
o. 684 

o. 685 
o. 686 
o. 687 
o. 688 
0. 689 

0. 690 
o. 691 
o. 692 
o. 693 
o. 694 

o. 695 
0. 696 
o. 697 
0. 698 
o. 699 

0. 700 

EXPONENTIAL FUNCTION 

ex 

1. � 1554 08290 1 3896 070 
1. 91745 73279 32661 108 
1. 91'� 37 57443 08913 867 
1. 92129 60800 61070 883 
1. 92321 83371 09468 067 

1. 92514 25173 76362 630 
1, 92706 86227 85934 997 
1. 9 2 899 66552 64290 740 
1. 9!092 66167 39462 496 
1 . 9�285 85091 41411 902 

1 . 9 3479 23344 02031 522 
1. 93672 80944 55146 776 
1. 93866 57912 36517 879 
1. 94060 54266 83841 774 
1. 94254 70027 36754 070 

1, 9 4449 052 1 3  3 6830 982 
1. 94643 59844 27591 272 
1, 94838 3 3939 54498 192 
1. 95033 27518 64961 4 32 
1. � 5228 40601 08339 065 

1. 95423 73206 35939 496 
1, 95619 25354 01023 417 
1 . '15814 97063 58805 754 
1. '16010 88354 66457 630 
1, q6206 99246 83108 314 

1. 96403 29759 69847 187 
1.  16599 79912 89725 700 
1, 36796 49726 07759 335 
1, 96993 39218 90929 575 
1, 97190 48411 08185 868 

1. 97387 77322 30447 594 
1. 97585 25972 30606 040 
1. 97782 94380 83526 371 
1. 97980 82567 66049 605 
1. 98178 90552 56994 589 

1 . 98377 18355 37159 979 
L 98575 65995 89326 2 2 0  
1 . 98774 3 3493 98257 5 3 1  
1 . 98973 20869 5 0703 885 
1 . 99172 28142 35403 001 

1. 99371 55332 43082 329 
1 . 9957 1 02459 66461 043 
1 . 99770 69544 00252 033 
1 . 99970 56605 41163 899 
� . 00170 63663 87902 948 

<!. 00370 90739 41175 1 9 3  : ! . 0 0 5 7 1  37852 03688 3 5 6  
2. 00772 0 5 0 2 1  8 0 1 5 3  865 
2, 00972 92268 77288 865 
2. 01173 99613 03818 2 1 9  

2. 01375 27074 7 0 4 7 6  5 2 2  [C-J)2] 

Table 4.4 

e-x 

0, 52204 57767 61016 048 
0. 52152 39919 20157 530 
0. 52100 27286 03334 394 
0. 52048 19862 89283 277 
0. 51996 17644 57261 823 

0. 51944 20625 87048 156 
0. 5 1892 28801 58940 364 
0. 51840 42166 53755 974 
0. 51788 60715 52831 438 
0. 51736 84443 38021 612 

0, 5 1685 13344 91699 238 
0. 51633 47414 9 6754 426 
0. 51581 86648 36594 140 
0. 51530 31039 95141 674 
0. 51478 80584 56836 146 

0. 51427 35277 06631 974 
0. 51375 95112 29998 365 
0. 51324 60085 12918 798 
0. 5 1273 30190 41890 516 
0. 51222 05423 03924 002 

0. 51170 85777 86542 478 
0. 51119 71249 77781 383 
0. 5 1068 61833 66187 865 
0. 51017 57524 40820 271 
0. 50966 58316 91247 632 

0. 50915 64206 07549 157 
0. 50864 75186 80 3 1 3  7 1 8  
0. 50813 91254 00639 348 
0. 50763 12402 60132 72 3 
0. 50712 38627 50908 661 

0. 50661 69923 65589 610 
0, 5 0611 06285 97305 142 
0, 50560 47709 3 9691 448 
0. 50509 94188 86890 827 
0. 50459 45719 33551 185 

0. 50409 02295 7 4825 526 
0. 50358 63913 06371 449 
0. 50308 30566 24350 644 
0. 50258 �2250 25428 387 
0. 50207 . 3960 06773 037 

0. 50157 60690 66055 534 
0. 50107 47437 0 1448 895 
0. 50057 39194 1 1627 7 1 3  
0. 50007 35956 95767 658 
0. 49957 37720 53�44 971 

0, 49907 44479 85135 969 
0. 49857 56229 91216 541 
0. 49807 72965 72961 653 
0. 497 57 94682 32044 844 
0. 49708 21374 70637 732 

0. 49658 53037 9 1409 515 [( -:)6] 

129 



130 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X ex e - x  

o. 700 2. 01375 2 7074 70476 522 0. 49658 53037 91409 515 
o. 701 2. 01576 74673 90010 108 0. 49608 89666 97526 471 
o. 702 2. 01778 42430 77179 0 65 0. 49559 31256 92651 465 
o. 703 2. 01980 30365 48759 247 0. 49509 77802 80943 451 
o. 704 2. 02182 38498 2 3544 296 0. 49460 29299 67056 976 

o. 705 2. 02384 66849 2 2347 653 0. 494 10 85742 56141 685 
o. 7 0 6  2. 02587 1 5 4 3 8  68004 586 0. 49361 47126 53841 826 
o. 7 0 7  2. 02789 84286 85374 2 1 0  0. 49312 1 3 4 4 6  66295 756 
o. 708 2. 02992 73414 01341 511 0. 49262 84698 00135 445 
o. 709 2. 03195 82840 44819 374 0. 492 13 60875 62485 987 

0. 7 1 0  2. 03399 1 2 5 8 6  46750 6 1 2  0. 49164 4 1 9 7 4  60965 1 0 2  
o. 7 1 1  2. 03602 62672 4 0 1 0 9  996 0. 49115 2 799 0 03682 649 
o. 7 1 2  2. 03806 33118 59906 2 88 0. 49066 18916 99240 129 
o. 713 2. 04010 2 3945 43184 2 8 0  0. 49017 1 4 7 5 0  5 6 7 3 0  197 
o. 7 14 2. 042 14 35173 29026 822 0. 48968 15485 85736 1 69 

o. 7 15 2. 04418 66822 58556 873 0. 48919 21117 96331 534 
o. 716 2. 04623 18913 74939 531 0. 48870 31641 99079 460 
o. 7 1 7  2. 04827 91467 2 3384 083 0. 48821 47053 05032 312 
o. 7 1 8  2. 05032 84503 5 1 1 4 6  049 0. 48772 67346 25731 153 
o. 719 2. 05237 98043 07529 226 0. 48723 92516 73205 263 

o. 720 2. 05443 32106 43887 743 0. 48675 2 2 559 59971 650 
o. 721 2. 05648 86714 13628 106 0. 48626 57469 99034 560 
o. 7 2 2  2 . 05854 61886 72211 2 5 7  0. 48577 9 7 2 4 3  03884 990 
o. 723 2, 06060 57644 77154 62 6 0. 48529 41873 88500 207 
0. 724 2. 06266 74008 88034 189 0. 48480 91357 67343 253 

o. 725 2. 06473 10999 66486 529 0. 48432 45689 55362 467 
0,  726 2 , 0 6679 68637 762 1 0  896 0. 48384 04864 67990 997 
o. 7 2 7  2, 0 6886 46943 82971 2 73 0. 48335 68878 21146 315 
0. 7 2 8  2, 07093 45938 54598 438 0. 48287 37725 31229 734 
o. 729 2. 07300 65642 60992 036 0, 48239 1 1401 15125 923 

o. 7 3 0  2, 07508 0 6 0 7 6  7 4 1 2 2  645 0. 481 90 8990 0 90202 427 
o.  731 2. 07715 67261 68033 852 0. 48142 73219 74309 180 
o. 732 2. 07923 49218 18844 323 0. 48094 61352 85778 027 
o.  733 2. 08131 51967 04749 882 0. 48046 54295 43422 238 
o. 734 2. 08339 75529 06025 589 0. 47998 52042 66536 031 

o. 735 2. 08548 19925 05027 819 0. 47950 54589 74894 090 
o. 736 2. 08756 85175 86196 344 0. 47902 61931 88751 082 
o. 7 3 7  2. 08965 71302 36056 4 1 9  0. 47854 7 4 0 6 4  2 8841 182 
0. 7 38 2 . 09174 78325 4322 0  868 0. 47806 90982 16377 589 
o. 7 39 2, 09384 06265 98392 173 0. 47759 12680 73052 052 

o. 740 2. 09593 55144 94364 563 0. 47711 39155 2 1 034 388 
0.  741 2. 09803 24983 26026 109 0. 47663 70400 82972 004 
o. 742 2, 1 0 0 1 3  15801 90360 816 0. 476 1 6  06412 81989 423 
o. 743 2. 1 0 2 2 3  27621 86450 725 0. 47568 47186 41687 803 
o. 744 2. 10433 60464 15478 007 0. 475 2 0  92716 86144 466 

o. 745 2. 10644 14349 80727 065 0. 47473 42999 39912 416 
o. 746 2. 1 0854 89299 87586 641 0. 47425 98029 28019 867 
o. 747 2. 1 1 065 85335 43551 917 0. 47378 57801 75969 767 
o. 748 2. 11277 02477 5822 6  625 0. 47331 22312  09739 326 
o. 749 2. 11488 40747 43325 155 0. 47283 91555 55779 537 

o. 750 2. 1 17 0 0  00166 12674 669 0. 47236 65527 41014 707 

[( -:)3] [( -68)6] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 131 
EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e-x 

o. 750 2. 1 1700 0 0166 12674 669 0. 47236 65527 41014 707 
o. 751 2. 11911 80754 82217 212 0. 47189 44222 92841 982 
o. 752 2. 12123 82534 70011 830 0. 47142 27637 39130 875 
0. 753 2. 12336 05526 96236 688 o. 47095 15766 08222 791 
o. 754 2. 12548 49752 83191 190 0. 47048 08604 28930 562 

o. 755 2. 12761 15233 55298 098 0. 47001 06147 30537 969 
o. 756 2. 1 2974 0"1990 39105 663 0. 46954 08390 42799 274 
o. 757 2. 1 3187 1 0044 63289 745 0. 46907 15328 95938 749 
o. 758 2. 1 3400 39417 58655 946 0. 46860 26958 20650 211 
o. 759 2. 1 3613 90130 58141 739 0. 46813 43273 48096 543 

o. 760 2. 1 3827 62204 96818 602 0, 46766 64270 09909 234 
o. 761 2. 14041 55662 11894 152 0. 46719 89943 38187 907 
o. 762 2; 14255 70523 42714 282 0. 46673 20288 65499 852 
o. 763 2. 14470 06810 30765 301 0. 46626 55301 24879 557 
o. 764 2. 1 4684 64544 19676 075 0. 46579 94976 49828 242 

o. 765 2. 14899 43746 552 20 173 0. 46533 39309 74313 393 
o. 766 2. 15114 44438 85318 010 0. 46486 88296 32768 297 
o. 767 2. 15329 66642 60038 993 0. 46440 41931 60091 573 
0. 768 2. 15545 10379 31603 678 0. 46394 00210 91646 708 
o. 769 2, 15760 75670 54385 916 0. 46347 63129 63261 598 

0. 170 2. 15976 62537 84915 008 0. 46301 30683 1 1228 073 
o. 771 2. 16192 71002 81877 866 0. 46255 02866 72301 444 
o. 772 2. 1 6409 01087 06121 1 67 0. 46208 79675 83700 034 
o. 773 2. 16625 52812 20653 514 0. 46162 61105 83104 714 
o. 774 2. 1 6842 26199 90647 604 0. 46116 47152 08658 446 

o. 775 2. 17059 21271 83442 386 0. 46070 37809 98965 818 
o. 17� 2. 1 7276 38049 68545 234 0. 46024 33074 93092 580 
o. 77 2. 17493 76555 17634 114 0. 45978 32942 30565 189 
0, 778 2. 17711 3 6810 04559 757 0. 45932 37407 51370 344 
o. 779 2. 17929 18836 05347 830 0. 45886 46465 95954 527 

o. 780 2. 1 8147 22654 98201 117  0. 45840 60113  05223 545 
o. 781 2. 18365 48288 63501 691 0. 45794 78344 20542 069 
0. 782 2. 18583 95758 83813 099 0. 45749 01 154 83733 175 
o. 783 2. 1 8802 65087 43882 545 0. 45703 2 8540 37077 890 
o. 784 2. 19021 56296 30643 070 0. 45657 60496 23314 727 

o. 785 2. 19240 69407 33215 744 0. 45611 97017 85639 236 
o. 786 2. 19460 04442 42911 852 0. 45566 38100 67703 540 
o. 787 2. 19679 61423 53235 086 0. 45520 83740 13615 885 
o. 788 2. 19899 40372 59883 740 0. 45475 33931 67940 176 
o. 789 2. 2 01 19 41311 60752 903 0. 45429 88670 75695 532 

o. 790 2. 20339 64262 55936 659 0. 45384 47952 82355 822 
o. 791 2. 2 0560 09247 47730 288 0. 45339 1 1773 33849 215 
o. 792 2. 2 0780 76288 40632 465 0. 45293 80127 76557 724 
o. 793 2. 21001  65407 41347 466 0. 45248 53011 57316 754 
o. 794 2. 21222 76626 58787 377 0. 45203 30420 23414 649 

0. 795 2. 2 1444 09968 04074 299 0. 45158 12349 22592 237 
o. 796 2. 2 1665 65453 90542 561 0. 45112 98794 03042 379 
o. 797 2. 21887 43106 33740 936 0. 45067 89750 13409 518 
o. 798 2. 22109 42947 51434 850 0. 45022 85213 02789 227 
o. 799 2. 22331 64999 63608 607 0. 44977 85178 20727 758 

0. BOO 2. 22554 09284 92467 605 0. 44932 89641 17221 591 

[( -z)3J [( -:)6] 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X e� e-x 

0. BOO 2. 22554 09284 92467 605 0. 44932 89641 17221 591 
o. 801 2. 22776 75825 62440 556 0. 44887 98597 42716 986 
o. 802 2 . 22999 64644 00181 717 0. 44843 1 2042 48109 530 
0. 803 2 . 23222 75762 34573 111  0. 44798 29971 84743 691 
o. 804 2. 23446 09202 96726 759 0. 44753 52381 04412 369 

o. 805 2. 23669 64988 19986 909 0. 44708 79265 59356 447 
0. 806 2. 23893 43140 39932 270 0. 44664 10621 02264 340 
o. 807 2. 24117 43681 94378 2 49 0. 44619 46442 86271 556 
0, 808 2. 24341 66635 2 3379 186 0. 44574 86726 64960 242 
o. 809 2 . 24566 12022 69230 599 0. 44530 31467 92358 738 

0. 810 2. 24790 79866 76471 419 0. 44485 80662 22941 134 
o. 811 2 . 25015 70189 91886 242 0. 44441 34305 1 1626 826 
0. 812 2. 25240 83014 64507 569 0 . 44396 92392 13780 063 
0. 813 2 . 25466 18363 45618 061 0. 44352 54918 85209 512 
0. 814 2 . 25691 76258 88752 788 0. 44308 21880 82167 806 

o. 815 2. 25917 56723 49701 480 0. 44263 93273 61351 106 
o. 816 2. 26143 59779 86510 786 0. 44219 69092 79898 654 
o. 817 2. 26369 85450 59486 532 0, 44175 49333 95392 332 
o. 818 2. 26596 33758 31195 979 0. 44131 33992 65856 218 
0. 819 2. 26823 04725 66470 087 0. 44087 2 3064 49756 146 

0. 820 2. 27049 98375 32405 781 0. 44043 16545 05999 263 
o. 821 2. 27277 14729 98368 215 0. 43999 14429 93933 588 
0. 822 2. 27504 53812 35993 046 0. 43955 16714 7 3347 574 
o. 823 2 . 27732 15645 19188 700 0 . 43911 2 3395 04469 662 
o. 824 2. 27960 00251 24138 650 0. 43867 34466 47967 847 

o. 825 2 . 28188 07653 29303 690 0. 43823 49924 64949 237 
0. 826 2 . 28416 37874 15424 217  0 . 43779 69765 1 6959 611  
o .  827 2. 28644 90936 65522 506 0. 43735 93983 65982 985 
0.  828 2. 28873 66863 64904 998 0. 43692 22575 74441 171 
o. 829 2. 29102 65678 01164 583 0. 43648 55537 05193 342 

0. 830 2 . 29331 87402 64182 888 0. 43604 92863 21535 593 
0. 831 2 . 29561 32060 46132 567 0. 43561 34549 87200 502 
0. 832 2. 29790 99674 41479 593 0. 43517 80592 66356 699 
0. 833 2 , 30020  90267 46985 553 0. 43474 30987 23608 428 
o. 834 2. 30251 0 3862 61709 945 0. 43430 85729 2 3995 109 

0. 835 2 . 30481 40482 87012 474 0. 43387 44814 32990 906 
0, 836 2, 30712 00151 26555 358 0. 43344 08238 16504 293 
o. 837 2. 30942 82890 86305 628 0. 43300 75996 40877 616 
0. 838 2. 31173 88724 74537 437 0. 43257 48084 72886 664 
o. 839 2. 31405 17676 01834 366 0. 43214 24498 79740 233 

0. 840 2. 31636 69767 81091 734 0. 43171 05234 29079 693 
0. 841 2. 31868 45023 27518 913 0. 43127 90286 88978 558 
0 . 842 2 . 32100 43465 58641 644 0. 43084 79652 27942 052 
o. 843 2 . 32332 65117 94304 351 0. 43041 73326 14906 679 
0, 844 2. 32565 10003 56672 462 0. 42998 71304 19239 788 

0. 845 2 . 32797 78145 70234 734 0. 42955 73582 10739 148 
0, 846 2. 33030 69567 61805 575 0. 42912 80155 59632 516 
o. 847 2. 33263 84292 60527 370 0, 42869 9 1020 36577 204 
0 . 848 2. 33497 22343 97872 812 0. 42827 06172 12659 654 
o. 849 2. 33730 83745 07647 233 0, 42784 25606 59395 005 

o. 850 2. 33964 68519 25990 937 0, 42741 49319 48726 670 

c(-�)3J c(-:)6J 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X e• e-x 

o. 850 2. 33964 68519 25990 937 0. 42741 49319 48726 670 
o. 851 2. 34198 76689 91381 538 0. 42698 77306 53025 901 
o. 852 2. 34433 08280 44636 295 0. 42656 09563 45091 367 
o. 853 2. 34667 63314 28914 459 0. 42613 46085 98148 726 
o. 854 2. 34902 41814 89719 607 0. 42570 86869 85850 193 

0. 855 2. 35137 43805 74901 997  0 . 42528 31910  82274 123 
o. 856 2. 35372 693 10  34660 911  0. 42485 81204 61924 574 
o. 857 2. 35608 18352 21547 002 0. 42443 34746 99730 893 
o. 858 2. 35843 90954 90464 656 0. 42400 92533 71047 281 
0. 859 2. 36079 87141 98674 336 0. 42358 54560 51652 373 

o. 860 2. 36316 06937 05794 948 0. 42316 20823 17748 817 
o. 861 2. 36552 50363 73806 196 0. 42273 91317 45962 841 
o. 862 2. 36789 17445 67050 946 0. 42231 66039 13343 840 
o. 863 2. 37026 08206 52237 586 0. 42189 44983 97363 945 
0. 864 2. 37263 22669 98442 400 0. 42147 28147 75917 606 

0. 865 2. 37500 60859 77111 9 33 0. 42105 15526 27321 165 
0. 866 2. 37738 22799 62065 359 0. 42063 07115 30312 439 
o. 867 2. 37976 08513 29496 863 0. 42021 02910 64050 296 
0. 868 2. 38214 18024 57978 010 0. 41979 02908 08114 234 
0. 869 2. 38452 51357 28460 126 0. 41937 07103 42503 963 

o. 870 2, 38691 08535 24276 682 0. 41895 15492 47638 983 
0. 871 2. 38929 89582 31145 671 0. 41853 28071 04358 162 
0. 872 2. 39168 94522 37171 999 0. 41811 44834 93919 324 
o. 873 2. 39408 23379 32849 872 0. 41769 65779 97998 822 
o. 874 2, 39647 76177 11065 184 0. 41727 90901 98691 126 

o. 875 2. 39887 52939 67097 9 15 0. 41686 20196 78508 403 
o. 876 2. 40127 53690 98624 518 0 . 41644 53660 20380 096 
0. 877 2. 40367 78455 05720 327 0. 41602 91288 07652 513 
o. 878 2. 40608 27255 90861 947 0. 41561 33076 24088 408 
0. 879 2. 40849 00117 58929 666 0. 41519 79020 53866 560 

0. 880 2. 41089 97064 17209 851 0. 41478 29116 81581 367 
o. 881 2. 41331 18119 75397 361 0. 41436 83360 92242 420 
o. 882 2. 41572 63308 45597 956 0. 41395 41748 71274 097 
o. 883 2. 41814 32654 42330 708 0. 41354 04276 04515 140 
o. 884 2. 42056 26181 82530 413 0. 41312 70938 78218 250 

0. 885 2. 42298 43914 85550 015 0. 41271 41732 79049 666 
0. 886 2. 42540 85877 73163 018 0. 41230 16653 94088 753 
o. 887 2. 42783 52094 69565 911  0. 41188 95698 10827 593 
0, 888 2. 43026 42590 01380 593 0. 41147 78861 17170 568 
0. 889 2. 43269 57387 97656 799 0. 41106 66139 01433 949 

o. 890 2. 43512 96512 89874 527 0. 41065 57527 52345 488 
o. 891 2 . 43756 59989 11946 472 0. 41024 53022 59044 001 
0, 892 2. 44000 47841 00220 460 0. 40983 52620 11078 959 
0. 893 2. 44244 60092 93481 882 0. 40942 56315 98410 082 
0. 894 2. 44488 96769 32956 134 0. 40901 64106 11406 922 

o. 895 2. 44733 57894 62311 060 0. 40860 75986 40848 458 
o. 896 2. 44978 43493 27659 394 0. 40819 91952 77922 685 
0. 897 2. 45223 53589 77561 203 0. 40779 12001 14226 207 
0. 898 2. 45468 88208 63026 343 0. 40738 36127 41763 826 
o. 899 2. 45714 47374 37516 904 0. 40697 64327 52948 1 35 

o. 900 2. 45960 31111 56949 664 0. 40656 96597 40599 112 

[( -l)3] [( -68)5] 
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Table 4.4 

X 

o. 900 
o. 901 
o. 902 o. 903 o. 904 

o. 905 o. 906 
0. 907 
o. 908 
0. 909 

o. 910 o. 911 o. 912 
o. 913 
o. 914 

o. 915 
o. 916 
o. 917 o. 918 
o. 919 

o. 920 
o. 921 
o. 922 
o. 923 
0. 924 

o. 925 
0. 926 
o. 927 
0. 928 
0. 929 

o. 930 
o. 931 o. 932 o. 933 
o. 934 

0. 935 
0. 936 
o. 937 
0. 938 
o. 939 

o. 940 
0. 941 o. 942 
o. 943 
0. 944 

o. 945 
0. 946 
o. 947 
0. 948 
o. 949 

o. 950 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

EXPONENTIAL FUNCTION 

2. 45960 31111 56949 664 
2. 46206 39444 79698 548 
2. 46452 72398 66597 083 
2. 46699 29997 80940 863 
2. 46946 12266 88490 006 

2. 47193 19230 57471 626 
2. 47440 50913 58582 298 
2. 47688 07340 64990 529 
2. 47935 88536 52339 232 
2. 48183 94525 98748 200 

2. 48432 25333 84816 587 
2. 48680 80984 93625 386 
2. 48929 " 61504 10739 912 
2. 49178 66916 24212 291 
2. 49427 97246 24583 942 

2. 49677 52519 04888 075 
2. 49927 32759 60652 177 
2. 50177 37992 89900 513 
2. 50427 68243 93156 620 
2. 50678 2 3537 73445 810 

2. 50929 0 3899 36297 671 
2. 51180 09353 89748 577 
2. 51431 39926 44344 189 
2. 51682 95642 13141 971 
2. 51934 76526 11713 703 

2. 52186 82603 58147 991 
2. 52439 13899 73052 794 
2. 52691 70439 79557 936 
2. 52944 52249 03317 633 
2. 53197 59352 72513 022 

2. 53450 91776 17854 680 
2. 53704 49544 72585 166 
2. 53958 32683 72481 544 
2. 542 12 41218 55857 927 
2. 54466 75174 63568 010 

2. 5472 1 34577 39007 611 
2. 54976 19452 28117 220 
2. 55231 29824 79384 537 
2. 55486 65720 43847 026 
2. 55742 27164 75094 464 

2. 55998 14183 29271 496 
2. 56254 26801 65080 189 
2. 56510 65045 43782 593 
2. 56767 28940 29203 299 
2. 57024 18511 87732 007 

2. 57281 33785 88326 089 
2. 57538 74788 02513 161 
2. 57796 41544 04393 651 
2. 58054 34079 70643 376 
2. 58312 52420 80516 117 

2. 58570 9 6593 15846 199 

[(-l)3] 

0. 40656 96597 40599 112 
0. 40616 32932 97943 710  
0. 40575 73330  18615 453 
0. 40535 17784 96654 028 
0. 40494 66293 26504 879 

0. 40454 1 8851 03018 802 
0. 40413 75454 2 1451 540 
0. 40373 36098 77463 377 
0. 40333 0 0780 67118 736 
0. 40292 69495 86885 773 

0. 40252 42240 33635 975 
0. 40212 19010 04643 753 
0. 40171 99800 97586 047 
0. 40131 84609 10541 915 
0. 40091 73430 41992 136 

0. 40051 66260 9 0818 809 
0. 40011 63096 56304 950 
0. 39971 63933 38134 089 
0 . 39931 68767 36389 877 
0. 39891 77594 51555 677 

0. 39851 90410 84514 173 
0. 39812 07212 36546 962 
0. 39772 27995 09334 1 65 
0. 39732 52755 04954 021 
0. 39692 81488 25882 492 

0. 39653 14190 74992 866 
0. 39613 50858 55555 360 
0. 39573 91487 71236 720 
0. 39534 36074 26099 830 
0. 39494 84614 24603 311 

0. 39455 37103 71601 130 
0. 39415 93538 72342 199 
0. 39376 53915 32469 987 
0. 39337 18229 58022 122 
0. 39297 86477 55429 996 

0. 39258 58655 31518 373 
0. 39219 34758 9 3504 997 
0. 39180 14784 49000 198 
0. 39140 98728 06006 497 
0. 39101 86585 72918 221 

0. 39062 78353 58521 102 
0. 39023 74027 71991 894 
0. 38984 73604 22897 977 
0 . 38945 77079 21196 971 
0. 38906 84448 77236 341 

0. 38867 95709 01753 010 
0. 38829 10856 05872 971 
0. 38790 29886 01110 896 
0. 38751 52794 99369 747 
0. 38712 79579 12940 390 

0. 38674 10234 54501 207 
[( -:)5] 
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EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

X ex e-x 

0. 950 2. 58570 96593 15846 199 0. 38674 10234 54501 207 
o.  951 2. 58829 66622 61051 072 0. 38635 44757 37117 707 
0. 952 2. 59088 62535 0 3133 898 0. 38596 83143 74242 140 
o. 953 2. 59347 84356 31686 135 0. 38558 25389 79713 111 
o .  954 2. 59607 32112 38890 126 0. 38519 71491 67755 194 

0.  955 2 . 59867 05829 19521 695 0. 38481 2 1445 52978 545 
0. 956 2. 60127 05532 70952 740 0. 38442 75247 50378 516 
o. 957 2. 60387 31248 93153 828 0. 38404 32893 75335 273 
0. 958 2 . 60647 83003 88696 799 0. 38365 94380 43613 409 
0. 959 2. 60908 60823 62757 366 0. 38327 59703 71361 560 

o. 960 2. 61169 64734 23117 718 0. 38289 28859 75112 023 
o. 961 2 . 61430 94761 80169 136 0. 38251 01844 71780 368 
o. 962 2. 61692 50932 46914 592 0. 38212 78654 78665 061 o. 963 2. 61954 33272 38971 373 0. 38174 59286 13447 076 
0. 964 2. 62216 41807 74573 688 0. 38136 43734 94189 517 

o. 965 2. 62478 76564 74575 291 0. 38098 31997 39337 233 
0. 966 2. 62741 37569 62452 101  0. 38060 24069 67716 437 
0. 967 2. 63004 24848 64304 825 0. 38022 19947 98534 325 
o. 968 2. 63267 38428 08861 583 0. 37984 19628 51378 697 
o. 969 2. 63530 78334 2 7480 539 0. 37946 23107 46217 574 

0. 970 2 . 63794 44593 54152 532 0. 37908 30381 03398 818 
o. 971 2. 64058 37232 25503 708 0. 37870 41445 43649 757 
o. 972 2. 64322 56276 80798 158 0. 37832 56296 88076 798 
o. 973 2 . 64587 01753 61940 558 0. 37794 74931 58165 054 
0. 974 2. 64851 73689 13478 808 0. 37756 97345 75777 964 

o. 975 2 . 651 16 72109 82606 682 0. 37719 2 3535 63156 913 
0. 976 2. 65381 97042 19166 470 0. 37681 53497 42920 859 
o. 977 2 . 65647 48512 75651 628 0. 37643 87227 38065 949 
0. 978 2. 65913 2 6548 07209 434 0. 37606 24721 71965 147 
o. 979 2. 66179 31174 71643 642 0. 37568 65976 68367 855 

0. 980 2 . 66445 62419 29417 138 0. 37531 10988 51399 539 
o. 981 2. 66712 20308 43654 602 0. 37493 59753 45561 350 
o. 982 2. 66979 04868 80145 169 0. 37456 12267 75729 751 
o. 983 2. 67246 16127 07345 099 0. 37418 68527 67156 142 
o. 984 2. 67513 54109 96380 441 0. 37381 28529 45466 482 

o. 985 2. 67781 18844 2 1049 708 0. 37343 92269 36660 918 
0. 986 2 . 68049 10356 57826 547 0. 37306 59743 67113 412 
o. 987 2 . 68317 28673 85862 418 0. 37269 30948 63571 361 
o. 988 2 . 68585 73822 86989 272 0. 37232 05880 53155 231 
0. 989 2. 68854 45830 45722 235 0. 37194 84535 63358 181 

o. 990 2 . 69123 44723 49262 289 0. 37157 66910 22045 691 
o. 991 2. 69392 70528 87498 962 0. 37120 53000 57455 187 o. 992 2. 69662 2 3273 53013 016 0, 37083 42802 98195 674 
o. 993 2. 69932 02984 41079 142 0. 37046 36313 73247 362 
o. 994 2. 7 0202 09688 49668 652 0. 37009 33529 11961 296 

0. 995 2. 7 0472 43412 79452 181 0. 36972 34445 44058 983 
0. 996 2 .  70743 04184 33802 382 0. 36935 39058 99632 024 
o. 997 2 .  71013 92030 18796 637 0. 36898 47366 09141 744 
o. 998 2. 71285 06977 43219 755 0. 36861 59363 03418 822 
0. 999 2. 71556 49053 18566 687 0. 36824 75046 13662 921 

1. 000 2. 71828 18284 59045 235 0. 36787 94411 71442 322 [( -l)3] [( -68)5] 
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Table 4.4 EXPONENTIAL FUNCTION 

X ex e-x 

o. 0 1. 00000 00000 00000  1. 00000 00000  00000  00000 
0. 1 1. 10517 09180 75648 0. 90483 74180 35959 57316 
0. 2 1. 22140 27581 60170 0. 81873 07530 77981 85867 
o. 3 1. 34985 88075 76003 o. 74081 82206 81717 86607 
o. 4 1. 49182 46976 41270 0. 67032 00460 35639 30074 

o. 5 1. 64872 12707 00128 0. 60653 06597 12633 42360 
o. 6 1. 82211 88003 905 09 0. 54881 16360 94026 43263 
o. 7 2, 01375 27074 70477 0. 49658 53037 91409 51470 
o. 8 2. 22554 09284 92468 0, 44932 89641 17221 59143 
o. 9 2. 45960 31111 56950 0, 40656 96597 40599 11188 

1. 0 2. 71828 18284 59045 0. 36787 94411 71442 32160 
1. 1 3. 00416 60239 46433 0, 33287 1 0836 98079 55329 
1. 2 3. 32011 69227 36547 0. 30119 42119 12202 09664 
1. 3 3. 66929 66676 19244 0, 27253 17930 34012 60312 
1. 4 4, 05519 99668 44675 0. 24659 69639 41606 47694 

1. 5 4. 48168 90703 38065 0, 22313 01601 48429 82893 
1. 6 4. 95303 24243 95115 0, 2 0189 65179 94655 40849 
1. 7 5. 47394 73917 27200 0. 18268 35240 52734 65022 
1. 8 6. 04964 74644 12946 0. 16529 88882 21586 53830 
1. 9 6, 68589 44422 79269 0. 14956 86192 22635 05264 

2. 0 7. 38905 60989 30650 0. 13533 5.2832 36612 69189 
2, 1 8. 16616 99125 67650 0. 12245 64282 52981 91022 
2. 2 9. 02501 34994 34121 0. 11080 31583 62333 88333 
2 .  3 9. 97418 24548 14721 0. 10025 88437 22803 73373 
2. 4 11. 02317 63806 41602 0, 09071 79532 89412 5 0338 

2. 5 12. 18249 39607 03473 0. 08208 49986 23898 79517 
2, 6 1 3. 46373 80350 01690 0. 07427 35782 14333 88043 
2. 7 14. 87973 17248 72834 0. 06720 55127 39749 76513 
2. 8 16. 44464 67710 97050 0. 06081 00626 25217 96500 
2. 9 18. 17414 53694 43061 0, 05502 32200 56407 22903 

3. 0 20. 08553 69231 87668 0, 04978 70683 67863 94298 
3. 1 22. 19795 12814 41633 0, 04504 92023 93557 80607 
3 . 2 24. 53253 01971 09349 0. 04076 22039 78366 21517 
3. 3 27. 11263 89206 57887 0. 03688 31674 01240 00545 
3. 4 29. 96410 00473 97013 0. 03337 32699 60326 07948 

3. 5 33. 11545 19586 92314 0. 03019 73834 22 318 50074 
3. 6 36. 59823 44436 77988 0. 02732 37224 47292 56080 
3. 7 40. 44730 43600 67391 0. 02472 35264 70339 39120 
3. 8 44. 70118 44933 00823 0 . 02237 07718 56165 59578 
3. 9 49. 40244 91 055 30174 0, 02024 19114 45804 38847 

4. 0 54. 59815 00331 44239 0. 01831 56388 88734 18029 
4. 1 60. 34028 75973 61969 0. 01657 26754 01761 24754 
4. 2 66, 68633 1 0409 25142 0, 01499 55768 20477 70621 
4. 3 73. 69979 36995 95797 0. 01356 85590 12200 93176 
4. 4 81. 45086 86649 6811 7 0, 01227 73399 03068 4411 8  

4 .  5 90. 01713 13005 21814 0. 01110 89965 38242 30650 
4. 6 99. 48431 56419 33809 0, 01005 1 8357 44633 58164 
4. 7 1 09. 94717 24521 23499 0, 00909 52771 01695 81709 
4. 8 121. 51041 75187 34881 0, 00822 97470 49020 02884 
4. 9 134. 28977 96849 35485 0, 00744 65830 70924 34052 

5. 0 148, 41315 91025 76603 0. 00673 79469 99085 46710 
From C. E. Van Orstrand, Tables of the exponential function and of the circular sine and cosine 
to radian arguments, Memoirs of the National Academy of Sciences, vol. 14, Fifth Memoir. U.S. 
Government Printing Office, Washington, D.C., 1921 (with permission) for e-x, x::;2.4. 



X 

5. 0 
5. 1 
5. 2 
5. 3 
5. 4 

5. 5 
5. 6 
5. 7 
5. 8 
5. 9 

6. 0 
6. 1 
6. 2 
6. 3 
6. 4 

6. 5 
6, 6 
6. 7 
6. 8 
6. 9 

7. 0 
7. 1 
7. 2 
7. 3 
7. 4 

7. 5 
7. 6 
7. 7 
7. 8 
7. 9 

8, 0 
8. 1 
8. 2 
8. 3 
8. 4 

a. 5 
a. 6 
a. 7 
a. a 
a. 9 

9. 0 
9. 1 
9. 2 
9. 3 
9. 4 

9. 5 
9. 6 
9. 7 
9. 8 
9, 9 

10. 0 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.4 

14a. 41315 91025 77 
164. 02190 72999 02 
l al. 27224 la751 51 
200, 336ao 99747 92 
221. 40641 62041 a7 

244. 69 193 22642 2 0  
270. 42640 74261 53 
29a. a6740 09670 60 
330. 29955 99096 49 
365. 03746 7a653 29 

403. 42a79 34927 35 
445. a5777 ooa25 17 
492. 74904 1 0932 56 
544. 57191 01259 29 
60l. a4503 7a720 a2 

665. 14163 30443 62 
735. 095la 92419 73 
al2. 405a2 51675 43 
897. a4729 1 6504 18 
992, 2 7471 56050 26 

1 096. 63315 a42a4 59 
1211. 96707 44925 77 
1339. 43076 43944 18 
1480. 29992 75845 45 
1635. 98442 99959 2 7  

180a. 04241 44560 6 3  
1998. 19589 51041 l a  
2208. 34799 18a72 09 
2440. 60197 76244 99 
2697. 2a232 a26a5 09 

2980. 95798 70417 28 
3294. 46807 52838 41 
3640. 95030 73323 55 
4023. 872 39 38223 10 
4447. 06674 7699a 56 

4914. 76aa4 02991 34 
5431. 65959 13629 ao 
6002, 91221 72610 22 
6634. 24400 62778 85 
7331. 97353 91559 93 

8103. 08392 75753 84 
8955. 29270 34a25 1 2  
9 a97. 12905 87439 1 6  

10938. 01920 81651 8 4  
120aa. 38073 02169 84 

13359. 726a2 966la 72 
14764. 78156 55772 73 
1 6317. 60719 80154 32 
18033. 74492 78285 11 
19930. 37043 82302 89 

22 026. 46579 4a067 17 

0. 00673 79469 990a5 46710 
0. 00609 67465 65515 63611 
0. 00551 65644 20760 77242 
0, 00499 15939 06910 21621 
0. 00451 65809 42612 66798 

0, 0040a 67714 3a464 06699 
0. 00369 78637 16482 93082 
0, 00334 59654 57471 27277 
0. 00302 75547 45375 al475 
0. 00273 9444a 18768 36923 

0. 00247 87521 76666 35a42 
0. 00224 2a677 194a5 a0247 
0. 00202 94306 36295 73436 
0. 00 183 63047 77028 90683 
0. 00166 15572 73173 93450 

0. 00150 34391 92977 57245 
0. 00136 036ao 37547 89342 
0. 00123 09119 02673 4alla 
0, 00111 37751 47844 80308 
0. 00100 77854 29048 51076 

0. 00091 laal9 65554 51621 
o. oooa2 51049 2 3265 90427 
0. 00074 65a5a 08376 67937 
0. 00067 553a7 75193 84424 
0, 00061 12527 61129 57256 

0. 00055 30843 70147 8335a 
0. 00050 04514 33440 61070 
0. 00045 2a271 a28a6 79706 
0, 00040 97349 7a979 7a671 
0. 00037 07435 40459 oaa37 

0, 00033 54626 27902 51la4 
0. 00030 3539[ 3a07a a6666 
0. 00027 46535 69972 14233 
0. 00024 85168 27107 95202 
0. 00022 4a673 2417a a4a27 

0. 00020 346a3 69010 64417 
O. OOOla 41057 93667 57912 
0. 00016 65a5a 109a7 63341 
0, 00015 07330 75095 47660 
0. 00013 63aa9 264a2 01145 

0, 00012 3409a 040a6 67955 
o. 00011 1665a Oa49 0 11474 
0. 00010 10394 01a37  09335 
0. 00009 14242 3147a 17334 
o. ooooa 27240 65556 63226 

0, 00007 485la 2 9aa7 70059 
0, 00006 772a7 36490 a53a7 
0. 00006 12a34 95053 22210 
0. 00005 54515 99432 1769a 
0. 00005 01746 82056 17530 

0. 00004 53999 29762 4a4a5 
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Table 4.4 

X 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11  
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20  
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

50 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

EXPONENTIAL FUNCTION 

0) 1. 00000 0 0000 00000 000  
0) 2. 71828 18284 59045 235  
0) 7. 38905 60989 30650 227 -
1) 2. 00855 36923 18766 774 -
1) 5. 45981 50033 14423 908 

2) 1. 48413  15910 25766 034 --
2) 4. 03428 79349 27351 226 ·--
3) 1. 09663 31584 28458 599 
3) 2. 98095 79870 41728 275 
3) a. 10308 39275 75384 ooa --

4) 2. 20264 65794 80671 652 -
4! 5. 9874.1 41715 19781 846 --
5 1. 62754 79141 90039 208 
5 4. 42413 39200 89205 033 -
6 1. 20260 42841 64776 778� 

( 6) 3. 26901 73724 72110 639 � ! 6) 8. 88611 05205 0 7872 637 
7) 2. 41549 5�753 57529 821 
7) 6. 56599 6�137 33051 114 -
8) 1. 78482 30096 31872 608 ! 8 4. 85165 19540 97902 780 -
9 1. 31881 57344 83214 697 -
9 3. 58491 28461 31591 562 ,_ 
9 9. 74480 34462 48902 600 -

( 1 0 2. 64891 22129 84347 229 

1 0� 7. 20048 99337 38587 252 '� 
11 1. 95729 60942 88387 643 
11  5. 32048 24060 17986 167 
12) 1. 44625 70642 91475 174 -
12) 3.  93133 42971 44042 074 -! 13 1. 06864 74581 52446 215 -
13 2. 90488 49665 24742 52 3 -
13 7. 89629 60182 68069 516 
14 2. 14643 57978 59160 646 -

( 14 5. 83461 74252 74548 814 

( 15) 1. 58601 34523 13430 728 � 15 � 4. 31123 15471 15195 227 -
16 1. 17191 42372 80261 131 --
16 3. 18559 31757 11375 622 ..... 

( 16) 8. 65934 00423 99374 695 

( 17) 2. 35385 26683 70199 854 � 17} 6. 39843 49353 00549 492 
18 1. 73927 49415 20501 047 
18 4. 72783 94682 29346 561 

( 19) 1. 28516 00114 35930 828 ! 19 ! 3. 49342 71057 48509 535 
19 9. 4961 1 94206 02448 875 
20  2. 58131 28861 90067 396 
20  7. 01673 59120 97631 739 

( 21) 1. 90734 65724 95099 691 

( 21) 5. 18470 55285 87072 464 

( 0) 1. 00000 00000 00000 000 
(- 1) 3. 67879 44117 1442 3 216 �- 1� 1. 35335 28323 66126 919 
- 2 4. 97870 68367 86394 298 
- 2 1. 83156 38888 73418 029 

- 3 6. 73794 69990 85467 097 
- 3 2. 47875 21766 66358 423 
- 4 9. 11881 96555 45162 080 
- 4  3. 35462 62790 25118 388 
- 4 1. 23409 80408 66795 495 

- 5 4. 53999 29762 48485 154 
- 5 1. 67017 00790 24565 931 
- 6 6. 14421 2 3533 28209 759 
- 6 2. 26032 94069 81054 326 
- 7 8. 31528 71910 35678 841 

- 7 3. 05902 32050 18257 884 
- 7 1. 12535 17471 92591 145 
- 8 4. 13993 77187 85166 660 
- 8 1. 52299 79744 71262 844 
- 9 5. 60279 64375 37267 540 

- 9  2. 06115 36224 38557 828 
-10 7. 58256 04279 11906 728 
-10 2. 78946 80928 68924 808 
-10 1. 02618 79631 70189 030 
-11 3. 77513 45442 79097 752 

-11 1. 38879 43864 96402 059 
-12 5. 1 0908 90280 63324 720 
-12 1. 87952 88165 39083 295 
-13 6. 91440 01069 40203 009 
-13 2. 54366 56473 76922 910 !-14 9. 35762 296

.

88 40174 605 
-14 3. 44247 71084 69976 458 
-14 1. 26641 65549 09417 572 
-15 4. 65888 61451 03397 364 
-15 1. 71390 84315 42012 966 

-16 6. 30511 67601 46989 386 
-16 2. 31952 28302 43569 388 
-17 8. 53304 76257 44065 794 
-17 3. 13913 27920 48029 629 
-17 1. 15482 24173 01578 599 

-18 4. 24835 42552 91588 995 
-18 1. 56288 21893 34988 768 
-19 5. 74952 22642 93559 807 
-19 2. 11513 10375 91080 487 
-20 7. 78113 22411 33796 516 

-20 2. 86251 85805 49393 644 
-20 1. 05306 17357 55381 238 
-21 3. 87399 76286 87187 113 
-21 1. 42516 40827 40935 106 
-22 5. 24288 56633 63463 937 

( -22) 1. 92874 98479 63917 783 
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EXPONENTIAL FUNCTIO� Table 4.4 

X ex e-x 

50 21� 5. 1 B470 552B5 B7072 464 � -22 1. 92B74 9B479 63917 7B3 
51 22 1. 40934 90B24 2693B 796 -23 7. 09547 41622 B4704 139 
52 22 3. B3100 B0007 16576 B49 -2 3 2. 61027 90696 67704 B05 
53 23� 1. 041 37 59433 02908 780 � -24 9. 60268 00545 08676 030 
54 23 2. B3075 33032 74693 900 -24 3. 53262 B5722 OOB07 030 

55 23 7. 6947B 52651 42017 13B -24 1. 2995B 14250 07503 074 
56 24 2. 09165 94960 12996 154 -25 4. 7BOB9 2BB3B B5469 OBl 
57 24 5. 6B571 99993 35932 223 -25 1. 75B79 22024 24311 649 
58 25 1. 54553 B9355 90103 930 -26 6. 47023 49256 45460 326 
59 25 4. 20121 04037 90514 255 -26 2. 3B026 640B6 94400 606 

60 26 1. 14200 73B9B 156B4 2B4 -27 B. 75651 07626 96520 33B 
61 26  3. 10429 79357 01919 909 -27 3. 22134 02B59 92516 OB9 
62 26 B. 43B35 666B7 41454 4B9 -27 1. 1B506 4B642 339Bl 006 
63 27 2. 2937B 31594 69609 B79 -2B 4. 35961 00000 630BO 974 
64 27 6. 23514 90BOB 11616 BB3 -2B 1. 603B1 OB905 4B637 B53 

65 2B 1. 694BB 92444 10333 714 -29 5. 90009 05415 97061 391 
66 2B 4. 6071B 66343 31291 543 -29 2. 17052 20113 03639 412 
67 29 1. 25236 3170B 42213  7Bl -30 7. 9B490 42456 B697B BOB 
68 29 3. 40427 60499 31740 521 -30 2. 9374B 21117 10B02 947 
69 29 9. 2537B 17255 B77B7 600 -30 1. 0B063 92777 0727B 495 

70 30 2. 51543 B6709 19167 006 -31 3. 97544 97359 OB646 BOB 
71 30 6. B3767 12297 62743 B67 -31 1. 4624B 62272 51230 947 
72 31 1. B5B67 17452 B4127 9BO -32 5. 3B01B 61600 2113B 414 
73 31 5. 05239 36302 76104 195 -32 1. 97925 98779 46904 554 
74 32 1. 3733B 29795 40176 lBB -33 7. 2B129 017B3 21643 B34 

75 32} 3. 73324 19967 99001 640 -33 2. 67B63 6961B OB077 944 
76 33 1. 014BO 03BB1 13BBB 72B -34 9. B5415 46B61 1125B 029 
77 33 2. 75B51 34545 23170 206 -34 3. 62514 09191 43559 224 
78 33� 7. 49841 69969 90120 435 -34 1. 33361 48155 02261 341 
79 34 2. 03828 10665 12668 767 -35 4. 90609 47306 49280 566 

BO 34 5. 54062 2 3B43 9351 0 053 -35 l. B04B5 13B7B 45415 172 
Bl 35 1. 50609 73145 B5030 54B -36 6. 63967 71995 B0734 401 
B2 35 4. 09399 69621 27454 697 -36 2. 44260 07377 40527 679 
B3 36 1. 11286 37547 91759 412 -37 B. 98582 59440 49380 670 
B4 36 3. 02507 73222 01142 33B -37 3. 30570 06267 60734 29B 

B5 � 36� B. 22301 27146 22913 510 -37 1. 21609 92992 52B25 564 
B6 37 2. 2 3524 66037 34715 047 -3B 4. 47377 93061 B1120 735 
B7 � 37 6. 07603 02250 56B72 150  -3B 1. 645Bl 14310 B2273 651 
88 38� 1. 65163 62549 94001 856 -39 6. 05460 18954 01185 885 
89 3B 4. 4B961 2B191 74345 246 -39 2. 22736 35617 95743 739 

90 391 1. 22040 32943 17840 802 -40 B. 19401 26239 90515 430 
91 39 3. 31740 00983 35742 626 -40 3. 01440 87850 65374 553 
92 39 9. 01762 B4050 34298 931 -40 1. 10B93 90193 12136 379 
93 40 2 . 45124 55429 20085 786 -41 4. 07955 86671 77560 158 
94 40 6. 66317 62164 1 0B95 B34 -41 1. 5007B 57627 07394 BBB 

95 41 l. B1123 90B2B B9023 2B2 -42 5. 5210B 22770 2B532 732 
96 41 4. 92345 B2B60 1205B 400 -42 2. 03109 26627 34B10 926 
97 42 1. 33B33 47192 04269 500 -43 7. 47197 23373 42990 161 
98 42 3. 63797 09476 OB804 579 -43 2. 7487B 50079 10214 930 
99 42 9. BB903 03193 46946 771 -43 1. 01122 14926 10448 530 

100 ( 43) 2. 6BB11 71418 16135 44B ( -44) 3. 72007 59760 20B35 963 
For JxJ>lOO see Example 11. 
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Table 4.5 RADIX TABLE OF THE EXPONENTIAL FUNCTION 

X n exlo- n e -xlo-n 
1 10 1. 00000 00001 00000 00000 50000 0. 99999 99999 00000 00000 50000 
2 1 0 1 . 00000 00002 00000 00002 00000 0. 99999 99998 00000 00002 00000 
3 10 1. 00000 00003 00000 00004 50000 0. 99999 99997 00000 00004 50000 
4 10 1. 00000 00004 00000 00008 00000 0. 99999 99996 00000 00008 00000 
5 1 0 1. 00000 00005 00000 00012 50000 0. 99999 99995 00000 00012 50000 
6 1 0 1. 00000 00006 00000 00018 00000 0. 99999 99994 00000 0 0018 00000 
7 10 1. 00000 00007 00000 0 0024 50000 0. 99999 99993 00000 00024 50000 
8 10 1. 00000 00008 00000 00032 00000 0. 99999 99992 00000 00032 00000 
9 10 1. 00000 00009 00000 00040 50000 0. 99999 99991 00000 00040 50000 

1 9 1. 00000 00010 00000 00050 00000 0. 99999 99990 00000 00050 00000 
2 9 1. 00000 00020 00000 00200 00000 0. 99999 99980 00000 00200 00000 
3 9 1 . 00000 00030 00000 00450 00000 0 . 99999 99970 00000 00450 00000 
4 9 1. 00000 00040 00000 00800 00000 0. 99999 99960 00000 00800 00000 
5 9 1. 00000 00050 00000 01250 00000 0, 99999 99950 00000 01250 00000 
6 9 1. 00000 00060 00000 01800 00000 0. 99999 99940 00000 01800 00000 
7 9 1. 00000 00070 00000 02450 00001 0. 99999 99930 00000 02449 99999 
8 9 1. 00000 00080 00000 03200 00001 0. 99999 99920 00000 03199 99999 
9 9 1. 0000 0 00090 00000 04050 00001 0. 99999 99910 00000 04049 99999 

1 8 1. 00000 00100 00000 05000 00002 0. 99999 99900 00000 04999 99998 
2 8 1. 00000 00200 00000 20000 00013 0, 99999 99800 00000 19999 99987 
3 8 1. 00000 00300 00000 45000 00045 0. 99999 99700 00000 44999 99955 
4 8 1. 00000 00400 00000 80000 00107 0. 99999 99600 00000 79999 99893 
5 8 1. 00000 00500 00001 25000 00208 0. 99999 99500 00001 24999 99792 
6 8 1. 00000 00600 00001 80000 00360 0. 99999 99400 00001 79999 99640 
7 8 1. 00000 00700 00002 45000 00572 0. 99999 99300 00002 44999 99428 
8 8 1 . 00000 00800 00003 2 0000 00853 0. 99999 99200 00003 19999 99147 
9 8 1. 00000 00900 00004 05000 �12 1 5 0. 99999 99100 00004 04999 98785 

1 7 1. 00000 01000 00005 00000 01667 0. 99999 99000 00004 99999 98333 
2 7 1. 00000 02000 00020 00000 13333 0. 99999 98000 00019 99999 86667 
3 7 1. 00000 03000 00045 00000 45000 0. 99999 97000 00044 99999 55000 
4 7 1. 00000 04000 00080 00001 06667 0. 99999 96000 0 0079 99998 93333 
5 7 1. 00000 05000 00125 00002 08333 0, 99999 95000 00124 99997 91667 
6 7 1. 00000 06000 0 0180 00003 60000 0. 99999 94000 00179 99996 40000 
7 7 1. 00000 07000 00245 00005 71667 0. 99999 93000 00244 99994 28333 
8 7 1. 00000 08000 00320 00008 53334 0. 99999 92000 00319 99991 46667 
9 7 1. 00000 09000 00405 00012 15000 0. 99999 91000 00404 99987 85000 

1 6 1 . 00000 10000 00500 00016 66667 0. 99999 90000 00499 99983 33334 
2 6 1. 00000 20000 02000 00133 33340 0. 99999 80000 01999 99866 66673 
3 6 1. 00000 30000 04500 00450 00034 0. 99999 70000 04499 99550 00034 
4 6 1. 00000 40000 08000 01066 66773 0. 99999 60000 07999 98933 33440 
5 6 1. 00000 50000 12500 02083 33594 0. 99999 5 0000 12499 97916 66927 
6 6 1. 00000 60000 18000 03600 00540 0. 99999 40000 17999 96400 00540 
7 6 1. 00000 70000 24500 05716 67667 0. 99999 30000 24499 94283 34334 
8 6 1. 00000 80000 32000 08533 35040 0. 99999 20000 31999 91466 68373 
9 6 1. 00000 90000 40500 12150 02734 0, 99999 10000 40499 87850 02734 
For n> lO, e ±xto-n= ] ±xlO-n+� x2lO-zn to 25D. 

Compiled from C. E. Van Orstrand, Tables of the exponential function and of the circular sine 
and cosine to radian arguments, Memoirs of the National Academy of Sciences, val. 14, Fifth 
Memoir. U.S. Government Printing Office, Washington, D.C., 1921 (with permission) .  
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RADIX TABLE OF THE EXPONENTIAL FUNCTION Table 4.5 

X n exlO- n e -xlO-n 

1 5 1. 00001 00000 50000 16666 70833 0. 99999 00000 49999 83333 37500 
2 5 1. 00002 00002 00001 33334 00000 0. 99998 00001 99998 66667 33333 
3 5 1. 00003 00004 50004 50003 37502 0. 99997 00004 49995 50003 37498 
4 5 1. 00004 00008 00010 66677 33342 0. 99996 00007 99989 33343 99991 
5 5 1. 00005 00012 50020 83359 37526 0. 99995 00012 49979 16692 70807 
6 5 1. 00006 00018 00036 00054 00065 0. 99994 00017 99964 00053 99935 
7 5 1. 00007 00024 50057 16766 70973 0. 99993 00024 49942 83433 37360 
8 5 1. 00008 00032 00085 33504 00273 0. 99992 00031 99914 66837 33060 
9 5 1. 00009 00040 50121 50273 37992 0. 99991 00040 49878 50273 37008 

1 4 1. 00010 00050 O O l S �  67083 34167 0. 99990 00049 99833 33749 99167 
2 4 1. 00020 00200 01333 40000 26668 0. 99980 00199 98666 73333 06668 
3 4 1. 00030 00450 04500 33752 02510 0. 99970 00449 95500 33747 9/5 l Q  
4 4 1. 00040 00800 10667 73341 86724 0. 99960 00799 89334 39991 46724 
5 4 1. 00050 01250 20835 93776 04384 0. 99950 01249 79169 27057 29384 
6 4 1. 00060 01800 36005 40064 80648 0. 99940 01799 64005 39935 20648 
7 4 1. 00070 02450 57176 67223 40801 0. 99930 02449 42843 33609 95801 
8 4 1. 00080 03200 85350 40273 10308 0. 99920 03199 14683 73060 30307 
9 4 1. 00 090 04051 21527 34242 14882 0. 99910 04048 78527 33257 99880 

1 3 1. 00100 05001 66708 34166 80558 0. 99900 04998 33374 99166 80554 
2 3 1. 00200 20013 34000 26675 55810 0. 99800 19986 67333 06675 55302 
3 3 1. 00300 45045 03377 02601 29341 0. 99700 44955 03372 97601 20662 
4 3 1. 00400 80106 77341 87235 88080 0. 99600 79893 43991 47235 2 3064 
5 3 1. 00501 25208 59401 06338 35662 0. 99501 24791 92682 31335 25642 
6 3 1. 00601 80360 54064 86485 55845 0. 99401 79640 53935 26474 44988 
7 3 1. 00702 45572 66848 55523 16000 0. 99302 44429 33235 10490 47970 
8 3 1. 00803 2 0855 04273 43117 2 0736 0. 99203 19 148 37060 63033 98697 
9 3 1. 00904 06217 73867 81406 25705 0. 99104 03787 72883 66216 45648 

1 2 1. 01005 01670 84168 05754 21655 0. 99004 98337 49168 05357 39060 
2 2 1. 02020 13400 26755 81016 01439 0. 98019 86733 06755 30222 08141 
3 2 1. 03045 45339 53516 85561 24400 0. 97044 55335 48508 17693 25284 
4 2 1. 04081 07741 92388 22675 70448 0. 9 6078 94391 52323 20943 92107 
5 2 1. 05127 10963 76024 03969 75176 0. 95122 94245 00714 00909 14253 
6 2 1. 06183 65465 45359 62222 46849 0. 94176 45335 84248 70953 71528 
7 2 1. 07250 81812 54216 47905 31039 0. 93239 38199 05948 22885 79726 
8 2 1. 08328 70676 74958 5 5443 59878 0. 92311 63463 86635 78291 07598 
9 2 1. 09417 42837 05210 35787 28976 0. 91393 11852 71228 18674 73535 

1 1 1. 10517 09180 75647 62481 17078 0. 90483 74180 35959 57316 42491 
2 1 1. 22140 2 7581 60169 83392 10720 0. 81873 07530 77981 85866 99355 
3 1 1. 34985 88075 76003 10398 37443 o. 74081 82206 81717 86606 68738 
4 1 1. 49182 46976 41270 31782 48530 0. 67032 00460 35639 30074 44329 
5 1 1. 64872 12707 00128 14684 86508 0. 60653 06597 12633 42360 37995 
6 1 1. 82211 88003 90508 97487 53677 0. 54881 16360 94026 43262 84589 
7 1 2. 01375 2 7074 70476 52162 45494 0. 49658 53037 91409 51470 48001 
8 1 2. 2 2554 09284 92467 60457 95375 0. 44932 89641 17221 59143 01024 
9 1 2. 45960 31111 56949 66380 01266 0. 40656 96597 40599 11188 34542 

1 0 2. 71828 18284 59045 23536 02875 0. 36787 94411 71442 32159 55238 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X 

o. 000 
o. 001 
o. 002 
o. 003 
o. 004 
o. 005 
o. 006 
o. 007 
o. 008 
o. 009 
o. 010 
o. 011 
o. 012 
o. 013 
o. 014 
0. 015 
o. 016 
o. 017 
o. 018 
o. 019 
o. 020 
o. 021 
o. 022 
o.  023 
o. 024 
0, 025 
o. 026 
o. 027 
o. 028 0, 029 
o. 030 
o. 031 
o. 032 
o. 033 
0. 034 
o. 035 
0. 036 
o.  037 
o. 038 
o. 039 
o. 040 
o. 041 
o. 042 
D. 043 
o. 044 
o. 045 
o. 046 
o. 047 
o. 048 
o. 049 
o. 050 

sin x 
0. 00000 00000 00000 00000 000 0, 00099 99998 33333 34166 667 
0. 00199 99986 66666 93333 331 
0. 00299 99955 00002 02499 957 
o. 00399 99893 33341 86666 342 
0. 00499 99791 66692 70831 783 
0. 00599 99640 00064 79994 446 
0. 00699 99428 33473 39150 327 
0. 00799 99146 66939 73291 723 0. 00899 98785 00492 07405 100 
0. 00999 98333 34166 66468 254 
o. 01099 97781 68008 75446 684 
0. 01199 97120 02073 59289 053 
0. 01299 96338 36427 42921 659 
0. 01399 95426 71148 51241 801 
0. 01499 94375 06328 09109 944 0. 01599 93173 42071 41340 585 0. 01699 91811 78498 72691 726 0. 01799 90280 15746 27852 832 
0. 01899 88568 53967 31431 205 
0. 01999 86666 93333 07936 649 
0. 02099 84565 34033 81764 335 
o. 02199 82253 76279 77175 771 0. 02299 79722 20302 18277 769 
0, 02399 76960 66354 28999 311 
0, 02499 73959 14712 33066 217 
0. 02599 70707 65676 53973 517 
0. 02699 67196 19572 14955 411 
0. 02799 63414 76750 38952 746 
0. 02899 59353 37589 48577 881 
0, 02999 55002 02495 66076 853 
0. 03099 50350 71904 13288 752 
0. 03199 45389 46280 11602 188 
0. 03299 40108 26119 81908 762 0. 03399 34497 11951 44553 435 
0, 03499 28546 04336 19281 702 
0. 03599 22245 03869 25183 461 
0. 03699 15584 11180 80633 489 0. 03799 08553 26937 03228 414 
0. 03899 01142 51841 09720 085 
0. 03998 93341 86634 15945 255 
0, 04098 85141 32096 36751 449 
0. 04198 76530 89047 85918 946 
0, 04298 67500 58349 76078 755 
0, 04398 58040 40905 18626 492 
0. 04498 48140 37660 23632 066 0. 04598 37790 49604 99745 054 0. 04698 26980 77774 54095 689 
0, 04798 15701 23249 92191 340 
0. 04898 03941 87159 17808 403 
0, 04997 91692 70678 32879 487 

[(-i)6] 

COS X 
1. 00000 00000 00000 00000 000 
0. 99999 95000 00041 66666 528 
0. 99999 80000 00666 66657 778 
0. 99999 55000 03374 99898 750 
0. 99999 20000 10666 66097 778 
0. 99998 75000 26041 64496 529 
0. 99998 20000 53999 93520 004 
0. 99997 55001 00041 50326 542 
0. 99996 80001 70666 30257 819 0. 99995 95002 73374 26188 857 
0. 99995 00004 16665 27778 026 
0. 99993 95006 10039 20617 059 
0. 99992 80008 63995 85281 066 
0. 99991 55011 90034 96278 551 
0. 99990 20016 00656 20901 438 
0. 99988 75021 09359 17975 106 0. 99987 20027 30643 36508 430 0. 99985 55034 80008 14243 829 0. 99983 80043 73952 76107 331 
0. 99981 95054 29976 32558 650 
0. 99980 00066 66577 77841 270 
0. 99977 95081 03255 88132 556 0. 99975 80097 60509 19593 878 
0. 99973 55116 59836 06320 750 
0. 99971 20138 23734 58193 002 
0. 99968 75162 75702 58624 967 
0. 99966 20190 40237 62215 698 
0. 99963 55221 42836 92299 214 
0. 99960 80256 09997 38394 779 0. 99957 95294 69215 53557 207 
0. 99955 00337 48987 51627 216 
0. 99951 95384 78809 04381 810 
0. 99948 80436 89175 38584 710 
0. 99945 55494 11581 32936 824 
0. 99942 20556 78521 14926 773 
0. 99938 75625 23488 57581 460 0. 99935 20699 80976 76116 700 0. 99931 55780 86478 24487 902 
0. 99927 80868 76484 91840 819 0. 99923 95963 88487 98862 358 
0. 99920 01066 60977 94031 457 0. 99915 96177 33444 49770 040 
0. 99911 81296 46376 58494 043 
0. 99907 56424 41262 28564 524 
0. 99903 21561 60588 80138 853 
0. 99898 76708 47842 40921 992 0. 99894 21865 47508 41817 869 0. 99889 57033 05071 12480 849 
0. 99884 82211 67013 76767 299 
0. 99879 97401 80818 48087 272 
0. 99875 02603 94966 24656 287 

[(-p1] 
For conversion from degrees to radians see Example 13. 
For use and extension of the table see Examples 1 5-17.  
From C. E. Van Orstrand, Tables of the exponential function and of the cir� 
cular sine and cosine to radian arguments, Memoirs of the National Academy of 
Sciences, vol. 14, Fifth Memoir. U.S. Government Printing Office, Washington, 

D.C., 1921 (with permission) . Known errors have been corrected. 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X 

o. 050 
o. 051 
o. 052 
o. 053 
o. 054 

o. 055 
0. 056 
0. 057 
o. 058 
o. 059 

o. 060 
o. 061 
0. 062 
o. 063 
o. 064 

o. 065 
o. 066 
o. 067 
o. 068 
o. 069 

o. 070 
o. 071 
0. 072 
o. 073 
0. 074 

o. 075 
o. 076 
0. 077 
o. 078 
o. 079 

o. 080 
o. 081 
0. 082 
o. 083 
o. 084 

o. 085 
o. 086 
o. 087 
o. 088 
o. 089 

0. 090 
o. 091 
o. 092 
o. 093 
o. 094 

o. 095 
0, 096 
o. 097 
o. 098 
o. 099 

0. 100 

Sill X 

0. 04997 91692 70678 32879 487 
0. 05097 78943 75032 37375 800 
0. 05197 65685 01496 29184 649 
0. 05297 51906 51396 03981 925 
0. 05397 37598 261 09 55099 505 

0. 05497 22750 27067 73387 446 
0. 05597 07352 55755 47070 891 
0. 05696 91395 13712 61601 567 
0, 05796 74868 02534 99503 794 
0. 05896 57761 2 3875 40214 896 

0. 05996 40064 79444 59919 909 
0. 06096 21768 71012 31380 500 
0. 06196 02863 00408 23757 982 
0. 06295 83337 69523 02430 343 
0. 06395 63182 80309 28803 166 

0. 06495 42388 34782 60114 361 
0. 06595 20944 35022 49232 601 
0. 06694 98840 83173 44449 361 
0. 06794 76067 81445 89264 458 
0. 06894 52615 32117 22165 004 

0. 06994 28473 37532 76397 655 
0. 07094 03632 00106 79734 071 
0. 07193 78081 22323 54229 480 
0. 07293 51811 06738 15974 250 
0. 07393 24811 55977 74838 360 

0. 07492 97072 72742 34208 684 
0. 07592 68584 59805 90718 980 
0. 0 7692 39337 20017 33972 485 
0. 07792 09320 56301 46257 015 
0. 07891 78524 71660 02252 478 

0. 07991 46939 69172 68730 688 
0. 08091 14555 51998 04247 389 
0. 08190 81362 23374 58826 394 
0. 08290 47349 86621 73635 718 
0. 08390 12508 45140 80655 638 

0. 08489 76828 02416 02338 544 
0. 08589 40298 62015 51260 514 
0. 08689 02910 27592 29764 492 
0. 08788 64653 02885 29594 973 
0. 08888 25516 91720 31524 112 

0 . 08987 85491 98011 04969 125 
0. 09087 44568 25760 07600 919 
0, 09187 02735 79059 84943 819 
0. 09286 59984 62093 69966 32 3 
0. 09386 16304 79136 82662 751 

0. 09485 71686 34557 29625 724 
0. 09585 26119 32817 03609 347 
0. 09684 79593 78472 83083 006 
0. 09784 32099 76177 31775 683 
0. 09883 83627 30679 98210 683 

0. 09983 34166 46828 15230 681 

[< -l) l] 

COS X 

0. 99875 02603 94966 24656 287 
0. 99869 97818 58936 84647 237 
0. 99864 83046 23208 81242 407 
0. 99859 58287 39259 37585 623 
0. 99854 23542 59564 41634 531 

0, 99848 78812 37598 40913 005 
0. 99843 24097 27834 37163 704 
0. 99837 59397 85743 80900 770 
0. 99831 84714 67796 65862 676 
0. 99826 00048 31461 23365 235 

0, 99820 05399 35204 16554 766 
0. 99814 00768 38490 34561 437 
0. 99807 86156 01782 86552 769 
0. 99801 61562 86542 95687 334 
0. 99795 26989 55229 92968 628 

0. 99788 82436 71301 10999 144 
0. 99782 27904 99211  77634 635 
0. 99775 63395 04415 09538 592 
0. 99768 88907 53362 05636 926 
0. 99762 04443 13501 40472 866 

0. 99755 10002 53279 57462 091 
0. 99748 05586 42140 62048 084 
0. 99740 91195 50526 14757 726 
0. 99733 66830 49875 24157 139 
0. 99726 32492 12624 39707 777 

0. 99718 88181 12207 44522 774 
0. 99711 33898 23055 48023 568 
0. 99703 69644 20596 78496 785 
0. 99695 95419 81256 75551 417 
0. 99688 11225 82457 82476 279 

0. 99680 17063 02619 38497 771 
0. 99672 12932 21157 70937 933 
0. 99663 98834 18485 87272 823 
0. 99655 74769 76013 67091 212 
0. 99647 40739 76147 53953 598 

0. 99638 96745 02290 47151 570 
0. 99630 42786 38841 93367 5 06 
0. 99621 78864 71197 78234 626 
0. 99613 04980 85750 17797 412 
0, 99604 21135 69887 49872 388 

0, 99595 27330 11994 25309 284 
0. 99586 23565 01450 99152 586 
0. 99577 09841 28634 21703 483 
0. 99567 86159 84916 29482 217 
0. 99558 52521 62665 36090 844 

0, 99549 08927 55245 22976 426 
0. 99539 55378 57015 30094 649 
0. 99529 91875 63330 46473 881 
0. 99520 18419 70541 00679 686 
0, 99510 35011 75992 51179 796 

0. 99500 41652 78025 76609 556 
[<-il l] 
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Table 4.6 

X 

o. 1 00 
0. 1 01 
0. 102 
0. 103 
0. 104 

0. 105 
o. 106 
0. 1 07 
O. lOB 
0. 109 

O. llO 
O. lll 
O. l l2 
O. l l3 
O. ll4 

O. ll5 
O. ll6 
0. 117 
O. ll8 
0. 119 

o. 120 
0. 121 
0. 122 
0. 123 
0. 124 

o. 125 
0. 126 
o. 127 
o. 128 
0. 129 

0. 130 
0. 131 
0. 132 
0. 133 
0. 134 

0. 135 
0. 136 
0. 137 
0. 138 
0. 139 

0. 140 
0. 141 
0. 142 
0. 143 
0. 144 

0. 145 
0. 146 
0. 147 
o. 148 
0. 149 

0. 150 

- - - - - ------

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

Sill X COS X 

0. 09983 34166 46828 15230 681 0. 99500 41652 78025 76609 556 
0. 10082 83707 29567 99512 975 0. 99490 38343 75976 65937 840 
0. 10182 32239 83945 51074 864 0. 99480 25085 70176 08533 469 
0. 1 02 81 79754 15107 52769 040 0. 99470 01879 61949 84132 117 
0. 1 0381 26240 28302 69768 897 0. 99459 68726 53618 52703 737 

0 . 10480 71688 28882 49043 655 0. 99449 25627 48497 44220  501 
0. 1 0580 1 6088 22302 1 8823 209 0. 99438 72583 50896 48325 268 
0 . 1 0679 59430 14121 88052 588 0. 99428 09595 66120 03900 596 
0. 10779 01704 10007 45835 941 0. 99417 36665 00466 88538 307 
0. 10878 42900 15731 60869 939 0. 99406 53792 61230 07909 607 

0. 10977 83008 37174 80866 495 0. 99395 60979 56696 85035 784 
0. 1 1 077 22018 80326 31964 714 0. 99384 58226 96148 49459 483 
0. 11176 59921 51285 18131 952 0. 99373 45535 89860 26316 578 
0. 11275 96706 56261 20553 909 0. 99362 22907 491 01 25308 652 
0. 11375 32364 01575 97013 636 0. 99350 90342 86134 29576 080 

0. 1 1474 66883 93663 81259 372 0. 99339 47843 14215 84471 755 
0. 11574 00256 39072 82361 097 0. 99327 95409 47595 86235 439 
0. 11673 32471 44465 84055 722 0. 99316 33043 01517 70568 768 
0. 11772 63519 1 6621 44080 790 0. 99304 60744 92218 01110 921 
0. 11871 93389 62434 93496 613 0. 99292 78516 36926 57814 950 

0. 11971 22072 88919 35996 735 0. 99280 86358 53866 25224 810 
0. 12070 49559 03206 47206 615 0. 99268 84272 62252 80653 067 
0. 12169 75838 12547 73970 447 0. 99256 72259 82294 82259 329 
0. 12269 00900 24315 33626 003 0. 99244 50321 35193 57029 382 
0. 12368 24735 46003 13267 407 0. 99232 1 8458 43142 88655 070 

0. 12467 47333 85227 68995 744 0. 99219 76672 29329 05314 910 
0. 12566 68685 49729 25157 389 0. 99207 24964 17930 67355 462 
0. 12665 88780 47372 73569 978 0. 99194 63335 34118 54873 474 
0. 12765 07608 86148 72735 909 0. 99181 91787 04055 55198 803 
0. 1 2864 25160 74174 47043 273 0. 99169 10320 54896 50278 123  

0. 12963 41426 19694 85954 121 0. 99156 18937 14788 03959 451 
0. 13062 56395 31 083 43179 968 0. 99143 17638 12868 49177 481 
0. 13161 70058 16843 35844 433 0. 99130 06424 79267 75039 751 
0. 13260 82404 85608 43632 907 0. 99116 85298 45107 13813 659 
0. 1 3359 93425 46144 07929 171 0. 99103 54260  42499 27814 325 

0 . 13459 03110 07348 30938 844 0. 99090 13312 04547 96193 339 
0. 13558 1 1448 78252 74799 575 0. 99076 62454 65348 01628 375 
0. 1 3657 18431 68023 60677 867 0. 99063 0 1689 59985 16913 714 
0. 13756 24048 85962 67852 453 0. 99049 31018 24535 91451 667 
0. 13855 28290 41508 32784 107 0. 99035 50441 96067 37644 937 

0 . 13954 31146 44236 48171 799 0. 99021 59962 12637 17189 895 
0. 14053 32607 03861 61995 092 0. 99007 59580 13293 27270 829 
0. 14152 32662 30237 76542 691 0. 98993 49297 38073 86655 145 
0. 14251 31302 33359 47427 025 0. 98979 29115 28007 21689 546 
0. 14350 28517 2 3362 82584 791 0. 98964 99035 25111 52197 214 

0. 14449 24297 1 0526 41263 �32 0. 98950 59058 72394 77275 984 
0. 14548 18632 05272 32992 773 0. 98936 09187 13854 60997 551 
0. 14647 11512 18167 1 6543 800 0. 98921 49421 94478 18007 704 
0. 14746 02927 59922 98870 997 0. 98906 79764 60241 99027 617 
0. 14844 92868 41398 34041 627 0. 98892 00216 58111 76256 193 

0. 14943 81324 73599 22149 773 0. 98877 10779 36042 28673 498 [( -78)2] [( -7)1] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X 

o. 150 
0. 151 
0. 152 
0, 153 
0, 154 

0, 155 
o. 156 
0, 157 
0. 158 
0. 159 

0, 1 60 
o. 161 
0. 162 
0. 163 
0. 164 

0, 165 
0, 166 
0. 167 
o. 168 
o. 169 

o. 170 
0. 171 
0. 172 
0. 173 
0. 174 

0. 175 
o. 176 
0. 177 
o. 178 
o. 179 

0. 180 
o. 181 
o. 182 
0. 183 
0. 184 

0. 185 
0. 186 
o. 187 
0, 188 
o. ,189 

o. 190 
0. 191 
o. 192 
o. 193 
o. 194 

0, 195 
0. 196 
0. 197 
o. 198 
0, 199 

o. 200 

sin x 

0. 14943 81324 73599 22 149 773 
0. 15042 68286 67680 08215 725 
0. 15141 53744 34944 81 070 532 
0. 15240 37687 86847 72225 604 
0, 15339 20107 34994 54727 267 

0. 15438 00992 91143 41996 190 
0. 15536 80334 67205 86651 555 
0. 15635 58122 75247 79319 902 
0. 15734 34347 27490 47428 529 
0. 15833 08998 36311 53983 354 

0. 15931 82066 14245 96331 146 
0. 16030 5 3540 73987 04906 020 
0. 16129 23412 28387 41960 095 
0. 16227 91670 90460 00278 226 
0. 16326 58306 73379 01876 705 

0. 16425 23309 90480 96685 825 
0. 16523 86670 55265 61216 228 
0. 16622 48378 81396 97208 916 
0. 16721 08424 82704 30268 843 
0, 16819 66798 73183 08481 981 

0. 16918 23490 66996 01015 762 
0. 17016 78490 78473 96702 805 
0. 17115 31789 22117 02607 812 
0. 17213 83376 12595 42577 560 
0. 17312 33241 64750 55773 865 

0. 17410 81375 93595 95189 433 
0. 17509 27769 14318 26146 505 
0. 17607 72411 42278 24778 176 
0. 17706 15292 93011 76492 317 
0. 17804 56403 82230 74417 975 

0. 17902 · 95734 25824 17834 180 
0. 18001 33274 39859 1 0581 029 
0, 18099 69014 40581 59452 980 
0. 18198 02944 44417 72574 2 33 
0, 18296 35054 67974 57756 116 

0. 18394 65335 28041 20836 370 
0. 18492 93776 41589 64000 2 31 
0. 18591 20368 25775 84083 224 
0. 18689 45100 97940 70855 554 
0. 18787 67964 7561 1 05288 013 

0. 18885 88949 76500 57799 285 
0. 18984 08046 18510 86484 571 
0. 19082 25244 19732 35325 424 
0. 19180 40533 98445 32380 691 
0. 19278 53905 73120 87958 485 

0. 19376 65349 62421 92769 058 
0. 19474 74855 85204 16058 510 
0. 19572 82414 60517 03723 204 
0. 19670 88016 07604 76404 820 
0. 19768 91650 45907 27565 917 

0. 19866 93307 95061 21545 941 

[( -78)2] 

COS X 

0, 98877 10779 36042 28673 498 
0, 98862 11454 . 42977 27245 283 
0. 98847 02243 28849 20028 611 
0. 98831 83147 44579 17178 614 
0. 98816 54168 42076 75856 382 

0. 98801 15307 74239 85038 006 
0. 98785 66566 94954 50224 794 
0, 98770 07947 59094 78054 663 
0, 98754 39451 22522 60814 736 
0. 98738 61079 42087 60855 150 

0. 98722 72833 75626 94904 095 
0, 98706 74715 81965 18284 099 
0. 98690 66727 20914 09029 574 
0. 98674 48869 53272 51905 638 
0. 98658 21144 40826 22328 234 

0. 98641 83553 46347 70185 554 
0. 98625 36098 33596 03560 791 
0. 98608 78780 67316 72356 233 
0. 98592 11602 13241 51818 712 
0. 98575 34564 38088 25966 434 

0, 98558 47669 09560 70917 193 
0. 98541 50917 96348 38117 998 
0. 98524 44312 68126 37476 124 
0. 98507 27854 95555 20391 598 
0. 98490 0 1546 50280 62691 158 

0. 98472 65389 04933 47463 670 
0, 98455 19384 33129 47797 052 
0. 98437 63534 09469 09416 699 
0. 98419 97840 09537 33225 443 
0. 98402 22304 09903 57745 046 

0. 98384 36927 88121 41459 272 
0. 98366 41713 22728 45058 522 
0. 98348 36661 93246 13586 083 
0. 98330 21775 80179 58485 974 
0, 98311 97056 65017 39552 448 

0. 98293 62506 30231 46781 122 
0. 98275 18126 59276 82121 799 
0. 98256 63919 36591 41132 959 
0. 98237 99886 47595 94537 971 
0, 98219 26029 78693 69683 022 

0. 98200 42351 17270 31896 788 
0. 98181 48852 51693 65751 875 
0. 98162 45535 71313 56228 034 
0, 98143 32402 66461 69777 178 
0. 98124 09455 28451 35290 214 

0. 98104 76695 49577 24965 723 
0. 98085 34125 23115 35080 479 
0. 98065 81746 43322 66661 867 
0. 98046 19561 05437 06062 170 
0. 98026 47571 05677 05434 796 

0, 98006 65778 41241 63112 420 

[( -:) 1] 
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146 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sm x COS X 

o. 200 0. 19866 93307 95061 21545 941 0, 98006 65778 41241 63112 420 
o. 201 0. 19964 92978 74900 91597 545 0. 97986 74185 1 0310 03887 090 
o. 202 0. 2 0062 90653 05459 37903 151 0. 97966 72793 12041 59192 306 
o. 203 0. 20160 86321 06969 25571 640 0. 97946 61604 46575 47187 084 
o. 204 0, 20258 79972 99863 82615 083 0. 97926 40621 15030 52742 047 

o. 205 0, 20356 71599 04777 97905 397 0. 97906 09845 19505 07327 536 
o. 206 0. 2 0454 61189 42549 19110 856 0. 97885 69278 63076 68803 784 
o. 207 0. 20552 48734 34218 50612 330 0. 97865 18923 49802 01113 1 56 
o. 208 0, 20650 34224 01031 51399 175 0, 97844 58781 84716 53874 491 
o.  209 0. 20748 17648 64439 32944 665 0. 97823 88855 73834 41879 553 

o. 210 0. 20845 98998 46099 57060 871 0, 97803 09147 24148 24491 614 
o. 211 0. 20943 78263 67877 33732 895 0. 97782 19658 43628 84946 201 
o. 212 0. 21041 55434 51846 1 8932 346 0. 97761 20391 41225 09554 014 
o. 213 0, 21139 30501 20289 12409 982 0, 97740 11348 26863 66806 039 
0. 214 0. 21237 03453 95699 55467 398 0. 97718 92531 11448 86380 882 

o. 215 0. 2 1334 74283 00782 28707 677 0. 97697 63942 06862 38054 344 
o. 216 0. 2 1432 42978 58454 49764 905 0. 97676 25583 25963 10511 247 
o. 217 0. 21530 09530 91846 71012 439 0. 97654 77456 82586 90059 555 
o. 218 0, 21627 73930 24303 77249 851 0, 97633 19564 91546 39246 782 
o. 219 0, 21725 36166 79385 83368 434 0. 97611 51909 68630 75378 736 

o. 220 0. 21822 96230 80869 31995 179 0. 97589 74493 30605 48940 602 
o. 221  0. 21920 54112 52747 91115 124 0, 97567 87317 95212 21920 392 
o. 222 0, 22018 09802 19233 51671 977 0. 97545 90385 81168 46034 788 
o. 223 0. 22115 63290 04757 2 5146 920 0. 97523 83699 08167 40857 388 
0. 224 0, 22213 14566 33970 41115 484 0, 97501 67259 96877 71849 392 

o. 225 0, 22310 63621 31745 44782 417 0. 97479 41070 68943 28292 737 
0, 226 0. 22408 10445 23176 94494 428 0. 97457 05133 46983 01125 708 
o.  227 0. 22505 55028 33582 59230 720 0. 97434 59450 54590 60681 052 
o.  228 0. 22602 97360 88504 16071 214 0. 97412 04024 16334 34326 607 
o. 229 0, 22700 37433 13708 47642 363 0. 97389 38856 57756 84008 477 

o. 230 0. 22797 75235 35188 39540 462 0. 97366 63950 Q5374 83696 773 
o. 231 0. 22895 10757 79163 77732 354 0, 97343 79306 86678 96733 940 
o. 232 0. 22992 43990 72082 45933 437 0. 9732 0 84929 30133 53085 695 
o. 233 0. 2 3089 74924 40621 22962 869 0. 97297 80819 65176 26494 602 
o. 234 0, 23187 03549 11686 80075 884 0, 97274 66980 22218 11536 294 

o. 235 0. 23284 29855 12416 78273 112 0. 97251 43413 32643 00578 389 
o. 236 0, 2 3381 53832 70180 65586 809 0. 97228 10121 28807 60642 091 
o. 237 0. 2 3478 75472 12580 74343 904 0, 97204 67106 44041 10166 529 
o. 238 0. 23575 94763 67453 18405 752 0, 97181 14371 12644 95675 843 
o. 239 0, 2 3673 11697 62868 90384 520 0. 97157 51917 69892 68349 034 

o. 240 0. 2 3770 26264 2 7134 58836 079 0, 97133 79748 52029 60492 618 
o. 241 0. 2 3867 38453 88793 65429 334 0. 97109 97865 96272 61916 095 
o. 242 0. 23964 48256 76627 22091 869 0. 97086 06272 40809 962 10 262 
o. 243 0. 24061 55663 19655 08131 828 0. 97062 04970 24800 96928 391 
o. 244 0. 24158 60663 47136 67335 933 0. 97037 93961 88375 83670 294 

0. 245 0. 24255 63247 88572 05043 522 0. 97013 73249 72635 38069 313 
o. 246 0, 24352 63406 73702 85196 546 0. 96989 42836 19650 79682 2 33 
o. 247 0. 24449 61130 32513 27365 389 0, 96965 02723 72463 41782 166 
o. 248 0; 24546 56408 95231 03750 445 0. 96940 52914 75084 47054 425 
o. 249 0. 24643 49232 92328 36159 337 0, 96915 93411 72494 83195 397 

o. 250 0. 24740 39592 54522 92959 685 0. 96891 24217 1 0644 78414 459 [(-:)3] [(-pi] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 147 

CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUM ENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

0. 250 0 . 24740 39592 54522 92959 685 0. 96891 24217 1 0644 78414 459 
o. 251 a. 24837 27478 12778 86007 332 0. 96866 45333 36453 76838 955 
o. 252 0. 24934 12879 98307 67549 922 0. 96841 56762 97810 1 3822 25a 
0. 253 0. 25a3a 95788 42569 27105 742 0, 96816 58508 43570 91154 897 
0. 254 0 . 25127 76193 77272 88317 722 a. 96791 5a572 2 3561 52178 941 

a. 255 a . 25224 54086 34378 05782 506 0. 96766 32956 88575 56805 375 
o. 256 0. 25321 29456 46095 61854 486 a. 96741 05664 90374 56434 780 
0. 257 0. 25418 02294 44888 63424 714 0. 96715 68698 81687 68781 180 
0. 258 0. 25514 72590 63473 38674 587 0. 96690 22061 16211 52599 126 
o. 259 0. 25611 40335 34820 33804 209 0. 96664 65754 48609 82314 035 

0. 260 0. 25708 05518 92155 09735 339 0. 96638 99781 34513 22555 822 
o. 261  0, 25804 68131  68959 38788 82 0 a. 96613 24144 30519 a2595 835 
a. 262 a. 259a1 28163 98972 a1336 4a1 0. 96587 38845 94190 90687 131  
0. 263 0. 25997 856a6 16189 82426 844 0. 96561 43888 84058 68308 107 
a. 2 64 0. 26094 4a448 54868 68386 239 a. 96535 39275 59618 04309 520 

o. 265 0. 26190 92681 49524 43392 399 0. 965a9 25008 81330 28964 923 
0. 266 0. 26287 42295 34933 86023 278 0. 96483 01091 10622 a7924 537 
0. 267 0. 26383 89280 46135 65779 278 0. 96456 67525 09885 16072 584 
0. 268 0 . 26480 33627 18431 39579 372 0. 9643a 24313 42476 11288 118 
o. 269 a. 26576 75325 87386 48230 942 0. 964a3 71458 72716 08109 368 

0. 270 0. 26673 14366 88831 12873 229 0. 96377 08963 65890 513a1 623 
o. 271 0. 26769 50740 58861 31394 3a1 a. 9635a 3683a 88248 89328 696 
a. 212 0, 26865 84437 33839 74821 451 0. 96323 55063 07004 47727 972 
0. 273 0. 26962 15447 50396 83684 915 0, 96296 63662 90334 02389 084 
0. 274 0, 27058 43761 45431 64354 828 0, 96269 62633 a7377 52736 246 

0. 275 0. 27154 69369 56112 85351 302 0. 96242 51976 28237 94814 248 
0. 276 0 . 27250 92262 19879 73627 557 0. 962 15 31695 23980 94278 169 
o. 277 0. 27347 12429 74443 10825 981 0. 96188 01792 66634 59286 807 
0, 278 0 . 27443 29862 57786 29507 043 0. 96160 62271 29189 13299 879 
o. 279 0. 27539 44551 08166 09350 952 0. 96133 1 3133 85596 67778 997 

o. 28a 0. 27635 56485 64113  73331 967 a. 96105 54383 1 077a 94792 459 
a. 281 0. 27731 65656 64435 83865 27a  a. 96a77 86021 8a586 99523  878 
o. 282 a. 27827 72054 48215 38926 293  a. 96050 a8052 7 1880 92684 682 
a. 283 0. 27923 75669 54812 68142 411 a. 96022 20478 62449 62830 504 
0 . 284 0 . 28019 76492 2 3866 28856 909 0, 95994 2 3302 31050 48581 495 

o. 285 0. 28115 74512 95294 02165 110  0. 95966 16526 57401 10746 590 
o. 286 0. 28211 69722 09293 88922 591 0. 95938 00154 22179 04351 746 
0. 287 0. 28307 621 10 06345 05725 374 0. 95909 74188 07021 5a572 193 
0. 288 a. 284a3 51667 272a8 8a861 997 a. 95881 38630 94525 08568 713 
o. 289 0. 28499 38384 12929 50237 384 0, 95852 93485 68245 47227  984 

o. 29a 0. 28595 22251 04835 53268 394 0. 95824 38755 12697 168a7 a13 
0. 291 0. 28691 03258 44540 28750 981 0. 95795 74442 13353 20481 688 
0, 292 0. 28786 81396 73943 10698 841 0. 95767 ao549 56644 85799 478 
0. 293 a. 28882 56656 35230 24153 475 0. 95738 17080 29961 36036 308 
o. 294 0. 28978 29027 70875 80965 551 0. 95709 24037 2 1649 61457 636 

0. 295 a. 29073 98501 2 3642 75547 489 0, 95680 21423 21013  90483 768 
a. 296 0. 29169 65067 36583 80597 155 0. 95651 09241 1 8315 6a759 429 
0. 297 a . 29265 28716 53042 42792 582 0. 95621 87494 04772 9a127 632 
a. 298 0. 29360 89439 16653 78457 616 a. 95592 56184 72560 47507 858 
0. 299 0. 29456 47225 71345 69198 389 a. 95563 15316 14809 23678 590 

o. 300 a. 29552 02066 61339 5751a 532 a. 95533 64891 25606 a1964 231 

[( -78)4] [ (-pl] 



148 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X Sill X COS X 

o. 300 0. 29552 02066 61339 57510 532 0. 95533 64891 25606 01964 231 
o. 301 0 . 29647 53952 31151 42357 025 0. 95504 04912 99993 28826 414 
o. 302 0. 29743 02873 25592 74716 586 0. 95474 35384 33968 84359 763 
o. 303 0. 29838 48819 89771 53102 518 0. 95444 56308 24485 52692 1 16 
o. 304 0. 29933 91782 69093 19051 897 0. 95414 67687 69450 92289 242 

0. 305 0. 30029 31752 09261 52585 026 0. 95384 69525 67727 06164 084 
o. 306 0. 30124 68718 56279 67635 045 0. 95354 61825 19130 11990 559 
o. 307 0. 30220 02672 56451 07447 613 0. 95324 44589 24430 12121 945 
o. 308 0. 30315 33604 56380 39950 549 0. 95294 17820 85350 63513 878 
0. 309 0. 30410 61505 02974 53093 365 0. 95263 81523 04568 47552 001 

o. 310 0. 30505 86364 43443 50156 564 0. 95233 35698 85713 39784 281 
o.  311 0. 30601 08173 25301 45030 632 0. 95202 80351 33367 79558 038 
o. 312 0. 30696 26921 96367 57464 615 0. 95172 15483 53066 39561 711 
o.  313 0. 30791 42601 04767 08284 189 0. 95141 41098 51295 95271 383 
o. 314 0. 30886 55200 98932 14579 138 0. 95110 57199 35494 94302 111 

o. 315 0. 30981 64712 2 7602 84860 120 0. 95079 63789 14053 25664 080 
o. 316 0. 31076 71125 39828 14184 658 0. 95048 60870 96311 88923 617 
o. 317 0. 31171 74430 84966 79252 234 0. 95017 48447 92562 63269 094 
o. 318 0. 31266 74619 12688 33468 402 0. 94986 26523 14047 76481 749 
0. 319 0. 31361 71680 72974 0 1977 833 0. 94954 95099 72959 73811 467 

0. 320 0. 31456 65606 16117 76666 176 0. 94923 54180 82440 86757 531 
o. 321 0. 31551 56385 92727 11130 659 0. 94892 03769 56583 01754 395 
o. 322 0. 31646 44010 53724 15619 332 0. 94860 43869 1 0427 28762 501 
o. 323 0. 31741 28470 50346 51938 844 0. 94828 74482 59963 69764 173 
o.  324 0. 31836 09756 34148 28330 674 0. 94796 95613 22130 87164 613 

o. 325 0. 31930 87858 57000 94315 718 0. 94765 07264 14815 72098 048 
o. 326 0. 32025 62767 71094 35507 128 0. 94733 09438 56853 12639 034 
o. 327 0. 32120 34474 28937 68391 319 0. 94701 02139 68025 61918 976 
o. 328 0. 32215 02968 83360 35077 048 0. 94668 85370 69063 06147 877 
o. 329 o. 32309 68241 87512 98012 460 0. 94636 59134 81642 32541 351 

o. 330 0. 32404 30283 94868 34670 020 0. 94604 23435 28386 97152 941 
o. 331 0. 32498 89085 59222 32199 224 0. 94571 78275 32866 92611 768 
o. 332 0. 32593 44637 34694 82047 011 0. 94539 2 3658 19598 15765 535 
o. 333 0. 32687 96929 75730 74545 756 0. 94506 59587 14042 35228 939 
o. 334 0. 32782 45953 37100 93468 777 0. 94473 86065 42606 58837 502 

o. 335 0. 32876 91698 73903 10553 241 0. 94441 03096 32643 01006 864 
o. 336 0. 32971 34156 41562 79990 386 0. 94408 1 0683 12448 49997 577 
o. 337 0. 33065 73316 95834 32882 957 0. 94375 08829 11264 35085 413 
o. 338 0. 33160 09170 92801 71669 766 0. 94341 97537 59275 9 3637 243 
o. 339 0. 33254 41708 88879 64517  288 0. 94308 76811 87612 38092 499 

o. 340 0. 33348 70921 40814 39678 177 0. 94275 46655 28346 22850 264 
o. 341 0. 33442 96799 05684 79816 635 0. 94242 07071 14493 11062 025 
o. 342 0. 33537 19332 40903 16300 519 0. 94208 58062 80011 41330 105 
0. 343 0. 33631 38512 04216 23460 104 0. 94174 99633 59801 94311 834 
o. 344 0. 33725 54328 53706 12813 399 0. 94141 31786 89707 59229 468 

o. 345 o. 33819 66772 47791 27257 928 0. 94107 54526 06513  00285 905 
0. 346 0. 33913 75834 45227 35228 880 0. 94073 67854 47944 22986 218 
o. 347 0. 34007 81505 05108 24823 531 0. 94039 71775 52668 40365 059 
o. 348 0. 34101 83774 86866 97891 850 0. 94005 66292 60293 39119 944 
o. 349 0. 34195 82634 50276 64093 188 0. 93971 51409 11367 45650 473 

o. 350 0. 34289 78074 55451 34918 963 0. 93937 27128 47378 92003 503 

[( -�)4] [(-pl] 
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X sin x COS X 

o. 350 0. 34289 78074 55451 34918 963 0. 93937 27128 47378 92003 503 
o. 351 0. 34383 70085 62847 17681 237 0. 93902 93454 10755 81724 32 1 
o. 352 0. 34477 58658 33263 09467 102 0. 93868 50389 44865 55613 841 
o. 353 0. 34571 43783 27841 91058 778 0. 93833 97937 94014 57391 869 
o. 354 0. 34665 25451 08071 20819 319 0. 93799 36103 03447 99266 461 

0. 355 0. 34759 03652 35784 28543 852 0. 93764 64888 19349 27409 412 
o. 356 0. 34852 78377 73161 09276 237 0. 93729 84296 88839 87337 915 
0. 357 0. 34946 49617 82729 17091 064 0. 93694 94332 59978 89202 418 
o. 358 0. 35040 17363 27364 58840 891 0. 93659 94998 81762 72980 716 
0. 359 0. 35133 81604 70292 87868 632 0. 93624 86299 04124 73578 312 

o. 360 0. 35227 42332 75089 97684 991 0. 93589 68236 77934 85835 091 
o. 361 0. 35320 99538 05683 15610 866 0. 93554 40815 54999 29438 322 
o. 362 0. 35414 53211 26351 96384 608 0. 93519 04038 88060 13742 042 
o. 363 0. 35508 03343 01729 15734 065 0. 93483 57910 30795 02492 855 
o. 364 0. 35601 49923 96801 63913 294 0. 93448 02433 37816 78462 165 

o. 365 0. 35694 92944 76911 39203 863 0. 93412 37611 64673 07984 897 
o. 366 0. 35788 32396 07756 41380 647 0. 93376 63448 67846 05404 739 
o. 367 0. 35881 68268 55391 65142 021 0. 93340 79948 04751 97425 922 
o. 368 0. 35975 00552 86229 9 3504 354 0. 93304 87113 33740 87371 606 
o. 369 0. 36068 29239 67042 91160 721 0. 93268 84948 14096 19348 871 

o. 370 0. 36161 54319 64961 97803 729 0. 932 32 73456 06034 4232 0 381 
0. 371 0. 36254 75783 47479 21412 373 0. 93196 52640 70704 74082 737 
o. 372 0. 36347 93621 82448 31502 813 0. 93160 22505 70188 65151 560 
0. 373 0. 36441 07825 38085 52343 006 0. 93123 83054 67499 62553 347 
o. 374 0. 36534 1 8384 82970 56131 067 0. 93087 34291 26582 73524 125 

o. 375 0. 36627 25290 86047 56137 291 0. 93050 76219 12314 29114 948 
o. 376 0. 36720 28534 16625 99809 733 0. 93014 08841 90501 47704 265 
o. 377 0. 36813 28105 44381 61843 251 0. 92977 32163 27881 98417 211 
o.  378 0. 36906  2 3995 39357 37211 926 0. 92940 46186 92123 64451 836 
o. 379 0. 36999 16194 71964 34164 758 0, 92903 50916 51824 06312 328 

o. 380 0. 37092 04694 12982 67184 549 0. 92866 46355 76510  24949 253 
o. 381 0. 37184 89484 33562 49909 881 0. 92829 32508 36638 24806 858 
o. 382 0. 37277 70556 05224 88020 096 0. 92792 09378 03592 76777 471 
o. 383 0. 37370 47899 99862 72083 184 0. 92754 76968 49686 81063 030 
o. 384 0. 37463 21506 89741 70366 479 0. 92717 35283 48161 29943 792 

o. 385 0. 37555 91367 47501 2161 0  089 0. 92679 84326 73184 70454 235 
o. 386 0. 37648 57472 46155 2 7762 945 0. 92642 24101 99852 66966 223 
o. 387 0. 37741 19812 59093 46681 397 0. 92604 54613 04187 63679 438 
o. 388 0. 37833 78378 60081 84790 240 0. 92566 75863 63138 47019 143 
o. 389 0. 37926 33161 2 3263 89706 110 0. 92528 87857 54580 07941 297 

0. 390 0. 38018 84151 23161 42823 118 0. 92490 90598 57313 04145 068 
o. 391 0. 38111 31339 34675 51860 671 0. 92452 84090 51063 22192 776 
o. 392 0. 38203 74716 33087 43373 349 0. 92414 68337 16481 39537 314 
o. 393 0. 38296 14272 94059 55222 774 0. 92376 43342 35142 86457 070 
0. 394 0. 38388 49999 93636 29011 366 0. 92338 09109 89547 07898 401 

o. 395 0. 38480 81888 08245 02477 888 0. 92299 65643 63117 25225 693 
o. 396 0. 38573 09928 14697 01854 707 0. 92261 12947 40199 97879 040 
o. 397 0. 38665 34110 90188 34186 658 0. 92222 51025 06064 84939 589 
o. 398 0. 38757 54427 12300 79611 426 0. 92183 79880 46904 06602 584 
o. 399 0. 38849 7 0867 59002 83601 363 0. 92144 99517 49832 05558 150 

o. 400 0. 38941 83423 08650 49166 631 0. 92106 09940 02885 08279 853 [( -:)5] [( -J) l] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINE S AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

o. 400 0. 38941 83423 08650 49166 631 0, 92106 09940 02885 08279 853 
o. 401 0, 39033 92084 39988 29019 595 0, 92067 11151 95020 86221 075 
o. 402 0. 39125 96842 32150 17700 358 0, 92028 03157 16118 16919 248 
o. 403 0. 39217 97687 64660 43663 363 0. 91988 85959 56976 45007 979 
o.  404 0. 39309 94611 17434 61324 955 0. 91949 59563 09315 43137 110  

o .  405 0. 39401 87603 70780 43071 820 0. 9 1910 23971 65774 72800 745 
o. 406 0. 39493 76656 05398 71230 202 0. 91870 79189 19913 45073 295 
o. 407 0. 39585 61759 02384 29995 816 0, 91831 25219 66209 81253 568 
o. 408 0. 39677 42903 43226 97324 356 0. 91791 62067 00060 73416 956 
0, 409 0, 39769 2 0080 09812 36782 508 0. 91751 89735 17781 44875 737 

o.  410  0. 39860 93279 84422 89359 380 0 . 91712 08228  16605 10547 564 
o. 411  0. 39952 62493 49738 65238 251 0. 91672 17549 94682 37232 150 
o. 412 0. 40044 27711 88838 35528 558 0. 91632 17704 51081 03796 202 
o. 413 0. 40135 88925 85200 23958 010 0. 91592 08695 85785 61266 649 
o. 414 0. 40227 46126 22702 98524 766 0. 9 1551 90527 99696 92832 194 

o. 41 5 0. 40318 99303 85626 63109 550 0. 91511 63204 94631 73753 232 
0. 416 0, 40410 48449 58653 49047 645 0. 91471 26730 73322 31180 180 
0. 417 0. 40501 93554 26869 06660 654 0. 91430 81109 39416 0 3880 251 
o. 418 0. 40593 34608 75762 96747 939 0. 91390 26344 97475 01872 722 
o. 419 0. 40684 71603 91229 82037 655 0. 91349 62441 52975 65972 725 

o. 420 0, 40776 04530 59570 18597 279 0. 91308 89403 12308 27243 609 
o. 421 0, 40867 33379 67491 47203 546 0, 9 1268 07233 82776 66357 915 
o. 422 0. 40958 58142 02108 84671 703  0. 91227 15937  72597 72866 996 
o. 423 0, 41049 78808 50946 15143 980 0. 91186 15518 90901 04379 332 
o. 424 0. 41 140 95370 01936 81337 201 0, 91145 05981 47728 45647 576 

0. 425 0. 41 232 07817 43424 75749 435 0. 91103 87329 54033 67564 373 
o. 426 0, 41323 16141 64165 31825 593 0. 91062 59567 21681 86066 990 
o. 427 0, 41414 2 0333 53326 15081 889 0, 9102 1  22698 63449 20950 808 
0. 428 0. 41505 20 384 00488 14189 067 0. 90979 76727 93022 54591 701 
o.  429 0. 41596 16283 95646 32014 301 0. 90938 21659 24998 90577 360 

o .  430 0. 41687 08024 29210 76621 692 0, 90896 57496 74885 12247 591 
o. 431 0. 41777 95595 92007 52231 243 0. 90854 84244 59097 41143 638 
o .  432 0. 41868 78989 75279 50136 257 0. 90813 01906 94960 95366 563 
o. 433 0. 41959 58196 70687 39579 028 0, 9 0771 10488 00709 47844 729 
0, 434 0. 42050 33207 70310 58584 774 0, 90729 09991 95484 84510 435 

o. 435 0. 42141 04013 66648 04753 684 0, 90687 00422 99336 62385 731 
o. 436 0, 42231  70605 52619 26011 018  0. 90644 81785 33221 67577 465 
o. 437 0. 42322 32974 21565 11315 146 0. 90602 54083 19003 73181 601 
0, 438 0. 42412 91110 67248 81323 456 0, 90560 17320 79452 97096 848 
o. 439 0. 42503 45005 83856 79016 027 0. 90517 71502 38245 59747 647 

o. 440 0, 42593 94650 65999 60276 972 0. 9 0475 16632 19963 41716 554 
o. 441 0. 42684 40036 08712 84433 381 0. 90432 52714 50093 41286 061 
o. 442 0. 42774 81153 07458 04751 750 0. 90389 79753 55027 31889 904 
o. 443 0. 42865 17992 58123 58891 823 0, 90346 97753 62061 19473 892 
o. 444 0. 42955 50545 57025 59317 745 0. 90304 06718 99394 99766 305 

o. 445 0. 43045 78803 00908 83666 443 0. 90261 06653 96132 15457 899 
0, 446 0. 43136 02755 86947 65073 141 0. 90217 97562 82279 13291 573 
o. 447 0. 43226 22 395 12746 82453 917 0. 90174 79449 88745 01061 718 
0. 448 0. 43316 37711 76342 50745 219 0. 90131 52319 47341 04523 319 
0, 449 0. 43406 48696 76203 11100 244 0. 90088 16175 90780 24210  832 

o. 450 0. 43496 55341 11230 21042 084 0. 90044 71023 52676 92166 884 

[( -:)5] [( -J) l] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGLMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

o. 450 0. 43496 55341 11230 21042 084 0. 90044 7102 3 52676 92166 884 
o. 451 0. 43586 57635 80759 44573 567 0, 90001 16866 67546 28580 847 
0. 452 0, 43676 55571 84561 42243 681 0, 89957 53709 70803 98337 319 
o. 453 0. 43766 49140 22842 61170 507 0, 899 13 81556 98765 67474 569 
o. 454 0. 43856 38331 96246 25020 568 0, 89870 00412 88646 59552 965 

o. 455 0. 43946 2 3138 05853 23944 492 0, 89826 10281 78561 1 1933 463 
o. 456 0. 44036 03549 53183 04468 918 0, 89782 11168 07522 31966 167 
0. 457 0. 44125 79557 40194 59344 542 0, 89738 03076 15441 53089 030 
0 .  458 0. 442 15 51152 69287 17350 215 0. 89693 8601 0 43127 90836 721 
o. 459 0, 44305 1 8326 43301 33053 008 0, 89649 59975 32287 98759 714 

0, 460 0. 44394 81 069 65519 76524 151 0. 89605 24975 25525 24253 639 
o. 461 0. 44484 39373 39668 2 3010 752 0. 89560 81014 66339 64298 937 
o. 462 0. 44573 93228 69916 42563 218 0, 895 16 28097 99127 21110 867 
o. 463 0, 44663 42626 60878 89618 275 0, 89471 66229 69179 57699 908 
0. 464 0. 44752 87558 17615 92537 506 0. 89426 95414 22683 53342 602 

o. 465 0. 44842 28014 45634 431 01  319 0. 89382 15656 06720 58962 873 
0, 466 0, 44931 6 3986 50888 85958 244 0, 89337 26959 69266 52423 883 
o. 467 0. 45020 95465 39782 08029 479 0, 89292 29329  59190 93730 459 
o. 468 0. 45110 2 2442 19166 27868 603 0. 89247 22770 26256 80142 1 34 
o. 469 0. 45199 44907 96343 84976 342 0. 89202 07286 21120 01196 857 

o. 470 0, 45288 62853 79 068 29070 327 0. 89 156 82881 95328 93645 402 
o. 471 0. 45377 76270 75545 09309 736 0. 89111  49562 01323 96296 541 
0. 472 0. 45466 85 149 94432 63474 735 0. 89066 07330 92437 04773 005 
0. 473 0. 45555 89482 44843 07100 635 0. 89020 56193  22891 26178 292 
o. 474 0. 45644 89259 36343 22566 671 0, 88974 96153 47800 33674 367 

o. 475 0. 45733 84471 78955 48139 307 0. 88929 27216  23168 20970 2 88 
0. 476 0, 45822 75110 83158 66969 994 0, 88883 49386 05888 56721 822 
o. 477 0. 45911 61167 59888 96047 279 0. 88837 62667 53744 38842 074 
0. 478 0, 46000 42633 20540 751 03  180 0. 88791 67065 25407 48723 197 
o.  479 0. 46089 19498 76967 55473 739 0. 88745 62583 80438 05369 2 12 

o. 480 0. 46177 9 1755 41482 88913  664 0. 88699 49227 79284 19439 995 
o. 481 0. 46266 59394 26861 16364 968 0, 88653 27001 83281 47206 469 
o. 482 0. 46355 22406 46338 56679 522 0. 88606 95910 54652 44417 051 
o. 483 0. 46443 80783 13613 95295 430 0. 88560 55958 56506 2 0075 401 
o. 484 0, 46532 34515 42849 72867 1 32 0. 88514 07150 52837 90129 517  

o .  485 0. 46620 83594 48672 73849 162 0, 88467 49491 08528 31072 223 
o. 486 0. 46709 28011 46175 15033 451 0. 88420 82984 89343 33453 094 
o. 487 0. 46797 67757 50915 34040 104 0. 88374 07636 61933 55301 874 
o. 488 0. 46886 02823 78918 77761 558 0, 88327 23450 93833 75463 416 
o. 489 0. 46974 33201 46678 90760 024 0, 88280 30432 53462 46844 214  

0. 490 0. 47062 58881 71158 03618 136 0. 88233 28586 10121 49570 547 
o.  491 0. 47150 79855 69788 21242 715 0. 88186 17916  33995 44058 307 
0. 492 0. 47238 96114 60472 1 1 12 1  556 0. 88138 98427 96151 23994 541 
o. 493 0. 47327 07649 61583 91533 149 0. 88091 70125 68537 69230 763 
0. 494 0. 47415 14451 9 1970 19709 261 0, 88044 33014 2 3984 98588 075 

o. 4cJ5 0. 47503 1 6512 70950 79950 264 0. 87996 87098 36204 22574 157 
o .  496 0. 47591 1 3823 18319 71693 150 0. 87949 32382 79786 96012 154 
o .  497 0. 47679 06374 54345 97532 118  0, 87901 68872 3 0204 70581 529  
D. 498 0. 47766 94157 99774 51191 668 0. 87853 96571 63808 47270 917 
o .  499 0. 47854 77164 75827 05452 099 0. 87806 15485 57828 28743 023 

o. 500 0. 47942 55386 04203 00027 329 0. 87758 25618 90372 71611 628 
[(-�)6] [(-pl] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

o. 500 0. 47942 55386 04203 00027 329 0, 87758 25618 90372 71611 628 
0. 501 0, 48030 28813 07080 29394 947 0. 87710 26976 40428 38630 733 
o. 502 0. 48117 97437 07116 30578 414 0, 87662 19562 87859 50795 903 
o .  503 0, 48205  61249 27448 70881 314 0. 87614 03383 13407 39357 847 
o. 504 0, 48293  20240 91696 35573 583 0. 87565 78441 98689 97748 295 

o. 505 0, 48380 74403 23960 15529 617 0. 87517 44744 26201 33418 203 
o. 506 0. 48468 23727 48823 94818 170 0. 87469 02294 79311 1 9588 355 
o.  507 0. 48555 68204 91355 38243 967 0. 87420 51098 42264 46912 391 
o. 508 0, 48643 07826 77106 78840 928 0. 87371 91160 00180 75052 318 
o. 509 0. 48730 42584 32116 05316 931 0. 87323 22484 39053 84166 561 

o. 510 0, 48817 72468 82907 49450 013  0. 87274 45076 45751 26310 581 
0. 511 0, 48904 97471 56492 73435 934 0. 87225 58941 08013 76750 129 
o.  512 0, 48992 17583 80371 57187 006 0, 87176 64083 14454 85187 176 
0. 513 0, 49079 32796 82532 85582 104 0. 87127 60507 54560 26898 565 
o. 514 0. 49166 43101 91455 35667 778 0. 87078 48219 18687 53787 441 

o. 515 0. 49253 48490 36108 63810 364 0, 87029 27222 98065 45347 504 
o. 516 0. 49340 48953 45953 92799 025 0. 86979 97523 84793 59540 132 
0. 517 0. 49427 44482 50944 98899 617 0. 86930 59126 71841 83584 429 
o. 518 0. 49514 35068 81528 98859 309 0. 86881 12036 53049 84660 240 
o. 519 0. 49601 20703 68647 36861 855 0, 86831 56258 23126 60524 189 

o. 520 0. 49688 01378 43736 71433 446 0, 86781 91796 77649 90038 785 
o. 521 0. 49774 77084 38729 62299 043 0. 86732 18657 13065 83614 647 
o. 522 0. 49861 47812 86055 57189 109 0. 86682 36844 26688 3 3565 898 
o. 523 0. 49948 13555 18641 78596 658 0. 86632 46363 16698 64378 779 
o. 524 0. 50034 74302 69914 10484 518 0. 86582 47218 82 144 82893 524 

0. 525 0. 501 2 1  30046 73797 84942 748 0. 86532 39416 22941 28399 561 
o. 526 0. 50207 80778 64718 68796 092 0. 86482 22960 39868 22644 077 
o. 527 0. 50294 26489 77603 50161 411 0. 86431 97856 34571 19753 996 
o. 528 0, 50380 67171 47881 24954 981 0. 86381 64109 09560 56071 436 
o. 529 0. 50467 02815 11483 8 3349 596 0. 86331 21723 68210 99902 671 

o. 530 0, 50553 33412 04846 96181 366 0. 86280 70705 14761 011 80 670 
o. 531 0, 50639 58953 64911 01306 143 0. 86230 1 1058 54312 41041 248 
0. 532 0. 50725 79431 29121 89905 473 0. 86179 42788 92829 81312 894 
o. 533 0. 50811 94836 35431 92741 999 0. 86128 65901 37140 13920 311 
0. 534 0. 50898 05160 22300 66364 220 0. 86077 80400 94932 10201 726 

o. 535 0. 509 84 10394 28695 79260 534 0. 86026 86292 74755 70140 025 
0, 536 0. 51070 10529 94093 97962 456 0. 85975 83581 86021 71507 760 
o. 537 0. 51156 05558 58481 73096 946 0. 85924 72273 39001 18926 068 
o. 538 0. 51241 95471 62356 25387 754 0. 85873 52372 44824 92837 581 
o. 539 0. 51327 80260 46726 31605 686 0. 85822 2 3884 15482 98393 339 

0. 540 0. 51413 59916 53113 1 0467 728 0, 85770 86813 63824 14253 797 
0. 541 0. 51499 34431 23551 08484 914 0. 85719 41166 03555 41303 947 
o. 542 0. 51585 03796 00588 85758 874 0. 85667 86946 49241 51282 623 
0. 543 0. 51670 68002 27290 01726 969 0, 85616 24160 16304 35326 032 
0. 544 0. 51756 27041 47234 00855 920 0, 85564 52812 21022 52425 567 

o. 545 0. 51841 80905 04516 98283 861 0, 85512 72907 80530 77799 957 
o. 546 0. 51927 29584 43752 65410 714 0, 85460 84452 12819 51181 787 
0. 547 0. 52012 73071 10073 1 5436 812 0. 85408 87450 36734 25018 472 
o. 548 0. 52098 11356 49129 88849 675 0, 85356 81907 71975 12587 703 
o. 549 0, 52183 44432 07094 38858 868 0, 85304 67829 39096 36027 442 

o. 550 0. 52268 72289 30659 16778 838 0. 85252 45220  59505 74280 498 [( -78)7] [( -pl] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

o. 550 0. 52268 72289 30659 16778 838 0. 85252 45220  59505 74280 498 
o. 551 0. 52353 94919 67038 57359 653 0. 85200 14086 55464 1 0953 761 
o. 552 0. 52439 12314 63969 64065 565 0. 85147 74432 50084 82092 114 
o. 553 0. 52524 24465 69712 94301 297 0. 85095 26263 67333 23867 110 
o.  554 0. 52609 31364 33053 44585 976 0, 85042 69585 32026 20180 431 

o. 555 0. 52694 33002 03301 35674 635 0. 84990 04402 69831 50182 218 
o.  556 0. 52779 29370 30292 97627 180 0. 84937 30721 07267 35704 287 
o. 557 0. 52864 20460 64391 54824 757 0. 84884 48545 71701 88608 318 
o. 558 0. 52949 06264 56488 10933 415 0. 84831 57881 91352 58049 047 
o. 559 0. 53033 86773 58002 33815 002 0. 84778 58734 95285 77652 517 

o. 560 0. 53118 61979 20883 40385 187 0. 84725 51110 13416 12609 452 
o. 561 0. 53203 31872 9761 0 81418 533 0. 84672 35012 76506 06683 799 
o. 562 0. 53287 96446 41195 26300 543 0. 84619 10448 16165 29136 481 
o. 563 0. 53372 55691 05179 47726 585 0. 84565 77421 64850 21564 438 
0. 564 0. 53457 09598 43639 06347 607 0. 84512 35938 55863 44654 991 

o. 565 0. 53541 58160 11183 35362 572 0. 84458 86004 23353 24855 579 
o. 566 0. 5 3626 01367 62956 25057 521 0. 84405 27624 02313 00958 945 
o. 567 0. 53710 39212 54637 07291 168 0. 84351 60803 28580 70603 796 
o. 568 0. 53794 71686 42441 39926 969 0. 84297 85547 38838 36691 011 
o. 569 0. 53878 98780 83121 91211 553 0. 84244 01861 70611 53715 445 

o. 570 0. 53963 20487 33969 24099 446 0. 84190 09751 62268 74013 376 
o. 571 0. 54047 36797 52812 80524 005 0. 84136 09222 53020 93925 658 
o. 572 0. 54131 47702 98021 65614 465 0. 84082 00279 82920 99876 632 
o. 573 0. 54215 53195 28505 31859 028 0. 84027 82928 92863 14368 839 
o. 574 0. 54299 53266 03714 63213 905 0. 83973 57175 24582 41893 605 

o. 575 0. 54383 47906 83642 59158 222 0. 83919 23024 20654 14757 543 
o. 576 0. 54467 37109 28825 18694 718 0. 83864 80481 24493 38825 019 
o. 577 0. 54551 20865 00342 24296 136 0. 83810 29551 80354 39176 658 
o. 578 0. 54634 99165 59818 25797 231 0. 83755 70241 33330 05683 918 
o.  579 0. 54718 72002 69423 24232 321 0. 83701 02555 29351 38499 807 

o. sao 0. 54802 39367 91873 55618 270 0. 83646 26499 15186 93465 789 
o. 581 0. 54886 01252 90432 74682 851 0. 83591 42078 38442 27434 927 
o. 582 0. 54969 57649 28912 38538 382 0. 83536 49298 47559 43511 337 
o. 583 0. 55053 08548 71672 90300 563 0. 83481 48164 91816 36205 988 
o. 584 0. 55136 53942 83624 42652 424 0. 83426 38683 21326  36508 907 

o. 585 0. 55219 93823 30227 61353 309 0. 83371 20858 87037 56877 861 
o. 586 0. 55303 28181 77494 48692 799 0. 83315 94697 40732 36143 543 
o. 587 0. 55386 57009 91989 26889 504 0. 83260 60204 35026 84331 337 
o. 588 0. 55469 80299 40829 21434 637 0. 83205 17385 23370 27 399 720 
o. 589 0, 55552 98041 91685 44380 278 0. 83149 66245 60044 51895 332 

0. 590 0. 55636 10229 12783 77572 254 0. 83094 06791 00163 49524 800 
o. 591 0. 55719 16852 72905 55827 556 0. 83038 39026 99672 61643 346 
o. 592 0. 55802 17904 41388 5 0056 192 0. 82982 62959 15348 23660 255 
o. 593 0. 55885 13375 88127 50327 409 0, 82926 78593 04797 09361 243 
o. 594 0. 55968 03258 83575 48880 201 0. 82870 85934 26455 75147 786 

0. 595 0. 56050 87544 98744 23078 004 0. 82814 84988 39590 04193 468 
o. 596 0. 56133 66226 05205 18307 516 0. 82758 75761 04294 50517 407 
o. 597 0. 56216 39293 75090 30821 541 0. 82702 58257 81491 82974 799 
o. 598 0. 56299 06739 81092 90525 792 0. 82646 32484 32932 29164 660 
0. 599 0. 56381 68555 96468 43709 545 0. 82589 98446 21193 19254 799 

o. 600 0. 56464 24733 95035 35720 095 0, 82533 56149 09678 29724 095 

[( -78)7] [( -:)1 ] 
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Table 4.6 

X 

o. 600 
o. 601 
o. 602 
o. 603 
o. 604 

o. 605 
o. 606 
o. 607 
0. 608 
o. 609 

o. 610 
o. 611 
o. 612 
o. 613 
o. 614 

o. 615 
o. 616 o. 617 
o. 618 
o. 619 

o. 620 
o. 621 
o. 622 
o. 623 
o. 624 

o. 625 
o. 626 
o. 627 o. 628 
o. 629 

o. 630 
o. 631 
o.  632 
o. 633 
0. 634 

o. 635 
o. 636 o. 637 
o. 638 
o. 639 

o. 640 
0. 641 o. 642 
o. 643 
o. 644 

o. 645 
0. 646 
0. 647 
o. 648 
o. 649 

o. 650 

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

CIRC�'LAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

Sill X 

0. 56464 24733 95035 35720 095 
0. 56546 75265 51175 93580 897 
0. 56629 20142 39837 08553 336 
0. 56711 59356 36531 18642 028 
0. 56793 92899 17336 91043 574 

0. 56876 20762 58900 04538 687 
0. 56958 42938 38434 31827 607 
0. 57040 59418 33722 2 1808 719 
0. 57122 70194 23115 81800 299 
0. 57204 75257 85537 59705 30 0 

0. 57286 74601 00481 26119 098 
0. 57368 68215 48012 56380 111  
0. 57450 56093 08770 12563 221 
0. 57532 38225 63966 25415 904 
0. 57614 14604 95387 76236 989 

0. 57695 85222 85396 78697 975 
0. 57777 50071 16931 60606 809 
0. 57859 09141 73507 45614 047 
0. 57940 62426 39217 34861 330  
0. 58022 0991 6  98732 88572 073 

0. 58103 51605 37305 07584 296 
0. 58184 87483 40765 14825 522 
0. 58266 17542 95525 36729 641 
0. 58347 41775 88579 84595 681 
0. 58428 60174 07505 35888 387 

0. 58509 72729 40462 15480 540 
0. 58590 79433 76194 76836 923 
0. 58671 80279 04032 83139 861 
0. 58752 75257 1 3891 88356 252 
0. 58833 64359 96274 18246 006 

0. 58914 47579 42269 51311 811 
0. 5 8995 24907 43555 99690 151 
0. 59075 96335 92400 89983 484 
0. 59156 61856 81661 44033 509 
0. 59237 21462 04785 59635 440 

0. 59317 75143 55812 91193 198 
0. 59398 22893 29375 30315 454 
0. 59478 64703 20697 86352 425 
0. 59559 00565 25599 66873 364 
0. 59639 30471 40494 58084 641 

0. 59719 54413 62392 05188 355 
0. 59799 72383 88897 92681 375 
0. 59879 84374 18215 24594 757 
0. 59959 90376 49145 04673 426 
0. 60039 90382 81087 16496 070 

0. 60119 84385 14041 03535 151 
0. 60199 72375 48606 49156 949 
0. 60279 54345 85984 56561 576 
0. 60359 30288 27978 28662 868 
0. 60439 00194 76993 47908 070 

0. 60518 64057 36039 56037 252 

c(-�)SJ 

COS X 

0. 82533 56149 09678 29724 095 
0. 82477 05598 62617 27022 123 
0. 82420 46800 45065 11 146 193 
0. 82363 79760 22901 59135 858 
0. 82307 04483 62830 68484 934 

0. 82250 20976 32380 00471 1 1 6  
0. 82193 29243 99900 23403 216 
0. 82136 29292 34564 55786 102 
0. 82079 21127 06368 09403 380 
0. 82022 04753 86127 32317 893 

0. 81964 80178 45479 51790 075 
0. 81907 47406 56882 17114 225 
0. 81850 06443 93612 42372 770 
0. 81792 57296 29766 49108 549 
0. 81734 99969 40259 08915 198 

0. 81677 34469 00822 85945 685 
0. 81619 60800 88007 79339 051 
0. 81561 78970 79180 65565 411 
0. 81503 88984 52524 40689 288 
0. 81445 90847 87037 62551 318 

0. 81387 84566 62533 92868 400 
0. 81329 70146 59641 39252 335 
0. 81271 47593 59801 97147 027 
0. 81213 16913 45270 91684 290 
0. 81154 78111 99116 19458 331 

0. 81096 31195 05217 90218 953 
0. 81037 76168 48267 68483 556 
0. 80979 13038  1 3768 15067 973 
0. 80920 41809 88032 28536 214 
0. 80861 62489 58182 86569 178 

0. 80802 75083 12151 87252 371 
0. 80743 79596 38679 90282 722 
0. 80684 76035 27315 58094 522 
0. 80625 64405 68414 96904 569 
0. 80566 44713 53140 97676 566 

0. 80507 16964 73462 77004 837 
0. 80447 81165 22155 17917 411 
0. 80388 37320 92798 10598 548 
0. 80328 85437 79775 93030 752 
0. 80269 25521 78276 91556 338 

0. 80209 57578 84292 61358 611 
0. 80149 81614 94617 26862 715 
0. 80089 97636 06847 22056 216 
0. 80030 05648 19380 30729 469 
0. 79970 05657 31415 26635 842 

o. 79909 97669 42951 1 3571 848 o. 79849 81690 54786 65377 243 o. 79789 57726 68519 65855 159 o. 79729 25783 86546 48612 327 
o. 79668 85868 12061 36819 444 

o. 79608 37985 49055 82891 760 

[(-pl] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 
o. 650 0, 60518 64057 36039 56037 252 0. 79608 37985 49055 82891 760 
o. 651 0, 60598 2 1868 08730 33782 358 o. 79547 82142 02318 08089 927 
o.  652 0. 60677 73618 99284 80505 818 o. 79487 18343 77432 42041 183 
o. 653 0. 60757 19302 12527 93778 646 o. 79426 46596 80778 62180 929 
o. 654 0. 60836 58909 53891 48897 929 o. 79365 66907 19531 33114 757 

o. 655 0. 60915 92433 29414 78343 652 0. 79304 79281 01659 45900 987 
o. 656 0. 60995 19865 45745 51 174 755 o. 79243 83724 35925 57253 785 
o. 657 0. 61074 41198 10140 52364 359 o. 79182 80243 31885 28666 909 
o. 658 0. 61153 56423 30466 62074 073 o. 79121 68843 99886 65458 154 
o.  659 0. 61232 65533 15201 34867 307 o. 79060 49532 51 069 55734 550 

o. 660 0. 61311 68519 73433 78861 515 o. 78999 22314 97365 09278 382 
o. 661 0. 61390 65375 14865 34819 272 0. 78937 87197 51494 96354 080 
o. 662 0. 61469 56091 49810 55178 137 o. 78876 44186 26970 86436 061 
o. 663 0. 61548 40660 89197 83019 186 o. 78814 93287 38093 86857 558 
o. 664 0. 61627 19075 44570 30974 165 o. 78753 34506 99953 81380 523 

o. 665 0. 61705 91327 28086 60071 171 0. 78691 67851 28428 68686 643 
o. 666 0. 61784 57408 52521 58518 785 0. 78629 93326 40184 00789 551 
o. 667 0. 61863 17311 31267 20428 576 o. 78568 10938 52672 2 1368 279 
o. 668 0. 61941 71027 78333 24475 901 0. 78506 20693 84132 04022 017  
o. 669 0, 62020 18550 08348 12498 919 o. 78444 22598 53587 90446 244 

o. 670 0. 62098 59870 36559 68035 744 o. 78382 1 6658 80849 28530 294 
0. 671 0. 62176 94980 78835 94799 654 o. 78320 02880 86510 10376 414 
o. 672 0. 62255 23873 51665 95092 281 0. 78257 81270 91948 10240 374 
o. 673 0. 62333 46540 72160 48154 700 0.  78195 51835 19324 22393 698 
o. 674 0, 62411 62974 58052 88456 349 o. 78133 14579 91581 98907 578 

o. 675 0. 62489 73167 27699 83921 682 o. 78070 69511 32446 87358 526 
o.  676 0. 62567 77111 00082 14094 496 o. 78008 16635 66425 68455 830 
o. 677 0. 62645 74797 94805 482 39 849 o. 77945 55959 18805 93590 877 
o. 678 0. 62723 66220 32101 23383 477 o. 77882 87488 15655 22308 414 
o. 679 0. 62801 51370 32827 22288 658 o. 77820 11228 83820 59699 786 

0. 680 0. 62879 30240 18468 51370 418 o. 77757 27187 50927 93718 239 
o. 681 0. 62957 02822 11138 18547 018 o. 77694 35370 45381 32416 339 
0. 682 0. 63034 69108 33578 11028 644 o. 77631 35783 96362 41105 566 
0. 683 0. 63112 29091 09159 73043 2 07 o. 77568 28434 33829 79438 156 
0. 684 0. 63189 82762 61884 83499 197 o. 77505 13327 88518 38411 247 

o. 685 0. 63267 30115 16386 33585 498 o. 77441 90470 91938 77293 390 
o. 686 0. 63344 71140 97929 04308 084 0. 77378 59869 76376 60473 500 
o. 687 0. 63422 05832 32410 43963 542 o. 77315 2 1530 74891 94232 293 
0. 688 0. 63499 34181 46361 45549 306 o. 77251 75460 21318 63436 286 
o. 689 0. 63576 56180 66947 24110 566 o. 77188 21664 50263 68154 418 

o. 690 0. 63653 71822 21967 94023 743 0. 77124 60149 97106 60197 354 
D. 691 0. 63730 81098 39859 46216 467 D. 77060 90922 97998 79579 541 
o. 692 0. 63807 84001 49694 25323 984 0. 76997 13989 89862 90904 069 
o. 693 0. 63884 80523 81182 06781 899 0. 76933 29357 10392 19670 418 
0. 694 0. 63961 70657 64670 73855 2DO o .  76869 37030 98D49 �8505 132 

D .  695 0. 64038 54395 31146 946D3 464 o. 76805 37017 92068 53315 502 
o. 696 0. 64115 31729 12236 98782 185 o. 76741 29324 32449 39366 321 
o. 697 0. 64192 02651 40207 54680 136 D. 76677 13956 59961 77279 757 
o. 698 0. 64268 67154 47966 45892 698 0. 76612 90921 16142 38958 434 
D. 699 0. 64345 25230 69063 48031 063 o. 76548 60224 43294 73431 759 

D.  700 0. 64421 76872 37691 05367 261 0. 76484 21872 84488 42625 586 

[(-:)8] [( -p l] 
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Table 4.6 CIRCL'LAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X Sill X COS X 

o. 700 0. 64421 76872 37691 05367 261 o. 76484 21872 84488 42625 586 
o. 701 0. 64498 22071 88685 07414 902 o. 76419 75872 83558 57055 252 
o. 702 0. 64574 60821 57525 65445 583 o. 76355 22230 85105 11442 075 
o. 703 0. 64650 93113 80337 88940 870 o. 7629 0 60953 34492 2 0253 368 
o. 704 0. 64727 18940 93892 61979 783 o. 76225 92046 77847 53166 023 

o. 705 0. 64803 38295 35607 19561 705 o. 76161 15517 62061 70453 752 
o. 706 0. 64879 51169 43546 23864 641 0. 76096 31372 34787 58298 030 
o. 707 0. 64955 57555 56422 40438 747 o. 76031 39617 44439 64022 815 
o. 708 0. 65031 57446 13597 14335 062 0. 75966 40259 40193 31253 107 
o. 709 0. 65107 50833 55081 46169 354 o. 75901 33304 71984 34997 406 

o. 710 0. 65183 37710 21536 68121 013 o. 75836 18759 90508 16654 146 
o. 711 0. 65259 18068 54275 19866 915 o. 75770 96631 47219 18942 159 
o. 712 0. 65334 91900 95261 24450 173 o. 75705 66925 94330 20755 235 
o. 713 0. 65410 59199 87111 64083 709 o.  75640 29649 84811 71940 852 
o. 714 0. 65486 19957 73096 55888 565 o. 75574 84809 72391 28003 128 

o. 715 0. 65561 74166 97140 27566 883 0. 75509 32412 11552 84730 074 
o. 716 0. 65637 21820  03821 93009 463 o. 75443 72463 57536 12745 203 
o.  717 0. 65712 62909 38376 27837 851 o. 75378 04970 66335 91983 563 
o. 718 0. 65787 97427 46694 44880 853 o. 75312 29939 94701 46092 263 
0. 719 0. 65863 25366 75324 69585 417 o. 75246 47378 00135 76755 558 

o. 720 0. 65938 46719 71473 15361 BOO o. 75180 57291 40894 97944 549 
o. 721 0. 66013 61478 83004 58862 952 o. 75114 59686 75987 70091 576 
o. 722 0. 66088 69636 58443 15198 027 0. 75048 54570 65174 34189 363 
o. 723 0. 66163 71185 46973 13079 967 0. 74982 41949 68966 45814 983 
o. 724 0. 66238 66117 98439 69907 065 o. 74916 21830 48626 09078 707 

o. 725 0. 66313 54426 63349 66778 441 o. 74849 94219 66165 10497 806 
o. 726 0. 66388 36103 92872 23443 354 0. 74783 59123 84344 52795 369 
0. 727 0, 66463 11142 38839 73184 280 o. 74717 16549 66673 88624 209 
o. 728 0. 66537 79534 53748 37633 666 o. 74650 66503 77410 54215 910 
o. 729 0. 66612 41272 90759 01524 309 o. 74584 08992 81559 02955 103 

o. 730 0. 66686 96350 03697 87373 259 o. 74517 44023 44870 38879 013  
o .  731 0. 66761 44758 47057 30099 195 o. 74450 71602 33841 50102 364 
0. 732 0. 66835 86490 75996 51573 181 o. 74383 91736 15714 42167 693 
o. 733 0. 66910 2 1539 46342 35102 739 o. 74317 04431 58475 71321 153 
o.  734 0. 66984 49897 14589 99849 159 0. 74250 09695 30855 77713 862 

o. 735 0. 67058 71556 37903 75177 973 0. 74183 07534 02328 18528 866 
o. 736 0. 67132 86509 74117 74942 523 o. 74115 97954 43109 01033 791 
o. 737 0. 67206 94749 81736 71700 537 o. 74048 80963 24156 15559 237 
o. 738 0. 67280 96269 19936 70863 650 o. 73981 56567 17168 68402 998 
o. 739 0, 67354 91060 48565 84779 796 o. 73914 24772 94586 14660 158 

o. 740 0. 67428 79116 28145 06748 388 o. 73846 85587 29587 90979 142 
0. 741 0. 67502 60429 19868 84968 216 o. 73779 39016 96092 48243 787 
o. 742 0. 67516 34991 85605 96417 996 0. 73711 85068 68756 84181 492 
0. 743 0. 67650 02796 87900 20669 485 o. 73644 23749 22975 75897 532 
o. 744 0. 67723 63836 89971 13633 096 o. 73576 55065 34881 12335 582 

o. 745 0. 67797 18104 55714 81235 936 o. 73508 79023 81341 26664 537 
o. 746 0. 67870 65592 49704 53032 193 0. 73440 95631 39960 28591 681 
o. 747 0. 67944 06293 37191 55745 803 o.  73373 04894 89077 36602 285 
0. 748 0. 68017 40199 84105 86745 313 o. 73305 06821 07766 10125 695 
o. 749 0. 68090 67304 57056 87450 880 o. 732 37 01416 75833 81627 975 

o. 750 0. 68163 87600 23334 16673 324 o. 73168 88688 73820 88631 184 

[<-�)9] [<-pi] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 
X 

o. 750 
o. 751 
o. 752 
o. 753 
a. 754 

a. 755 
a. 756 
a. 757 
o. 758 
a. 759 

o. 760 
o. 761 
o. 762 
o. 763 
o. 764 

o. 765 
o. 766 
o. 767 
o. 768 
o. 769 

o. 770 
o. 771 
o. 772 
o. 773 
o. 774 

0. 775 
o. 776 
o. 777 
o. 778 
o. 779 

o. 780 
o. 781 
o. 782 
o. 783 
a. 784 

o. 785 
o. 786 
o. 787 
o. 788 
o. 789 

o. 790 
0. 791 
o. 792 
o. 793 
o. 794 

a. 795 
a. 796 
a. 797 
o. 798 
o. 799 

0, BOO 

sin x 

a. 68163 87600 2 3334 16673 324 
0. 68237 01079 50908 23885 163 
0. 683 10 07735 08431 22423 554 
0, 68383 07559 65237 62625 080 
0. 68456 00545 91345 04892 285 

a. 68528 86686 57454 92691 917 
0. 68601 65974 34953 25484 772 
0. 68674 38401 95911 31587 089 
0, 68747 03962 13086 40963 419 
0. 68819 62647 59922 57950 885 

a. 68892 14451 1 0551 33914 776 
0. 68964 59365 39792 39835 383 
0. 69036 97383 23154 38826 030 
a. 69109 2 8497 36835 58582 200 
0. 69181 52700 57724 63761 700 

0. 69253 69985 63401 28295 794 
0. 69325 80345 32137 07631 223 
0. 69397 83772 42896 1 0903 039 
0. 69469 80259 75335 73038 195 
0. 69541 698aO a9807 26789 802 

a. 69613 52386 27356 74701 988 
0. 69685 28011 09725 61005 296 
0. 69756 96667 39351 43442 524 
0. 69828 58347 99368 65024 972 
0. 69900 1 3045 73609 25718 983 

0. 69971 60753 46603 54a62 747 
a. 70043 01464 03580 78713 256 
a. 70114 35170 30469 99923 379 
o. 70185 61865 13900 60948 949 
o. 70256 81541 41203 19385 818 

o. 70327 94192 a041a 18436 790 
o. 70398 99809 80256 58108 374 
o. 70469 98387 70180 66337 280 
o. 70540 89918 60324 70046 581 
o. 70611 74395 41535 66131 480 

o. 70682 51811 05365 92374 614 
o. 70753 22158 44073 98290 801 
o. 70823 85430 50625 15901 193 
0. 70894 41620 18692 30436 730 
o. 70964 90720 42656 50970 857 

o. 71035 32724 17607 80981 403 
0. 71105 67624 39345 88841 574 
o. 71175 95414 04380 78239 979 
0. 71246 16086 09933 58529 620 
o. 71316 29633 53937 15005 776 

o. 71386 36049 35036 79112 713  
o .  71456 35326 52590 98579 148  
o .  71526  27458 06672 07482 391 
o. 71596 12436 98066 96241 1 09 
o. 71665 90256 28277 81536 630 

o. 71735 60908 99522 76162 718 

[(-�)9] 

COS X 

o. 73168 88688 73820 88631 184 
0. 73100 68643 83000 05659 342 
o. 73032 41288 85375 76111 160 
o. 72964 06630 63683 44059 608 
o. 72895 64676 01 388 85978 367 

o. 72827 15431 82687 42395 268 
o. 72758 58904 92503 49472 750 
o. 72689 95102 16489 70515 436 
0. 72621 24030 41026 274a4 867 
o. 72552 45696 53220 31961 494 

o. 72483 60107 40905 17233 969 
0. 72414 67269 92639 68715 814 
o. 72345 67190 97707 55489 548 
o. 72276 59877 46116 61298 318 
o. 72207 45336 28598 15545 123 

o. 72138 23574 36606 24219 693 
o. 72 068 94598 62317 00753 084 
0. 71999 58415 98627 96800 072 
o. 71930 15033 39157 32949 41 0 
o. 71860 64457 78243 29362 010  

o. 71791 06696 10943 36337 129  
o. 71721  41755 33033  64806 626 
o. 71651 69642 41008 16757 355 
o. 71581 90364 32078 15581 770 
o. 71512 03928 04171 36356 807 

o. 71442 10340 55931 36051 1 17  
o .  71372 09608 86716 83660 709 
o. 71302 01739 96600 90273 093 
0.  71231 86740 86370 39059 972 
o. 71161 64618 57525 15198 564 

o. 71091 35380 12277 35721 626 
o. 71020 99032 53550 79296 2 39 
o. 70950 55582 84980 15931 435 
o. 70880 05038 10910  36614 737 
o. 70809 47405 36395 82877 671 

o.  70738 82691 67199 76290 330 
o. 70668 10904 09793 47885 059 
o. 70597 32049 71355 67509 330 
o.  70526 46135 59771 73107 880 
o. 70455 53168 83632 99934 173  

o .  70384 53156 52236  09691 278  
o. 70313  46105 75582 19602 208  
o .  70242 32023  64376 31409 812 
o. 70171 1 0917 30026 60306 275 
0. 70099 82793 84643 63792 314  

o .  70028  47660 41039 70466 123 
0. 69957 05524 12728 08742 151  
0. 69885 56392 13922 35499 779 
0. 69814 00271 59535 64661 971  
0. 69742 37169 65179 95703 964 

0. 69670 67093 47165 42092 0 75 

[( -78)9] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X 

o. 800 
o. 801 
o. 802 
o. 803 
o. 804 

o. 805 
o. 806 
o. 807 
0. 808 
o. 809 

o. 810 
o. 811 
o. 812 
o. 813 
0. 814 

o. 815 
o. 816 
o. 817 
o. 818 
o.  819 

o. 82 0 
o. 821 
0. 822 
o. 823 
o. 824 

o. 825 
o. 826 
o. 827 
o. 828 
o. 829 

o. 830 
o. 831 
o. 832 
o. 833 
o. 834 

o. 835 
o. 836 
o. 837 
o. 838 
o. 839 

o. 840 
o. 841 
o. 842 
o. 843 
o. 844 

o. 845 
o. 846 
0. 847 
o. 848 
o. 849 

o. 850 

Sill X 

o. 71735 60908 99522 76162 718 
o. 71805 24388 14736 58803 753 
o. 71874 80686 77571 43741 255 
o. 71944 29797 92397 50488 651 
o. 72013  71714 64303 73354 263 

o. 72083 06429 99098 50932 396 
o. 72152 33937 03310 35522 503 
o. 72221 54228 84188 62476 322 
o. 72290 67298 49704 19472 935 
o. 72359 73139 08550 15721 677 

o. 72428 71743 70142 51092 818 
o. 72497 63105 44620 85175 959 
o. 72566 47217  42849 06266 069 
o. 72635 24072 76416 00277 085 
o. 72703 93664 57636 19583 027 

o. 72772 55985 99550 51786 534 
0. 72841 11030 15926 88414 775 
o.  72909 58790 21260 93542 651 
o.  72977 99259 3 0776 72343 223 
o. 73046 32430 60427 39565 302 

o. 73114 58297 26895 87938 131 
o. 73182 76852 47595 56503 084 
o. 73250 88089 40670 98872 320 
o. 73318 92001 24998 51414 329 
o. 73386 88581 20187 01366 283 

o. 73454 77822 46578 54873 150 
o. 73522 59718 25249 04953 477 
o. 73590 34261 78008 99391 793 
0. 73658 01446 2 7404 08557 557 
o. 73725 61264 96715 93150 579 

o. 73793 13711 09962 71872 858 
o. 73860 58777 91899 89026 752 
o. 73927 96458 68020 82039 434 
o. 73995 26746 64557 48913 544 
o. 74062 49635 08481 15603 989 

o. 74129 65117 27503 03320 808 
o. 74196 73186 50074 95758 049 
o. 74263 73836 05390 062 48 576 
o. 74330 67059 23383 44844 755 
o. 74397 52849 34732 85324 932 

o. 74464 31199 70859 32125 657 
o. 74531 02103 63927 87199 577 
o. 74597 65554 46848 16798 923 
o. 74664 2 1545 53275 18184 539 
o. 74730 70070 17609 86260 385 

o. 74797 11121 74999 80133 429 
o. 74863 44693 61339 89598 886 
D. 74929 70779 13273 01550 724 
0. 74995 89371 68190 66317 368 
o. 75062 00464 64233 63922 547 

0. 75128 04051 40292 70271 207 
[( -78)9] 

COS X 

0. 69670 67093 47165 42092 075 
0. 69598 90050 22499 59652 695 
0. 69527 06047 08886 74871 538 
0. 69455 15091 24727 13123 218 
0. 69383 1 7189 89116 26831 236 

0. 69311 12350 21844 23558 425 
0. 69239 00579 43394 94027 956 
0. 69166 81884 74945 40074 951 
0. 69094 56273 38365 02528 784 
0. 69022 23752 56214 89026 151 

0. 68949 84329 51747 01754 964 
0. 68877 38011 48903 65129 158 
0. 68804 84805 72316 53394 472 
0. 68732 24719 47306 18165 280 
0. 68659 57759 99881 15892 545 

0. 68586 83934 56737 352 62 969 
0. 68514 03250 45257 24529 414 
0. 68441 15714 93509 18772 652 
0. 68368 21335 30246 67094 544 
0. 68295 20118 84907 59742 692 

0. 68222 12 072 8761 3 55166 656 
0. 68148 97204 69169 07005 802 
0. 68075 75521 61060 91008 857 
0. 68002 47030 95457 31885 2 32 
0. 67929 11740 05207 30088 213 

0. 67855 69656 23839 88530 058 
0. 67782 20786 85563 39229 106 
0. 67708 65139 25264 69888 949 
0. 67635 02720 78508 50409 750 
0. 67561 33538 81536 59331 781 

0. 67487 57600 71267 1 0211 246 
0. 67413 74913 85293 77928 481 
0. 67339 85485 61885 24928 580 
0. 67265 89323 39984 2 7394 537 
0. 67191 86434 592 07 01352 983 

0. 67117 76826 59842 28712 570 
0. 67043 60506 82850 83235 098 
0. 66969 37482 69864 56439 445 
0. 66895 07761 63185 83438 385 
0. 66820 71351 05786 68708 357 

0. 66746 28258 41308 11792 267 
0. 66671 78491 14059 329 35 396 
0. 66597 22056 69016 98654 482 
0. 66522 58962 51824 47240 065 
0. 66447 89216 08791 14192 152 

0. 66373 12824 86891 57589 286 
0. 66298 29796 33764 83391 100 
0. 66223 40137 97713 70674 409 
0. 66148 43857 27703 96802 946 
0. 66073 40961 73363 62530 783 

0. 65998 31458 84982 17039 542 c( -�)9J 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X 

o. 850 
o. 851 
o. 852 
o. 853 
o. 854 

o. 855 
o. 856 
o. 857 
o.  858 
o. 859 

o. 860 
o. 861 
o. 862 
o. 863 
o. 864 

o. 865 
0. 866 
o. 867 
o. 868 
o. 869 

o. 870 
o. 871 
o. 872 
o. 873 
0. 874 

o. 875 
o. 876 
o. 877 
0. 878 
0. 879 

o. 880 
o. 881 
o. 882 
0. 883 
o. 884 

o. 885 
o. 886 
o. 887 
o. 888 
o. 889 

o. 890 
o. 891 
o. 892 
o. 893 
o. 894 

o. 895 
o. 896 
o. 897 
o. 898 
o. 899 

o. 900 

sin x 

o. 75128 04051 40292 70271 207 
o. 75194 00125 36009 23260 432 
o. 75259 88679 91775 88815 295 
o. 75325 69708 48737 26849 594 
o. 75391 43204 48790 57151 380 

o. 75457 09161 34586 25193 237 
o. 75522 67572 49528 67867 227 
0. 75588 18431 37776 79144 450 
o. 75653 61731 44244 75659 143 
o. 75718 97466 14602 62217 260 

o. 75784 25628 95276 97229 459 
o. 75849 46213 33451 58068 441 
o. 75914 59212 77068 06350 566 
o. 75979 64620 74826 53141 684 
o. 76044 62430 76186 24087 122 

0. 76109 52636 31366 24465 750 
o. 76174 35230 91346 04168 073 
0. 76239 10208 0 7866 22598 272 
o. 76303 77561 33429 13500 144 
o. 76368 37284 21299 49706 858 

o. 76432 89370 25505 07814 480 
o. 76497 33813 00837 32779 191 
o. 76561 70606 02852 02438 134 
o. 76625 99742 87869 91953 834 
o. 76690 21217  12977 38182 1 14 

o. 76754 35022 36027 03963 458 
o. 76818 41152 15638 42337 736 
o. 76882 39600 11198 60682 252 
o. 76946 30359 82862 84773 027 
o. 77010 13424 91555 22769 271 

o. 77073 88788 98969 29120 965 
o. 77137 56445 67568 68399 506 
o. 77201 16388 60587 79051  337 
o. 77264 68611 42032 37074 497 
o. 77328 13107 76680 19618 049 

0. 77391 49871 30081 68504 290 
o. 77454 78895 68560 53673 706 
o.  77518 00174 59214 36552 600 
o. 77581 13701 69915  33343 321 
o. 77644 19470 69310 78237 045 

o. 77707 1 7475 26823 86549 033 
o. 77770 07709 12654 17776 316 
o. 77832 90165 97778 38577 722 
o. 77895 64839 53950 85676 2 1 1  
o .  77958 31723 53704 28683 432 

0. 78020 90811 7 0350 32846 443 
o. 78083 42097 77980 21716 548 
o. 78145 85575 51465 39740 163 
o. 78208 21238 66458 14771 667 
o. 78270 49080 99392 20508 171  

0.  78332 69096 27483 38846 1 38 

[<-pl] 

COS X 

0. 65998 31458 84982 17039 542 
0. 65923 15356 13509 82909 449 
0. 65847 92661 10556 81024 321 
0. 65772 63381 28392 55410 547 
0. 65697 27524 19944 98010 152 

0. 65621 85097 38799 73388 013 
0. 65546 36108 39199 43373 300 
0. 65470 80564 76042 91635 218 
0. 65395 18474 04884 48193 134 
0. 65319 49843 81933 13861 148 

0. 65243 74681 64051 84627 203 
0. 65167 92995 08756 75966 794 
0. 65092 04791 74216 47091 357 
0. 65016 1 0079 19251 25131 418 
0. 64940 08865 03332 29254 574 

0. 64864 01156 86580 94718 373 
0. 64787 86962 29767 96858 196 
0. 64711 66288 94312 75010 176 
0. 64635 39144 42282 56369 276 
0. 64559 05536 36391 79782 561 

0. 64482 65472 40001 19477 766 
0. 64406 18960 17117 08727 234 
0. 64329 66007 32390 63447 280 
0. 64253 06621 51117 05733 091 
0. 64176 40810 39234 87329 2 02 

0. 64099 68581 63325 13035 656 
0. 64022 89942 90610 64049 903 
0. 63946 04901  88955 21244 528 
0. 63869 1 3466 26862 88380 872 
0. 63792 15643 73477 15258 639 

0. 63715 11441 98580 20801 550 
0. 63638 00868 72592 16079 131  
0. 63560 83931 66570 27264 710  
0. 63483 60638 52208 18529 695 
0. 63406 30997 01835 14874 218 

0. 63328 95014 88415 24894 213  
0. 63251 52699 85546 63485 020 
0. 63174 04059 67460 74481 571 
0. 63096 49102 09021 53235 256 
0. 63018 87834 85724 69127 530 

0. 62941 20265 73696 88020 355 
0. 62863 46402 49694 94643 540 
0. 62785 66252 91105 14919 057 
0. 62707 79824 75942 38222  428 
0. 62629 87125 82849 39581 242 

0. 62551 88163 91096 01810 880 
0. 62473 82946 80578 37587 545 
0. 62395 71482 31818 11458 656 
0. 62317 53778 25961 61790 683 
0. 622 39 29842 44779 22654 524 

0. 62160 99682 70664 45648 472 

[<-�l8J 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

0, 900 o. 78332 69096 27483 38846 138 0. 62160 99682 70664 45648 472 
o. 901 0. 78394 81278 28730 22159 796 0. 62082 63306 86633 21658 870 
o. 902 o. 78456 85620 81914 55501 279 0. 62004 20722 76323 02558 530 
o. 903 0. 78518 82117 66602 18722 439 0. 61925 71938 23992 22842 983 
o. 904 0. 78580 70762 63143 48518 260 0. 61847 16961 14519 212 04 658 

0. 905 o. 78642 51549 52674 00391 817 0. 61768 55799 33401 62045 040 
o. 906 o. 78704 24472 17115 10540 713 0. 61689 88460 66755 56924 921 
0, 907 o. 78765 89524 39174 57664 940 0. 61611 14953 01314 85952 792 
0. 908 o. 78827 46700 02347 24696 094 0. 61532 35284 24430 19111 466 
0. 909 o. 78888 95992 90915 60447 888 0. 61453 49462 24068 37523 020 

o.  910 0. 78950 37396 89950 41187 896 0. 61374 57494 88811 54652 118 
o.  911 o. 79011 70905 85311 32130 474 0. 61295 59390 07856 37447 803 
o. 912 o. 79072 96513 63647 48850 789 0. 61216 55155 71013 27423 839 
o. 913 o. 79134 14214 12398 18619 897 0. 61137 44799 68705 61677 674 
o. 914 o. 79195 24001 19793 41660 812 0. 61058 28329 91968 93848 110 

o. 915 o. 79256 25868 74854 52325 499 0, 60979 05754 32450 15011 758 
o. 916 o. 79317 19810 67394 80192 738 0. 60899 77080 82406 74518 350 
o. 917 o. 79378 05820 88020 11086 785 0. 60820 42317 34706 00764 999 
o. 918 o. 79438 83893 2 8129 48016 785 0, 60741 01471 82824 2190� 476 
o. 919 o. 79499 54021 79915 72036 860 0. 60661 54552 2 0845 86522 589 

o. 920 o. 79560 16200 36366 03026 828 0, 60582 01566 43462 84179 741 
o. 921 o. 79620 70422 91262 60393 471 0. 60502 42522 45973 65991 745 
o. 922 0. 79681 16683 39183 2 3692 319 0, 60422 77428 24282 65074 984 
o. 923 0. 79741 54975 75501 93169 858 0. 60343 06291 74899 16960 980 
o. 924 o. 79801 85293 96389 50226 129 0. 60263 29120 94936 79945 468 

o. 925 0. 79862 07631 98814 17797 639 0. 60183 45923 82112 55377 �43 
o. 926 o. 79922 21983 80542 20660 537 0. 60103 56708 34746 07885 466 
0, 927 o. 79982 28343 40138 45653 978 0. 60023 61482 51758 85549 703 
0. 928 0. 80042 26704 76967 01823 638 0. 59943 60254 32673 40005 791 
0. 929 0. 80102 17061 91191 80485 294 0. 59863 53031 77612 46494 584 

0, 930 0, 80161 99408 83777 15208 432 0. 59783 39822 87298 23849 491 
o. 931 0. 80221 73739 56488 41719 806 0. 59703 20635 63051 54424 260 
o. 932 0. 80281 40048 11892 57726 899 0. 59622 95478 06791 03960 905 
o. 933 0, 80340 98328 53358 82661 218 0. 59542 64358 21032 41397 846 
o. 934 0, 80400 48574 85059 17341 371 0, 59462 27284 08887 58618 345 

o. 935 0. 80459 90781 11969 03555 863 0. 59381 84263 74063 90139 324 
o .  936 0. 80519 24941 39867 83565 545 0, 59301 35305 20863 32740 634 
o. 937 0. 80578 51049 75339 59525 671 0. 59220 80416 54181 65034 867 
o. 938 0. 80637 69100 25773 52827 488 0, 59140 19605 79507 66977 785 
0. 939 0. 80696 79086 99364 63359 313 0. 59059 52881 02922 39319 443 

o. 940 0. 80755 81004 05114 28687 022 0. 58978 80?50 31098 22996 099 
o. 941 0. 80814 74845 52830 83153 915 0. 58898 01721 71298 18462 976 
o. 942 0. 80873 60605 53130 16899 872 0. 58817 17303 31375 04967 973 
o. 943 0. 80932 38278 17436 34799 758 0. 58736 27003 19770 59766 388 
0. 944 0. 80991 07857 57982 15321 017 0, 58655 30829 45514 77276 748 

o. 945 0. 81049 69337 87809 69300 383 0. 58574 28790 18224 88177 827 
o. 946 0. 81108 22713 20770 98639 669 0. 58493 20893 48104 78446 913 
o. 947 0. 81166 67977 71528 54920 560 0 . 58412 07147 45944 08339 436 
o. 948 0. 81225 05125 55555 97938 351 0. 58330 87560 23117 31310 012 
o. 949 0. 81283 34150 89138 54154 591 0. 58249 62139 91583 12874 994 

o. 950 o. 81341 55047 89373 75068 542 0. 58168 30894 63883 49416 618 

[(-i) l] c(-�)8J 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

0 • .  950 0. 81341 55047 89373 75068 542 0. 58168 30894 63883 49416 618 
o. 951 0. 81399 67810 74171 95507 433 0. 58086 93832 53142 86928 810 
0. 952 0. 81457 72433 62256 91835 411 0. 58005 50961 73067 39704 748 
o. 953 0. 81515 68910 73166 40081 165 0. 57924 02290 37944 08966 253 
o. 954 0. 81573 57236 27252 73984 145 0. 57842 47826 62640 01435 096 

0. 955 0. 81631 37404 45683 42959 322 0. 57760 87578 62601 47846 300 
o. 956 0, 81689 09409 50441 69980 433 0. 57679 21554 53853 21403 511 
o. 957 0. 81746 73245 64327 09381 654 0, 57597 49762 52997 56176 536 
0. 958 0. 81804 28907 10956 04577 644 0. 57515 72210 77213 65441 113 
o. 959 0. 81861 76388 14762 45701 891 0. 57433 88907 44256 59961 007 

o. 960 0. 81919 15683 00998 27163 322 0. 57351 99860 72456 66212 505 
o. 961 0. 81976 46785 95734 05121 101 0. 57270 05078 80718 44551 395 
o. 962 0. 82033 69691 25859 54877 569 0. 57188 04569 88520 07322 513 
o. 963 0. 82090 84393 19084 28189 263 0. 57105 98342 15912 36911 940 
o. 964 0, 82147 90886 03938 10495 962 0. 57023 86403 83518 03741 923 

0. 965 0. 82204 89164 09771 78067 694 0. 56941 68763 12530 84208 614 
o. 966 0. 82261 79221 66757 55069 656 0. 56859 45428 24714 78562 699 
o. 967 0. 82318 61053 05889 70544 986 0. 56777 16407 42403 28733 004 
o. 968 0. 82375 34652 58985 15315 328 0. 56694 81708 88498 36093 162 
o. 969 0. 82432 00014 58683 98799 136 0. 56612 41340 86469 79171 417 

o. 970 0. 82488 57133 38450 05747 662 0. 56529 95311 60354 31303 653 
o. 971 0. 82545 06003 32571 52898 564 0, 56447 43629 34754 78229 727 
o. 972 0. 82601 46618 76161 45547 087 0. 56364 86302 34839 35633 190 
o. 973 0. 82657 78974 05158 34034 750 0, 56282 23338 86340 66624 480 
o. 974 0. 82714 03063 56326 70155 495 0. 56199 54747 15554 99167 663 

o. 975 0. 82770 18881 67257 63479 226 0. 56116 80535 49341 43450 813 
o. 976 0. 82826 26422 76369 37592 699 0. 56034 00712 15121 09200 110  
0, 977 0, 82882 25681 22907 86257 689 0. 55951 15285 40876 22937 736 
o. 978 0. 82938 16651 46947 29486 397 0. 55868 24263 55149 45183 654 
o. 979 0. 82993 99327 89390 69534 022 0. 55785 27654 87042 87601 358 

o. 980 0. 83049 73704 91970 46808 453 0. 55702 25467 66217 30087 666 
o. 981 0. 83105 39776 97248 95697 028 0. 55619 17710 22891 37806 645 
o. 982 0. 83160 97538 48619 00310 290 0. 55536 04390 87840 78167 757 
o. 983 0. 83216 46983 90304 50142 703 0, 55452 85517 92397 37748 295 
o. 984 0. 83271 88107 67360 95650 254 0. 55369 61099 68448 39160 207 

o.  985 0. 83327 20904 25676 03744 902 0. 55286 31144 48435 57861 376 
o. 986 0. 83382 45368 11970 13205 801 0. 55202 95660 65354 38911 453 
0, 987 0. 83437 61493 73796 90007 262 0. 55119 54656 52753 13672 322 
o. 988 0. 83492 69275 59543 82563 379 0. 55036 08140 44732 16453 272 
0, 989 0. 83547 68708 18432 76889 279 0. 54952 56120 75943 01100 969 

o. 990 0. 83602 59786 00520 51678 926 0. 54868 98605 81587 57534 313 
o. 991 0. 83657 42503 56699 33299 444 0. 54785 35603 97417 28224 252 
o. 992 0. 83712 1 6855 38697 50701 883 0. 54701 67123 59732 24618 647 
o. 993 0. 83766 82835 99079 90248 385 0. 54617 93173 05380 43512 268 
o. 994 0. 83821 40439 91248 50455 694 0. 54534 13760 71756 83362 006 

o. 995 0. 83875 89661 69442 96654 953 0. 54450 28894 96802 60547 375 
o. 996 0. 83930 30495 88741 15567 733 0, 54366 38584 19004 25576 412 
o. 997 0. 83984 62937 05059 69798 245 0. 54282 42836 77392 79237 026 
o. 998 0. 84038 86979 75154 52241 668 0. 54198 41661 11542 88693 907 
o. 999 0. 84093 02618 56621 40408 555 0. 54114 35065 61572 03531 067 

1. 000 0. 84147 09848 07896 50665 250 0. 54030 23058 68139 71740 094 cc-pl] [( -�)7] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 
1. 000 0. 84147 09848 07896 50665 250 0. 54030 23058 68139 71740 094 
1.  001 0. 84201 08662 88256 92390 268 0. 53946 05648 72446 55654 214 
1. 002 0. 84254 99057 57821 22046 578 0. 53861 82844 16233 47828 237 
1. 003 0. 84308 81026 77549 97169 747 0. 53777 54653 41780 86864 465 
1. 004 0. 84362 54565 09246 30271 873 0. 53693 21084 91907 73184 669 

1.  005 0. 84416 19667 15556 42661 273 0. 53608 82147 09970 84748 188 
1. 006 0. 84469 76327 59970 18177 851 0. 53524 37848 39863 92716 262 
1. 007 0. 8452 3  24541 06821 56844 116 0. 53439 88197 26016 77062 668 
1. 008 0. 84576 64302 21289 28431 774 0. 53355 33202 13394 42130 747 
1. 009 0. 84629 95605 69397 2 5943 853 0. 53270 72871 47496 32136 904 

1. 010 0. 84683 18446 18015 19012 310 0. 53186 0721 3  74355 46620 673 
1. 011 0. 84736 32818 34859 07211 051 0. 53101 36237 40537 55841 426 
1. 012 0. 84789 38716 88491 73284 331 0. 53016 59950 93140 16121 808 
1. 013 0. 84842 36136 48323 36290 466 0. 52931 78362 79791 85137 984 
1. 014 0. 84895 25071 84612 04660 810 0. 52846 91481 48651 37156 798 

1. 015  0. 84948 05517 68464 29173 940 0. 52761 99315 48406 78219 896 
1. 016 0, 85000 77468 71835 55845 003 0. 52677 01873 28274 61274 932 
l. 017 0. 85053 40919 67530 78730 164 0. 52591 99163 37999 01253 921 
1. 018 0. 85105 95865 29204 92646 111 0. 52506 9 1194 27850 90098 832 
1.  019 0. 85158 42300 31363 45804 549 0. 52421 77974 48627 11734 503 

1. 020 0. 85210 80219 49362 92 361 655 0. 52336 59512 51649 56988 961 
1. 02 1 0. 85263 09617 59411 44882 415 0, 52251 35816 88764 38461 245 
1. 022 0. 85315 30489 38569 26719 808 0. 52166 06896 12341 05336 792 
l. 023 0. 85367 42829 64749 24308 778 0. 52080 72758 75271 58150  502 
l.  024 0, 85419 46633 16717 39374 945 0. 51995 33413 30969 63497 542 

l. 025 0. 85471 41894 74093 41057 997 0. 51909 88868 33369 68691 985 
1. 026 0. 85523 28609 17351 17949 715 0. 51824 39132 36926 16373 373 
1. 027 0, 85575 06771 27819 30046 586 0. 51738 84213 96612 59061 276 
1 .  028 0. 85626 76375 87681 60616 931 0. 51653 24121  67920 7 3657 956 
1. 029 0, 85678 37417 79977 67982 525 0. 51567 58864 06859 75899 186 

1. 030 0. 85729 89891 88603 37214 627 0. 51481 88449 69955 34753 350 
1. 031 0, 85781 33792 98311 31744 398 0. 51396 12887 14248 86768 878 
1. 032 0 . 85832 69115  94711 44887 626 0. 51310 32184 97296 50370 116  
1.  033 0. 85883 9 5855 64271 51283 734 0. 51224 46351 77168 40101 715 
1. 034 0. 85935 14006 94317 58248 998 0, 51138 55396 12447 80821 625 

1. 035 0. 85986 2 3564 73034 57043 938 0. 51052 59326 62230 21842 776 
1. 036 0. 86037 24523 89466 74054 819 0. 50966 58151 86122 51023 535 
l. 037 0. 86088 16879 33518 21889 224 0. 50880 51880 44242 08807 028 
1. 038 0. 86139 00625 95953 50385 634 0. 50794 40520 97216 02209 404 
1.  039 0. 86189 75758 68397 97536 975 0. 50708 24082 06180 1 8757 1 38 

1. 040 0. 86240 42272 43338 40328 079 0. 50622 02572 32778 40373 447 
1. 041 0. 86291 00162 14123 45486 997 0. 50535 76000 39161 5721 3  919 
1. 042 0 . 86341 49422 74964 20150 131 0. 50449 44374 87986 81451 427 
1. 043 0. 86391 90049 20934 62441 124 0. 50363 07704 42416 61010 426 
1. 044 0. 86442 22036 47972 11963 456 0. 50276 65997 66117 93250 711 

1. 045 0. 86492 45379 52878 00206 699 0. 50190 19263 2 3261 38600 728 
l. 046 0. 86542 60073 33318 00866 385 0. 50103 67509 78520 34140 520 
1. 047 0. 86592 66112 87822 80077 424 0. 50017 10745 97070 07134 396 
1. 048 0. 86642 63493 15788 46561 037 0. 49930 48980 44586 88513 415 
1. 049 0. 86692 52209 17477 01685 140 0. 49843 82221 87247 26307 756 

1. 050 0. 86742 32255 94016 89438 141 0. 49757 1 0478 91726 99029 085 [(-p rJ [C ��)7] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

1. 050 0. 86742 32255 94016 89438 141 0. 49757 10478 91726 99029 085 
1.  051 0. 86792 03628 47403 46316 092 0. 49670 33760 25200 29002 975 
1. 052 0. 86841 66321 80499 51123 146 0, 49583 52074 55338 95651 499 
1. 053 0. 86891 20330 97035 74685 276 0. 49496 65430 50311 48726 051 
1. 054 0. 86940 65651 01611 29477 198 0. 49409 73836 78782 21490 510 

1. 055 0. 86990 02276 99694 19162 460 0. 49322 77302 09910 43854 806 
1. 056 0. 87039 30203 9 7621 88046 624 0. 49235 75835 1 3349 55459 008 
1. 057 0. 87088 49427 02601 70443 529 0. 49148 69444 59246 18707 979 
1. 058 0. 87137 59941 22711 39954 543 0. 49061 58139 18239 31756 732 
1. 059 0. 87186 61741 66899 58660 794 0. 48974 41927 61459 41446 534 

1. 060 0. 87235 54823 44986 26228 295 0. 48887 20818 60527 56191 864 
1. 061 0. 87284 39181 67663 28925 947 0. 48799 94820 8 7554 58818 317 
1 .  062 0. 87333 14811 46494 88556 345 0. 48712 63943 1 5140 19351 528 
1. 063 0. 87381 81707 93918 11299 356 0. 48625 28194 16372 07757 202 
1. 064 0. 87430 39866 2 3243 36468 402 0. 48537 87582 64825 06632 362 

1. 065 0. 87478 89281 48654 85179 424 0. 48450 42117 34560 23847 867 
1. 066 0. 87527 29948 85211 08932 453 0. 48362 91807 0 0124 05142 311 
1. 067 0. 87575 61863 48845 38105 753 0. 48275 36660 36547 46667 387 
1. 068 0. 87623 85020 56366 30362 492 0. 48187 76686 19345 07484 800 
1. 069 0. 87671 99415 25458 18969 874 0. 48100 11893 24514 22014 811 

1. 070 0. 87720 05042 74681 61030 706 0. 48012 42290 28534 12436 509 
1. 071 0. 87768 01898 2 3473 85627 336 0. 47924 67886 08365 01039 904 
1. 072 0. 87815 89976 92149 41877 919 0. 47836 88689 41447 22529 904 
1. 073 0. 87863 69274 01900 46904 963 0. 47749 04709 05700 36282 289 
1. 074 0. 87911 39784 74797 33716 111 0. 47661 15953 79522 38551 762 

1. 075 0. 87959 01504 33788 98997 101  0. 47573 22432 41788 74632 160 
1. 076 0. 88006 54428 02703 50816 869 0. 47485 24153 71851 50968 911 
1. 077 0. 88053 98551 06248 56244 731 0. 47397 21126 49538 47223  840 
1. 078 0. 88101 33868 70011 88879 619 0. 47309 13359 55152 28292 396 
1. 079 0. 88148 60376 2 0461 76291 297 0. 47221  00861 69469 56273 392 

1. 080 0. 88195 78068 84947 47373 533 0. 47132 83641 73740 02391 353 
1. 081 0. 88242 86941 91699 79609 169 0. 47044 61708 49685 58871 547 
1. 082 0, 88289 86990 69831 46247 031 0. 46956 35070 79499 50767 810 
1. 083 0, 88336 78210 49337 63390 660 0. 46868 03737 45845 47743 217  
1. 084 0, 88383 60596 61096 36998 790 0. 46779 67717 31856 75803 727 

1. 085 0, 88430 34144 36869 09797 534 0. 46691 2 7019 21135 28984 862 
1. 086 0. 88476 98849 09301 08104 243 0. 46602 81651 97750 80991 522 
1. 08., 0, 88523 54706 11921 88562 972 0. 46514 31624 46239 96791 014 
1. 088 0. 88570 01710 79145 84791 522 0, 46425 76945 51605 44159 401 
1. 089 0. 88616 39858 46272 53940 000 0, 46337 17623 99315 05181 235 

1. 090 0. 88662 69144 49487 23160 860 0. 46248 53668 75300 87702 790 
1. 091 0. 88708 89564 25861 35990 371 0. 46159 85088 65958 36738 852 
1. 092 0, 88755 01113 13352 98641 470 0. 46071 11892 58145 45833 190 
1. 093 0, 88801 03786 50807 26207 951 0, 45982 34089 39181 68372 764 
1. 094 0, 88846 97579 77956 88779 948 0. 45893 51687 96847 28855 783 

1. 095 0. 88892 82488 35422 57470 660 0, 45804 64697 19382 3411 3  686 
1. 096 0, 88938 58507 64713 50354 274 0. 45715 73125 95485 84487 142 
1. 097 0. 88984 25633 08227 78315 047 0. 45626 76983 14314 84956 158 
1. 098 0. 89029 83860 09252 90807 488 0. 45537 76277 65483 56224 382 
1. 099 0, 89075 33184 11966 21527 609 0, 45448 71018 39062 45757 688 

1. 100 0 . 89120 73600 61435 3 3995 180 0. 45359 61214 25577 38777 137 

c(-plJ [( -�)6] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

1. 100 0. 89120 7360 0 61435 33995 180 0 , 45359 61214 25577 38777 137 
1. 101 0. 89166 05105 03618 67046 971 0. 45270 46874 16008 69206 400 
1. 102 0. 89211 27692 85365 80240 901 0. 45181 28007 01790 30573 730 
1. 103  0. 89256 41359 54417 99171 080 0. 45092 04621 74808 86868 576 
1. 104 0. 89301 46100 59408 60693 678 0 . 45002 76727 27402 83352 928 

1. 105 0. 89346 41911 49863 58063 585 0. 44913 44332 52361 57327 478 
1, 106 0. 89391 28787 76201 85981 812 0. 44824 07446 42924 48852 689 
1. 107 0. 89436 06724 89735 85553 594 0. 44734 66077 92780 11424 866 
1. 108 0. 89480 75718 42671 89157 146 0, 44645 20235 96065 22607 305 
1. 109 0, 89525 35763 88110 65223 027 0 . 44555 69929 47363 94616 628 

1. 110  0, 89569 86856 80047 62924 063 0, 44466 15167 41706 84864 374 
1. 111 0. 89614 28992 73373 56775 801 0. 44376 55958 74570 06453 951 
1. 112 0. 89658 62167 2 3874 91147 427 0. 44286 92312 41874 38633 030 
1. 113 0. 89702 86375 88234 24683 120 0. 44197 24237 39984 37201 474 
1. 114 0, 89747 01614  24030 74633 785 0. 44107 51742 65707 44874 890 

1. 115 0. 89791 07877 89740 61099 138 0. 44017 74837 16293 01603 891 
1. 116 0, 89835 05162 44737 51180 079 0. 43927 9 3529 89431 54849 166 
1. 117 0. 89878 93463 49293 03041 321 0. 43838 07829 83253 69812 438 
1. 118 0, 89922 72776 64577 09884 230 0. 43748 17745 96329 39623 410 
1. 119 0. 89966 43097 52658 43829 826 0, 43658 2 3287 27666 95482 777 

1. 120 0. 90010 04421 76504 99711 910 0. 43568 24462 76712 16761 399 
1. 121 0� 90053 56744 99984 38780 263 0. 43478 21281 4 3347 41055 736 
1. 122 0. 90097 00062 87864 32313 880 0. 43388 13752 2 7890 74199 612 
1. 123 0. 90140 34371 05813 05144 201 0. 43298 01884 3 1095 00232 420 
1. 124 0. 90183 59665 20399 79088 276 0. 43207 85686 54146 91323 845 

1. 125 0. 90226 75940 99095 16291 842 0. 43117 65167 98666 17655 197 
1. 126 0. 90269 83194 10271 62482 258 0. 43027 40337 66704 57257 452 
1. 127 0. 90312 81420 2 3203 90131 256 0 . 42937 11204 60745 05806 078 
1. 128 0. 90355 70615 08069 41527 464 0, 42846 77777 83700 86372 749 
1. 129 0. 90398 50774 35948 71758 658 0. 42756 40066 38914 59134 030 

1. 130 0, 90441 21893 78825 91603 708 0, 42665 98079 30157 31037 122 
1. 131 0, 90483 83969 09589 10334 160 0. 42575 51825 61627 65422 763 
1, 132 0, 90526 36996 02030 78425 425 0, 42485 01314 37950 91605 376 
1. 133 0, 90568 80970 30848 3 0177 523 0. 42394 46554 64178 14410 540 
1. 134 0. 90611 15887 71644 26245 348 0 . 42303 87555 45785 23669 902 

1. 135 0. 90653 41744 00926 96078 401 0 . 42213 24325 88672 03673 585 
1, 136 0. 90695 58534 96110 80269 960 0 , 42122 56874 99161 42580 219 
1. 137 0. 90737 66256 35516 72815 632 0. 42031 85211 8 3998 41784 656 
1. 138 0. 90779 64903 98372 63281 260 0, 41941 09345 50349 25243 478 
1. 139 0. 90821 54473 64813 78880 126 0 . 41850 29285 05800 48758 379 

1. 140 0. 90863 34961 15883 26459 422 0. 41759 45039 58358 09217 519 
1. 141 0. 90905 06362 33532 34395 940 0. 41668 56618 16446 53794 933 
1.  142 0. 90946 68673 00620 94400 939 0. 41577 64029 88907 89108 094 
1. 143 0, 90988 21889 00918 03234 153 0. 41486 67283 85000 90333 707 
1. 144 0. 91029 66006 19102 04326 885 0. 41395 66389 14400 10281 852 

1. 145 0. 91071 01020 40761 29314 1 64 0. 41304 61354 87194 88428 529 
1. 146 0. 91112 26927 52 394 39475 912 0. 41213 52190 1 3888 59906 732 
1. 147 0. 91153 43723 41410 67087 073 0. 41122 38904 05397 64456 120 
1. 148 0. 91194 51403 96130 56676 684 0 . 41031 21505 73050 55331 381 
1. 149 0, 91235 49965 05786 06195 821 0. 40940 0 0004 28587 08169 395 

1. 150 0. 91276 39402 60521 08094 403 0. 40848 74408 84157 29815 258 

[ (  -pl] [( -:)6] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

1. 150 0. 91276 39402 60521 08094 403 0, 40848 74408 84157 29815 258 
1. 151 0, 91317 19712 51391 90306 792 0. 40757 44728 52320 67107 284 
1. 1 52 0. 91357 9 0890 70367 57146 165 0. 40666 10972 46045 15621 071 
1. 153 0. 91398 52933 10330 30107 602 0. 40574 73149 78706 28372 706 
1. 154 0. 91439 05835 65075 88579 865 0. 40483 31269 64086 24481 2 24 

1. 155 0. 91479 49594 29314 10465 816 0. 40391 85341 16372 97790 397 
1. 156 0. 91519 84204 98669 12711 431 0. 40300 35373 50159 25449 945 
1. 157 0. 91560 09663 69679 91743 383 0. 40208 81375 80441 76456 2 66 
1. 158 0. 91600 25966 39800 63815 143 0. 40117 23357 22620 20152 779 
1. 159 0. 91640 3 3109 07401 05261 556 0. 40025 61326 92496 34689 958 

1. 160 0, 91680 31087 71766 92661 866 0. 39933 95294 06273 15445 164 
1. 161 0. 91720 19898 33100 42911  1 36 0. 39842 25267 80553 83402 355 
1. 162 0. 91759 99536 92520 53200 023 0. 39750 51257 32340 93491 775 
1. 163  0. 91799 69999 52063 40902 883 0. 39658 73271 79035 42889 706 
1. 164 0. 91839 31282 14682 83374 147 0, 39566 91320 38435 79278 377 

l. 165 0. 91878 83380 84250 57652 941 0. 39475 05412 28737 09066 125 
l.  166 0. 91918 26291 65556 80075 906 0. 39383 15556 68530 05567 898 
1. 167 0. 91957 60010 64310 45798 178 0. 39291 21762 76800 17146 187 
1. 168 0. 91996 84533 87139 68222 492 0. 39199 24039 72926 75312 486 
1. 169 0. 92035 99857 41592 18336 360 0. 39107 22396 76682 02789 366 

1. 170 0. 92075 05977 36135 63957 301 0. 39015 16843 08230 21533 266 
1. 171 0. 92114 02889 80158 08886 071 0. 38923 07387 88126 60718 072 
1. 1 72 0, 92152 90590 83968 31967 851 0, 38830 94040 37316 64679 599 
1. 1 73 0. 92191 69076 58796 26061 369 0, 38738 76809 77135 00821 054 
1. 1 74 0. 92230 38343 16793 36915 902 0. 38646 55705 29304 67479 575 

1. 1 75 0. 92268 98386 71033 01956 127 0. 38554 30736 15936 01753 942 
1. 176 0. 92307 49203 355!J 88974 783 0. 38462 01911 59525 87293 547 
1. 177 0. 92345 9 0789 25145 34733 097 0. 38369 69240 82956 62048 718 
1. 1 78 0. 92384 2 3140 55777 83468 944 0. 38277 32733 09495 25982 487 
1. 1 79 0. 92422 46253 44173 25312 701 0. 381 84 92397 62792 48743 902 

1. 180  0, 92460 60124 08020 34610 754 0. 38092 48243 66881 77302 960 
1. 181 0. 92498 64748 65932 08156 619 0. 38000 00280 46178 43547 271 
1. 182 0. 92536 60123 37446 03329 642 0. 37907 48517 25478 71840 534 
1. 183 0. 92574 46244 43024 76141 242 0. 37814 92963 29958 86542 917 
1. 184 0. 92612 2 31 08 04056 19188 645 0. 37722 33627 85174 19493 444 

1. 185 0. 92649 9 0710 42853 99516 095 0. 37629 70520 17058 17454 471 
1. 186 0. 92687 49047 82657 96383 480 0. 37537 03649 51921 49518 342 
1. 187 0. 92724 98116 47634 38942 352 0. 37444 33025 16451 14476 3 34 
1. 188 0, 92762 3 7912 62876 43819 290 0. 37351 58656 37709 48149 962 
1. 189 0. 92799 68432 54404 52606 588 0. 372 58 80552 43133 30684 752 

1. 190 0. 92836 89672 49166 69260 202 0. 3 7165 98722 60532 93806 568 
1. 191 0. 92874 01628 75038 97404 950 0. 37073 13176 18091 28040 589 
1. 192 0. 92911 04297 60825 77546 899 0. 36980 23922 44362 89893 026 
1. 193 0. 92947 97675 36260 24192 928 0. 36887 30970 68273 08995 672 
1.  194 0. 92984 81758 32004 62877 403 0. 36794 34330 19116 95213 382 

1. 195 0. 93021 56542 79650 67095 956 0. 36701 34010 26558 45714 570 
1. 196 0. 93058 22025 11719 95146 303 0. 36608 30020 20629 52004 819 
1. 197 0. 93094 78201 61664 26876 083 0. 36515 22369 31729 06923 698 
1. 198 0. 93131 25068 63866 00337 679 0. 36422 11066 90622 11604 876 
1. 199 0. 93167 62622 53638 48349 974 0. 36328 96122 28438 82399 631 

1. 2 00 0. 93203 9 0859 67226 34967 013 0. 36235 77544 76673 57763 837 
[(-pl] [( -J)5] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS' X 

1. 200 0. 93203 90859 67226 34967 013 0. 36235 77544 76673 57763 837 
1.  201 0. 93240 09776 41805 91853 542 0. 36142 55343 67184 05108 539 
1. 202 0. 93276 19369 15485 54567 367 0. 36049 29528 32190 27614 189 
1. 203 0. 93312 19634 27305 98748 519 0. 35956 00108 04273 71008 651 
1. 204 0. 93348 10568 1 7240 76215 175 0. 35862 67092 16376 30309 065 

1. 205 0. 93383 92167 26196 50966 302 0. 35769 30490 01799 56527 660 
1. 206 0. 93419 64427 96013 35090 992 0. 35675 90310 94203 63341 607 
1. 207 0. 93455 2 7346 69465 24584 444 0. 35582 46564 27606 33727 018 
1. 208 0. 93490 80919 90260 35070 567 0. 35488 99259 36382 26557 166 
1. 209 0. 93526 25144 03041 37431 1 62 0. 35395 48405 55261 83165 039 

1. 210 0. 93561 60015 53385 93341 646 0. 35301 94012 19330 33870 301 
1. 211  0. 93596 85530 87806 90713  291  0. 35208 36088 64027 04470 775  
1 .  212 0. 93632 01686 53752 79041 926 0. 35114 74644 25144 22698 521 
1. 213 0. 93667 08478 99608 04663 095 0. 35021 09688 38826 24640 616 
1. 214 0. 93702 05904 74693 45913 598 0. 34927 41230 41568 61124 730 

1. 215 0. 93736 93960 29266 48199 416 0. 34833 69279 70217 04069 578 
1. 216 0. 93771 72642 14521 58969 959 0. 34739 93845 61966 52800 358 
1. 217 0. 93806 41946 82590 62598 617 0. 34646 14937 54360 40329 260 
1. 218 0. 93841 01870 86543 15169 574 0. 34552 32564 85289 39601 140 
1. 219 0. 93875 52410 80386 79170 848 0. 34458 46736 92990 69704 455 

1. 220 0. 93909 93563 19067 58093 524 0. 34364 57463 16047 02047 552 
1. 221 0. 93944 25324 58470 30937 151  0. 34270 64752 93385 66500 405 
1. 222 0. 93978 47691 55418 8662 1 257 0. 34176 68615 64277 57501 890 
1. 223 0. 94012 60660 67676 58302 957 0. 34082 69060 68336 40132 702 
1. 224 0. 94046 64228 53946 57600 622 0. 33988 66097 45517 56153 996 

1. 225 0. 94080 58391 73872 08723 559 0. 33894 59735 36117 30011 855 
1. 226 0. 94114 431 46 88036 82507 685 0. 33800 49983 80771 74807 668 
1. 227 0. 94148 18490 57965 30357 157 0. 33706 36852 2 0455 98234 533 
1. 228 0. 94181 84419 46123 18091 912 0. 33612 20349 96483 08479 750 
1. 229 0. 94215 40930 15917 59701 1 04 0. 33518  00486 50503 20093 523 

1. 230 0. 94248 88019 31697 51002 382 0. 33423 77271 24502 59823 955 
1.  231 0. 94282 25683 58754 03206 998 0. 33329 50713 60802 72418 427 
1. 232 0. 94315 53919 63320 76390 684 0. 33235 20823 02059 26391 462 
1. 233 0. 94348 72724 12574 12870 299 0. 33140 87608 91261 19759 164 
1. 234 0. 94381 82093 74633 70486 175 0. 33046 51080 71729 85740 328 

1. 235 0. 94414 82025 18562 55790 164 0. 32952 11247 87117 98424 316 
1. 236 0. 94447 72515 14367 57139 322 0. 32857 68119 8 1408 78405 786 
1. 237 0. 94480 53560 32999 77695 223 0. 32763 21705 98914 98386 387 
1. 238 0. 9451 3 25157 46354 68328 851 0. 32668 72015 84277 88743 487 
1. 239 0. 94545 87303 27272 60431 046 0. 32574 19058 82466 43066 054 

1. 240 0. 94578 39994 49538 98628 471 0. 32479 62844 38776 23657 769 
1. 241 0. 94610 83227 87884 73405 063 0. 32385 03381 98828 67007 475 
1. 242 0. 94643 17000 1 7986 53628 942 0. 32290 40681 08569 89227 042 
1. 243 0. 94675 41308 16467 18984 738 0. 32195 74751 14269 91456 764 
1. 244 0. 94707 56148 60895 92311 309 0. 32101 05601 62521 65238 364 

1. 245 0. 94739 61518 29788 71844 815 0. 32006 33242 00239 97855 712 
1. 246 0. 94771 57414 02608 63367 118  0. 31911 57681 74660 77643 341 
1. 247 0. 94803 43832 59766 12259 472 0. 31816 78930 33339 99262 871 
1. 248 0. 94835 20770 82619 35461 479 0. 31721 96997 24152 68947 423 
1. 249 0. 94866 88225 53474 53335 262 0. 31627 11891 95292 09714 116 

1. 250 0. 94898 46193 55586 21434 849 0. 31532 23623 95268 66544 754 
[< -;) 1] [<-�)5] 
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1. 250 0. 94898 46193 55586 21434 849 0. 31532 23623 95268 66544 754 
l. 251 0, 94929 94671 73157 62180 713 0. 31437 32202 72909 11 534 791 
1. 252 0. 94961 33656 91340 96439 444 0. 31342 37637 77355 49010 665 
1.  253 0. 94992 63145 96237 75008 528 0. 31247 39938 58064 20615 601 
1. 254 0. 95023 83135 74899 10006 196 0. 31152 39114 64805 10363 979 

1. 255 0, 95054 93623 15326 06166 303 0. 31057 35175 47660 49664 355 
1. 256 0. 95085 94605 06469 92038 225 0. 30962 28130 57024 22311 242 
l. 257 0. 95116 86078 38232 51091 729 0. 30867 17989 43600 69445 729 
1. 258 0. 95147 68040 01466 52726 783 0. 30772 04761 58403 94485 052 
1. 259 0. 95178 40486 87975 83188 287 0. 30676 88456 52756 68021 196 

1. 260 0 . 95209 03415 90515 76385 682 0. 30581 69083 78289 32 688 634 
1. 261 0. 95239 56824 02793 44617 416 0. 30486 46652 86939 08001 291 
1. 2 62 0. 95270 00708 19468 09200 227 0. 30391 21173 30948 95158 833 
l. 263 0. 95300 35065 36151 31003 222 0. 30295 92654 62866 81822 373 
1. 264 0. 95330 59892 49407 40886 709 0. 30200 61106 35544 46859 693 

1. 265 0. 95360 75186 56753 70045 767 0. 301 05 26538 02136 65060 070 
1. 266 0. 95390 80944 56660 80258 512 0. 30009 88959 16100 11818 814 
1. 267 0. 95420 77163 48552 94039 032 0. 29914 48379 31192 67791 595 
1. 268 0. 95450 63840 32808 24694 963 0. 29819 04808 01472 23518 675 
1. 269 0. 95480 40972 10759 06289 671 0. 29723 58254 81295 84019 121 

1. 270  0. 95510 08555 84692 23509 018 0, 29628 08729 25318 73355 114 
1. 271 0. 95539 66588 57849 41432 673 0. 29532 56240 88493 39166 425 
1. 272 0. 95569 15067 34427 35209 944 0. 29437 00799 26068 57175 182 
1. 273 0. 95598 53989 19578 19640 104 0. 29341 42413 93588 35661 000 
1. 274 0. 95627 83351 19409 78657 170 0. 29245 81094 46891 19906 579 

1. 275 0. 95657 03150 40985 94719 118 0. 29150 16850 42 108 96613 869 
1. 276 0, 95686 13383 92326 78101 497 0. 29054 49691 35665 98290 890 
1. 277 0, 95715 14048 82408 96095 419 0. 28958 79626 84278 07609 308 
1. 278 0. 95744 05142 21166 02109 886 0. 28863 06666 44951 61732 860 
1. 279 0. 95772 86661 19488 64678 437 0. 28767 30819 74982 56616 726 

1. 280 0. 95801 58602 89224 96370 075 0. 28671 52096 31955 51277 939 
1. 281 0, 95830 20964 43180 82604 453 0. 28575 70505 73742 72036 934 
1. 282 0. 95858 73742 95120 10371 286 0. 28479 86057 58503 16730 332 
1. 283 0. 95887 16935 59764 96853 962 0. 28383 98761 44681 58895 050 
1. 284 0 . 95915 50539 52796 17957 320 0. 28288 08626 91007 51923 831 

1. 285 0, 95943 74551 9 0853 36739 577 0. 28192 15663 56494 33192 303 
1. 286 0. 95971 88969 91535 31748 357 0. 28096 19881 00438 28157 651 
1. 287 0. 95999 93790 73400 25260 814 0. 28000 21288 82417 54428 993 
1.  288 0. 96027 89011 55966 11427 805 0. 27904 19896 62291 25809 577 
1. 289 0, 96055 74629 59710 84322 094 0. 27808 15714 00198 56310 871 

1. 290 0. 96083 50642 06072 65890 556 0. 27712 08750 56557 64138 661 
1. 291 0. 96111  17046 1 7450 33810 354 0. 27615 99015 92064 75651 2 34 
1. 292 0. 96138 73839 17203 49249 056 0. 27519 86519 67693 29289 769 
1. 293 0. 96166 2 1018 29652 84528 675 �. 27423 71271 44692 79480 997 
1. 294 0. 96193 58580 80080 50693 590 0. 27 327 53280 84588 00512 263 

1. 295 0. 96220 86523 94730 24982 339 0. 27231 32557 49177 90379 053 
1. 296 0. 96248 04845 00807 78203 2 31 0. 27135 09111 00534 74605 108 
1. 297 0. 96275 1 3541 2 6481 02013 782 0. 27038 82951 01003 10035 206 
1. 298 0. 96302 12610 0 0880 36103 915 0. 26942 54087 13198 88600 711 
1 .  299 0. 96329 02048 54098 95282 920 0. 26846 22529 00008 41057 992 

1. 300 0. 96355 81854 1 7192 96470 135 0. 26749 88286 24587 40699 798 I [(-pl] [(-�)4] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x cOS X 

1. 300 0 . 96355 81854 17192 96470 135 0. 26749 88286 24587 40699 798 
1. 301 0, 96382 52024 22181 85589 331 0. 26653 51368 50360 07039 695 
1. 302 0 , 96409 12556 02048 64366 761 0. 26557 11785 41018 09469 650 
1. 303 0. 96435 63446 9 0740 17032 855 0. 26460 69546 60519 70890 877 
1. 304 0. 96462 04694 23167 36927 537 0. 26364 24661 73088 71318 016 

1. 305 0. 96488 36295 35205 53009 126 0. 26267 77140 43213 51456 761 
1. 306 0. 96514 58247 63694 56266 806 0. 26171 26992 35646 16255 031 
1. 307 0. 96540 70548 46439 26036 635 0. 26074 74227 15401 38427 774 
1. 308 0, 96566 73195 22209 56221 061 0. 25978 18854 47755 61955 494 
1. 309 0. 96592 66185 30740 81411 924 0, 25881 60883 98246 05556 626 

1. 310 0, 96618 49516 12734 02916 926 0. 25785 00325 32669 66133 818 
1. 311 0, 96644 23185 09856 14689 520 0, 25688 37188 17082 22194 242 
1. 312 0. 96669 87189 64740 29162 218 0. 25591 71482 17797 37244 030 
1. 313 0. 96695 41527 2 0986 02983 276 0. 25495 03217 01385 63156 911 
1.  314 0. 96720 86195 2 3159 62656 736 0. 25398 32402 34673 43517 173 

1. 315 0. 96746 21191 16794 30085 794 0. 25301 59047 84742 16937 022 
1. 316 0, 96771 46512 48390 48019 478 0, 25204 83163 18927 2 0348 457 
1. 317 0. 96796 62156 65416 05402 607 0. 25108 04758 04816 92269 738 
1. 318 0, 96821 68121 16306 62628 991 0, 25011 23842 10251 76046 556 
1. 319 0, 96846 64403 50465 76697 879 0, 24914 40425 03323 23067 996 

1. 320 0, 96871 51001 18265 26273 590 0. 24817 54516 52372 95957 398 
1. 321 0, 96896 27911 71045 36648 340 0. 24720 66126 25991 71738 199 
1. 322 0. 96920 95132 61115 04608 211 0, 24623 75263 93018 44974 865 
1. 323 0, 96945 52661 41752 2 3202 252 0, 24526 81939 22539 30889 004 
1. 324 0, 96970 00495 67204 06414 685 0. 24429 86161 83886 68450 760 

1. 325 0, 96994 38632 92687 13740 188 0. 24332 87941 46638 23445 582 
1. 326 0, 97018 67070 74387 74662 236 0. 24235 87287 80615 91516 463 
1. 327 0, 97042 85806 69462 13034 465 0. 24138 84210 55885 01181 759 
1. 328 0. 97066 94838 36036 71365 051 0. 24041 78719 42753 16828 662 
1. 329 0, 97090 94163 33208 35004 060 0. 23944 70824 11769 41682 448 

1. 330 0, 97114 83779 21044 56233 768 0. 23847 60534 33723 20751 578 
1. 331 0, 97138 63683 60583 78261 900 0. 23750 47859 79643 43748 768 
1. 332 0. 97162 33874 13835 59117 786 0. 23653 32810 20797 47988 097 
1. 333 0, 97185 94348 43780 95451 405 0. 23556 15395 28690 2 1258 288 
1. 334 0. 97209 45104 14372 46235 282 0. 23458 95624 75063 04672 221  

1 .  335 0. 97232 86138 90534 56369 230 0. 23361 73508 31892 95492 805 
1. 336 0. 97256 17450 38163 80187 900 0. 23264 49055 71391 49935 286 
1. 337 0, 97279 39036 24129 04871 129 0. 23167 22276 66003 85946 099 
1. 338 0. 97302 50894 16271 73757 OA6 0. 23069 93180 88407 85958 358 
1. 339 0. 97325 53021 83406 09557 931 0. 22972 61778 11512 99624 085 

1. 340 0. 97348 45416 95319 37478 787 0. 22875 28078 08459 46523 264 
1. 341 0. 97371 28077 22772 08238 616 0. 22777 92090 52617 18849 831 
1. 342 0. 97394 01000 37498 C0994 365 0. 22680 53825 17584 84074 691 
1. 343 0. 97416 64184 12205 46167 522 0. 22583 1 3291 77188 87585 859 
1. 344 0. 97439 17626 2 0575 48173 349 0. 22485 70500 05482 55305 819 

1. 345 0. 97461 61324 37264 08052 713 0. 22388 25459 76744 96286 212 
1 .  346 0. 97483 95276 37901 46006 501 0. 22290 78180 65480 05279 929 
1.  347 0. 97506 19479 99092 43832 603 0. 22193 28672 46415 65290 729 
1.  348 0. 97528 33932 98416 67265 423 0. 22095 76944 94502 50100 463 
1. 349 0, 97550 38633 14428 88217 916 0. 21998 23007 84913 26774 007 

1. 350 0. 97572 33578 26659 06926 111 0. 21900 66870 93041 58142 002 [(-pl] [( -l)3] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

X sin x COS X 

1. 350 0. 97572 33578 26659 06926 111 0. 21900 66870 93041 58142 002 
1. 351 0. 97594 18766 15612 73996 110 0. 21803 08543 94501 05261 504 
1 .  352 0. 97615 94194 62771 12353  536 0. 21705 48036 65124  29854 627 � .  353 0, 97637 59861 50591 39095 407 0, 21607 85358 80961 96725 291 
1. 354 0, 97659 15764 62506 87244 418 0. 21510 20520 18281 76154 163 

1. 355 0. 97680 61901 82927 27405 609 0. 21412 53530 53567 46271 899 
1. 356 0. 97701 98270 97238 89325 386 0. 21314 84399 63517 95410 772 
1. 357 0. 97723 24869 91804 83352 894 0. 21217 1 3137 25046 24434 790 
1. 358 0. 97744 41696 53965 21803 706 0 . 21119 39753 15278 49048 406 
1. 359 0. 97765 48748 72037 40225 805 0. 21021 64257 11553 02083 9 08 

1. 360 0. 97786 46024 35316 18567 849 0. 20923 86658 91419 35767 598 
1. 361 0. 97807 33521 34074 02249 690 0. 20826 06968 32637 2 3964 842 
1. 362 0. 97828 11237 59561 2 3135 125 0 . 20728 25195 1 3175 64404 112 
1 .  363 0. 97848 79171 04006 20406 864 0. 20630 41349 11211 80880 089 
1. 364 0. 97869 37319 60615 61343 685 0. 2 0532 55440 05130 25435 952 

1. 365 0. 97889 85681 2 3574 61999 774 0. 20434 67477 73521 80524 932 
1. 366 0. 97910 24253 88047 07786 196 0. 20336 77471 95182 61151 240 
1. 367 0. 97930 53035 50175 73954 516 0. 20238 85432 49113  16990 457 
1. 368 0. 97950 72024 07082 45982 521 0. 20140 91369 14517 34489 495 
1. 369 0. 97970 81217 56868 39862 027 0. 20042 95291 70801 38946 217  

1 .  370 0. 97990 80613 98614 22288 769 0. 19944 97209 97572 96568 820  
1 .  371 0. 98010 70211 32380 3 0754 328 0. 19846 97133 74640 16515 079 
1. 372 0. 98030 50007 59206 93540 094 0. 19748 95072 82010 52911 545 
1. 373 0, 98050 20000 81114 49613 233 0. 19650 91036 99890 06852 798 
1. 374 0, 98069 80189 01103 68424 652 0. 19552 85036 08682 28380 853 

1. 375 0. 98089 30570 2 3155 69608 920 0. 19454 77079 88987 18444 822 
1. 376 0. 98108 71142 52232 42586 155 0. 19356 67178 21600 30840 918 
1. 377 0. 98128 01903 94276 66065 826 0. 19258 55340  87511  74132 912  
1 .  378 0, 98147 22852 56212 27452 479 0. 19160 41577 67905 13553 129 
1.  379 0. 98166 33986 45944 42153 343 0. 19062 25898 44156 72884 094 

1. 380 0. 98185 35303 72359 72787 813 0. 18964 08312 97834 36320 915 
1.  381 0. 98204 26802 45326 48298 791 0. 18865 88831 10696 50314 508  
1 .  382 0. 98223 08480 75694 82965 850 0. 18767 67462 64691 25395 757 
1. 383 0. 98241 80336 75296 95320 221 0. 18669 442 17 41955 37980 715 
1. 384 0, 98260 42368 56947 26961 571 0. 18571 19105 24813 32156 930 

1. 385 0. 98278 94574 34442 61276 561 0, 18472 92135 95776 21451 016 
1. 386 0. 98297 36952 22562 42059 162 0. 18374 63319 37540 90577 542 
1. 387 0. 98315 69500 37068 92032 708 0. 18276 32665 32988 97169 360 
1. 388 0. 98333 92216 94707 31273 673 0. 18178 00183 65185 73489 451 
1.  389 0. 98352 05100 13205 95537 148 0. 18079 65884 17379 28124 404 

1. 390 0. 98370 08148 11276 54484 004 0. 17981 29776 72999 47659 616 
1. 391 0. 98388 01359 08614 29809 722 0. 17882 91871 15656 98336 311 
1. 392 0. 98405 84731 25898 13274 870 0. 17784 52177 29142 27690 484 
1. 393 0. 98423 58262 84790 84637 207 0. 17686 10704 97424 66173 860 
1. 394 0. 98441 21952 07939 29485 405 0. 17587 67464 04651 28756 976 

1. 39-5 0. 98458 75797 1 8974 56974 360 0 , 17489 22464 35146 16514 467 
1. 396 0. 98476 19796 42512 17462 083 0. 17390 75715 73409 18192 681 
1. 397 0. 98493 53948 04152 20048 145 0. 17292 27228 04115  11759 690 
1. 398 0, 98510 78250 30479 50013 670 0. 17193 77011 12112 65937 830 
1. 399 0. 98527 92701 49063 86162 846 0. 17095 25074 82423 41718 833 

1. 400 0. 98544 97299 88460 18065 947 0. 16996 71429 00240 93861 675 [(-pl] [(-�)3] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sm x COS X 

1. 400 0. 98544 97299 88460 18065 947 0. 1 6996 71429 00240 93861 675 
1. 401 0, 98561 92043  78208 63203 840 0. 16898 16083 50929 72373 233 
1. 402 0. 98578 76931 48834 84013 966 0. 16799 59048 20024 23971 842 
1. 403 0. 98595 51961 31850 04837 776 0. 16701 00332 93227 93533 854 
1. 404 0. 98612 17131 59751 28769 609 0. 16602 39947 56412 25523 303 

1. 405 0, 98628 72440 66021 54406 982 0. 16503 77901 95615 65404 770 
1. 406 0. 98645 17886 85129 92502 294 0. 1 6405 14205 97042 61039 544 
1. 407 0, 98661 53468 52531 82515 912 0. 16306 48869 47062 64065 184 
1. 408 0. 98677 79184 04669 09070 631 0. 16207 81902 32209 31258 571 
1. 409 0. 98693 95031 78970 18307 486 0. 16109 13314 39179 25882 568 

1. 410 0, 98710 01010 13850 34142 909 0. 16010 43115 54831 19016 356 
1. 411 0. 98725 97117 48711 74427 198 0. 15911 71315 66184 90869 577 
1. 412 0. 98741 83352 2 3943 67004 304 0. 15812 97924 60420 32080 359 
1. 413 0. 98757 59712 80922 65672 895 0. 15714 22952 24876 44997 336 
1. 414 0. 98773 26197 62012 66048 706 0. 15615 46408 47050 44945 751 

1. 415 0. 98788 82805 10565 21328 142 0. 15516 68303 14596 61477 752 
1. 416 0. 98804 29533 7 0919 57953 120 0. 15417 88646 15325 39606 967 
1. 417 0. 98819 66381 88402 91177 144 0. 15319 07447 37202 41027 471 
1. 418 0. 98834 93348 09330 40532 586 0. 15220 24716 68347 45317 231 
1. 419 0. 98850 1 0430 81005 45199 170 0. 15121 40463 97033 51126 135 

1. 420 0. 98865 17628 51719 79273 627 0. 15022 54699 1 1685 77348 698 
1. 421 0. 98880 149 39 70753 66940 521 0. 14923 67432 00880 64281 559 
1. 422 0. 98895 02362 88375 97544 222 0. 14824 78672 53344 74765 840 
1. 423 0. 98909 79896 55844 40562 021 0. 14725 88430 57953 95314 499 
1. 424 0, 98924 47539 25405 60478 351 0. 14626 96716 03732 37224 747 

1. 425 0. 98939 05289 50295 31560 129 0. 14528 03538 79851 37675 648 
1. 426 0. 98953 53145 84738 52533 174 0. 14429 08908 75628 60810 986 
1. 427 0, 98967 91106 83949 61159 714 0. 14330 12835 80526 98807 514 
1. 428 0. 98982 19171 04132 48716 941 0. 14231 15329 84153 72928 666 
1. 429 0. 98996 37337 02480 74376 619 0. 14132 1 6400 76259 34563 848 

1. 430 0. 99010 45603 37177 79485 729 0. 14033 1 6058 46736 66253 390 
1. 431 0. 99024 43968 67397 01748 121 0. 13934 14312 85619 82699 275 
1. 432 0. 99038 32431 53301 89307 176 0. 13835 11173 83083 31761 733 
1. 433 0, 99052 10990 56046 14729 460 0. 13736 06651 29440 95441 799 
1. 434 0. 99065 79644 37773 88889 346 0. 13637 00755 15144 90849 940 

1. 435 0, 99079 38391 61619 74754 605 0. 13537 93495 30784 71160 849 
1. 436 0. 99092 87230 91709 01072 941 0. 13438 84881 67086 26554 495 
1. 437 0. 99106 26160 93157 75959 459 0. 13339 74924 14910 85143 546 
1. 438 0, 99119 55180 32073 00385 060 0. 13240 63632 65254 13887 244 
1. 439 0. 99132 74287 75552 81565 735 0. 13141 51017 09245 19491 852 

1. 440 0. 99145 83481 91686 46252 760 0. 13042 37087 38145 49297 752 
1. 441 0. 99158 82761 49554 53923 766 0. 12943 21853 43347 92153 306 
1. 442 0. 99171 72125 19229 09874 676 0. 12844 05325 16375 79275 576 
1. 443 0, 99184 51571 71773 78212 505 0. 12744 87512 48881 85098 002 
l. 444 0. 99197 21099 79243 94748 990 0. 12645 68425 32647 28105 135 

1. 445 0. 99209 80708 14686 79795 055 0. 12546 48073 59580 71654 525 
1. 446 0. 99222 30395 52141 5 0856 088 0. 12447 26467 2 1717 24785 871 
1. 447 0. 99234 70160 66639 35228 024 0. 12348 03616 11217 43017 513 
1. 448 0, 99247 00002 34203 82494 216 0. 12248 79530 20366 29130 391 
1. 449 0. 99259 19919 31850 76923 086 0. 12149 54219 41572 33939 548 

1. 450 0. 99271 29910 37588 49766 535 0. 12050 27693 67366 57053 287 [C -pl] [C -l)2J 
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X sin x COS X 

1. 450 0. 99271 29910 37588 49766 535 0, 12050 27693 67366 57053 287 1. 451 0. 99283 29974 3 0417 91459 118 0, 11950 99962 90401 47620 080 
1. 452 0. 99295 20109 90332 63717 946 0. 11851 71037 03450 05063 327 
1. 453 0. 99307 00315 98319 11543 32 5 0. 11752 40925 99404 79804 068 
1. 454 0. 99318 70591 36356 75120 114 0. 11653 09639 71276 73971 735 

1. 455 0, 9933 0 30934 87418 01619 777 0. 11553 77188 12194 42103 061 
1. 456 0, 99341 81345 35468 56903 143 0, 11454 43581 15402 91829 237 
1. 457 0, 99353 21821 65467 3712 3  830 0. 11355 08828 74262 84551 407 
1. 458 0, 99364 52 362 63366 80232 355 0. 11255 72940 82249 36104 618 
1. 459 0, 99375 72967 1 6112 77380 893 0. 11156 35927 32951 17410 313 

1. 460 0, 99386 83634 11644 84228 683 0. 11056 97798 20069 55117 465 
1. 461 0. 99397 84362 38896 32148 075 0. 10957 58563 37417 32232 463 
1. 462 0. 99408 75150 87794 39331 194 0. 10858 18232 78917 88737 835 
1. 463 0. 99419 55998 49260 21797 223 0, 1 0758 76816 38604 22199 915 
1. 464 0. 99430 26904 15209 04300 286 0, 10659 34324 10617 88365 556 

1. 465 0. 99440 87866 78550 31137 923 0. 10559 90765 892 08 01747 983 
1. 466 0, 99451 38885 33187 76860 141 0. 10460 46151 68730 36201 884 
1. 467 0. 99461 79958 74019 56879 043 0. 10361 00491 43646 25487 846 
1. 468 0. 99472 1 1 085 96938 37979 012 0. 10261 53795 08521 63826 230 
1. 469 0, 99482 32265 98831 48727 437 0, 10162 06072 58026 06440 584 

1. 470 0, 99492 43497 77580 89785 993 0, 10 062 57333 86931 70090 698 
1. 471 0, 99502 44780 32063 44122 430 0. 09963 07588 90112 33595 391 
1. 472 0, 99512 36112 62150 87122 898 0, 09863 56847 62542 38345 147 
1. 473 0, 99522 17493 68709 96604 762 0, 09764 05119 99295 88804 678 
1. 474 0, 99531 88922 53602 62729 932 0. 09664 52415 95545 53005 525 

l. 475 0. 99541 50398 19685 97818 664 0, 09564 98745 46561 63028 806 
1. 476 0, 99551 01919 70812 4606 3  854 0. 09465 44118 47711 15478 186 
1. 477 0. 99560 43486 1 1829 93145 787 0. 09365 88544 94456 71943 189 
1. 478 0, 99569 75096 48581 75747 356 0. 09266 32034 82355 59452 948 
1. 479 0, 99578 96749 87906 90969 720 0. 09166 74598 07058 70920 484 

1. 480 0. 99588 08445 37640 05648 408 0. 09067 16244 64309 65577 623 
1. 481 0, 99597 1 0182 06611 65569 851 0, 08967 56984 49943 69400 641 
1. 482 0, 99606 01959 04648 04588 337 0, 08867 96827 59886 75526 752 
1. 483 0. 99614 83775 42571 53643 374 0, 08768 35783 90154 44661 519 
1. 484 0. 99623 55630 32200 49677 461 0, 08668 73863 36851 05477 303 

1. 485 0. 99632 17522 86349 44454 246 0, 08569 11075 96168 55002 845 
1. 486 0, 99640 69452 18829 13277 079 0, 08469 47431 64385 59004 070 
1. 487 0. 99649 11417 44446 63607 933 0. 08369 82940 37866 52356 240 
1. 488 0, 99657 43417 79005 43586 693 0, 08270 17612 13060 39407 518 
1.  489 0, 99665 65452 39305 50450 815 0. 08170 51456 86499 94334 076 

1. 490 0, 99673 77520 43143 38855 320 0. 08070 84484 54800 61486 832 
1. 491 0, 99681 79621 09312 29093 143 0, 07971 16705 14659 55729 907 
1. 492 0, 99689 71753 5 7602 15215 811 0, 07871 48128 62854 62770 926 
1. 493 0, 99697 53917 08799 73054 448 0. 07771 78764 96243 39483 234 
1. 494 0, 99705 26110 84688 68141 099 0. 07672 08624 11762 14220  152 

1. 495 0, 99712 88334 08049 63530 364 0. 07572 37716 06424 87121 354 
1. 496 0, 99720 40586 02660 27521 334 0, 07472 66050 77322 30411 478 
1. 497 0, 99727 82865 93295 41279 821 0. 07372 93638 21620 88691 060 
1. 498 0. 99735 15173 05727 06360 877 0, 07273 20488 36561 79219 898 
1. 499 0, 99742 37506 66724 52131 595 0, 07173 46611 19459 92192 943 

1. 500 0, 99749 49866 04054 43094 172 0. 07073 72016 67702 91008 819 

[( -pl] [(-�)2] 
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

1. 500 0. 99749 49866 04054 43094 172 0. 07073 72016 67702 91008 819 
1. 501 0. 99756 52250 46480 86109 251 0. 06973 96714 78750 12531 065 
1. 502 0. 99763 44659 23765 37519 509 0. 06874 20715 50131 67342 208 
1. 503 0. 99770 27091 66667 10173 501 0. 06774 44028 79447 39990 761 
1. 504 0. 99776 99547 06942 80349 750 0. 06674 66664 64365 89231 245 

1. 505 0. 99783 62024 77346 94581 063 0. 06574 88633 02623 48257 343 
1. 506 0. 99790 14524 11631 76379 092 0. 06475 09943 92023 24928 268 
1. 507 0. 99796 57044 44547 32859 104 0. 06375 30607 30434 01988 470 
1. 508 0. 99802 89585 11841 61264 976 0. 06275 50633 15789 37280 758 
1. 509 0. 99809 12145 50260 55394 397 0. 06175 70031 46086 63952 953 

1. 510 0. 99815 24724 97548 11924 274 0. 06075 88812 19385 90658 160 
1. 511 0. 99821 27322 92446 36636 332 0. 05976 06985 33809 01748 769 
1. 512 0. 99827 19938 74695 50542 912  0. 05876 24560 87538 57464 281 
l. 513 0. 99833 02571 85033 95912 947 0. 05776 41548 78816 94113 053 
1. 514 0. 99838 75221 65198 42198 118 0. 05676 57959 05945 24248 072 

1. 515 0. 99844 37887 57923 91859 188 0. 05576 73801 67282 36836 851 
1. 516 0. 99849 90569 06943 86092 495 0. 05476 89086 61243 97425 545 
1. 517 0. 99855 33265 56990 1 0456 612 0. 05377 03823 86301 48297 399 
1. 518 0. 99860 65976 53793 00399 163 0. 05277 18023 40981 08625 609 
1. 519 0. 99865 88701 44081 46683 784 0. 05177 31695 2 3862 74620 716 

1. 520 0. 99871 01439 75583 00717 231 0. 05077 44849 33579 19672 613 
1 .  521  0. 99876 04190 97023 79776 634 0. 04977 57495 68814 94487 284 
1. 522 0. 99880 96954 58128 72136 872 0. 04877 69644 28305 27218 360 
1. 523 0. 99885 79730 09621 42098 089 0. 04777 81305 10835 23593 598 
1. 524 0. 99890 52517 03224 34913 328 0. 04677 92488 15238 67036 388 

1. 525 0. 99895 15314 91658 81616 285 0. 04578 03203 40397 18782 371 
1. 526 0. 99899 68123 28645 03749 180 0. 04478 1 3460 85239 17991 291 
1. 527 0. 99904 10941 68902 17990 729 0. 04378 23270 48738 81854 166 
1. 528 0. 99908 43769 68148 40684 234 0. 04278 32642 29915 05695 871 
1. 529 0. 99912 66606 83100 92265 762 0. 04178 41586 27830 63073 262 

1. 530 0. 99916 79452 71476 01592 427 0. 04078 50112 41591 05868 899 
1. 531 0. 99920  82306 9 1989 10170 755 0. 03978 58230 70343 64380 513 
1. 532 0. 99924 75169 04354 76285 152 0. 03878 65951 13276 47406 277 
1. 533 0. 99928 58038 69286 79026 436 0. 03778 73283 69617 42326 008 
1. 534 0. 99932 30915 48498 22220 463 0. 03678 80238 38633 15178 390 

1. 535 o: 99935 93799 04701 38256 819 0. 0 3578 86825 19628 10734 312 
1. 536 0. 99939 46689 01607 91817 592 0. 03478 9 3054 11943 52566 435 
1. 537 0. 99942 89585 03928 83506 202 0. 03378 98935 14956 43115 073 
1. 538 0. 99946 22486 77374 53376 306 0. 03279 04478 28078 63750 505 
1. 539 0. 99949 45393 88654 84360 752 0. 0 3179 09693 5 0755 74831 796 

1. 540 0. 99952 58306 05479 05600 596 0. 0 3079 14590 82466 15762 248 
1. 541 0. 99955 61222 96555 95674 180 0. 02979 19180 22720  05041 568 
1 .  542 0. 99958 54144 31593 85726 242 0. 02879 23471 71058 40314 858 
1. 543 0. 99961 37069 81300 62497 095 0. 02779 27475 27051 98418 526 
1. 544 0. 99964 09999 1 7383 71251 832 0. 02679 31200 90300 35423 217  

1. 545 0. 99966 72932 12550 1 8609 586 0. 02579 34658 60430 86673 867 
1. 546 0. 99969 25868 40506 75272 821 0. 02479 37858 37097 66826 971 
1. 547 0. 99971 68807 75959 78656 660 0. 02379 40810 19980 69885 184 
1. 548 0. 99974 01749 94615 35418 249 0. 02279 43524 08784 69229 328 
1.  549 0. 99976 24694 73179 23886 150 0. 02179 46010 03238 17647 934 

1. 550 0. 99978 37641 89356 96389 761 0. 02079 48278 03092 47364 391 

[<-pi] [<-i)9] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS Table 4.6 

:r sin x COS X 
1. 550 0, 99978 37641 89356 96389 761 0. 02079 48278 03092 47364 391 
1. 55 1 0, 99980 40591 21853 81488 767 0, 01979 50338 0812 0 70061 827 
1. 552 0, 99982 33542 50374 86102 606 0. 01879 52200 18116 76905 802 
1. 553 0, 99984 16495 55624 97539 966 0. 01779 53874 32894 38564 929 
1. 554 0. 99985 89450 19308 85428 298 0. 01679 55370 52286 05229 507 

1. 555 0. 99987 52406 24131 03543 342 0. 01579 56698 76142 06628 284 
1. 556 0. 99989 05363 53795 91538 676 0. 01479 57869 04329 52 043 433 
1� 557 0, 99990 48321 9�07 76575 277 0, 01379 58891 36731 30323 849 
1. 558 0, 99991 81281 2 470 74851 093 0. 01279 59775 73245 09896 874 
1. 559 0. 99993 04241 43888 93 030 623 0. 0117� ,60532 13782 38778 533 

1. 560 0. 99994 17202 29966 29574 517 0. 01079 61170 58267 44582 392 
1. 561 0. 99995 20163 74406 75969 172 0. 00979 61701 06636 34527 146 
1. 562 0. 99996 13125 66914 17856 344 0. 00879 62133 58835 95443 014 
1. 563 0, 99996 96087 98192 36062 758 0. 00779 62478 14822 93777 062 
1. 564 0. 99997 69050 59945 07529 731 0. 00679 62744 74562 75597 546 

1. 565 0. 99998 32013 44876 06142 794 0. 00579 62943 38028 66597 372 
1. 566 0. 99998 84976 46689 03461 318 0. 00479 63084 05200 72096 784 
1. 567 0. 99999 2 7939 60087 69348 142 0. 00379 63176 76064 77045 359 
1. 568 0, 99999 60902 80775 72499 201 0. 00279 63231 5061 1 4602 3 436 
1. 569 0. 99999 83866 05456 80873 1 62 0. 00179 63258 28835 23243 059 

1. 570 0. 99999 96829 31834 62021 053 +0. 00079 63267 10733 32548 541 
1. 571 0, 99999 99792 58612 83315 895 -0. 00020 36732 03695 22583 254 
1. 572 0, 99999 92755 85495 12082 337 -0. 00120 36729 14450 59042 804 
1. 573 0. 99999 75719 13185 15626 285 -0. 00220 36714 21533 14087 901 
1. 574 0. 99999 48682 43386 61164 539 -0. 00320 36677 24944 45343 613 

1. 575 0. 99999 1 1645 78803 15654 423 -0. 00420 36608 24688 30802 109 
1. 576 0, 99998 64609 23138 45523 419 -0. 00520 36497 20771 68822 280 
1. 577 0. 99998 07572 81096 16298 798 -0. 0 0620 36334 13205 78129 029 
1. 578 0, 99997 40536 58379 92137 261 -0. 00720 36109 02006 97812 142 
1. 579 0. 99996 63500 61693 35254 568 -0. 00820 35811 87197 87324 647 

1. 580 0. 99995 76464 98740 05255 179 -0. 00920 35432 68808 26480 539 
1.  581 0. 99994 79429 78223 58361 895 -� 0102Q 34961 46876 15451 796 
1. 582 0. 99993 72395 09847 46545 499 -0. 01120 34388 21448 74764 568 
1. 583 0. 99992 55361 04315 16554 408 -0. 01220 33702 92583 45294 454 
1. 584 0. 99991 28327 73330 08844 324 -0. 01320 32895 60348 88260 743 

1. 585 0, 99989 91295 29595 56407 893 -0. 01420 31956 2 4825 85219 553 
1. 586 0, 99988 44263 86814 83504 374 -0. 01520 30874 86108 38055 737 
1. 587 0. 99986 87233 59691 04289 313 -0. 01620 29641 44304 68973 475 
1. 588 0. 99985 20204 63927 21344 232 -0. 01720 28245 99538 20485 440 
1. 589 0. 99983 43177 16226 24106 322 -0. 01820 26678 51948 55400 452 

1. 590 0 . 99981 56151 34290 87198 158 -0. 01920 24929 01692 56809 503 
1. 591 0. 99979 59127 36823 68657 422 -0. 02020 22987 48945 28070 065 
1. 592 0. 99977 52105 43527 08066 646 -0. 02120 2 0843 93900 92788 583 
1. 593 0. 99975 35085 75103 24582 972 -0. 02220 18488 36773 94801 039 
1. 594 0, 99973 08068 53254 14867 933 -0. 02320 15910 77799 98151 502 

1. 595 0. 99970 71054 00681 50917 259 -0. 02420 13101 17236 87068 552 
1. 596 0. 99968 24042 41086 77790 702 -0. 02520 10049 55365 65939 492 
1.  597 0. 99965 67033 99171 11241 891 -0. 02620 06745 92491 59282 234 
1. 598 0. 99963 00029 00635 35248 219 -0. 02720 03180 28945 11714 764 
1. 599 0. 99960 23027 72179 99440 759 -0. 02819 99342 65082 87922 093 

1. 600 0. 99957 36030 41505 16434 211  -0. 02919 95223  01288 72620 577 [(-;) 1] [ (-i)3] 
For x>1.6 see Example 16. 

�=1.57079 63267 94896 61923 132 11"=3.14159 26535 89793 23846 264 



174 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.7 RADIX TABLE OF CIRCULAR SINES AND COSINES 

.r 11 sin .rlO-n cos .�1o·- 1l 
1 1 0  0, 00000 00001 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 99999 50000 
2 10 0. 00000 00002 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 99998 00000 
3 1 0  o .  00000 00003 00000 00000 00000 • 0, 99999 99999 99999 99995 50000 
4 10 0, 00000 00004 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99992 00000 
5 10 0, 00000 00005 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99987 50000 
6 10 0, 00000 00006 00000 00000 0 0000 0, 99999 99999 99999 99982 00000 
7 1 0  0, 00000 00007 00000 0 0 0 0 0  00000 0. 99999 99999 99999 99975 50000 
8 1 0  0. 00000 00008 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99968 00000 
9 10 0, 00000 00009 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 99959 50000 

1 9 0, 00000 00010 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99950 00000 
2 9 0. 00000 00020 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99800 00000 
3 9 0. 00000 00030 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 99550 00000 
4 9 0. 00000 00040 00000 00000 00000 0, 99999 99999 99999 99200 00000 
5 9 0, 00000 00050 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 98750 00000 
6 9 o. ooooo 00060 00000 00000 00000 0. 99999 99999 99999 98200 00000 
7 9 o. ooooo 00069 99999 99999 99999 0, 99999 99999 99999 97550 00000 
8 9 0. 00000 00079 99999 99999 99999 0. 99999 99999 99999 96800 00000 
9 9 0. 00000 00089 99999 99999 99999 0, 99999 99999 99999 95950 00000 

1 8 0, 00000 00099 99999 99999 99998 0, 99999 99999 99999 95000 00000 
2 8 0, 00000 00199 99999 99999 99987 0, 99999 99999 99999 80000 00000 
3 8 o. ooooo 00299 99999 99999 99955 0, 99999 99999 99999 55000 00000 
4 8 0, 00000 00399 99999 99999 99893 0. 99999 99999 99999 20000 00000 
5 8 0, 00000 00499 99999 99999 99792 0, 99999 99999 99998 75000 00000 
6 8 0. 00000 00599 99999 99999 99640 0, 99999 99999 99998 20000 00000 
7 8 0, 00000 00699 99999 99999 99428 0, 99999 99999 99997 55000 00000 
8 8 0, 00000 00799 99999 99999 99147 0. 99999 99999 99996 80000 00000 
9 8 0, 00000 00899 99999 99999 98785 0, 99999 99999 99995 95000 00000 

1 7 0, 00000 00999 99999 99999 98333 0. 99999 99999 99995 00000 00000 
2 7 0, 00000 01999 99999 99999 86667 0. 99999 99999 99980 00000 00000 
3 7 0, 00000 02999 99999 99999 55000 0. 99999 99999 99955 00000 00000 
4 7 0, 00000 03999 99999 99998 93333 0, 99999 99999 99920 00000 00000 
5 7 0. 00000 04999 99999 99997 91667 0, 99999 99999 99875 00000 00000 
6 7 0. 00000 05999 99999 99996 40000 0, 99999 99999 99820 00000 00000 
7 7 0, 00000 06999 99999 99994 28333 0, 99999 99999 99755 00000 00000 
8 7 0, 00000 07999 99999 99991 46667 0, 99999 99999 99680 00000 00000 
9 7 0. 00000 08999 99999 99987 85000 0. 99999 99999 99595 00000 00000 

1 6 0. 00000 09999 99999 99983 33333 0, 99999 99999 99500 00000 00000 
2 6 0. 00000 19999 99999 99866 66667 0, 99999 99999 98000 00000 00007 
3 6 0. 00000 29999 99999 99550 00000 0, 99999 99999 95500 00000 00034 
4 6 0, 00000 39999 99999 98933 33333 0, 99999 99999 92000 00000 00107 
5 6 0, 00000 49999 99999 97916 66667 0, 99999 99999 87500 0 0000 00260 
6 6 0, 00000 59999 99999 96400 00000 0, 99999 99999 82000 00000 00540 
7 6 0. 00000 69999 99999 94283 33333 0. 99999 99999 75500 00000 01000 
8 6 0, 00000 79999 99999 91466 66667 0, 99999 99999 68000 00000 01707 
9 6 0, 0 0000 89999 99999 87850 00000 0, 99999 99999 59500 00000 02734 

1 5 0, 00000 99999 99999 83333 33333 0. 99999 99999 50000 00000 04167 
2 5 0, 00001 99999 99998 66666 66667 0. 9 9999 99998 00000 00000 66667 
3 5 0, 00002 99999 99995 50000 00002 0, 99999 99995 50000 00003 37500 
4 5 0, 00003 99999 99989 33333 33342 0. 99999 99992 00000 00010 66667 
5 5 0, 00004 99999 99979 16666 66693 0. 99999 99987 50000 00026 04167 
6 5 0. 00005 99999 99964 00000 00065 0. 99999 99982 00000 00054 00000 
7 5 0, 00006 99999 99942 83333 33473 0. 99999 99975 50000 00100 04167 
8 5 0, 00007 99999 99914 66666 66940 0. 99999 99968 00000 00170 66667 
9 5 0, 00008 99999 99878 50000 00492 0, 99999 99959 50000 00273 37500 

1 4 0, 00009 99999 99833 33333 34167 0, 99999 99950 0 0000 00416 66667 
2 4 0, 00019 99999 98666 66666 93333 0. 99999 99800 0 0 00 0  06666 66666 
3 4 0, 00029 99999 95500 00002 02500 0, 99999 99550 00000 33749 99990 
4 4 0, 00039 99999 89333 33341 86667 0, 9 9999 99200 00001 06666 66610 
5 4 0, 00049 99999 79166 66692 70833 0, 99999 98750 00002 60416 66450 
6 4 0, 00059 99999 64000 00064 80000 0. 99999 98200 00005 39999 99352 
7 4 0, 00069 99999 42833 33473 39167 0, 99999 97550 00010 00416 65033 
8 4 0, 00079 99999 14666 66939 73333 0, 9 9999 96800 00017 06666 63026 
9 4 0. 00089 99998 78500 00492 07499 0. 99999 9595 0 00027 33749 92619 

0. 00099 99998 33333 34166 66665 0, 99999 95000 00041 66666 52778 

For 11 > 10, sin :rlO-n = .rlO-»; cos dO-n = 1 - � .rZlO -Zn; to 25D. 

From C. E. Van Orstrand, Tables of tlie exponential function and of the circular sine and cosine to 
radian arguments, Memoirs of the National Academy of Sciences, vol. 14, Fifth Memoir. U.S. 
Government Printing Office, Washington, D.C., 1921 (with permission) . 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS Table 4.8 

X sin x COS X 
0 0, 00000 00000 00000 00000 000 1. 00000 00000 00000 00000 000 
1 +0. 84147 09848 07896 50665 250 +0. 54030 23058 68139 71740 094 
2 +0. 90929 74268 25681 69539 602 -0. 41614 68365 47142 38699 757 
3 +0. 14112 00080 59867 2221 0 074 -0. 98999 24966 00445 45727 157 
4 -0. 75680 24953 07928 25137 264 -0. 65364 36208 63611 91463 917 

5 -0. 95892 42746 63138 46889 315 +0. 28366 21854 63226 26446 664 
6 - 0. 27941 54981 98925 87281 156 +0. 96017 0!866 50366 02054 565 
7 +0. 65698 65987 18789 09039 700 +0. 75390 22543 43304 63814 120 
8 +0. 98935 82466 23381 77780 812 -0. 14550 00338 08613 52586 884 
9 +0. 41211 84852 41756 56975 627 -0. 91113 02618 84676 98836 829 

10 -0. 54402 1 1108 89369 81340 475 -0. 83907 15290 76452 45225 886 
11 -0. 99999 02065 50703 45705 156 +0. 00442 56979 88050 78574 836 
12 -0. 53657 29180 00434 97166 537 +0. 84385 39587 32492 10465 396 
13 +0. 42016 70368 26640 92186 896 +0. 90744 67814 50196 21385 269 
14 +0. 99060 73556 94870 30787 535 +0. 13673 72182 07833 59424 893 

15  +0. 65028 78401 57116 86582 974 -0. 75968 79128 58821 27384 815 
16 -0. 28790 33166 65065 29478 446 -0. 95765 94803 2 3384 64189 964 
17 -0. 96139 74918 79556 85726 164 -0. 27516 33380 51596 92222 034 
18 -0. 75098 72467 71676 10375 016 +0. 66031 67082 44080 14481 610 
19 +0. 14987 72096 62952 32975 424 +0. 98870 46181 86669 25289 835 

20  +0. 91294 52507 27627 65437 610 +0. 40808 20618 13391 98606 227 
21 +0. 83665 56385 36056 03186 648 -0. 54772 92602 24268 42138 427 
22 -0. 00885 13092 90403 87592 169 -0. 99996 08263 94637 12645 417 
23  -0. 84622 04041 75170  63524 133 -0. 53283 30203 33397 5552 1 576 
24 -0. 90557 83620 06623 84513 579 +0. 42417 90073 36996 97593 705 

25 -0. 13235 17500 97773 02890 201 +0. 99120 28118 63473 59808 329 
26 +0. 76255 84504 79602 73751 582 +0. 64691 93223 28640 34272 138 
27 +0. 95637 59284 04503 01343 234 -0. 29213 88087 33836 19337 140 
28 +0. 27090 57883 07869 01998 634 -0. 96260 58663 13566 60197 545 
29 -0. 66363 38842 12967 50215 117  -0. 74805 75296 89000 35176 519 

30  -0. 98803 16240 92861 78998 775 +0. 15425 14498 87584 05071 866 
31 -0. 40403 76453 23065 00604 877 +0. 91474 23578 04531 27896 244 
32 +0. 55142 66812 41690 55066 156 +0. 83422 33605 06510 27221 553 
33 +0. 99991 18601 07267 14572 808 -0. 01327 67472 23059 47891 522 
34 +0. 52908 26861 20023 82083 249 -0. 84857 02747 84605 18659 997 

35 -0. 42818 26694 96151  00440 675 -0. 90369 22050 91506 75984 730 
36 -0. 99177 88534 43115 73683 529 -0. 12796 36896 27404 68102 833 
37 -0. 64353 81333 56999 46068 567 +0. 76541 40519 45343 35649 108 
38 +0. 29636 85787 09385 31739 230 +0. 95507 36440 47294 85758 654 
39 +0. 96379 53862 84087 75326 066 +0. 26664 29323 59937 25152 683 

40 +0. 74511 31604 79348 78698 7 71 -0. 66693 80616 52261 84438 409 
41 -0. 15862 26688 04708 98710 332 -0. 98733 92775 2 3826 45822 883 
42 -0. 91652 1 5479 15633 78589 899 -0. 39998 53149 88351 29395 471 
43 -0. 83177 47426 28598 28820 958 +0. 55511 33015 2 0625 67704 483 
44 +0. 01770 19251 05413 57780 795 +0. 99984 33086 47691 22006 901 

45 +0. 85090 35245 3411 8  42486 238 +0. 52532 19888 17729 69604 746 
46 +0. 90178 83476 48809 18503 329 -0. 43217 79448 84778 29495 278 
47 +0. 12357 3 1227 45224 00406 153 -0. 99233  54691 50928 71827 975 
48 -0. 76825 46613 23666 79904 497 -0. 64014 43394 69199 73131 294 
49 -0. 95375 26527 59471 81836 042 +0. 30059 25437 43637 08368 703 

50 -0. 26237 48537 03928 78591 439 +0. 96496 60284 92113 27406 896 
From C. E.  Van Orstrand, Tables of the exponential function and of the circular sine and cosine to 

radian arguments, Memoirs of the National Academy of Sciences, vol. 14, Fifth Memoir. U.S. 

Government Printing Office, Washington, D.C., 1921 (with permission) for xs 100. 
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Table 4.8 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

50 -0. 26237 48537 03928 78591 439 +0. 96496 60284 92113 27406 896 51 +0. 67022 91758 43374 73449 435 +0. 74215 41968 13782 53946 738 52 +0. 98662 75920 40485 29658 757 -0. 16299 07807 95705 48100 333 53 +0. 39592 51501 81834 18150 339 -0. 91828 27862 12.118 89119 973 54 -0. 55878 90488 51616 24581 787 -0. 82930 98328 63150 14772 785 
55 -0. 99975 51733 58619 83659 863 +0. 02212 67562 61955 73456 356 56 -0. 52155 10020 86911 88018 741 +0. 85322 01077 22584 11396 968 57 +0. 43616 47552 47824 95908 053 +0. 89986 68269 69193 78650 300 58 +0. 99287 26480 84537 11816 509 +0. 11918 01354 48819 28543 584 59 +0. 63673 80071 39137 88077 123 -0. 77108 02229 75845 22938 744 
60 -0. 30481 06211 02216 70562 565 -0. 95241 29804 15156 29269 382 61 -0. 96611 77700 08392 94701 829 -0. 25810 16359 38267 44570 121 62 -0. 73918 06966 49222 86727 602 +0. 67350 71623 23586 25288 783 63 +0. 16735 57003 02806 92152 784 +0. 98589 65815 82549 69743 864 64 +0, 92002 60381 96790 68335 154 +0. 39185 72304 29550 00516 171 
65 +0. 82682 86794 90103 46771 021 -0, 56245 38512 38172 03106 212 66 -0. 02655 1 1540 23966 79446 384 -0. 99964 74559 66349 96483 045 67 -0, 85551 99789 75322 25899 683 -0. 51776 97997 89505 06565 339 68 -0. 89792 76806 89291 26040 073 +0, 44014 30224 96040 70593 105 69 -0. 11478 48137 83187 22054 507 +0. 99339 03797 22271 63756 155 
70 +0, 77389 06815 57889 09778 733 +0. 63331 92030 86299 83233 201 71 +0. 95105 46532 54374 63665 657 -0. 30902 27281 66070 70291 749 72 +0. 25382 33627 62036 27306 903 -0. 96725 05882 73882 48729 171 73 -0. 67677 19568 87307 62215 498 -0. 73619 27182 27315 96016 815 74 -0. 98514 62604 68247 37085 189 +0. 17171 73418 30777 55609 845 
75 -0. 38778 16354 09430 43773 094 +0. 92175 12697 24749 31639 230 76 +0. 56610 76368 98180 32361 028 +0. 82433 13311 07557 75991 501 77 +0. 99952 01585 80731 24386 610 -0. 03097 50317 31216 45752 196 78 +0. 51397 84559 87535 21169 609 -0. 85780 30932 44987 85540 835 79 -0. 44411 26687 07508 36850 760 -0. 89597 09467 90963 14833 703 
80 -0. 99388 86539 23375 18973 081 -0. 11038 72438 39047 55811 787 81 -0. 62988 79942 74453 87856 521 +0. 77668 59820 21631 15768 342 82 +0. 31322 87824 33085 15263 353 +0. 94967 76978 82543 2 0471 326 83 +0. 96836 44611 00185 40435 015 +0. 24954 01179 73338 12437 735 84 +0. 73319 03200 73292 16636 321 -0. 68002 34955 87338 79542 720 
85 -0. 17607 56199 48587 07696 212 -0. 98437 66433 94041 89491 821 86 -0. 92345 84470 04059 80260 163 -0. 38369 84449 49741 84477 893 87 -0. 82181 78366 30822 54487 211 +0. 56975 03342 65311 92000 851 88 +0. 03539 83027 33660 68362 543 +0. 99937 32836 95124 65698 442 89 +0. 86006 94058 12453 22683 685 +0. 51017 70449 41668 89902 379 
90 +0. 89399 66636 00557 89051 827 -0. 44807 36161 29170 15236 548 91 +0. 10598 75117 51156 85002 021 -0. 99436 74609 28201 52610 672 92 -0. 77946 60696 15804 68855 400 -0. 62644 44479 10339 06880 027 93 -0. 94828 21412 69947 23213 104 +0. 31742 87015 19701 64974 551 94 -0. 24525 19854 67654 32522 044 +0. 96945 93666 69987 60380 439 
95 +0. 68326 17147 36120 98369 958 +0. 73017 35609 94819 66479 352 96 +0. 98358 77454 34344 85760 773 -0. 18043 04492 91083 95011 850 97 +0. 37960 77390 27521 69648 192 -0. 92514 75365 96413 89170 475 98 -0. 57338 18719 90422 88494 922 -0. 81928 82452 91459 25267 566 99 -0. 99920 68341 86353 69443 272 +0. 03982 08803 93138 89816 180 
100 -0. 50636 56411 09758 79365 656 +0. 86231 88722 87683 93410 194 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X 

100 -0. 50636 564 +0. 86231 887 
101 +0. 45202 579 +0. 89200 487 
102 +0. 99482 679 +0. 10158 570 
103 ... 0. 62298 863 -0. 78223 089 
104 -0. 32162 240 -0. 94686 801 

105 -0. 97053 528 -0. 24095 905 
106 -0. 72714 250 +0. 68648 655 
107 +0. 18478 174 +0. 98277 958 
108 +0. 92681 851 +0. 37550 9QO 
109 +0. 816 7 4 261 -0. 57700 218 

110  -0. 04424 268  -0. 99902 081  
111  -0. 86455 145 -0. 50254 432 
112 -0. 88999 560 +0. 45596 910 
113 -0. 09718 191 +0. 99526 664 
114 +0. 78498 039 +0. 61952 061 

115 +0. 94543 533 -0. 32580 981 
116 +0. 2 3666 139 -0. 97159 219 
117 -0. 68969 794 -0. 72409 720 
118  -0. 98195 217 +0. 1 8912 942 
119 -0. 37140 410 +0. 92847 132 

120 +0.  58061 118 +0. 81418 097 
121 +0. 99881 522 -0. 04866 361 
122 +0. 49871 315 -0. 866 76 709 
123 -0. 45990 349 -0. 88796 891 
124 -0. 99568 699 -0. 09277 620 

125 -0. 61604 046 +0. 78771 451 
126 +0. 32999 083 +0. 94398 414 
127 +0. 97263 007 +0. 2 3235 910 
128 +0. 72103 771 -0.  69289 582 
129 -0. 19347 339 -0. 98110 552 

130 -0. 93010 595 -0.  36729 133 
131 -0. 81160 339 +0. 58420 882 
132 +0. 05308 359 +0. 99859 007 
133 +0. 86896 576 +0. 49487 222 
134 +0. 88592 482 -0. 46382 887 

135 +0. 08836 869 -0. 99608 784 
136 -0.  79043 321 -0. 61254 824 
137 -0. 94251 445 +0. 33416 538 
138 -0. 22805 226 +0. 97364 889 
139 +0. 69608 013 +0. 71796 410 

140 +0. 98023 966 -0. 19781 357 
141 +0. 36317 137 -0. 93172 236 
142 -0. 58779 501 -0.  80900 991 
143 -0. 99834 536 +0. 05750 253 
144 -0. 49102 1 59 +0. 87114 740 

145 +0. 46774 516  +0. 88386 337  
146 +0. 99646 917  +0. 08395 944 
147 +0. 60904 402 -0. 79313 642 
148 -0. 33833 339 -0. 94102 631 
149 -0. 97464 865 -0. 22374 095 

150  -0.  71487 643 +0. 69925 081 

X 

150 
151 
152 
153 
154 

155 
156 
157 
158 
159 

1 60 
161 
1 62 
163 
1 64 

165 
166 
167 
168 
1 69 

170 
171 
172 
173 
174 

175 
176 
177 
178 
179 

180 
181 
1 82 
183 
184 

185 
186 
187 
188 
189 

190 
191 
192 
193 
194 

195 
196 
197 
198 
199 

200  

sin x 

-0. 71487 643 
+0. 20214 988 
+0. 93332 052 
+0. 80640 058 
-0. 06192 034 

-0. 87:3:31 198 
-0. 88178 462 
-0. 07954 854 
+0. 79582 410 
+0. 93951 973 

+0. 21942 526 
-0, 70240 779 
-0. 97845 035 
-0. 35491 018 
+0. 59493 278 

+0. 99779 728 
+0. 48329 156 
-0. 47555 019 
-0. 99717 329 
-0. 60199 987 

+0. 34664 946 
+0. 97659 087 
+0. 70865 914 
-0. 2 1081 053 
-0. 93646 197 

-0. 80113  460 
+0. 07075 224 
+0. 87758 979 
+ 0. 87757 534 
+0. 07072 217 

-0. 80115 264 
-0. 93645 140 
-0. 21078 107 
+0. 70868 041 
+0. 97658 438 

+0. 34662 118  
-0. 60202  394 
-0. 99717 102 
-0. 47552 367 
+0. 48331 795 

+0. 99779 928 
+0. 59490 855 
-0. 35493 836 
-0. 97845 657 
-0. 70238 633 

+0. 2 1945 467 
+0. 93953 006 
+0.  79580 584 
-0. 07957 859 
-0. 88179 884 

-0. 87329 730 

1 77 

Table 4.8 

COS X 

+0. 69925 081 
+0. 97935 460 
+0. 35904 429 
-0. 59136 968 
-0. 99808 109 

-0. 48716 135 
+0. 47165 229 
+0. 99683 099 
+0. 60552 787 
-0. 34249 478 

-0. 97562 931 
-0. 7 1177 476 
+0. 20648 223 
+0. 93490 040 
+0. 80377 546 

-0. 06633 694 
-0. 87545 946 
-0. 87968 859 
-0. 07513 609 
+0. 79849 619 

+0. 93799 475 
+0. 21510 527 
-0. 70555 101 
-0. 97752 694 
-0. 35076 911 

+0. 59848 422 
+0. 99749 392 
+0. 47941 2 31 
-0. 47943 877 
-0. 99749 605 

-0. 59846 007 
+0. 35079 734 
+0. 97753 329 
+0. 70552 964 
-0. 21513 471 

-0. 93800 520 
-0. 79847 804 
+0. 07516 615 
+0. 87970 293 
+0. 87544 489 

+0. 06630 686 
-0. 80379 339 
- 0. 93488 971 
-0. 20645 273 
+0. 71179 593 

+0. 97562 270  
+0. 34246 646 
-0. 60555 186 
-0. 99682 859 
-0. 47162 571 

+0. 48718 768 
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Table 4.8 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sm x COS X X sm x COS X 

200 -0. 87329 730 +0. 48718 768 250 -0, 97052 802 + 0. 24098 831 
201 -0. 06189 025  +0. 99808 296  251  -0. 32159 386 +0. 94687 771 
202 +0. 80641 841 +0. 59134 538 252 +0. 62301 221 +0.  78221 211 
203 +0. 933 30 970 -0. 35907 242 253 + 0. 99482 373 -0. 10161 569 
204 +0. 20212 036 -0. 97936 069 254 +0. 45199 890 -0. 89201 850 

205 -0.  71489 751 -0.  69922 926 255 -0. 50639 163 -0. 86230 361 
206 -0. 97464 190 +0. 22377 033 256 -0. 99920 803 -0. 03979 076 
207 -0. 33830 503 +0. 94103 651 257 -0. 57335 717 +0. 81930 553 
2 08 +0. 60906 793 +0. 79311 806 258 +0. 37963 563 +0. 92513 609 
209 + 0. 99646 664 -0. 08398 947 259 +0. 98359 318 +0. 18040 080 

210  +0. 46771 852 -0. 88387 747 260 +0. 68323 970 -0. 73019 416 
211  -0. 49104 785 -0. 87113 260 261 -0. 24528 121 -P. 96945 197 
212 -0. 99834 7 09 -0. 05747 243 262 -0. 94829 171 -0. 31740 012 
213 -0. 58777 062 +0. 80902 763 263 -0. 77944 719 +0. 62646 794 
214 +0. 36319 945 +0. 93171 141 264 +0. 10601 749 +0. 99436 427 

2 15 +0. 98024 562 +0. 19778 403 265 +0. 89401 017 +0. 44804 667 
216 +0. 69605 849 -0. 71798 508 266 +0. 86005 403 -0. 51020 297 
217  -0. 22808  161  -0. 97364 2 02 267 +0. 03536 818 -0. 99937 435 
218 -0. 94252 453 -0. 33413 697 268 -0. 82183 501 -0. 56972 556 
219 -0.  79041 474 +0. 61257 207 269 -0. 92344 688 +0. 38372 628 

220 +0. 08839 871 +0. 99608 517 270 -0. 17604 595 +0. 98438 195 
221 +0. 88593 880 + Q. 46380 216 271 +0. 73321 082 +0. 68000 139 
222 +0. 86895 084 -0. 49489 841 272 +0. 96835 694 -0. 24956 931 
223 +0. 05305 349 -0. 99859 167 273 +0. 31320 015 -0. 94968 714 
224 -0. 81162 100 -0. 58418 435 274 -0. 62991 141 -0. 77666 699 

225  -0. 93009 488 +0. 36731 937 275 -0. 99388 533 +0. 11041 720 
226 -0. 19344 382 +0. 98111 135 276 -0. 44408 566 +0. 89598 433 
227 +0. 72105 860 +0. 69287 409 277 +0. 51400 431 +0. 85778 760 
228 +0. 97262 306 -0. 23238 842 278 +0. 99952 109 +0. 0 3094 490 
229 + 0. 32996 237 -0. 94399 409 279 +0. 56608 279 -0, 82434 840 

230 -0. 61606 420 -0. 78769 594 280 -0. 38780 942 -0. 92173 958 
231 -0. 99568 419 +0. 09280 622 281 -0. 98515 144 -0. 17168 765 
2 32 -0. 45987 6 72 +0. 88798 277 282 -0. 67674 976 +0. 73621 312 
233 +0. 49873 928 +0. 86675 2 06 283 +0. 25385 252 +0. 96724 294 
234 +0. 99881 669 +0. 04863 350 284 +0. 95106 397 +0. 30899 406 

235 +0. 58058 664 -0. 81419 847 285 +0. 77387 159 -0. 63334 253 
236 -0. 37143 209 -0. 92846 012 286 -0. 11481 476 -0. 99338 692 
237 -0. 98195 787 -0. 18909 982 287 -0. 89794 095 -0. 44011  595 
238 -0. 68967 611 +0. 72411 799 288 -0. 85550 437 +0. 51779 559 
239 +0. 2 3669 068 +0. 97158 506 289 -0. 02652 102 +0. 99964 826 

240 +0. 94544 515 + 0. 32578 1 31 290 +0. 82684 563 +0. 56242 893 
241 +0. 78496 171 -0. 61954 428 291 +0. 92001 423 -0. 39188 496 
242 -0. 09721 191 -0. 99526 371 292 +0. 1 6732 598 -0. 98590 163 
243 -0. 89000 935 -0. 45594 228 293 -0. 73920 100  -0. 67348 488 
244 -0. 86453 630 +0. 50257 038 294 -0. 96610 999 +0. 25813 076 

245 -0. 04421 256 +0. 99902 215 295 -0.  304 78 191 +0. 95242 217 
246 +0. 81676 000 +0. 57697 756 296 +0. 636 76 125 +0. 77106 103 
2 47 + 0. 92680 719 -0. 37553 754 297 +0. 99286 906 -0. 1 1921 006 
248 +0. 18475 212 -0. 98278 515 298 +0. 43613 763 -0. 89987 997 
249 -0. 72716 319 -0. 68646 463 299 -0. 52157 672 -0. 85320 439 

250 -0. 97052 802 +0. 24098 831 300 -0. 99975 584 -0. 02209 662 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sin x 

300 -0. 99975 584 
301 -0. 55876 405 
302 +0. 39595 283 
303 +0. 98663 250 
304 +0. 67020 680 

305 -0. 26240 394 
306 -0. 95376 171 
307 -0. 76823 536 
308 +0. 12360 304 
309 +0. 90180 1 37 

310 +0. 85088 769 
311 +0. 01767 179 
312 -0. 83179 148 
313 -0. 91650 949 
314 -0. 15859 291 

315 +0. 74513 326 
316 +0. 96378 735 
317 +0. 29633 979 
318 -0. 64356 121 
319 -0.  99177 500 

320 -0. 42815 543 
321 +0. 52910 827 
322 +0. 99991 226 
323 +0. 55140 153 
324 -0. 40406 522 

325 -0. 98803 627 
326 -0. 66361 133 
327 +0. 27093 481 
328 +0. 95638 473 
329 +0. 76253 895 

330 -0. 13238 163 
331 -0. 90559 115 
332 -0. 84620 434 
333 -0. 00882 1 17 
334 +0. 83667 215 

335 +0. 91293 295 
336 +0. 14984 741 
337 -0. 75100 715 
338 -0. 96138 920 
339 -0. 28787 445 

340 +0. 65031 074 
341 +0. 99060 323 
342 +0. 42013 968 
343 -0. 53659 836 
344 -0. 99999 034 

345 -0. 54399 582 
346 +0. 41214 595 
347 +0. 98936 263 
348 +0. 65696 387 
349 -0. 27944 444 

350 -0. 95893 283 

COS X 

-0. 02209 662 
+0. 82932 668 
+0. 91827 085 
+0. 16296 104 
-0. 74217 440 

-0. 96495 812 
-0. 30056 379 
+0. 64016 750 
+0. 99233 174 
+0. 43215 076 

-0. 52534 764 
-0. 99984 384 
-0. 55508 823 
+0. 40001 294 
+0. 98734 406 

+0. 66691 560 
-0. 26667 199 
-0. 95508 258 
-0. 76539 465 
+0. 12799 359 

+0. 90370 511  
+0. 84855 433 
+0. 01324 661 
-0. 83423 998 
-0, 91473 018 

-0. 15422 167 
+0. 74807 753 
+0. 96259 770 
+0. 29210 998 
-0. 64694 231 

-0. 991 19 882 
-0. 42415 171  
+0. 53285 853 
+0. 99996 1 09 
+0. 54770 404 

-0. 40810 958 
-0. 98870 9 14 
-0. 66029 407 
+0. 27519 232 
+0. 95766 816 

+0. 75966 831 
-0. 13676 708 
-0. 90745 945 
-0. 84383 778 
-0. 00439 555 

+0. 83908 793 
+0. 91111  784 
+0. 1 4547 021 
-0, 75392 206 
-0. 96016 186 

-0. 28363 328 

X 

350 
351 
352 
353 
354 

355 
356 
357 
358 
359 

360 
361 
362 
363 
364 

365 
366 
367 
368 
369 

370 
371 
372 
373 
374 

375 
376 
377 
378 
379 

380 
381 
3 82 
383 
384 

385 
386 
387 
388 
389 

390 
391 
392 
393 
394 

395 
396 
397 
398 
399 

400 

sin x 

-0. 95893 283 
-0. 75678 279 
+0. 14114 985 
+0. 90930 997 
+0. 84145 470 

-0. 00003 014 
-0. 84148 727 
-0. 90928 488 
-0. 1 41 09 017 
+0. 75682 220 

+0. 95891 572 
+0. 27938 655 
-0. 65700 932 
-0. 98935 386 
-0. 41209 102 

+0. 54404 640 
+0. 99999 007 
+0. 53654 748 
-0. 42019 439 
-0. 99061 148 

-0. 65026 494 
+0. 28793 218 
+0. 96140 579 
+0. 75096 734 
-0. 14990 701 

-0. 91295 755 
-0. 83663 913 
+0. 00888 145 
+0. 84623 647 
+0. 90556 557 

+0. 13232 187 
-0. 76257 795 
-0. 95636 712 
-0. 27087 677 
+0. 66365 643 

+0. 98802 697 
+0. 40401 007 
-0. 55145 183 
-0. 99991 146 
-0. 52905 711 

+0. 42820 991 
+0. 99178 271 
+0. 64351 506 
-0. 29639 737 
-0. 96380 342 

-0. 74509 306 
+0. 15865 243 
+0. 91653 361 
+0. 83175 801 
-0. 01773 206 

-0. 85091 936 

Table 4.8 

COS X 

-0. 28363 328 
+0. 65366 643 
+0. 98998 824 
+0. 41611 943 
-0. 54032 76 7 

-1. 00000 000 
-0. 54027 694 
+0. 41617 425 
+0. 98999 675 
+0. 65362 081 

-0. 28369 1 09 
-0. 96017 871 
-0. 75388 245 
+0. 14552 986 
+0. 91114 268 

+0. 83905 513 
-0. 00445 584 
-0. 84387 013 
-0. 90743 412 
-0. 136 70 736 

+0. 75970 752 
+0. 95765 080 
+0. 27513 436 
-0. 66033 935 
-0. 98870 010 

-0. 40805 454 
+0. 54 77 5 448 
+0. 99996 056 
+0. 53280 751 
-0. 42420 631 

-0. 99120 680 
-0. 64689 634 
+0. 29216 764 
+0. 96261 403 
+0. 74803 752 

-0. 15428 123 
-0.  91475 454 
-0. 83420 6 7 4 
+0. 01330 689 
+0. 84858 622 

+0. 9036 7 930 
+0. 12793 379 
-0. 76543 345 
-0, 95506 471 
-0. 26661 388 

+0. 66696 052 
+0. 98733 450 
+0. 39995 769 
-0. 55513 837 
-0. 99984 277 

-0. 52529 634 

1 79 
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Table 4.8 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X 

400 
401 
402 
403 
404 

405 
406 
407 
408 
409 

410 
411 
412 
413 
414 

415 
416 
417 
418 
419 

420 
421 
422 
423 
424 

425 
426 
427 
428 
429 

430 
431 
432 
433 
434 

435 
436 
437 
438 
439 

440 
441 
442 
443 
444 

445 
446 
447 
448 
449 

450 

sin x 

-0. 85091 936 
-0. 90177 532 
-0. 12354 321 
+0. 76827 396 
+0. 95374 359 

+0. 262 34 577 
-0. 67025 155 
-0. 98662 268 
-0. 39589 747 
+0. 55881 405 

+0. 99975 451 
+0. 52 152 528 
-0. 43619 188 
-0. 99287 624 
-0. 63671 476 

+0. 30483 933 
+0. 96612 555 
+0. 73916 039 
-0. 16738 542 
-0. 92003 785 

-0. 82681 172 
+0. 02658 129 
+0. 85553 559 
+0. 89791 441 
+0. 11475 487 

-0. 77390 977 
-0. 951 04 534 
-0. 25379 421 
+0. 67679 415 
+0. 98514 108 

+0. 38775 385 
-0. 56613 249 
-0. 99951 922 
-0. 51395 260 
+0. 44413  968 

+0. 99389 198 
+0. 62986 458 
-0. 31325 741 
-0. 96837 198 
-0. 73316 982 

+0. 17610 529 
+0. 92347 001 
+0. 82180 0 66 
-0. 03542 843 
-0. 86008 478 

-0. 89398 316 
-0. 10595 754 
+0. 77948 495 
+0. 94827 257 
+0. 24522 276 

-0. 68328 373 

COS X 

-0. 52529 634 
+0. 43220 513 
+0. 99233 919 
+0. 64012 118 
-0. 30062 129 

-0. 96497 394 
-0. 74213 399 
+0. 16302 052 
+0. 91829 472 
+0. 82929 299 

-0. 02215 689 
-0. 85323 583 
-0. 89985 368 
-0. 11915 021 
+0. 77109 942 

+0. 95240 379 
+0. 25807 251 
-0. 6 7352 944 
-0. 98589 154 
-0. 39182 950 

+0. 56247 878 
+0. 99964 666 
+0. 51774 401 
-0. 44017 009 
-0. 99339 384 

-0. 63329 587 
+0. 30905 140 
+0. 96725 824 
+0. 73617 232 
-0. 17174 704 

-0. 92176 296 
-0. 82431 427 
+0. 03100 516 
+0. 85781 859 
+0. 89595 756 

+0. 11035 728 
-0. 77670 497 
-0. 94966 826 
- 0. 24951 093 
+0. 68004 560 

+0. 98437 134 
+0. 38367 061 
-0. 56977 511 
-0. 99937 222 
-0.  51015 112 

+0. 44810 056 
+0. 99437 066 
+0. 62642 095 
-0. 31745 729 
-0. 96946 676 

-0. 73015 296 

X sm x COS X 

450 -0. 68328 373 -0. 73015 296 
451 -0. 98358 231 +0. 18046 010 
452 -0. 37957 985 +0. 92515 898 
453 +0. 57340 657 +0. 81927 096 
454 +0. 99920 563 -0. 0 3985 100 

455 +0. 50633 965 -0. 86233 414 
456 -0. 45205 268 -0. 89199 124 
457 -0. 99482 985 -0. 10155 572 
458 -0. 62296 505 +0.  78224 96 7 
459 +0. 32165 095 +0. 94685 832 

460 +0. 97054 255 +0. 24092 979 
461 +0. 72712 181 -0. 68650 847 
462 -0. 18481 137 -0. 98277 401 
463 -0. 92682 982 -0. 37548 166 
464 -0. 81672 521 +0.  57702 680 

465 +0. 04427 279 +0. 99901 948 
466 +0. 86456 660 +0. 50251 826 
467 +0. 88998 186 -0. 45599 593 
468 +0. 09715 190 -0. 99526  957 
469 -0. 78499 906 -0. 61949 695 

470 -0. 94542 551 +0. 32583 830 
471 -0. 2 3663 211  +0 .  97159 932 
472 +0. 68971 977 +0. 72407 641 
473 +0. 98194 647 -0. 18915 902 
474 +0. 37137 611 -0. 92848 252 

475 -0. 58063 573 -0.  81416 347 
476 -0. 99881 376 +0. 04869 372 
477 -0. 49868 703 +0. 866 78 212 
478 +0. 45993 026 +0. 88795 504 
479 +0. 99568 978 +0. 09274 619 

480 +0. 61601 671 -0. 78773 308 
481 -0. 33001 928 -0. 94397 419 
482 -0. 97263 707 -0. 23232 978 
483 -0. 72101 682 +0. 69291 756 
484 +0. 19350 297 +0. 98109 969 

485 +0. 93011 7 02 +0. 36726 329 
486 +0. 81158 578 -0. 58423 328 
487 -0. 05311 369 -0. 99858 847 
488 -0. 86898 067 -0. 49484 603 
489 -0. 88591 083 +0. 46385 557 

490 -0. 08833 866 +0. 99609 050 
491 +0. 79045 167 +0. 61252 441 
492 +0. 94250 438 -0. 33419 379 
493 +0. 22802 291 -0. 97365 577 
494 -0. 69610 1 77 -0. 71794 312 

495 -0. 98023 370 +0. 19784 312 
496 -0. 36314 328 +0. 93173 331 
497 +0. 58781 939 +0. 80899 219 
498 +0. 99834 363 -0. 05753 262 
499 +0. 49099 533 -0. 87116 220 

500 -0. 46777 181 -0. 88384 927 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sin x 

500 -0. 46777 181 
501 -0. 99647 170 
502 -0 .  60902 011  
5 03 +0. 33836 176 
504 +0. 97465 539 

505 +0. 71485 535 
506 -0. 20217 940 
507 -0. 93333 135 
508 -0. 80638 275 
509 +0. 06195 042 

510 +0. 87332 667 
511 +0. 88177 040 
512 +0. 07951 849 
513 -0. 79584 2 35 
514 -0. 93950 941 

515 -0. 21939 585 
516 +0. 70242 924 
517 +0. 97844 413 
518 +0. 35488 199 
519 -0. 59495 701 

520 -0. 99779 528 
521 -0. 48326 517 
522 +0. 47557 6 70 
523 +0. 99717 555 
524 +0. 60197 580 

525 -0. 34667 773 
526 -0. 97659 135 
527 -0. 70863 787 
528 +0. 21084 000 
529 +0. 93647 255 

530 +0. 80111 655 
531 -0. 07078 230 
532 -0. 87760 424 
533 -0. 87756 088 
534 -0. 07069 210 

535 +0. 80117 068 
536 +0. 93644 083 
537 +0. 21075 160 
538 -0. 70870 168 
539 -0. 97657 790 

540 -0. 34659 290 
541 +0. 60204 801 
542 +0. 9971 6  876 
543 +0. 47549 715 
544 -0. 48334 434 

545 -0. 99780 128 
546 -0. 59488 432 
547 +0. 35496 654 
548 +0. 97846 280 
549 +0. 70236 487 

550 -0. 21948 408 

COS X 

-0. 88384 927 
-0. 08392 940 
+0. 79315 478 
+0. 94101 611 
+0. 22371 157 

-0. 69927 236 
-0. 97934 850 
-0. 35901 615 
+0. 59139 399 
+0. 99807 923 

+0. 48713 502 
-0. 47167 887 
-0. 99683 339 
-0. 60550 389 
+0. 34252 310 

+0.  97563 593 
+0.  71175 358 
-0.  20651 172 
-0.  93491 110  
-0. 80375 753 

+0. 06636 701 
+0. 87547 403 
+0. 87967 426 
+0. 07510 603 
-0. 79851 433 

-0. 93798 430 
-0. 21507 583 
+0. 70557 237 
+0. 97752 059 
+0.  35074 088 

-0. 59850 837 
-0. 99749 179 
-0. 47938 586 
+0. 47946 522 
+0. 99749 818 

+0. 59843 592 
-0. 35082 557 
-0. 97753 965 
-0. 70550 828 
+0. 21516 415 

+0. 93801 565 
+0. 79845 989 
-0. 07519 621 
-0. 87971 726 
-0. 87543 032 

-0. 06627 678 
+0. 80381 133  
+0. 93487 901  
+0. 20642 324 
-0. 71181 710 

-0. 97561 608 

X 

550 
551 
552 
553 
554 

555 
556 
557 
558 
559 

560 
561 
562 
563 
564 

565 
566 
567 
568 
569 

570 
571 
572 
513 
574 

575 
576 
577 
578 
579 

580 
581 
582 
583 
584 

585 
586 
587 
588 
589 

590 
591 
592 
593 
594 

595 
596 
597 
598 
599 

600 

sin x 

-0. 21948 408 
-0. 93954 038 
-0. 79578 759 
+0. 07960 864 
+0. 88181 305 

+0. 87328 261 
+0. 06186 016 
-0. 80643 623 
-0. 93329 888 
-0. 20209 084 

+0. 71491 859 
+0. 97463 516 
+0. 3 3827 666 
-0. 60909 184 
-0. 99646 411 

-0. 46769 187 
+0. 49107 411 
+0. 99834 883 
+0. 58774 623 
-0. 36322 754 

-0. 98025 158 
-0. 69603 684 
+0. 22811 096 
+0, 94253  460 
+0. 79039 628 

-0. 08842 874 
-0. 88595 278 
-0. 86893 592 
-0. 05302 338 
+0. 81163 861 

+0. 93008 380 
+0. 19341 424 
-0. 72107 948 
-0. 97261 606 
-0. 32993 391 

+0. 61608 795 
+0. 99568 139 
+0. 45984 996 
-0. 49876 541 
-0. 99881 816 

-0. 58056 210 
+0. 37146 008 
+0. 98196 357 
+0. 68965 428 
-0. 2 3671 997 

-0. 94545 497 
-0. 78494 304 
+0. 09724 191 
+0. 89002 309 
+0. 86452 115 

+0. 04418 245 
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COS X 

-0. 97561 608 
-0. 34243 814 
+0. 60557 585 
+0. 99682 620 
+0. 47159 913 

-0. 48721 400 
-0. 99808 483 
-0. 59132 107 
+0. 35910 055 
+0. 97936 678 

+0. 69920 771 
-0. 22379 971 
-0. 94104 671 
-0. 79309 970 
+0. 08401 951 

+0. 88389 157 
+0. 8711 1  780 
+0, 05744 234 
-0. 80904 534 
-0. 93170 046 

-0. 1977 5 448 
+0. 71800 607 
+0. 97363 514 
+0. 33410 856 
-0. 61259 589 

-0. 99608 251 
-0. 46377 546 
+0. 49492 461 
+0. 99859 327 
+0. 58415 989 

-0. 367:H 740 
-0. 98111  719 
-0. 69285 235 
+0. 23241 774 
+0. 94400 403 

+D. 78767 737 
-0. 09283 623 
-0. 88799 663 
-0. 86673 702 
-0. 04860 339 

+0. 81421 597 
+0. 92844 893 
+0. 18907 022 
-0. 72413 878 
-0. 97157 792 

-0. 32575 281 
+0. 61956 794 
+0. 99526 078 
+0. 45591 545 
-0. 50259 644 

-0. 99902 348 
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Table 4.8 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X Sill X COS X X Sill X COS X 

600 +0. 04418 245 -0. 99902 348 650 + 0. 30475 320 -0. 95243 136 
601 -0. 81677 739 -0. 57695 294 651 -0. 636 78 449 -0. 77104 183 
602 -0. 92679 586 +0. 37556 547 652 -0. 99286 546 +0. 11923 999 
603 -0. 18472 249 +0. 98279 072 653 -0. 43611 050 +0. 89989 312 
604 +0. 72718 389 +0. 68644 271 654 +0. 52160 244 +0. 85318 866 

605 +0. 97052 075 -0. 24101 756 655 +0. 99975 651 +0. 02206 648 
606 +0. 32156 532 -0. 94688 740 656 +0. 55873 905 -0. 82934 352 
607 -0. 62303 579 -0. 78219 333 657 -0. 39598 051 -0. 91825 891 
608 -0. 99482 067 +0. 10164 568 658 -0. 98663 742 -0. 16293 130 
609 -0. 45197 201 +0. 89203 212 659 -0. 6 7018 443 +0. 74219 460 

610 +0. 50641 763 +0. 86228 834 660 +0. 26243 303 +0. 96495 021 
611 +0.  99920 923 +0. 03976 064 661 +0. 95377 077 +0. 30053 504 
612 +0. 57333 248 -0. 81932 281 662 +0. 76821 607 -0. 64019 066 
613 -0. 37966 351 -0. 92512 465 663 -0. 12363 295 - 0. 99232 802 
614 -0. 98359 862 -0. 18037 115 664 -0. 90181 440 -0. 43212 358 

615 -0. 68321 769 +0. 73021 475 665 -0. 85087 185 +0. 52537 329 
616  +0. 24531 043 +0. 96944 458 666 -0. 01764 165 +0. 99984 437 
617 +0. 94830 128 +0. 31737 153 667 +0. 83180 821 +0. 55506 315 
618 +0. 77942 830 -0. 62649 144 668 +0. 91649 743 -0. 40004 057 
619 -0. 10604 746 -0. 99436 107 669 +0. 15856 314 -0. 98734 884 

620 -0. 89402 368 -0. 44801 972 670 -0. 74515 337 -0. 66689 314 
621 -0. 86003 865 +0. 51022 890 671 -0. 96377 931 +0. 26670 104 
622 -0. 03533 805 +0. 99937 542 672 -0. 29631 100  + 0. 95509 151 
623 +0. 82185 218  +0. 56970 079 673 +0. 64358 428 +0. 76537 525 
624 +0. 92343 531 -0. 38375 412 674 +0. 99177 1 14 -0. 12802 348 

625 +0. 17601 627 -0. 98438 726 675 +0. 42812 819 -0. 90371 802 
626 -0. 73323 132 -0. 67997 929 676 -0. 52913 384 -0. 84853 838 
627 -0. 96834 941 + 0. 24959 850 677 -0. 99991 266 -0. 01321 646 
628 -0. 31317 153 +0. 94969 658 678 -0. 55137 639 +0. 83425 660 
629 +0. 62993 482 +0. 77664 801 679 +0. 40409 279 +0. 91471 800 

630 + 0. 99388 200 -0. 1 1044 716 680 +0. 98804 092 +0. 1 5419 1 88 
631 +0. 44405 865 -0. 89599 772 681 +0. 66358 878 -0. 74809 754 
632 -0. 51403 0 17 -0. 85777 2 10 682 -0. 27096 382 -0. 96258 953 
633 -0. 99952 202 -0.  03091 477 683 -0. 95639 354 - 0. 29208 115 
634 -0. 56605 794 +0. 82436 546 684 -0. 76251 945 +0. 64696 529 

635 + 0. 38783 721 +0. 92172 789 685 +0. 1 3241 151  +0. 99119 483 
636 +0. 98515 661 +0. 17165 795 686 +0. 90560 393 +0. 42412 441 
637 +0, 67672 757 -0. 73623 352 687 +0, 84618 828 -0. 53288 404 
638 -0. 25388 168 -0. 96 723 528 688 + 0. 00879 102 -0. 99996 136 
639 -0. 95107 328 -0. 30896 539 689 -0. 83668 866 -0. 54767 882 

640 -0. 77385 250 +0. 63336 586 690 -0. 91292 065 + 0. 40813 710 
641 +0. 1 1484 470 + 0. 99338 346 691 -0. 1 4981 760 +0. 98871 365 
642 +0. 89795 421 +0. 44008 889 692 +0, 75102 706 +0. 66027 143 
643 +0. 85548 876 -0. 51782 138 693 +0. 96138 090 -0. 2 7522 130 
644 +0. 02649 089 -0. 99964 905 694 +0. 28784 558 -0. 95767 684 

645 -0. 82686 259 -0. 56240 400 695 -0. 65033 364 -0. 75964 871 
646 -0. 92000 241 +0. 39191 270 696 -0. 99059 911 +0. 1 36 79 694 
647 -0. 16729 626 +0. 98590 667 697 -0. 420 1 1  233 +0. 90747 211 
648 +0. 73922 130 +0. 67346 260 698 +0. 53662 379 +0. 84382 161 
649 +0. 96610 221  - 0. 25815 988 699 +0. 99999 047 +0. 00436 541 

650 +0. 30475 320 -0. 95243 136 700 +0. 54397 052 -0. 83910 433 
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X sin x COS X X sin x COS X 

700 +0. 54397 052 -0. 83910 433 750 +0. 74507 295 -0. 66698 298 
701 -0. 41217 342 -0. 91110 541 751 -0.  15868 219 -0.  98732 971 
702 -0. 98936 702 -0. 14544 039 752 -0. 91654 566 -0. 39993 006 
703 -0. 65694 115 +0. 75394 186 753 -0. 83174 127 +0. 55516 345 
704 +0. 27947 339 +0. 96015 344 754 +0. 01776 220 +0. 99984 224 

7 05 +0. 95894 137 +0. 28360 437 755 +0. 85093 519 +0. 52527 069 
706 +0. 75676 309 -0. 65368 925 756 +0. 90176 229 -0. 43223 231 
707  -0. 14117 969 -0. 98998 399 757 + 0. 12351 330 - 0. 99234 292 
708 -0. 90932 251 -0. 41609 202 758 -0. 76829 325 -0. 64009 802 
709 -0. 84143 841 +0. 54035 304 759 -0. 95373 453 +0. 30065 004 

710 +0. 00006 029 +1. 00000 000 760 -0. 26231 668 +0. 96498 184 
711 +0. 84150 356 +0. 54025 157 761 +0. 67027 392 +0. 74211 379 
712 +0. 90927 234 -0. 41620 166 762 +0. 98661 776 -0. 16305 026 
713 +0. 14106 032 -0. 99000 100 763 +0. 39586 979 -0. 91830 665 
714 -0. 75684 190 -0. 65359 799 764 -0. 55883 905 -0. 82927 614 

715 -0. 95890 717 +0. 28372 000 765 -0. 99975 384 +0. 02218 703 
7 16 -0. 27935 761 +0. 96018 713 766 -0. 52149 956 +0. 85325 155 
717 +0. 65703 205 +0. 75386 264 767 +0. 43621 901 +0. 89984 053 
718 +0. 98934 947 -0. 14555 968 768 +0. 99287 983 +0. 11912 028 
719 +0. 41206 355 -0. 91115 511  769 +0. 63669 152 -0. 77111 861 

720 -0. 54407 170 -0. 83903 873 770 -0. 30486 804 -0. 95239 460 
721 -0. 99998 994 +0. 00448 599 771 -0. 96613 333 -0. 25804 339 
722 -0. 53652 204 +0. 84388 631 772 -0. 73914 009 +0. 6 7355 173 
723 +0. 42022 174 +0. 90742 145 773 +0. 1 6741 514 +0. 98588 649 
724 +0. 99061 560 +0. 13667 750 774 +0. 92004 966 +0. 39180 176 

725 +0.  65024 2 04 -0. 75972 712 775 +0. 82679 477 -0. 56250 370 
726 -0. 28796 105 -0. 95764 212 776 -0. 02661 142 -0. 99964 585 
727 -0. 96141 408 -0. 27510 538 777 -0. 85555 119 -0. 51771 822 
728 -0.  75094 744 +0. 66036 198 778 -0. 89790 114 +0. 44019 716 
729 +0. 14993 682 +0. '18869 558 779 -0. 114 72 492 +0. 99339 730 

730 +0. 91296 985 +0. 40802 7B2 780 +0. 77392 886 +0. 63327 255 
731 +0. 83662 262 -0. 54777 970 781 +0. 95103 602 -0. 30908 007 
732 -0. 00891 160 -0. 99996 029 782 +0. 25376 505 -0. 96726 589 
733 -0. 84625 253 -0. 53278 200 783 -0. 67681 634 -0. 73615 192 
734 -0. 90555 279 +0. 42423 360 784 -0. 98513 591 +0. 17177 673 

735 -0. 13229 199 +0. 99121 079 785 -0. 38772 606 +0. 92177 465 
736 +0. 76259 745 +0. 64687 335 786 +0. 56615 733 +0. 82429 720 
737 +0. 95635 831 -0. 29219 647 787 +0. 99951 829 -0. 03103 529 
738 +0. 27084 775 -0. 96262 220 788 +0.  51392 6 7 4 -0. 85783 408 
739 -0. 66367 898 -0. 74801 752 789 -0. 44416 668 - 0. 89594 417 

740 -0. 98802 232 +0. 15431 102 790 -0. 99389 531 -0. ll032 732 
741 -0. 40398 250 +0. 91476 672 791 -0. 62984 117 +0. 77672 396 
742 +0. 55147 697 +0. 83419 Oll 792 +0. 31328 604 +0. 94965 881 
743 +0. 99991 106 -0. 01333 703 793 +0. 96837 950 +0. 24948 174 
744 +0. 52903 153 -0. 84860 217 794 +0. 73314 932 -0. 680 06 770 

745 -0. 42823 715 -0. 90366 639 795 -0. 17613 497 -0. 98436 603 
746 -0. 99178 657 -0. 12790 390 796 -0. 92348 158 -0. 38364 277 
747 -0. 64349 199 +0. 76545 285 797 -0. 82178 349 +0. 56979 988 
748 +0. 29642 616 +0. 95505 577 798 +0. 03545 855 +0. 99937 ll5 
749 +0. 96381 146 +0. 26658 483 799 +0. 86010 016 +0. 51012 519 

750 +0. 74507 295 -0. 66698 298 800 +0. 89396 965 -0. 44812 751 
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Table 4.8 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS 

X sin x COS X X sin x COS X 

800 +0. 89396 965 -0. 44812 751 850 +0. 98022 773 -0. 19787 26  7 
801 +0. 10592 756 -0. 99437 385 851 + 0. 363 11 519 -0. 93174 426 
802 -0. 77950 384 -0. 62639 745 852 -0. 58784 378 -0. 80897 447 
803 -0. 94826 300 +0. 31748 587 853 -0. 99834 1 89 +0. 05756 271 
804 -0. 24519 354 +0. 96947 415 854 -0. 49096 907 +0. 87117 700 

805 +0. 68330 573 +0. 73013 237 855 +0. 46779 845 +0. 88383 517 
806 +0. 98357 687 -0. 18048 975 856 +0. 99647 423 +0. 08389 936 
807 +0. 37955 196 -0. 92517 042 857 +0. 60899 620 -0. 79317 314 
808 -0.  57343 126 -0. 81925 368 858 -0. 33839 013 -0. 94100 591 
809 -0. 99920  443 +0. 03988 112 859 -0. 97466 214 -0. 22368 2 19 

810 -0.  50631 365 +0. 86234 940 860 -0. 71483 427 +0. 69929 390 
811 +0.  45207 956 +0. 89197 762 861 +0. 20220 893 +0. 97934 241 
812 +0. 99483 291 +0. 10152 573 862 +0. 93334 217 +0. 35898 802 
813 +0. 62294 147 -0. 78226 845 863 +0. 80636 493 -0. 59141 830 
814 -0. 32167 949 -0. 94684 862 864 -0. 06198 051 -0. 99807 736 

815 -0. 97054 981 -0. 24090 0 54 865 -0. 87334 135 -0.  48710 870 
816 -0. 72710 111  +0. 68653 039  866 -0. 88175 618 l-0. 47170 545 
817 + 0. 18484 099 +0. 98276 844 867 -0. 07948 845 +0. 99683 579 
818 + 0. 92684 1 14 +0. 37545 372 868 +0. 79586 060 +0. 60547 989 
819 +0. 816 70 782 -0. 57705 142 869 +0. 93949 908 -0. 34255 142 

820 -0. 04430 291 -0. 99901 814 870 +0. 21936 644 -0. 97564 254 
821 -0. 86458 174 -0. 50249 220 871 -0. 70245 070 -0.  7 1173 241 
822 -0.  88996 811 +0. 45602 276 872 -0, 97843 790 +0. 20654 122 
823 -0. 09712 190 +0. 99527 249 873 -0. 35485 381 +0. 93492 180 
824 + 0. 78501 774 +0. 6194 7 329 874 +0. 59498 124 +0. 80373 959 

825 + 0. 94541 569 -0. 32586 680 875 +0. 99779 328 -0. 06639 709 
826 +0. 23660 282 -0. 97160 646 876 +0. 48323 878 -0. 87548 859 
827 -0. 68974 159 -0. 72405 561 877 -0. 47560 322 -0. 87965 992 
828 -0. 98194 076 +0. 18918 862 878 -0. 99717 782 -0. 07507 597 
829 -0. 37134 812 +0. 92849 371 879 -0. 60195 173 +0. 79853 248 

830 +0. 58066 027 +0. 81414 596 880 +0. 34670 601 +0. 93797 385 
831 +0. 99881 229 -0. 04872 383 881 +0. 97660 383 +0. 21504 639 
832 +0. 49866 090 -0. 866 79 716 882 +0. 70861 660 -0, 70559 373 
833 -0. 45995 702 -0. 88794 118 883 -0. 2 1086 947 -0. 97751 423 
834 -0. 99569 258 -0. 09271 618 884 -0. 93648 312 -0. 35071 265 

835 -0. 61599 297 +0. 78775 165  885 -0. 80109 851 +0.  59853 252 
836 +0. 33004 774 +0. 94396 424 886 +0. 07081 237 +0. 99748 965 
837 +0. 97264 407 +0. 23230 046 887 +0. 87761 869 +0. 47935 940 
838 +0. 72099 594 -0. 69293 929 888 +0. 87754 643 -0. 47949 167 
839 -0. 19353 254 -0. 98109 386 889 +0. 07066 203 -0. 99750 031 

840 -0. 93012 809 -0. 36 723 525 890 -0. 80118 871 -0. 59841 177 
841 -0. 81156 816 +0. 58425 775 891 -0. 93643 025 +0. 35085 380 
842 + 0. 05314 379 +0. 99858 687 892 -0. 21072 213 +0. 97754 600 
843 +0. 86899 559 +0. 49481 983 893 +0. 70872 294 +0. 70548 692 
844 + 0. 88589 685 -0. 46388 228 894 +0. 97657 141 -0. 21519 358 

845 +0. 08830 863 -0. 99609 316 895 +0. 34656 463 -0. 93802 610 
846 -0. 79047 014 -0. 61250 058 896 -0. 60207 2 08 -0. 79844 1 74 
847 -0. 94249 431 +0. 33422 221  897 -0. 99716  649 +0. 07522 627 
848 -0. 22799 356 +0. 97366 264 898 -0. 47547 063 +0. 87973 159 
849 +0. 69612 342 +0. 71792 213 899 +0. 48337 073 +0. 87541 575 

850 +0. 98022 773 -0. 19787 267 900 +0. 99780 327 +0, 06624 670 
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CIRCULAR SINES AND COSINES FOR LARGE RADIAN ARGUMENTS Table 4.8 

X sin x 

900 +0. 99780 327 
901 +0. 59486 009 
902 -0. 35499 472 
9 03 - 0. 97846 902 
9 04 -0. 70234 341 

9 05 +0. 21951 349 
906 +0. 93955 070 
907 +0. 79576 933 
908 -0. 07963 869 
909 -0. 88182 727 

910 -0. 87326 792 
911 -0. 06183 008 
912 +0. 80645 406 
9 13 +0. 93328 805 
914 +0. 20206 131 

915 -0. 7 1493 966 
916 -0. 97462 841 
917 -0. 33824 829 
918 +0. 60911 575 
919 +0. 99646 158 

920 +0. 46766 523 
921 -0. 49110 037 
922 -0. 99835 056 
923 -0. 58772 184 
924 +0. 36325 562 

925 + 0. 98025 754 
926 +0. 69601 520 
927 -0. 22814 031 
928 -0. 94254 467 
929 -0. 79037 781 

930 +0. 08845 877 
931 +0. 88596 676 
932 +0. 86892 1 00 
933 +0. 05299 328 
934 -0. 81165 622 

935 -0. 93007 273 
936 -0. 19338 467 
937 +0. 72110 037 
938 +0. 97260 905 
939 +0. 32990 546 

940 -0. 61611 169 
941 -0. 99567 859 
942 -0. 45982 319 
943 + 0. 49879 154 
944 + 0. 99881 962 

945 +0. 58053 755 
946 -0. 37148 806 
947 -0. 98196 927 
948 -0. 68963 246 
949 +0. 23674 926 

950 + 0. 94546 479 

For x> 1 000 see Example 16. 

COS X 
+0. 06624 670 
-0. 80382 926 
-0, 93486 831 
- 0. 2 0639 374 
+0. 71183 827 

+0. 97560 947 
+0. 34240 981 
-0. 60559 984 
-0. 99682 380 
-0. 47157 255 

+0. 48724 032 
+0. 99808 669 
+0. 59129 676 
-0. 35912 869 
-0. 97937 287 

-0. 69918 616 
+0. 22382 909 
+0. 94105 690 
+0. 79308 134 
-0. 08404 955 

-0. 88390 567 
-0. 87110 299 
-0. 05741 224 
+0. 80906 306 
+0. 93168 952 

+0. 19772 493 
-0. 71802  705 
-0. 97362 827 
-0. 33408 015 
+0. 61261 972 

+0. 99607 984 
+0. 46374 875 
-0. 49495 080 
-0. 99859 487 
-0. 58413 542 

+0. 36 737 544 
+0. 98112 302 
+0. 69283 061 
-0. 23244 706 
-0. 94401 398 

-0. 78765 880 
+0. 09286 625 
+0. 88801 049 
+0. 86672 199 
+0. 04857 328 

-0. 81423 347 
-0. 92843 773 
-0. 18904 062 
+0. 72415 957 
+0. 97157 078 

+0. 32572 431 

X sin x 

950 +0. 94546 479 
951 +0. 78492 436 
952 -0. 09727 191 
953 -0. 89003 684 
954 -0. 86450 600 

955 -0. 04415 233 
956 +0. 81679 478 
957 +0. 92678 454 
958 +0. 18469 287 
959 -0. 72720 458 

9 60 -0. 97051 349 
961 -0. 32153 677 
962 +0. 62305 937 
963 +0. 99481 760 
9 64 +0. 45194 512 

9 65 -0. 50644 362 
966 -0. 99921 043 
967 -0. 57330 778 
968 +0. 37969 140 
969 +0. 98360 406 

970 +0. 68319 568 
971 -0. 24533 966 
972 -0. 94831 084 
973 -0. 77940 942 
974 +0. 10607 744 

975 +0. 89403 718 
976 +0.  86002 327 
977 +0. 03530 793 
978 -0. 82186 936 
979 -0, 92342 374 

980 -0. 17598 660 
981 +0. 73325 181 
982 + 0. 96834 189 
983 +0. :.31314 290 
984 -0. 62995 823 

985 -0. 99387 867 
986 -0. 44403 164 
987 +0. 51405 603 
9 88 +0. 99952 296 
989 +0. 56603 309 

990 -0. 38786 499 
991 -0. 98516 179 
992 -0. 67670 538 
993 +0. 25391 083 
994 + 0. 95108 260 

995 + 0. 77383 341 
996 -0. 1 1487 465 
997 -0. 89796 748 
998 -0. 85547 315 
999 -0. 02646 075 

1000 +0. 82687 954 

COS X 

+0. 32572 4'31 
-0. 61959 160 
-0. 99525 784 
-0. 45588 862 
+0. 50262 250 

+0. 99902 481 
+0. 57692 832 
-0. 37559 341 
-0. 98279 629 
-0. 68642 079 

+0. 24104 682 
+0. 94689 709 
+0. 78217 455 
-0. 10167 567 
-0, 89204 574 

-0. 86227 308 
-0. 03973 052 
+0. 81934 009 
+0. 92511 320 
+0. 18034 150 

-0. 73023 535 
-0. 96943 718 
-0. 31734 294 
+0. 62651 493 
+ 0. 99435 787 

+0. 44799 277 
-0. 51025 482 
-0. 99937 648 
-0. 5696 7 601 
+0. 38378 195 

+0. 98439 256 
+0. 67995 719 
-0. 24962 769 
-0. 94970 602 
-0. 77662 902 

+0. 11047 712 
+0. 89601 111 
+0. 85775 661 
+0. 03088 464 
-0. 82438 252 

-0. 92171 620 
-0. 17162 825 
+ 0. 73625 392 
+0. 96722 763 
+0. 30893 672 

-0. 63338 919 
-0. 99338 000 
-0. 44006 182 
+0. 51784 716 
+0. 99964 9 85 

+0. 56237 908 

185 
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Table 4.9 

CIRCULAR TANGENTS, COTANGENTS, SECANTS AND COSECANTS FOR RADIAN ARGUMENTS 

X tan x cot x sec x esc x x - I - cot x esc x -x - 1  

o.oo 0.00000 0000 00 1 .00000 00 00 0.00000 000 0.00000 000 
0. 01 0.01000 0333 99.99666 66 1.00005 00 1 00.00166 6 7 0.00333 335 0.00166 668 
0.02 0.02000 266 7 49.99333 32 1.00020 00 50. 00333 35 0.00666 684 0. 00333 349 
0.03 0.03000 9003 33.32333 2 7  1 .00045 02 33.33833 39 0.01000 060 0.00500 053 
0.04 0.04002 134 7 24.98666 52 1 .00080 05 25. 00666 79 0.01333 476 0.00666 791 

0.05 0.05004 1708 19.98333 06 1 .00125 13 20. 00833 58 0.01666 944 0,00833 576 
0.06  0.06007 2104 16.64666 19 1 .00180 27 16. 67667 09 0.02000 480 0. 01 000 420 
0.07 0.07011 4558 14.26237 33 1.00245 50 14.29738 76 0.02334 096 0.0 1167 334 
o.oa 0.0801 7 1105 12.47332 19 1 .00320 86 12.51334 32 0.02667 805 0.01334 330 
0,09 0.09024 3790 1 1.08109 49 1 .00406 37 11 . 12612 53 0.03001 621 0.01501 419 

0. 10  0.1 0033 467 9.96664 44 1 .00502 09 1 0.01668 61 0.03335 558 0.01668 614 
0.11 0.1 1044 582 9.05421 28 1.00608 07 9 .10926 83 0.03669 628 0.01835 925 
0.12  0.1205 7  934 8.29329 49 1.00724 35 8.35336 70 0.04003 845 0.02003 365 
0.13 0.13073 732 7.64892 55 1. 00850 99 7. 71401 72 0.04338 223 0.02170 946 
0.14 0.14092 189 7.09612 94 1 .00988 07 7.16624 39 0.04672 776 0.02338 680 

0.15 0.15113 522 6.61659 15  1.01135 64 6.69173 24 0.05007 516 0.02506 578 
0.16 0.16137 946 6.19657 54 1 .01293 80 6.27674 65 0.05342 458 0.02674 653 
0.17 0.17165 682 5.82557 68 1 .01462. 61 5.91078 2 1  0.05677 615 0.02842 915 
0.18  0.18196 953 5.49542 56 1.01642 16 5.58566 93 0.06013 000 0 .03011 379 
0.19 0.19231 984 5.19967 16 1.01832 55 5.29495 84 0.06348 628 0.03180 054 

0.20 0.20271 004 4.93315 49 1 .02033 88 5. 03348 95 0.06684 512 0.03348 955 
0.21 0.21314 244 4.69169 81 1 .02246 26 4. 79708 57 0.07020 66 7 0.03518 092 
0,22 0.22361 942 4.47188 35 1 .02469 78 4.58232 93 0. 07357 105 0.03687 477 
0.23 0.23414 336 4.27088 77 1 .02704 58 4.38639 73 0.07693 841 0.03857 124 
0.24 0.24471 670 4.08635 78 1.02950 78 4.20693 .11  0. 08030 889 0.04027 044 

0.25 0.25534 192 3.91631 74 1.03208 50 4.04197 25 0.08368 264 0.04197 250 
0.26 0.26602 154 3. 75909 41 1 .03477 89 3.88983 14 0.08705 978 0.04367 754 
0.27 0.276 75 814 3.61326 32 1.03759 1 0  3 .  74908 94 0.09044 046 0.04538 569 
0.28 0.28755 433 3.47760 37 1.04052 27 3.61852 56 0.09382 483 0.04709 707 
0.2.9 0.29841 279 3.35106 28 1 .04357 57 3.49708 77 0.0972 1 302 0.04881 181 

0. 30 0.30933 625 3.23272 81 1 .04675 16 3. 38386 34 0.10060 519 0,05053 003 
0.31 0.32032 751 3.12180 50 1 .05005 22 3.27805 83 0.10400 147 0.05225 186 
0.32 0.33138 941 3.01759 80 1 .05347 94 3. 17897 74 0.10740 202 0.05397 744 
0.33 0.34252 487 2.91949 61 1.05703 51 3.08600 99 0. 11080 697 0.05570 689 
0.34 0.35373 688 2 .82696 00 1 .06072 13 2.99861 68 0.11421 648 0.05744 034 

0.35 0.36502 849 2. 73951 22 1.06454 02 2.91632 08 0.11763 070 0.05917 792 
0.36 0.37640 285 2.65672 80 1 .06849 38 2.83869 75 0.12104 976 0.06091 976 
0.37 0.38786 316 2.57822 89 1 .07258 47 2. 76536 87 0.12447 383 0.06266 601 
0.38 0. 39941 272 2.50367 59 1 .07681 50 2. 69599 57 0.12790 306 0.06441 678 
0.39 0.41105 492 2.43276 50  1 .08118 74 2. 63027 48 0.13133 759 0. 06617 222 

0.40 0.42279 322 2.36522 24 1 .08570 44 2.56793 25  0.13477 758 0.06793 246 
0.41 0.43463 120 2.30080 12 1 .09036 89 2.50872 20 0.13822 318 0.06969 763 
0.42 0.44657 255 2.23927 78 1 .09518 36 2.45242 03 0.14167 456 0.07146 789 
0.43 0.45862 102 2.18044 95 1.1 0015 15 2 .39882 48 0.14513 185 0.07324 336 
0.44 0.47 078 053 2.12413 20  1 .10527 57 2. 34775 15 0.14859 524 0.07502 418 

0.45 0.48305 507 2.07015 74 1 . 11055 94 2.29903 27 0.15206 486 0.07681 051 
0.46 0.49544 877 2.01837 22 1 .11600 60 2.25251 55 0.15554 089 0.07860 247 
0.47 0.50796 590 1.96863 61 1.12161 91 2.2 0805 98 0.1 5902 348 0.08040 022 
0.48 0.52061 084 1 .92082 05 1.127 40 22 2 .16553 72 0.16251 280 0.08220 390 
0.49 0.53338 815 1.87480 73 1 .13335 91 2 .12483 00 0.16600 901 0.08401 366 

0.50 0.54630 249 1 .83048 77 1 .13949 39 2. 08582 96 0.16951 228 0.08582 964 
[( -45)2] [(-:)2] c-:)9J [( -;)8] 

Compilation of tan x and cot x from National Bureau of Standards, Table of circular and hyperbolic tangents and cotan-
gents for radian arguments, 2d printing. Columbia Univ. Press, New York, N.Y., 1947 (with permission) . 
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CIRCULAR TANG ENTS, COTANGENTS, S ECANTS AND COSECANTS Table 4.9 

FOR RADIAN ARGUMENTS 
X tan x cot x sec x esc x 

0.50 0.54630 249 1.83048 772 1.13949 39 2. 08582 96 
0.51 0.55935 872 1. 78776 154 1.14581 07 2.04843 63 
0.52 0.57256 183 1.  74653 626 1.15231 38 2.01255 78 
0.53 0.58591 701 1. 70672 634 1.15900 77 1.97810 89 
0.54 0.59942 962 1.66825 255 1.16589 70 1.94501 07 

0.55 0.61310 521 1.63104 142 1.17298 68 1.91319 00 
0.56 0.62694 954 1.59502 471 1.18028 21 1.88257 90 
0.57 0.64096 855 1.56013 894 1.18778 81 1.85311 45 
0,58 0.6551 6 845 1.52632 503 1. 19551 06 1.82473 78 
0. 59 0.66955 565 1.49352 784 1.20345 53 1.79739 41 

0.60 0.68413 681 1.46169 595 1.21162 83 1. 771 03 22 
0. 61 0.69891 886 1.43078 125 1.22003 59 1.  74560 45 
0.62 o. 71390 901 1.40073 873 1.22868 47 1. 72106 62 
0.63 0.72911 473 1.37152 626 1.23758 16 1.69737 57 
0,64 o. 74454 382 1.34310 429 1.24673 39 1. 67449 37 

0.65 o. 76020 440 1.31543 569 1.25614 92 1.65238 34 
0 .66 0.7161 0 491 1.28848 559 1.2 6583 52 1 .63101 05 
0,67 o. 79225 417 1.26222 118 1.27580 04 1.61034 23 
0. 68 0. 80866 138 1.23661 155 1.28605 34 1,59034 84 
0. 69 0.82533 61 1  1.21162 759 1.29660 31 1.57100 0 1  

0.70 0.84228 838 1. 18724 1'83 1.30745 93 1.55227 03 
0. 71 0,85952 867 1 .16342 833 1.31863 17 1. 53413 35 
0.72 0.87706 790 1.14016 258 1.33013 09 1. 51656 54 
0. 73 0.89491 753 1.11742 140 1.34196 77 1.49954 35 
0.74 o. 9 1308 953 1.09518  285 1. 35415 38 1.48304 60 

o. 75 0.93159 646 1.07342 615 1.36670 11 1 .46705 27 
0. 76 0.95045 146 1.052 1 3  158 1.37962 24 1.45154 43 
0.77 0.96966 833 1.03128 046 1.39293 10 1.43650 25 
0,78 0.9 8926 154 1 . 01085 503 1.40664 08 1.42190 99 
0.79 1.00924 629 0.99083 842 1.42076 67 1.4 0775 03 

0.80 1.02963 857 0.97121 460 1.43532 42 1. 39400 78 
0.81 1. 05045 514 0.95196 830 1 .45032 96 1.38066 78 
0.82 1 .07171 372 0,93308 500 1 .46580 02 1.36 771 62 
0.83 1.09343 292 0.91455 085 1.48175 42 1.35513 96 
0.84 1.11563 235 0,89635 264 1.49821 08 1. 34292 52 

0.85 1.13833 271  0.87847 778 1.51519 02 1.33106 09 
0.86 1.1 6155 586 0.86091 426 1. 53271 39 1.31953 53 
0.87 1.18532 486 0.84365 058 1.55080 46 1.30833 72 
o.88 1.2 0966 412 0.82667 575 1.56948 63 1. 29745 63 
0.89 1.23459 946 0.80997 930 1.58878 44 1.28688 25 

0.90 1.26015 822 0.79355 115 1.60872 58 1.27660 62 
0.91 1.28636 938 0.77738 169 1.62933 92 1.26661 84 
0. 92 1.31326 370 o. 76146 169 1 .65065 49 1.25691 05 
0.93 1.34087 383 0.74578 232 1.6 7270 52 1.24747 40 
0.94 1.36923 448 o. 73033 510 1.69552 44 1.2 3830 10 

0,95 1.39838 259 o. 71511 188 1.71914 92 1.22938 40 
0.96 1.42835 749 0.70010 485 1.74361 84 1.22071 57 
0.97 1.45920 1 1 3  0.68530 649 1.76897 37 1.21228 91 
0.98 1.49095 827 0.67070 959 1. 79525 95 1 .20409 77 
0.99 1.52367 674 0.65630 719 1.82252 32 1.19613 51 

1.00 1.55740 772 0.642 09 262 1.85081 57 1. 18839 51 
* [ (-:)1 ] [ (-:)2] [( -54) 1] [( -:)2] 

•see page n. 
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Table 4.9 CIRCULAR TANGENTS, COTANGENTS, SECANTS AND COSECANTS 
FOR RADIAN ARGUMENTS 

.I' tan ,,. cot .1· sec x esc x 

1.00 1.55740 77 0.64209 262 1.85081 57 1.18839 51 1.01 1.59220 60 0.62805 942 1.88019 15 1.18087 20 1.02 1.62813 04 0.61420 141 1.91070 89 1.17356 01 1.03 1.66524 40 0.60051 260 1.94243 08 1.16645 42 1.04 1. 70361 46 0.58698 722 1.97542 47 1.15954 90 
1.05 1.74331 53 0.57361 970 2.00976 32 1.15283 98 1.06 1. 78442 48 0.56040 467 . 2.04552 49 1.14632 17 1.07 1.82702 82 0.54733 693 2.08279 43 1.13999 02 1.08 1.87121 73 0.53441 147 2.12166 31 1.1 3384 11 1.09 1.91709 18 0.52162 342 2.16223 06 1.12787 01 
1.10 1.96475 97 0.50896 811 2.20460 44 1.12207 33 1.11 2.01433 82 0.49644 096 2.24890 16 1.11644 69 1.12 2.06595 53 0.48403 759 2.29524 97 1.11098 71 1.13 2.11975 01 0.47175 371 2.34378 77 1.10569 05 1.14 2.17587 51 0.45958 520 2.39466 75 1.10055 37 
1.15 2.23449 69 0.44752 802 2.44805 57 1.09557 35 1.16 2.29579 85 0.43557 829 2.50413 48 1.09074 67 1.17 2.35998 11 0.42373 221 2.56310 57 1.08607 04 1.18 2.42726 64 0.41198 610 2.62518 99 1.08154 17 1.19 2.49789 94 0.40033 638 2.69063 21 1.07715 79 
1.20 2.57215 16 0.38877 957 2. 75970 36 1.07291 64 1.21 2.65032 46 0.37731 227 2.83270 55 1.06881 46 1.22 2. 73275 42 0.36593 119 2.90997 35 1.06485 01 1.23 2.81981 57 0.35463 310 2.99188 25 1.06102 06 1.24 2.91192 99 0.34341 486 3.07885 30 1.05732 39 
1.25 3.00956 97 0.33227 342 3.17135 77 1.05375 79 1.26 3.11326 91 0.32120 577 3.26993 04 1.05032 05 1.27 3.22363 32 0.31020 899 3.37517 57 1.04700 98 1.28 3.34135 00 0.29928 023 3.48778 15 1.04382 41 1.29 3.46720 57 0.28841 670 3.60853 36 1.04076 14 
1.30 3.60210 24 0.27761 565 3.73833 41 1.03782 00 1.31 3. 74708 10 0.26687 440 3.87822 33 1.03499 85 1.32 3.90334 78 0.25619 034 4.02940 74 1.03229 53 1.33 4.07230 98 0.24556 088 4.19329 31 1.02970 88 1.34 4.25561 79 0.23498 350 4.37153 1 0 1.02723 77 
1.35 4.45522 18 0.22445 572 4.56607 06 1.02488 07 1.36 4.67344 12 0.21397 509 4. 77923 14 1.02263 65 1.37 4.91305 81 0.20353 922 5.01379 49 1.02050 39 1.38 5.17743 74 0.19314 574 5.27312 60 1.01848 18 1.39 5.47068 86 0.18279 234 5.56133 39 1.01656 93 
1.40 5. 79788 37 0.17247 673 5.88349 01 1.01476 51 1.41 6.16535 61 0.16219 663 6.24592 80 1.01306 85 1.42 6.58111 95 0.15194 983 6.65666 08 1.01147 85 1.43 7.05546 38 0.14173 413 7.12597 85 1.00999 43 1.44 7.60182 61 0.13154 734 7.66731 76 1.00861 52 
1.45 8.23809 28 0.12138 732 8.29856 45 1.00734 05 1.46 8.98860 76 0.11125 194 9.04406 25 1.00616 95 1.47 9,88737 49 0,10113 908 9. 93781 58 1.0051 0 15 1.48 10,98337 93 0,09104 6660 11. 02880 87 1.00413 62 1.49 12.34985 64 0.08097 2601 12.39027 66 1,00327 29 
1.50 14.10141 99 0,07091 4844 14.13683 29 1.00251 13 1.51 16.42809 17 0.06087 1343 16.45849 92 1,00185 09 1.52 19.66952 78 0,05084 0061 ] 9.69493 14 1.00129 15 1.53 24.49841 04 0.04081 8975 24.51881 14 1,00083 27 1.54 32.4611 3 89 0,03080 6066 32.47653 83 1.00047 44 
1.55 48.07848 25 0.02079 9325 48,08888 10 1.00021 63 1.56 92.62049 63 0.01079 6746 92,62589 45 1,00005 83 1.57 +1255. 76559 15 + 0,00079 6327 +1255. 76598 97 1.00000 03 1.58 - 108,64920 36 - 0.00920 3933 - 108,65380 55 1.00004 24 1.59 - 52,06696 96 - 0.01920 6034 - 52.07657 18 1.00018 44 
1.60 - 34.23253 27 - 0.02921 1978 - 34.24713 56 1,00042 66 

For x>1.6, use 4.3.44. [C -:)2) [< -:)3] 
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CIRCULAR SINES AND COSINES TO TE!'I'THS OF A DEGREE Table 4.10 

8 sin 8 cos e 90° - 11  
o .  0° 0. 00000 00000 00000 1. 00000 00000 00000 90. 0° 
0. 1 0. 00174 5 3283 65898 0. 99999 84769 13288 89. 9 o. 2 0, 0 0349 06514 15224 0. 99999 39076 57790 89. 8 o. 3 0. 00523 59638 31420 0. 99998 62922 47427 89. 7 o. 4 0. 00698 12602 979 62 0. 99997 56307 05395 89. 6 

0. 5 0. 00872 65354 98374 0 . 99996 19230 64171 89. 5 o. 6 0. 01 047 17841 16246 0. 99994 51693 65512 89. 4 o. 7 0. 01221 70008 35247 0. 99992 53696 60452 89. 3 o. 8 0. 01396 21803 39145 0, 99990 25240 09304 89. 2 o. 9 0. 01 570 73173 11821 0. 99987 66324 81661 89. 1 

1. 0 0. 01745 24064 37284 0. 99984 76951 56391 89. 0 
1. 1 0. 01919 74423 99690 0. 99981 57121 2 1644 88. 9 
1, 2 0, 02094 24198 83357 0, 99978 06834 74845 88. 8 
1. 3 0. 02268 73335 72781 0, 999 74 26093 22698 88. 7 
1. 4 0. 02443 21781 52653 0. 99970 14897 81183 88. 6 

1. 5 0, 02617 69483 07873 0. 99965 73249 75557 88. 5 
1. 6 0, 02792 1 6387 2 3569 0. 99961 0 1 15 0  40354 88, 4 
1. 7 0. 02966 62440 85111 0 . 99955 9 8601 19384 88. 3 
1. 8 0 . 03141 07590 7 8128 0. 99950 65603 65732 88. 2 
1. 9 0. 03315 51 783 88526 0. 99945 02159 41757 88. 1 

2. 0 0. 03489 94967 02501 0. 99939 08270 19096 88. 0 
2. 1 0. 03664 37087 06556 0. 99932 83937 78656 87. 9 
2, 2 0. 03838 78090 8752 0  0 . 99926 2 9164 1 0 621 87. 8 
2. 3 0. 0401 3 17925 32560 0. 99919 4 3951 14446 81. 7 
2. 4 0. 04187 56537 29200 0. 99912 28300 98858 87. 6 

2. 5 0. 04361 93873 65336 0 . 99904 82215 81858 87. 5 
2. 6 0. 04536 2 9881 29254 0. 99897 05697 90715 87. 4 2. 7 0, 04710 6450 7  09643 0. 99888 98749 61970 87. 3 
2. 8 0, 04884 9 7697 95613 0. 99880 61373 41434 87. 2 
2. 9 0. 05059 29400 76713 0. 99871 9 3571 84186 87. 1 

3. 0 0. 05233 59562 42944 0. 99862 95347 54574 87. 0 
3. 1 0 . 05407 88129 84775 0. 99853 66703 26212 86. 9 
3. 2 0, 05582 1 5049 9 3164 0. 9 9844 07641 81981 86. 8 
3. 3 0. 05756 40269 59567 0. 99834 18166 14028 86. 7 
3. 4 0. 05930 63735 759�2 0, 99823 98279 2 3765 86. 6 

3. 5 0. 06104 85395 34857 0. 99813 47984 21867 86. 5 
3. 6 0. 06279 05195 29313 0. 99802 67284 28272 86. 4 
3. 7 0. 06453 23082 52958 0, 99791 56182 72179 86. 3 
3. 8 0. 06627 39004 00000 0 . 99780 14682 92050 86. 2 
3. 9 0. 06801 52906 65248 0. 99768 42788 35605 86. 1 

4, 0 0. 06975 64737 44125 0, 99756 40502 59824 86. 0 
4. 1 0. 07149 74443 32686 0 . 99744 0 7829 30944 85. 9 
4. 2 0. 07323 81971 2 7632 0. 99731 44772 24458 85. 8 
4. 3 0. 07497 87268 26328 0. 99718 51335 2511 6 85. 7 
4. 4 0. 07671 9 0281 2 6819  0. 99705 2 7522 2 6920 85. 6 

4. 5 0. 0 7845 9 0957 27845 0. 99691 73337 33128 85. 5 
4. 6 0. 0 8019 89243 28859 0. 99677 88784 56247 85. 4 
4. 7 0. 08193 85086 3 0041 0. 99663 73868 18037 85. 3 
4. 8 0. 08367 78433 32315 0. 9 9649 2 8592 49504 85. 2 
4. 9 0. 08541 69231 37367 0 . 99634 52961 90906 85. 1 

5. 0 0. 08715 57427 47658 0. 99619 46980 9 1 74 6  85. 0 
90° - 11  cos 11 sin e IJ * [< -58)3] [< -I)4] 
For conversion from radians to degrees see Example 14. 

•see page n. 
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Table 4.10 CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE 

8 sin 8 cos 8 90° - 8  

5. 0° O. Oa715 57427 4765a 0. 99619 469aO 91746 a5. 0° 
5. 1 o. oaaa9 4296a 66442 0. 99604 10654 10770 a4. 9 
5. 2 0. 09063 25a01 977aO 0. 995aa 439a6 15970 a4. a 
5 .  3 0. 09237 05a74 46562 0 . 99572 469a1 a45a2 a4. 7 
5. 4 0. 09410 a3133 1a514 0. 99556 19646 030ao a4. 6 

5. 5 0. 095a4 57525 20224 0. 99539 61983 67179 a4. 5 
5. 6 0. 0975a 2 a997 59149 0. 99522 73999 a1831 84. 4 
5. 7 0. 09931 97497 43639 0. 99505 55699 61226 84. 3 
5. a 0. 10105 62971 82946 0. 99488 07088 28788 84. 2 
5. 9 0. 10279 25367 87247 0. 99470 28171 17174 84. 1 

6. 0 0. 1 0452 84632 67653 0. 99452 1 8953 68273 84. 0 
6. 1 0. 1 0626 40713 36233 0. 99433 79441 33205 83. 9 
6. 2 0. 1 0799 93557 06023 0. 99415 09639 72315 83. a 
6. 3 0. 10973 43110 91045 0. 99396 09554 55180 a3. 7 
6. 4 0. 11146 a9322 06325 0. 99376 79191 60596 a3. 6 

6. 5 0. 11320 32137 67907 0. 99357 18556 76587 83. 5 
6. 6 0. 1 1493 71504 92a67 0. 99337 27656 00396 a3. 4 
6. 7 0. 1 1667 07370 99333 0. 99317 06495 384a6 83. 3 
6. 8 0. 11840 39683 06501 0. 99296 55081 06537 83. 2 
6. 9 0. 12013 6a388 34647 0. 99275 73419 29446 83. 1 

7. 0 0. 1 2 186 93434 05147 0. 99254 61516 41322 83. 0 
7. 1 0. 12360 14767 40493 0. 99233 19378 85489 82. 9 
7. 2 0. 12533 32335 64304 0. 99211 47013 1447a 82. 8 
7. 3 0. 12706 460a6 01350 0. 991a9 44425 90030 a2. 7 
7. 4 0, 12879 55965 77563 0. 99167 1162 3  83090 82. 6 

7. 5 0. 13052 61922 20052 0. 99144 4a613 7381 0 82. 5 
7. 6 0. 13225 63902 57122 0 . 99121 55402 51542 82. 4 
7. 7 0. 13398 61a54 1 a292 0. 9909a 31997 14a36 a2. 3 
7. a 0. 13571 55724 34304 0, 99074 7a404 71444 a2. 2 
7. 9 0. 13744 45460 37147 0. 99050 94632 3a309 a2. 1 

8. 0 0. 13917 31009 60065 0. 99026 80687 41570 a2. 0 
a. 1 0. 14090 12319 375al 0. 99002 36577 1655a 81. 9 
a. 2 0. 14262 a9337 05512 0. 9a977 62309 077a9 al. a 
a. 3 0. 14435 62010 00973 0. 9a952 57a90 6a969 a1. 7 
a. 4 0. 14608 302a5 62412 0. 98927 23329 6298a 81. 6 

8. 5 0. 14780 94111 29611 0. 9a901  58633 61917 a1. 5 
8. 6 0. 14953 53434 43710 0. 9aa75 63a10 47006 a1. 4 
8. 7 0. 15126 Oa202 47219 0. 9aa49 3aa6a 08684 81. 3 
a. a 0. 1529a 5a362 a4038 0. 9a822 83a14 46553 a1. 2 
a. 9 0. 15471 03a62 9946a 0. 98795 98657 69389 a1. 1 

9. 0 0. 15643 44650 40231 0. 9876a a3405 9513a a1. 0 
9. 1 0. 15a15 80672 544a4 0. 98741 38067 50911 ao. 9 
9. 2 0. 15988 1 1876 91835 0. 98713 62650 72988 ao. 8 
9. 3 0. 16160 38211 03361 0. 98685 57164 06807 ao. 7 
9. 4 0. 16332 59622 41622 0. 9a657 21616 06969 ao. 6 

9. 5 0. 1 6504 7605a 6067a 0. 9862a 56015 37231 ao. 5 
9. 6 0. 1 6676 a7467 16102 0. 9a599 60370 70505 ao. 4 
9. 7 0. 1 684a 93795 65003 0. 9a570 34690 a8854 80. 3 
9. 8 0. 17020 94991 66033 0. 9a540 789a4 a3490 80. 2 
9. 9 0. 1 7192 91002 79410 0. 9a510 93261 54774 a0. 1 

1 0. 0 0. 17364 81776 66930 C. 9a4aO 77530 12208 80. 0 
90° - 8  cos 8 sin 8 IJ. 

* 

[(-:)7] [< -;)4] 

• see page n. 
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CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS O F  A DEGREE Table 4.10 

8 sin 8 cos 8 90° - 8 

10. 0 ° 0. 17364 81776 66930 0. 98480 77530 12208 80. 0° 
10. 1 0. 17536 67260 91987 0, 98450 31799 74437 79. 9 
10. 2 0. 17708 47403 19583 0. 98419 56079 69242 79. 8 
1 0. 3 0. 17880 22151 16350 0. 98388 50379 33542 79. 7 
10. 4 0. 18051 91452 50560 0. 98357 14708 13386 79. 6 

10. 5 0. 18223 55254 92147 0. 98325 49075 63955 79. 5 
1 0. 6 0. 18395 13506 12720 0. 98293 53491 49554 79. 4 
10. 7 0. 18566 66153 85577 0. 98261 27965 43615 79. 3 
1 0. 8 0. 18738 1 3145 85725 0, 98228 72507 28689 79. 2 
10. 9 0. 18909 54429 89891 0. 98195 87126 96444 79. 1 

11. 0 0. 19080 89953 76545 0. 98162 71834 47664 79. 0 
11. 1 0. 19252 19665 25907 0. 98129 26639 92245 78. 9 
11. 2 0. 19423 43512 19972 0. 98095 51553 49192 78. 8 
11. 3 0. 19594 61442 42518 0. 98061 46585 4661 3 78. 7 
11. 4 0. 19765 73403 79126 0. 98027 1 1746 21722 78. 6 

11. 5 0. 19936 79344 17197 0. 97992 47046 20830 78. 5 
11. 6 0. 20107 79211 45965 0. 97957 52495 99344 78. 4 
11. 7 0. 2 0278 72953 56512 0. 97922 28106 21766 78. 3 
1 1. 8 0. 20449 60518 41790 0 . 97886 73887 61685 78. 2 
11. 9 0, 20620 41853 96630 0. 97850 89851 01778 78. 1 

12. 0 0. 20791 16908 17759 0. 97814 76007 33806 78. 0 
12. 1 0. 2 0961 85629 03822 0. 97778 32367 58606 77. 9 
12. 2 0. 21132 47964 55389 0, 97741 58942 86096 77. 8 
12. 3 0. 21303 03862 74977 0. 97704 55744 35264 77. 7 
12. 4 0, 21473 53271 67063 0. 97667 22783 34168 77. 6 

12. 5 0, 21643 96139 38103 0. 97629 60071 19933 77. 5 
12. 6 0. 21814 32413 96543 0. 97591 67619 38747 77. 4 
12. 7 0, 21984 62043 52838 0. 97553 45439 45857 77. 3 
12. 8 0. 22154 84976 19467 0. 97514 93543 05563 77. 2 
12. 9 0. 22325 0 1160 1 0951 0. 97476 11941 91222 77. 1 

13. 0 0. 22495 10543 43865 0. 97437 00647 85235 77. 0 
13. 1 0. 22665 13074 36855 0. 97397 59672 79052 76. 9 
13. 2 0. 22835 08701 10656 0. 97357 89028 73160 76. 8 
13. 3 0. 23004 97371 88104 0. 97317 88727 77088 76. 7 
13. 4 0. 23174 79034 94157 0. 97277 58782 09397 76. 6 

13. 5 0. 23344 53638 55905 0. 97236 99203 97677 76. 5 
13. 6 0. 23514 21131 02590 0. 97196 1 0005  78546 76. 4 
13. 7 0. 23683 81460 65619 0. 97154 91199 97646 76. 3 
13. 8 0. 23853 34575 78581 0. 97113 42799 09636 76. 2 
13. 9 0. 24022 80424 77264 0. 97071 64815 78191 76. 1 

14. 0 0. 24192 18955 99668 0. 97029 57262 75996 76. 0 
14. 1 0. 24361 50117 86023 0. 96987 20152 84747 75. 9 
14. 2 0. 24530 73858 78803 0. 96944 53498 95139 75. 8 
14. 3 0. 24699 90127 22 743 0. 96901 57314 06870 75. 7 
14. 4 0, 24868 98871 64855 0. 96858 31611 28631 75. 6 

14. 5 0. 25038 00040 54441 0. 96814 76403 78108 75. 5 
14. 6 0, 25206  93582 43114 0. 96770 91704 81971 75. 4 
14. 7 0. 25375 79445 84806 0. 96726 77527 75877 75. 3 
14. 8 0. 25544 57579 35791 0. 96682 33886 04459 75. 2 
14. 9 0, 25713 27931 54696 0. 96637 60793 21329 75. 1 

15. 0 0. 25881 90451 02521 0. 96592 58262 89068 75. 0 
90° - 8  cos 0 sin 8 8 

* [ (-;) 1] [( -;)4] 

•see page 11. 



1 92 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.10 CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE 

6 sin 8 cos 6 90° - 6  

15. 0° 0. 2 5881 90451 02521 0. 96592 58262 89068 75. 0° 
15. 1 0. 26050 45086 42648 0. 96547 26308 79225 74. 9 
'15. 2 0, 26218 91786 40865 0. 96501 64944 72311 74. 8 
15. 3 0. 26387 30499 65373 0. 96455 74184 57798 74. 7 
15. 4 0. 26555 61174 86809 0. 96409 54042 3411 0  74. 6 

15. 5 0, 26723 83760 78257 0. 96363 04532 08623 74. 5 
15. 6 0, 2 6891 98206 15266 0. 96316 25667 97658 74. 4 
15. 7 0. 27060 04459 75864 0. 96269 17464 26479 74. 3 
15. 8 0, 27228 02470 40574 0. 96221 79935 29285 74. 2 
15. 9 0. 27395 92186 92432 0. 96174 13095 49211 74. 1 

16. 0 0. 27563 73558 1 6999 0. 96126 16959 38319 74. 0 
1 6. 1 0. 27731 46533 02378 0. 96077 91541 57594 73. 9 
16. 2 0. 27899 11060 39229 0. 96029 36856 76943 73. 8 
16. 3 0. 28066 67089 20788 0. 95980 52919 75187 73. 7 
16. 4 0. 28234 14568 42876 0. 95931 39745 40058 73. 6 

16. 5 0. 28401 53447 03923 0, 95881 97348 68193 73. 5 
1 6. 6 0. 28568 83674 04974 0. 95832 25744 65133 73. 4 
16. 7 0. 2 8736 05198 49712 0. 95782 24948 45315 73. 3 
16. 8 0. 28903 17969 44472 0, 95731 94975 32067 73. 2 
16. 9 0, 29070 21935 98252 0. 95681 35840 57607 73. 1 

17. 0 0. 29237 17047 22737 0. 95630 47559 63035 73. 0 
17. 1 0. 29404 03252 32304 0. 95579 30147 98330 72. 9 
17. 2 0. 29570 80500 44047 0. 95527 83621 22344 72. 8 
17. 3 0. 29737 48740 77786 0, 95476 07995 02797 72. 7 
17. 4 0, 29904 07922 56087 0, 95424 0 3285 16277 72. 6 

17. 5 0, 30070 57995 04273 0. 95371 69507 48227 72. 5 
17. 6 0, 30236 98907 50445 0. 95319 06677 92947 72. 4 
17. 7 0, 30403 30609 25490 0. 95266 1 4812 53586 72. 3 
17. 8 0, 30569 53049 63106 0. 95212 93927 42139 72. 2 
17. 9 0. 30735 66177 99807 0, 95159 44038 79438 72. 1 

18. 0 0, 30901 69943 74947 0. 95105 65162 95154 72. 0 
18. 1 0. 31067 64296 30732 0, 95051 57316 27784 71. 9 
18. 2 0. 31233 49185 12233 0. 94997 20515 24653 71. 8 
18. 3 0. 31399 24559 67405 0. 94942 54776 41904 71. 7 
18. 4 0. 31564 90369 47102 0. 94887 60116 44497 71. 6 

18. 5 0. 31730 46564 05092 0. 94832 36552 06199 71. 5 
1 8. 6 0. 31895 93092 98070 0. 94776 84100 09586 7 1. 4 
18. 7 0. 32061 29905 85676 0. 94721 02777 46029 71. 3 
18. 8 0. 32226 56952 30511 0. 94664 92601 15696 71. 2 
18. 9 0, 32391 74181 98149 0, 94608 53588 27545 71. 1 

19. 0 0. 32556 81544 57157 0. 94551 85755 99317 7 1. 0 
19. 1 0. 32721 7 8989 79104 0. 94494 8912 1  57531 70. 9 
19. 2 0. 32886 66467 38583 0. 94437 63702 37481 70. 8 
19. 3 0, 33051 43927 13223 0, 94380 09515 83229 70. 7 
19. 4 0. 33216 11318 83703 0. 94322 26579 47601 70. 6 

19. 5 0. 33380 68592 33771 0, 94264 14910 92178 70. 5 
19. 6 0. 33545 15697 50255 0. 94205 74527 87297 70. 4 
19. 7 0, 33709 52584 23082 0. 94147 05448 1 2038 70. 3 
19. 8 0. 33873 79202 45291 0. 94088 07689 54225 70. 2 
19. 9 0. 34037 95502 13050 0. 94028 81270 1 0419 70. 1 

20. 0 0. 34202 01433 25669 0. 93969 2 6207 85908 70. 0 
goo 6 cos 6 sin 8 6 

* [ ( -57)1] [( -:)4] 
•see page n. 
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CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE Table 4.10 

6 sin 6 cos 6 90° - 6 

20. 0° 0. 34202 0 1433 25669 0. 93969 26207 8590 8  70. 0° 
2 0. 1 0. 34365 96945 85616 0. 93909 42520 94709 69. 9 
20. 2 0. 34529 81989 98535 0. 93849 30227 59556 69. 8 
2 0. 3 0, 34693 56515 73256 0, 93788 89346 11898 69. 7 
2 0. 4 0. 34857 20473 21815 0. 93728 19894 91892 69. 6 

20. 5 0. 35020 73812 59467 0. 93667 21892 48398 69. 5 
2 0. 6 0. 35184 1 6484 04702 0. 93605 95357 38973  69. 4 
2 0. 7 0. 35347 48437 79257 0. 93544 40308 29867 69. 3 
20. 8 0. 35510 69624 08137 0. 93482 56763 96014 69. 2 
20. 9 0. 35673 79993 19625 0. 93420 44743 21 030 69. 1 

21. 0 0. 35836 79495 45300 0. 93358 04264 97202 69. 0 
21. 1 0. 35999 68081 20051 0. 93295 35348 25489 68. 9 
21. 2 0. 36162 45700 82092 0. 93232 38012 15512 68. 8 
21. 3 0. 36325 12304 72978 0. 93169 12275 85549 68. 7 
21. 4 0. 36487 67843 37620 0. 93105 58158 62528 68. 6 

21. 5 0, 36650 12267 24297 0. 93041 75679 82025 68. 5 
21. 6 0, 36812 45526 84678 0. 92977 64858 88251 68. 4 
21. 7 0. 36974 67572 73829 0. 92913 25715 34056 68. 3 
21.  8 0. 37136 78355 50235 0. 92848 5 8268 80914 68. 2 
21. 9 0. 37298 77825 75809 0. 92783 62538 98920 68. 1 

22. 0 0. 37460 65934 15912 0. 92718 38545 66787 68. 0 
22. 1 0. 37622 42631 39366 0. 92652 86308 71837 67. 9 
22. 2 0, 37784 07868 18467 0. 92587 05848 09995 67. 8 
22. 3 0. 37945 61595 29005 0. 92520 97183 85782 67. 7 
22. 4 0. 38107 03763 50274 0. 92454 60336 12313 67. 6 

22. 5 0. 38268 34323 65090 0 . 92387 95325 11287 67. 5 
22. 6 0. 38429 53226 59804 0. 92321 02171 12981 67. 4 
22. 7 0. 38590 60423 2 4319 0. 92253 80894 56246 67. 3 
22. 8 0. 38751 55864 52103 0. 92186 31515 88501 67. 2 
22. 9 0. 38912 39501 40206 0. 92118 54055 65721 67. 1 

23. 0 0. 39073 11284 89274 0. 92050 48534 52440 67. 0 
23. 1 0. 39233 71166 03561 0. 91982 14973 21738 66. 9 
23. 2 0. 39394 19095 90951 0. 91913 53392 55234 66. 8 
23. 3 0. 39554 55025 62965 0. 91844 63813 43087 66. 7 
23. 4 0, 39714 78906 34781 0. 91775 46256 83981 66. 6 

23. 5 0. 39874 90689 25246 0. 91706 0 0743 85124 66. 5 
23. 6 0, 40034 90325 56895 0. 91636 2 7295 62240 66. 4 
23. 7 0. 40194 77766 55960 0. 91566 25933 39561 66. 3 
2 3. 8 0. 40354 52963 52390 0. 91495 96678 49825 66. 2 
23. 9 0, 40514 15867 79863 0. 91425 39552 34264 66. 1 

24. 0 0. 40673 66430 75800 0. 91354 54576 42601 66. 0 
24. 1 0. 40833 04603 81385 0. 912S3 41772 33043 65. 9 
24. 2 0. 40992 30338 41573 0. 91212 01161 72273 65. 8 
24. 3 0. 41151 43586 05109 0. 91140 32766 35445 65. 7 
24. 4 0. 41310 44298 24542 0. 91 068 36608 06177 65. 6 

24. 5 0. 41469 32426 56239 0. 90996 12708  76543 65. 5 
24. 6 0. 41628 07922 60401 0. 90923 61090 47069 65. 4 
24. 7 0. 41786 70738 01077 0. 90850 81775 26722 65. 3 
24. 8 0. 41945 20824 46177 0. 90777 74785 32909 65. 2 
24. 9 0. 42103 58133 67491 0. 90704 4 0142 91465 65. 1 

25. 0 0. 42261 82617 40699 0. 90630 77870 36650 65. 0 
90° - 6 cos 6 sin 6 6 

* [ (-:)2] [( -;)4] 
•see page 11. 
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Table 4.10 CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE 

e sin e cos e 90° - 8  

25. 0° o. 42261 82617 40699 0. 90630 77870 36650 65. 0° 

25. I 0. 42419 94227 45390 0. 90556 87990 11140 64. 9 
25. 2 0. 42577 92915  65073 0. 90482 70524 66020 64. 8 
25. 3 0. 42735 78633 87192 0. 90408 25496 60778 64. 7 
25, 4 0. 42893 51 334 03146 0. 90333 52928 63301 64. 6 

25. 5 0, 43051 10968 08295 0. 90258 52843 49861 64. 5 
25. 6 0. 43208 57488 01982 0, 90183 25264 05114 64. 4 
25. 7 0, 43365 90845 87544 0. 90107 70213 22092 64. 3 
25. 8 0. 43523 10993 72328 0. 90031 87714 02194 64. 2 
25, 9 0, 43680 17883 67702 0. 89955 77789 55180 64. 1 

26. 0 0. 43837 11467 89077 0. 89879 40462 99167 64. 0 
26. 1 0. 43993 91698 55915 0. 89802 75757 60616 63. 9 
26. 2 0. 44150 58527 91745 0, 89725 83696 74328 63. 8 
26. 3 0. 44307 11908 24180 0. 89648 64303 83441 63. 7 
26. 4 0, 44463 51791 84927 0. 89571 17602 39413 63. 6 

26. 5 0, 44619 78131 09809 0. 89493 43616 02025 63. 5 
26. 6 0. 44775 90878 38770 0. 89415 42368 39368 63. 4 
26. 7 0. 44931 89986 15897 0. 89337 13883 27838 63. 3 
26. 8 0, 45087 75406 89431 0. 89258 58184 52125 63. 2 
26. 9 0. 45243 47093 11783 0. 89179 75296 05214 63. 1 

27. 0 0. 45399 04997 39547 0. 891 00 65241 88368 63. 0 
27. 1 0, 45554 49072 33516 0. 89021 28046 11127 62. 9 
27. 2 0. 45709 79270 58694 0. 88941 63732 91298 62. 8 
27. 3 0. 45864 95544 84315 0. 88861 72326 54949 62. 7 
27. 4 0, 46019 97847 83852 0, 88781 53851 36401 62. 6 

27. 5 0. 46174 86132 35034 0. 88701 08331 78222 62. 5 
27. 6 0. 46329 60351 19862 0. 88620 35792 31215 62. 4 
27. 7 0, 46484 20457 2462 0 0, 88539 36257 54416 62. 3 
27. 8 0. 46638 66403 39891 0. 88458 09752 1 5084 62. 2 
27. 9 0. 46792 98142 60573 0. 88376 56300 88693 62. 1 

28. 0 0. 46947 1 5627 85891 0. 88294 75928 58927 62. 0 
28. 1 0. 47101  18812 19410 0. 88212 68660 17668 61. 9 
28. 2 0. 47255 07648 69054 0. 88130 34520 64992 61. 8 
28. 3 0. 47408 82090 47116 0, 88047 73535 09162 61. 7 
28. 4 0. 47562 42090 70275 0. 87964 85728 66617 61. 6 

2 8. 5 0. 47715 87602 59608 0. 87881 71126 61965 61. 5 
28. 6 0. 47869 18579 40607 0. 87798 29754 27981 61. 4 
28. 7 0. 48022 34974 43189 0. 87714 61637 05589 61. 3 
28. 8 0, 48175 36741 01715 0. 87630 66800 43864 61. 2 
28. 9 0. 48328 23832 55002 0. 87546 45270 00018 61.  1 

29. 0 0. 48480 96202 46337 0. 87461 97071 39396 61. 0 
29. 1 0. 48633 53804 2 3490 0. 87377 22230 35465 60. 9 
29. 2 0. 48785 96591 38733 0. 87292 2 0772 69810 60. 8 
29. 3 0, 48938 24517 48846 0. 87206 92724 32121 60. 7 
29. 4 0. 49090 37536 15141 0. 87121 38111 20189 60. 6 

29. 5 0. 49242 35601 03467 0. 87035 56959 39900 60. 5 
29. 6 0, 49394 18665 84231 0, 86949 49295 05219 60. 4 
29. 7 0. 49545 86684 32408 0. 86863 15144 38191 60. 3 
29. 8 0. 49697 39610 27555 0. 86776 54533 68928 60. 2 
29. 9 0, 49848 77397 53830 0, 86689 67489 35603 60. 1 

30. 0 0. 50000 00000 00000 0. 86602 54037 84439 60. 0 
90° - 0  cos e sin e e 

* [ (-;) 2] [( -;)4] 

*See page II. 
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CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE 

9 

30. 0° 

30. 1 
30. 2 
30. 3 
3 0. 4 

30. 5 
30. 6 
30. 7 
30. 8 
30. 9 

31. 0 
31. 1 
31. 2 
31. 3 
31. 4 

31. 5 
31. 6 
31. 7 
31. 8 
31. 9 

32. 0 
32. 1 
32. 2 
32. 3 
32. 4 

32. 5 
32. 6 
32. 7 
32. 8 
32. 9 

33. 0 
33. 1 
33. 2 
33. 3 
33. 4 

33. 5 
33. 6 
33. 7 
33. 8 
33. 9 

34. 0 
34. 1 
34. 2 
34. 3 
34. 4 

34. 5 
34. 6 
34. 7 
34. 8 
34. 9 

35. 0 
90° - 8  

•See page n. 

sin 8 

0. 50000 0 0000  00000 
0. 5 0151 07371 59457 
0. 50301 99466 30235 
0. 50452 76238 15019 
0. 5 0603 37641 21164 

0. 50753 83629 60704 
0. 50904 14157 50371 
0. 51054 29179 11606 
0. 51204 28648 70572 
0. 51354 12520 58170 

0. 51503 80749 10054 
0. 51653 33288 66642 
0. 51802 70093 73130 
0. 51951 91118 79509 
0. 52100 96318 40576 

0. 52249 85647 15949 
0. 52398 59059 70079 
0. 52547 1 6510  72268 
0. 52695 57954 96678 
0. 52843 83347 22347 

0. 52991 92642 33205 
0. 53139 85795 18083 
0. 53287 62760 70730 
0. 53435 23493 89826 
0. 53582 67949 78997 

0. 53729 96083 46824 
0. 5 3877 07850 06863 
0. 54024 03204 77655 
0. 54170 82102 82740 
0. 54317 44499 50671 

0. 54463 90350 1 5027 
0. 54610 19610 14429 
0. 54756 32234 92550 
0. 54902 28179 98132 
0. 55048 07400 84996 

0. 55193 69853 12058 
0. 55339 15492 43344 
0. 55484 44274 47999 
0. 55629  56155 00305 
0. 55774 51 089 79690 

0. 55919 29034 70747 
0. 56063 89945 63242 
0. 56208 33778 52131 
0. 56352 60489 37571 
0. 56496 70034 24938 

0. 5 6640 62369 24833 
0. 56784 37450 53101 
0. 56927 95234 30844 
0. 57071 35676 84432 
0. 57214 58734 45516 

0. 57357 64363 51046 
cos 8 

cos 8 

0. 86602 54037 84439 
0. 8651 5 14205 69704 
0. 86427 48019 53705 
0. 86339 55506 06772 
0. 86251 36692 07257 

0. 86162 91604 41526 
0. 86074 20270 0 3944 
0. 85985 22715 96873 
0. 85895 98969 30664 
0. 85806 49057 2 3645 

0. 85716 73007 02112 
0. 85626 70846 00328 
0. 85536 42601 60507 
0. 85445 88301 32807 
0. 85355 07972 75327 

0. 85264 01643 54092 
0. 85172 69341 43048 
0. 85081 1 1094 24051 
0 . 84989 26929 86864 
0. 84897 1 6876 29141 

0. 84804 80961 56426 
0. 84712 19213 82137 
0. 84619 31661 2 7564 
0. 84526 1 8332 21856 
0. 84432 79255 02015 

0. 84339 14458 12886 
0. 84245 23970 07148 
0. 84151 07819 45306 
0 . 84056 66034 95684 
0. 83961 98645 34413 

0. 83867 05679 45424 
0. 83771 87166 20439 
0. 83676 43134 58962 
0. 83580 73613 68270 
0. 83484 78632 63407 

0. 83388 58220 67168 
0. 83292 12407 10099 
0. 83195 41221 30483 
0. 83098 44692 74328 
0. 83001 22850 95367 

0. 82903 75725 55042 
0. 82806 03346 22494 
0. 82708 05742 74562 
0. 82609 82944 95764 
0. 825 1 1  34982 78295 

0. 82412 61886 22016 
0. 82313 63685 34442 
0. 82214 40410 30737 
0. 82114 92091  33704 
0. 82015 18758 73772 

0. 81915 2 0442 88992 
sin 8 

e-J)3J 

Table 4.10 

90° - 8  

60. 0° 
59. 9 
59. 8 
59. 7 
59. 6 

59. 5 
59. 4 
59. 3 
59. 2 
59. 1 

59. 0 
58. 9 
58. 8 
58. 7 
58. 6 

58. 5 
58. 4 
58. 3 
58. 2 
58. 1 

58. 0 
57. 9 
57. 8 
57. 7 
57. 6 

57. 5 
57. 4 
57. 3 
57. 2 
57. 1 

57. 0 
56. 9 
56. 8 
56. 7 
56. 6 

56. 5 
56. 4 
56. 3 
56. 2 
56. 1 

56. 0 
55. 9 
55. 8 
55. 7 
55. 6 

55. 5 
55. 4 
55. 3 
55. 2 
55. 1 

55. 0 
8 

195 
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Table 4.10 CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE 

9 sin 9 cos 9 90°- 9 

35. 0° 0. 57357 64363 51046 0. 81915 20442 88992 55. 0° 

35. 1 0. 57500 52520 43279 0. 81814 97174 25023 54. 9 
35. 2 0. 57643 23161 69793 0. 81714 48983 35129 54. 8 
35. 3 0. 57785 76243 83505 0. 81613 75900 80160 54. 7 
35. 4 0. 57928 11723 42679 0. 81512 77957 28554 54. 6 

35. 5 0. 58070 29557 1 0940 0. 81411 55183 56319 54. 5 
35. 6 0. 58212 29701 57289 0. 81310 07610 47028 54. 4 
35. 7 0. 58354 12113 56118 0. 81208 35268 91806 54. 3 
35. 8 0. 58495 76749 87215 0. 81106 38189 89327 54. 2 
35. 9 0. 58637 23567 35789 0. 81004 16404 45796 54. 1 

36. 0 0. 58778 52522 92473 0. 80901 69943 74947 54. 0 
36. 1 0. 58919 63573 53342 0. 80798 98838 98031 53. 9 
36. 2 0. 59060 56676 19925 0. 80696 03121 43802 53. 8 
36. 3 0. 59201 31787 99220 0. 80592 82822 48516 53. 7 
36. 4 0. 59341 88866 03701 0. 80489 37973 55914 53. 6 

36. 5 0. 59482 2 7867 51341 0. 80385 68606 17217 :-3. 5 
36. 6 0. 59622 48749 65616 0. 80281 74751 91115 53. 4 
36. 7 0. 59762 51469 75521 0. 80177 56442 43754 53. 3 
36. 8 0. 59902 35985 15586 0. 80073 13709 48733 53. 2 
36. 9 0. 60042 02253 25884 o. 79968 46584 87091 53. 1 

37. 0 0. 60181 50231 52048 o. 79863 55100 47293 53. 0 
37. 1 0. 60320 79877 45282 o. 79758 39288 25229 52. 9 
37. 2 0. 60459 91148 62375 o. 79652 99180 24196 52. 8 
37. 3 o. 60598 84002 65711 o. 79547 34808 54896 52. 7 
37. 4 0. 60737 58397 23287 o. 79441 46205 35418 52. 6 

37. 5 0. 60876 14290 08721 o. 79335 33402 91235 52. 5 
37. 6 0. 61014 51639 01268 o. 79228 96433 55191 52. 4 
37. 7 0. 61152 70401 85831 o. 79122 35329 67490 52. 3 
37. 8 0. 61290 70536 52976 o. 79015 50123 75690 52. 2 
37. 9 0. 61428 52000 98943 o. 78908 40848 34691 52. 1 

38. 0 0. 61566 14753 25658 o. 78801 07536 06722 52. 0 
38. 1 0. 61703 58751 40749 o. 78693 50219 61337 51. 9 
38. 2 0. 61840 83953 57554 o. 78585 68931 75402 51. 8 
38. 3 0. 61977 90317 95140 o. 78477 63705 33083 51. 7 
38. 4 0. 62114 77802 78310 o. 78369 34573 25840 51. 6 

38. 5 0. 62251 46366 37620 o. 78260 81568 52414 51. 5 
38. 6 0. 62387 95967 09386 o. 78152 04724 1 8819 51. 4 
38. 7 0. 62524 26563 35705 o. 7 8043 04073 38330 51. 3 
38. 8 0. 62660 38113 64461 o. 77933 79649 31474 51. 2 
38. 9 0. 62796 30576 49338 o. 77824 31485 26021 51. 1 

39. 0 0. 62932 03910 49837 o. 77714 59614 56971 51. 0 
39. 1 0. 63067 58074 31286 o. 77604 64070 66546 50. 9 
39. 2 0. 63202 93026 64851 0. 77494 44887 04180 50. 8 
39. 3 0. 63338 08726 27550 o. 77384 02097 26506 50. 7 
39. 4 0. 63473 05132 02268 o. 77273 35734 97351 50. 6 

39. 5 0. 63607 82202 77764 o. 77162 45833 87720 50. 5 
39. 6 0. 63742 39897 48690 o. 77051 32427 75789 50. 4 
39. 7 0. 63876 78175 15598 o. 76939 95550 46895 50. 3 
39. 8 0. 64010 96994 84955 o. 76828 35235 93523 50. 2 
39. 9 0. 64144 96315 69158 o. 76716 51518 15300 50. 1 

40. 0 0. 64278 76096 86539 o. 7 6604 44431 18978 50. 0 
90° - 9 cos 8 sin 9 9 

* [ (-;)2] c( -z)
3J 

•see page n. 
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CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE Table 4.10 

0 sin 0 cos 0 90° - 0  

40. 0° 0. 64278 76096 86539 o. 7 6604 44431 18978 5 0. 0° 
40. 1 0. 64412 36297 61387 o. 76492 14009 18432 49. 9 
40. 2 0. 64545 76877 23951 o. 76379 60286 34642 49. 8 
4.0. 3 0. 64678 97795 10460 o. 76266 83296 95688 49. 7 
40. 4 0. 64811 99010 63131 o. 76153 83075 36737 49. 6 

40. 5 0. 64944 80483 30184 o. 76040 59656 00031 49. 5 
40. 6 0. 65077 42172 65851 o. 75927 13073 34881 49. 4 
40. 7 0. 65209 84038 30392 o. 75813 43361 97652 49. 3 
40. 8 0. 65342 06039 90105 o. 75699 50556 51756 49. 2 
40. 9 0. 65474 08137 17340 o. 75585 34691 67640 49. 1 

41. 0 0. 65605 90289 90507 o. 75470 95802 22772 49. 0 
41. 1 0. 65737 52457 94096 o. 75356 33923 01638 48. 9 
41. 2 0. 65868 94601 1 8680 o. 75241 49088 95724 48. 8 
41. 3 0. 66000 1 6679 60937 o. 75126 41335 03511 48. 7 
41. 4 0. 66131 18653 23652 o. 75011 10696 30460 48. 6 

41. 5 0. 66262 00482 15737 0. 74895 57207 89002 48. 5 
41. 6 0. 66392 62126 52242 o. 74779 80904 98532 48. 4 
41. 7 0. 66523 03546 54361 o. 74663 81822 85391 48. 3 
41. 8 0. 66653 24702 49452 o. 74547 59996 82862 48. 2 
41. 9 0. 66783 25554 71047 o. 74431 15462 31154 48. 1 

42. 0 0. 66913 06063 58858 o. 74314 48254 77394 48. 0 
42. 1 0. 67042 66189 58799 o. 74197 58409 75616 47. 9 
42. 2 0. 67172 05893 22990 o. 74080 45962 86750 47. 8 
42. 3 0. 67301 25135 09773 o. 73963 10949 78610 47. 7 
42. 4 0. 67430 2 3875 83723 o. 73845 5 3406 25884 47. 6 

42. 5 0. 67559 02076 15660 o. 73727 73368 10124 47. 5 
42. 6 0. 67687 59696 82661 o. 73609 70871 19734 47. 4 
42. 7 0. 67815 96698 68071 o. 73491 45951 49960 47. 3 
42. 8 0. 67944 1 3042 61517 o. 73372 98645 02876 47. 2 
42. 9 0. 68072 08689 58918 o. 73254 28987 87379 47. 1 

43. 0 0. 68199 83600 62499 o. 73135 37016 19170 47. 0 
43. 1 0. 68327 37736 80799 o. 73016 22766 20752 46. 9 
43. 2 0. 68454 71059 28689 o. 72896 86274 21412 46. 8 
43. 3 0. 68581 83529 27376 o. 72777 27576 57210 46. 7 
43. 4 0. 68708 75108 04423 o. 72657 46709 70976 46. 6 

43. 5 0. 68835 45756 93754 o. 72537 43710 12288 46. 5 
43. 6 0. 68961 95437 35670 o. 72417 18614 37468 46. 4 
43. 7 0. 69088 24110  76858 o. 72296 71459 09568 46. 3 
43. 8 0. 69214 31738 70407 o. 72176 02280 98362 46. 2 
43. 9 0. 69340 1 8282 75813 o. 72055 1 1 11 6  80330 46. 1 

44. 0 0. 69465 83704 58997 o. 71933 98003 38651 46. 0 
44. 1 0. 69591 27965 92314 o. 71812 62977 63189 45. 9 
44. 2 0. 69716 51028 54565 o. 71691 06076 50483 45. 8 
44. 3 0. 69841 52854 31006 o. 71569 27337 03736 45. 7 
44. 4 0. 69966 33405 13365 o. 71447 26796 32803 45. 6 

44. 5 o. 70090 92642 99851 o. 71325  04491 54182 45. 5 
44. 6 o. 70215 30529 95162 o. 71202 60459 90996 45. 4 
44. 7 o. 70339 47028 10504 o. 71079 94738 72992 45. 3 
44. 8 o. 70463 42099 63595 o. 70957 07365 36521 45. 2 
44. 9 o. 70587 15706 78681 0. 70833 98377 24529 45. 1 

45. 0 o. 70710 67811 86548 o. 70710 67811 86548 45. 0 
90° - 0  cos 0 sin o 0 

* 

[ <-;>3] [< -;)3] 

*See page n. 
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Table 4.11 CIRCULAR TANGENTS, COTANGENTS, SECANTS AND COSECANTS 
TO FIVE TENTHS OF A DEGREE 

90° - D  8 tan 8 cot B sec 8 esc 8 

o. 0° o. 00000 00000 00000 <JO 1. 00000 000 <JO 90. o" 
o. 5 0. 0 0872 68677 90759 114. 5 8865 01293 09608 1. 00003 808 114. 59301 348 89. 5 
1. 0 0. 01745 50649 28217 57. 28996 16307 59424 1. 00015 2 33 57, 29868 850 89. 0 
1 . 5 0, 02618 59215 69187 38. 1 8845 92970 2 5609 1. 00034 279 38. 20155 001 88. 5 
2. 0 0. 03492 07694 91747 2 8. 63625 32829 1 5603 1 . 00060 954 28. 65370 835 88. 0 

2. 5 0, 04366 09429 08512 22. 90376 55484 31198 1 . 00095 269 22. 92558 563 87. 5 
3. 0 0 , 05240 77792 83041 19. 08113 66877 282 1 1  1 .  00137 235 19. 10732 261 87. 0 
3. 5 0. 06116 2620 1  50484 1 6. 349B5 54760 99672 1 . 001B6 B69 1 6. 38040 B24 B6. 5 
4. 0 0. 06992 6B119 43510 14. 30066 62567 11928 1 . 00244 190  14. 33558 703  B6. 0 
4. 5 0. 07B70 17068 · 2461B 12.  70620 47361 74704 1 .  00309 220 12, 74549 484 85. 5 

5. 0 O. OB74B 86635 25924 1 1 . 43005 23027 61343 1 . 003B1 9B4 11 .  47371 325 B5. 0 
5. 5 0, 0962B 90481 97538 1 0. 38539 70801 38159 1 , 00462 509 10. 43343 052 84. 5 
6. 0 0, 10510 42352 65676 9. 51436 44542 2 25B5 1. 00550 828 9, 56677 223 84. 0 
6, 5 0, 11393 560B3 01645 B. 7768B 7356B 69956 1 , 00646 973 B. 83367 147 83. 5 
7. 0 0, 12278 45609 02904 8. 1 4434 64279 74594 1. 00750 9B3 B. 20550 905 B3. 0 

7. 5 0, 13165 24975 87396 7. 59575 41127 25150 1 , 00B62 896 7, 66129 75B 82. 5 
B. 0 0. 1 4054 08347 02391 7. 1 1536 97223 B4209 1. 00982 757 7. 18529 653 82. 0 
B. 5 0, 14945 1 0013 49128  6. 69115 62383 17409 1 .  01110  613 6. 76546 908 81. 5 
9, 0 0 , 1 5838 44403 2 4536 6, 31375 15146 75043 1 . 0 1246 513 6. 39245 322 81. 0 
9, 5 0. 1 6734 2 6090 81419 5. 97576 43644 33065 1 .  0 1390 510 6. 05885 796 80. 5 

1 0. 0 0. 1 7632 69807 08465 5. 67128 1 8196 1 77 09 1 . 0 1542 661 5. 75877 049 80. 0 
1 0. 5 0, 18533 90449 31534 5. 39551 71743 19137 1 . 01703 027 5. 48740 427 79. 5 
11. 0 0. 19438 03091  37718 5. 14455 40159 70310 1. 0187 1  670 5. 24084 307 79. 0 
11. 5 0, 20345 22994 2 3699 4. 91515 70310 71205 1 . 02048 657 5. 01585 1 74 78. 5 
12. 0 0. 21255 65616 70022 4. 7 0463 01094 7 8454 1 . 02234 059 4. 80973  435 78. 0 

12. 5 0. 22169 46626 42940 4. 51070 85036 62057 1 .  02427 951 4. 62022 632 77. 5  
13. 0 0 . 2 3086 81911 25563 4. 33147 58742 84155 1. 0 2630 4ll 4. 44541 148 77. 0 
13. 5 0, 2 4007 87590 80116 4. 16529 97700 90417 1 . 02841 519 4. 28365 757 76. 5 
14. 0 0. 2 4932 80028 43180 4. 0107 8  09335 35844 1. 03061 363 4. 13356 550 76. 0 
14. 5 0. 2 5861 75843 55890 3. 86671 30948 98738 1 . 03290 031 3. 99392 916 75. 5 

15. 0 0, 26794 91924 31122 3. 73205 OB075 68877 1 . 03527 618 3. 86370 331 75. 0 
15. 5 0. 27732 45440 59838 3. 60588 35087 60874 1.  03774 221  3 .  74197 754 74. 5 
16. 0 0. 28674 53857 58808 3. 48741 44438 40908 1 . 04029 944 3. 62795 528 74. 0 
16. 5 0. 29621 34949 62080 3. 37594 34225 91246 1 . 04294 891 3. 52093 652 73. 5 
17. 0 0. 30573 06814 58660 3. 27085 261 84 841 41 1. 04569 176 3. 42030 362 73. 0 

17. 5 0. 31529 87888 78983 3. 17159 48023 63212 1. 04852 913 3. 32550 952 72. 5 
18. 0 0. 32491 96962 32906 3. 07768 35371 75253 1 .  05146 222 3. 23606 798 72. 0 
18, 5 0, 33459 53195 02073 2. 98868 49627 42893 1 .  05449 231 3. 15154 530 71. 5 
19. 0 0. 34432 76132 89665 2. 90421 08776 75823 1. 05762 068 3. 07155 349 71. 0 
19, 5 0, 35411 85725 30698 2 . 82391 28856 00801 1 .  06084 870 2. 99574 431 70. 5 

20, 0 0. 36397 02342 66202 2 .  74747 74194 54622 1 .  06417 717 2 . 92380 440 70. 0 
20. 5 0, 37388 46794 84804 2 . 67462 1 4939 26824 1 . 06760 936 2. 85545 095 69. 5 
21. 0 0, 38386 40350 35416 2 . 60508 90646 93801 1. 07114 499 2. 79042 811 69, 0 
21 . 5 0, 39391 04756 1 4942 2 . 53864 78956 64307 1. 07478 624 2 .  72850 383 68. 5 
22. 0 0. 40402 62258 35157 2 . 47508 68534 1 6296 1. 07853 474 2 .  66946 716 68. 0 

22. 5 0. 41421 35623 73095 2. 41421 35623 73095 1 . 08239 220 2 . 61312 593 67. 5 
goo 8 cot o tan t1 esc fJ sec II II 

[(-85)1] [(-:) 1] 
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CIRCULAR TANGENTS, COTANGENTS, SECANTS AND COSECANTS Table 4.11 

TO FIVE TENTHS OF A DEGREE 

8 tan 8 cot 8 sec d esc 8 90°- 8 
22. 5° 0. 4142 1 35623 73095 2 . 41421 35623 73095 1. 08239 220 2 . 61312 593 67. 5° 

23. 0 0. 42447 48162 09604 2. 35585 2 3658 2 3753 1. 08636 038 2. 55930 467 67. 0 
23. 5 0. 43481 23749 60933 2 . 29984 25472 36257 1.  09044 110 2. 50784 285 66. 5 
24. 0 0 . 44522 86853 08536 2 . 24603 67739 04216 1 . 09463 628 2 . 45859 334 66. 0 
24. 5 0. 45572 62555 32584 2. 19429 97311 65038 1.  09894 787 2. 41142 102 65. 5 

25. 0 0. 46630 76581 54998 2. 14450 69205 09558 1. 10337 792 2. 36620 158 65. 0 
25. 5 0. 47697 55326 98160 2. 09654 35990 88174 1. 1 0792 854 2 . 32282 050 64. 5 
26. 0 0. 48773 25885 65861 2. 05030 38415 79296 1. 11260 194 2. 28117 203 64. 0 
26. 5 0. 49858 16080 53431 2 . 00568 97082 59020 1. 11740 038 2 . 24115 845 63. 5 
27. 0 0. 50952 54494 94429 1. 96261 05055 05150 1.  12232 624 2. 2 0268 926 63. 0 

27. 5 0. 52056 70505 51746 1. 92098 21269 71166 1. 12738 195 2 . 16568 057 62. 5 
28. 0 0. 53170 94316 61479 1. 88072 64653 46332 1. 1 3257 005 2. 13005 447 62. 0 
28. 5 0. 54295 56996 38437 1. 84177 08860 33458 1. 1 3789 318 2. 09573 853 61. 5 
29. 0 0. 55430 90514 52769 1. 80404 77552 71424 1. 14335 407 2 . 06266 534 61. 0 
29. 5 0. 56577 27781 87770 1. 7 6749 40162 42891 1. 14895 554 2. 03077 204 60. 5 

30. 0 0. 57735 02691 89626 1. 73205 08075 68877 1. 15470 054 2. 00000 000 60. 0 
30. 5 0. 58904 50 164 20551 1. 69766 31193 26089 1. 1 6059 210 1.  97029 441 59. 5 
31. 0 0. 60086 06190 27560 1. 66427 94823 50518 1. 16663 340 1.  94160 403 59. 0 
31. 5 0. 61280 07881 39932 1. 63185 16871 28789 1. 17282 770 1. 91388 086 58. 5 
32. 0 0. 62486 93519 09327 1. 60033 45290 41050 1. 17917 840 1. 88707 991 58. 0 

32. 5 0. 63707 02608 07493 1. 56968 55771 1 7490 1. 1 8568 905 1.  86115 900 57. 5 
33. 0 0. 64940 75931 97510  1. 53986 49638 14583 1. 19236 329 1. 83607 846 57. 0 
33. 5 0. 66188 55611 95691 1. 5 1083 51936 14901 1. 1 9920 494 1. 81180 103 56. 5 
34. 0 0. 67450 85168 42426 1. 48256 09685 12740 1.  20621 795 1. 78829 165 56. 0 
34. 5 0. 68728 09586 01613 1. 45500 902 86 72445 1.  2 1 340 641 1. 76551 728 55. 5 

35. 0 o. 70020 75382 09710 1. 42814 80067 42114 1. 22077 459 1.  74344 680 55. 0 
35. 5 o. 71329 30678 97005 1. 40194 82944 76336 1. 22832 691 1.  72205 082 54. 5 
36. 0 o. 72654 25280 05361 1. 37638 19204 71173 1. 23606 798 1. 70130 162 54. 0 
36. 5 o. 73996 10750 '28487 1. 35142 2 4379 45808 l. 24400 257 l. 68117 299 53. 5 
37. 0 o. 75355 40501 02794 1. 32704 48216 20410 1. 25213 566 1. 66164 014 53. 0 

37. 5 o. 76732 69879 78960 1. 3 0322 53728 41206 1. 26047 241 1. 64267 963 52. 5 
38. 0 o. 78128 56265 06717 1. 27994 1 6321 93079 1. 269 01 822 1. 62426 925 52. 0 
38. 5 o. 79543 59166 67828 1. 25717 22989 1 8954 1 .  2 7777 866 1. 60638 793 51. 5 
39. 0 0. 80978 40331 95007 1. 2 3489 71565 35051 l. 2 8675 957 l. 58901 573 51. 0 
39. 5 0. 82433 63858 17495 1 . 2 1309 7 0040 92932 1. 29596 700  1.  57213  369 50. 5 

40. 0 0. 83909 96311 77280 1. 19175 35925 94210 1. 30540 729 1. 55572 383 50. 0 
40. 5 0. 85408 06854 63466 1. 17084 95661 12539 1.  31508 700 1.  53976 904 49. 5 
41. 0 0. 86928 67378 16226 1. 15036 84072 21009 1. 32501 299 1.  52425 309 49. 0 
41. 5 0. 88472 52645 55944 1. 1 3029 43863 61753 1. 33519 2 42 l. 50916 050 48. 5 
42. 0 0. 90040 40442 97840 1. 11061 25148 29193 l. 34563 273 1. 49447 655 48. 0 

42. 5 0. 91633 11740 17423 1. 0913 0  85010 69271 1. 35634 170 1. 48018 723 47. 5 
43. 0 0. 93251 5 0861 37661 1. 07236 87100 24682 1.  36732 746 1. 46627 919 47. 0 
43. 5 0. 94896 45667 14880 1. 05378 01252 80962 1.  37859 847 1. 45273 967 46. 5 
44. 0 0 . 96568 87748 07074 1. 03553 0 3137 90569 1. 39016 359 1. 43955 654 46. 0 
44. 5 0. 98269 72631 15690 1. 01760 73929 72125 1. 40203 206 1. 42671 819 45. 5 

45. 0 1. 00000 00000 00000 1. 00000 00000 00000 1. 41421 356 1. 41421 356 45. 0 
90°-8 cot 8 tan 8 esc 8 sec 8 8 

[(-9
5)4] [(-4)3] [<-:>

4
] 

[(-64)3] 
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Table 4.12 CIRCULAR FUNCTIONS FOR THE ARGUMENT ii x 

X 
o. 00 
o. 01 
o. 02 
o. 03 
o. 04 

o. 05 
o. 06 
o. 07 
0.  08 
o. 09 

0. 10 
0. 11 
0. 12 
0. 13 
0. 14 

0. 15 
0. 16 
0. 17 
0. 1 8  
0. 19 

o. 20 
o. 21 
o.  22 
o. 23 
o. 24 

o. 25 
o. 26 
o. 27 
o. 28 
o. 29 

o. 30 
0. 31 
o. 32 
o. 33 
o. 34 

0. 35 
o. 36 
o. 37 
0. 38 
o. 39 

o. 40 
o. 41 
o. 42 
o. 43 
o. 44 

o. 45 
o. 46 
o. 47 
o. 48 
o. 49 

o. 50 
1 -x 

. ,. sm .2 x. 

0. 00000 00000 00000 00000 
0. 01570 73173 11820 67575 
0. 03141 07590 78128 29384 
0. 04710 64507 09642 66090 
0. 06279 05195 29313 37607 

0. 07845 90957 27844 94503 
0. 09410 83133 18514 31847 
0. 10973 43110 91045 26802 
0. 12533 32335 64304 24537 
0. 14090 12319 37582 . 66116 

0. 15643 44650 40230 86901 
0. 17192 91002  79409 54661 
0. 18738 1 3145 85724 63054 
0. 20278 72953 56512 48344 
0. 21814 32413 96542 55202 

0. 23344 53638 55905 41177 
0. 24868 98871 64854 78824 
0. 26387 30499 65372 89696 
0. 27899 1 1060 39229 25185 
0. 29404 03252 32303 95777 

0. 30901 69943 74947 42410 
0. 32391 74181 98149 41440 
0. 33873 79202 45291 38122 
0. 35347 48437 79257 12472 
0. 36812 45526 84677 95915 

0, 38268 34323 65089 77173 
0. 39714 78906 34780 61375 
0. 41151 43586 05108 77405 
0. 42577 92915 65072 64886 
0. 43993 91698 55915 14083 

0. 45399 04997 39546 79156 
0. 46792 98142 60573 37723 
0. 48175 36741 01715 27498 
0. 49545 86684 32407 53805 
0. 50904 14157 50371 30028 

0. 52249 85647 15948 86499 
0. 53582 67949 78996 61827 
0. 54902 28179 98131 74352 
0. 56208 33778 52130 60010 
0. 57500 52520 43278 56590 

0. 58778 52522 92473 12917 
0. 60042 02253 25884 04976 
0. 61290 70536 52976 49336 
0. 62524 26563 35705 17290 
0. 63742 39897 48689 71017 

0. 64944 80483 30183 65572 
0. 66131 18653 2 3651 87657 
0. 6730 1 25135 09773 33872 
0. 68454 71059 2 8688 67373 
0, 69591 27965 92314 32549 

o. 70710 67811 86547 52440 
,. cos 2 x  

[( -[�)2] 

,. 
COS _2 X 

1 . 00000  00000 00000 00000 
0. 99987 66324 81660 59864 
0. 99950 65603 65731 55700 
0. 99888 98749 61969 97264 
0. 99802 67284 28271 56195 

0. 99691 73337 33127 97620 
0. 99556 19646 03080 01290 
0. 99396 09554 55179 68775 
0. 99211  47013 14477 83105 
0. 99002 36577 16557 56725 

0. 98768 83405 95137 72619 
0. 98510 93261 54773 91802 
0. 98228 72507 2 8688 68108 
0. 97922 28106 21765 78086 
0. 97591 67619 38747 39896 

0. 97236 99203 97676 60183 
0. 96858 31611 28631 1 1949 
0, 96455 74184 57798 09366 
0, 96029 36856 76943 07175 
0, 95579 30147 98330 12664 

0. 95105 65162 95153 57211 
0. 94608 53588 27545 31853 
0. 94088 07689 54225 47232 
0. 9 3544 40308 29867 32518 
0. 92977 64858 88251 40366 

0. 92387 95325 1 1286 75613 
0. 91775 46256 83981 14114 
0. 91140 32766 35445 24821 
0. 90482 70524 66019 52771 
0. 89802 75757 60615 63093 

0. 89100  65241 88367 86236 
0. 88376 56300 88693 42432 
0. 87630 66800 43863 58731 
0. 86863 15144 38191 2 4777 
0. 86074 20270 03943 63716 

0. 85264 01643 54092 22152 
0. 84432 79255 02015 07855 
0. 83580 73613 68270 2 5847 
0. 82708 05742 74561 82492 
0. 81814 97174 25023 43213 

0, 80901 69943 74947 42410 
o. 79968 46584 87090 53868 
o. 79015 50123 75690 36516 
o. 78043 04073 38329 7 3585 
o. 77051 32427 75789 23080 

o. 76040 59656 00030 93817 
o. 75011 10696 30459 54151 
o. 73963 1 0949 78609 69747 
o. 72896 86274 21411 52314 
o. 7 1812 62977 63188 83037 

0. 70710 67811 86547 52440 
. ,. sm 2 x  

[( -rli3] 

,. tan .2 x 
0. 00000 00000 00000 00000 
0. 01570 92553 23664 91632 
0. 03142 62660 43351 14782 
0. 04715 88028 77480 47448 
0. 06291 46672 53649 75722 

0. 07870 17068 24618 44806 
0. 09452 78311 79282 04901 
0. 11040 10278 15818 94497 
0. 12632 93784 46108 17478 
0. 14232 1 0757 02942 94229 

0, 15838 44403 24536 29384 
0. 17452 79388 94365 08461 
0. 19076 02022 18566 74856 
0. 20709 00444 27938 7 0402 
0. 22352 64828 97149 10184 

0. 24007 87590 80116 03926 
0. 25675 63603 67726 78332 
0. 27356 90430 82237 2 3655 
0. 29052 68567 31916 45432 
0. 30764 01696 59898 29067 

0. 32491 96962 32906 32615 
0. 34237 65257 28683 05965 
0. 36002 21530 95756 62634 
0. 37786 8511 7  75820 93670 
0. 39592 80087 97721 26049 

0. 41421 3562 3 73095 04880 
0. 43273 86422 47425 93197 
0. 45151 73130 86983 28945 
0. 47056 42812 12251 49308 
0. 48989 49450 22477 05270 

0. 50952 54494 94428 81051 
0. 52947 27451 82014 63252 
0. 54975 46521 92770 07429 
0. 57038 99296 73294 88698 
0. 59139 83513 99471 09817 

0. 61280 07881 39931 99664 
0. 63461 92975 44148 10071 
0. 65687 72224 01279 37691 
0. 67959 92982 24526 52184 
o. 70281 17712 40357 33761 

0, 72654 25280 05360 88589 
o. 75082 12380 38764 68575 
o. 77567 95110 49613 10378 
0. 80115 10705 58751 2 3382 
0. 82727 19459 72475 63403 

0. 85408 06854 63466 63752 
0. 88161 85923 63189 11465 
0. 90992 99881 77737 46579 
0. 93906 25058 17492 35255 
0. 96906 74171 93793 27618 

1. 00000 00000 00000 00000 
,. cot 2 x  

[C -4)1] 

1 -x 
1. 00 
o. 99 
o. 98 
o. 97 
o. 96 

o. 95 
o. 94 
0. 93 
o. 92 
0. 91 

o. 90 
0. 89 
0. 88 
o. 87 
o. 86 

0. 85 
o. 84 
o. 83 
o. 82 
0.  81 

0. 80  
o. 79 
o. 7 8  
o. 7 7  
o .  7 6  

o. 75 
o. 74 
o. 73 
o. 72 
0. 71 

o. 70 
o. 69 
o. 68 
o. 67 
o. 66 

o. 65 
o. 64 
0. 63 
o. 62 
o. 61 

o. 60 
o. 59 
o. 58 
0. 57 
o. 56 

o. 55 
o. 54 
o. 53 
o. 52 
o. 51 

o.  50 
X 
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CIRCULAR FUNCTIONS FOR THE ARGUMENT � x Table 4.12 

7r 7r 7r X cot 2 x sec 2 x  esc 2 x  1 -x 
o. 00 QCJ 1. 00000 0 0000 00000 00000 00 1. 00 
0. 0 1  63. 65674 11628 71580 99500 1. 00012 33827 39761 81 169 63. 66459 53060 00564 58546 o. 99 
0. 02 31. 82051 59537 73958 03934 1. 00049 36832 37144 42400  31. 83622 52090 97622 95566 o. 98 
0. 03 21. 2 0494 87896 88751 52283 1. 00111 13587 85243 76109 21. 22851 50958 16816 17580 o. 97 
0. 04 15. 89454 48438 65303 44576 1. 00197 71730 71142 10978 15. 92597 11099 08654 59358 o. 96 

0. 05 12, 70620 47361 74704 64602 1. 0 0309 2 1984 82825 50283 12. 74549 48431 82374 28619 o. 95 
0. 06 1 0. 57889 49934 05635 52417 1. 00445 78193 57019 51480 10. 62605 37962 83115 99865 0. 94 
o. 07 9, 05788 66862 38928 19329 1. 00607 57361 86291 90575 9. 11292 00161 49841 72675 o. 93 
o. 08 7. 91581 50883 05826 84427 1. 00794 79708 09297 28943 7. 97872 97555 59476 60149 o. 92 
o. 09 7, 02636 62290 41380 19848 1. 01007 68726 1 3784 19104 7. 09717 00264 69225 38129 o. 91 

0. 1 0  6. 31375 15146 75043 09898 1. 01246 51257 88002 931 36 6, 39245 32214 99661 54704 o. 90 
0. 11 5. 72974 16467 24314 86192 1. 01511 57576 62501 87437 5. 81635 1 0329 24944 03199 o. 89 
0. 12 5. 24218 35811 13176 73758 1. 01803 21481 91042 38259 5. 33671 14122 92458 78659 o. 88 
0. 13 4. 82881 73521 92759 97818 1. 02121 8 0406 26567 47910 4. 9 3127 53949 49859 96253 o. 87 
0. 14 4. 47374 28292 11554 62415 1. 02467 75534 55900 33566 4. 58414 38570 27373 56913 o. 86 

0. 15 4. 16529 97700 90417 20387 1. 02841 5 1936 65208 54585 4. 28365 75697 31185 03924 o. 85 
0. 16 3. 89474 28549 29859 33474 1. 03243 587J 4 17339 8871 0  4. 02107 22333 75967 50952 o. 84 
0. 17 3. 65538 43546 52259 73004 1. 03674 49162 32016 53065 3. 78970 11465 59780 81919 o. 83 
0. 18  3, 44202 25766 69218 62809 1. 04134 80947 70681 14007 3. 58434 36523 72161 57038 0, 82 
0. 19 3. 25055 08012 99836 37634 1. 04625 1 6303 39647 78848 3. 40089 40753 61802 31848 o. 81 

o. 2 0  3. 07768 35371 75253 4 0257 1. 05146 22242 38267 21205 3. 2 3606 79774 99789 69641 o. 80 
o. 21 2. 92076 09892 98816 40048 1. 05698 70790 93232 61183 3. 08720 66268 08416 38088 o. 79 
o. 22 2. 77760 68539 14974 88865 1. 06283 39243 36113 96396 2. 95213 47928 09339 97327 o. 78 
o. 23 2. 64642 32102 86631 86514 1. 06901 1 0439 98926 01199 2. 82905 56388 91501 64260 o. 77 
o. 24 2. 52571 1 6894 47304 99451 1. 07552 73070 22247 78234 2. 71647 18916 65871 74307 o .  76 

o. 25 2. 41421 35623 7 3095 04880 1. 08239 22002 92393 96880 2. 61312 59297 52753 05571 o. 75 
o. 26 2. 31086 36538 82410 63708 1. 08961 58646 48705 30888 2. 5 1795 36983 10349 34110 0. 74 
o. 27 2. 21475 44978 13361 51875 1. 09720 91341 29537 26252 2. 43004 88648 55296 52041 o. 73 
o.  28 2. 12510 81731 57202 76115 1, 10518 35787 56399 59380 2. 34863 46560 54351 86300 o. 72 
0 • .  29 2, 04125 39671 21703 2 6026 1. 11355 15511 90413 37268 2. 2 7304 15214 61957 72361 0, 71 

o. 30 1. 96261 05055 05150 58230 1. 12232 62376 34360 80715 2. 20268 92645 85266 62156 o. 70 
o. :n 1. 88867 13416 31067 67620 1. 13152 17133 97749 42882 2. 1 3707 26325 27611 85837 o. 69 
o. 32 1. 81899 32472 81 066 27571 1. 14115 3 0035 92241 17245 2. 07574 96076 48793 05903 o. 68 
o. 31 1. 75318 66324 72237 08332 1. 15123 61494 81376 51287 2. 01833 18280 89559 43676 0, 67 
o. 34 1. 69090 76557 85011 24674 1. 16178 82810 72765 98515 1. 9 6447 66988 67248 48330 o. 66 

o. 35 1. 63185 1 6871 28789 61767 1. 1 7282 76966 14008 94955 1. 91388 08554 30942 72280 o. 65 
o. 36 1. 57574 78599 68651 08688 1, 18437 39497 36918 17500 1. 86627 47167 00567 54120  o .  64 
o. 37 1. 52235 45068 96131 24085 1. 19644 79450 89806 17366 1. 82141 79214 74081 38479 o. 63 
o. 38 1. 47145 53158 19969 04283 1. 20907 2 0434 06541 15436 1. 77909 54854 79867 33350 o. 62 
o. 39 1. 42285 60774 31870 59031 1. 22227 01770 86068 14117 1. 73911 45497 30640 74960 o. 61 

o. 40 1. 37638 19204 71173 53820 1. 23606 79774 99789 69641 1. 70130 16167 04079 86436 o. 60 
o. 41 1. 33187 49515 02597 59439 1. 25049 29154 09784 85573 1. 66550 01910 65749 08074 0. 59 
o. 42 1, 28919 22317 85066 67042 1. 26557 44560 72090 15648 1. 63156 87575 13749 73007 o. 58 
o. 43 1. 24820 40363 53049 43751 1. 28134 42308 20677 31999 1. 59937 90408 68062 88301 0. 57 
o. 44 1. 20879 2 3504 09609 1 3115 1. 29783 62271 84727 12712 1. 56881 45035 05365 75750 0. 56 

o. 45 1. 17084 95661 12539 2252 0  1. 31508 69998 90784 80424 1. 53976 90432 22366 30748 0. 55 
o. 46 1. 13427 73492 55405 46422 1. 33313 59054 50172 40410 1. 51214 58610 31226 40092 o. 54 
o. 47 1. 09898 56505 36301 56382 1. 35202 53634 40027 12805 1. 48585 64735 81717 76608 o. 53 
o. 48 1. 06489 18403 24791 86700 1. 37180 1 1480 64918 28453 1. 46081 98491 22513 12750 0. 52 
o. 49 1. 03191 99492 80495 57182 1. 39251 27141 49012 49662 1. 43696 1 6493 57094 20394 o. 51 

o. 50 1. 00000 00000 00000 00000 1. 41421 35623 73095 04880 1. 41421 35623 73095 04880 o. 50 
7r 7r 7r 1 -x tan 2 x  esc 2 x  sec : F  X 

[(-4) 1] 
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Table 4. 1 3  
. 2�,. 

r Sill ��-
2�r 

cos -
s 

1 
2 

1 
2 
3 
4 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  

8 
s�3 

0. 86602 54038 -0. 50000 00000 

s�6 
0. 86602 54038 +0. 50000 00000 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s�9 
0. 64278 76097 o. 76604 44431 
o. 98480 77530 + o. 17364 81777 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 34202 01433 -0. 93969 26208 

s�l2 
0. 50000 00000 0. 86602 54038 
0. 86602 54038 0. 50000 00000 
1. 00000 00000 + 0. 00000 00000 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 50000 00000 -0. 86602 54038 
o. ooooo 00000 -1. 00000 00000 

s�l5 
0. 40673 66431 0. 91354 54576 
o. 74314 48255 0. 66913 06064 
0. 95105 65163 + 0. 30901 69944 
0. 99452 18954 -0. 1 0452 84633 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 58778 52523 -0. 80901 69944 
0. 20791 16908 -0. 97814 76007 

s�18 
0. 34202 01433 0. 93969 26208 
0. 64278 76097 0. 76604 44431 
0. 86602 54038 0. 50000 00000 
0. 98480 77530 +0. 17364 81777 
0. 98480 77530 -0. 17364 81777 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 64278 76097 -0. 76604 44431 
0. 34202 01433 -0. 93969 26208 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s�21 
0. 29475 51744 0. 95557 28058 
0. 56332 00580 0. 82623 87743 
0. 78183 14825 0. 62348 98019 
0. 93087 37486 0. 36534 10244 
0. 99720 37972 +0. 07473 00936 
0. 97492 79122 -0. 22252 09340 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
0. 6801 7  27378 -0. 73305 18718 
0. 43388 37391 -0. 90096 88679 
0. 14904 22662 -0. 98883 08262 

s�24 
o. 25881 90451 0. 96592 58263 
0. 50000 00000 0. 86602 54038 
o. 70710 67812 o. 70710 67812 
0. 86602 54038 0. 50000 00000 
0. 96592 58263 0. 25881 90451 
1. 00000 00000 + 0. 00000 00000 
0. 96592 58263 -0. 25881 90451 
0. 86602 54038 -0. 50000 00000 
o. 70710 67812 -0. 70710 67812 
0. 5 0000 00000 -0. 86602 54038 
0. 25881 90451 -0. 96592 58263 
0. 00000 00000 -1. 00000 0 0000 

HARMONIC ANALYSIS 
2�r 2.-r 

Sill - cos -
s s 

S=4 
1. 00000 00000 + 0. 00000 00000 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s�7 
o.  78183 14824 +0. 62348 98019 
0 . 97492 79122 -0. 22252 09340 
0. 43388 37391 -0. 90096 88679 

s=IO 
0. 58778 52523 0, 80901 69944 
0. 95105 65163 +0. 30901 69944 
0. 95105 65163 -0. 30901 69944 
0. 58778 52523 -0. 80901 69944 
o. ooooo 00000 -1. 00000 00000 

s=13 
0 . 46472 31720 0. 88545 60257 
0. 82298 38659 0. 56806 47468 
0 . 99270 88741 + 0. 12053 66803 
0. 93501 62427 -0. 35460 48871 
0. 66312 26582 -0. 74851 07482 
0 . 23931 56643 -0. 97094 18174 

s�l6 
0. 38268 34324 0. 92387 95325 
o. 70710 67812 o. 70710 67812 
0. 92387 95325 0. 38268 34324 
1. 00000 00000 + 0. 00000 00000 
0. 92387 95325 -0. 38268 34324 
0. 70710 67812 -0. 70710 67812 
0. 38268 34324 -0. 92387 95325 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s=l9 
0. 32469 94692 0. 94581 72417 
0. 61421 27127 o. 78914 05094 
0 . 83716 64782 0. 54694 81581 
0. 96940 02659 +0. 24548 54872 
0. 99658 44930 -0. 08257 93455 
0. 91577 33266 -0. 40169 54247 
o. 73572 39107 -0. 67728 15716 
0. 47594 73930 -0. 87947 37512 
0 . 1 6459 45903 -0. 98636 13034 

s=22 
0, 28173 25568 0. 95949 29736 
0. 54064 08174 0. 84125 35328 
o. 75574 95743 0. 65486 07340 
0. 90963 19953 0. 4 1541 50130 
0. 98982 14419 +0. 14231 48383 
0 . 98982 14419 -0. 14231 48383 
0. 90963 19953 -0. 41541 50130 
o. 75574 95743 -0. 65486 07340 
0. 54064 08174 -0. 84125 35328 
0. 28173 25568 -0. 95949 29736 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s=25 
0. 24868 98872 0. 96858 31611 
0. 48175 36741 0. 87630 66801 
0, 68454 71059 o. 72896 86274 
0. 84432 79255 0. 53582 67950 
0. 95105 65163 0. 30901 69944 
0 . 99802 67284 + 0. 06279 05196 
0. 98228 72507 -0. 18738 13146 
0 . 90482 70525 -0. 42577 92916 
o.  77051 32428 -0. 63742 39898 
0. 58778 52523 -0. 80901 69944 
0. 36812 45527 -0. 92977 64859 
0. 12533 32336 -0. 99211 47013 

. 2.-r 
Sill 

s 
s=5 

o. 95105 65163 + 0. 30901 69944 
0. 58778 52523 -0. 80901 69944 

s�8 
o. 70710 67812 o. 70710 67812 
1 . 00000 00000 + 0. 00000 00000 
o. 70710 67812 -0. 70710 67812 
0. 0 0000 00000 -1. 00000 00000 

s�ll 
0. 54064 08174 0. 84125 35328 
0. 90963 19953 +0. 41541 501 30 
0. 98982 14419 -0. 14231 48383 
o. 75574 95743 -0. 65486 07340 
0. 28173 25568 -0. 95949 29736 

s�l4 
0. 43388 37391 0. 90096 88679 
0. 78183 14825 0. 62348 98019 
0. 97492 79122 + 0. 22252 09340 
0. 97492 79122 -0. 22252 09340 
o.  78183 14825 -0. 62348 98019 
0. 43388 37391 -0. 90096 88679 
0. 00000 00000 -1. 00000 00000 

s�l7 
0, 36124 16662 0. 93247 22294 
0, 67369 56436 o. 73900 89172 
0. 89516 32913 0. 44573 83558 
0. 99573 41763 +0, 09226 83595 
0, 96182 56432 -0. 27366 29901 
o. 79801 72273 -0. 60263 46364 
0. 52643 21629 -0. 85021 71357 
0. 18374 95178 -0. 98297 30997 

s=20 
0, 30901 69944 0, 95105 65163 
0. 58778 52523 0. 80901 69944 
0. 80901 69944 0. 58778 52523 
0. 95105 65163 0. 30901 69944 
1.  00000 00000 +0, 00000 00000 
0, 95105 65163 -0. 30901 69944 
0, 80901 69944 -0. 58778 52523 
0, 58778 52523 -0. 80901 69944 
0. 30901 69944 -0. 95105 65163 
o. ooooo 00000 -1. 00000 00000 

S=23 
0. 26979 67711 0, 96291 72874 
0. 51958 39500 0, 85441 94046 
o. 73083 59643 0. 68255 31432 
0. 88788 52184 0. 46006 50378 
o. 97908 40877 + o. 20345 60131 
0. 99766 87692 -0. 06824 24134 
0, 94226 09221 -0. 33487 96122 
0. 81696 98930 -0. 57668 03221 
0. 63108 79443 -0. 77571 12907 
0, 39840 10898 -0, 91721 1 3015 
0. 13616 66491 -0. 99068 59460 
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INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS Table 4.14 

X arcsin l� arctan x X arcsin x arctan x 
o. 000 0. 00000 00000 00 0. 00000 00000  00  o. 050 0. 05002 08568 06 0. 04995 83957 22 
o. 001 0. 00100 00001 67 0. 00099 99996 67 o. 051 0. 05102 21344 17  0. 05095 58518 77  o.  002 0. 00200 00013 33 0. 00199 99973 33 o. 052 0. 05202 34632 28 0, 05195 32065 61 
o. 003 0. 00300 00045 00 0. 0 0299 99910 00 o. 053 0. 05302 48442 51 0. 05295 04578 05 
o. 004 0. 00400 00 106 67 0. 00399 99786 67 o. 054 0. 05402 62784 97  0. 05394 76036 42  

o .  005  0. 00500 00208 34 0. 00499  99583 34 o. 055 0. 05502 77669 81 0. 05494 46421 07 o. 006 0. 0 0600 00360 01 0. 00599 99280 02 o. 056 0. 05602 93107 15 0. 05594 15712 34 
0. 0 0 7  0. 00700 00571 68 0. 00699 9 8856 70 o. 057 0. 05703 09107 14 0. 05693 83890 60 
o. 0 08 0. 00800 00853 36 0. 00799 9 8293 40 o. 058 0. 05803 2 5679 92 0. 05793 50936 2 3  
o .  009 0. 00900 01215 04 0. 00899 97570 12 0. 059 0. 05903 42835 64 0. 05893 1 6829 64 

o. 010 0. 01000 01666 74 0. 0 0999 96666 87 o. 060 0. 06003 605�4 4 5  0. 05992 81551 2 1  
0. 011 0. 01100 02218 45 0. 01099 95 563 66 0, 061 0. 06103 7 8�6 52 0. 06092 45081 38 
o. 012 0. 01200 02880 19 0. 01199 94 240 50 o. 062 0. 062 0 3  97902 0 1  0. 06192 07400 5 8  
0. 013 0. 01300 03661 95 0. 01299 92 �77 41 o. 063 0. 06304 17491 09 0. 06291 68489 26  
o.  014 0. 01400 04573 74 0. 01399 90354 41 0, 064 0, 06404 37713 94 0, 06391 28327 89 

o. 015 0. 0 1500 05625 57 0. 01499 88751 52 o. 065 0. 06504 58580 75 0. 06490 86896 93 o. 016 0. 01600 0682 7  45 0. 01599 86J48 76 o.  066 0. 06604 80101 69 0. 06590 44176 90 o. 017 0. 01700 08189 40 0. 01699 83626 17 0. 067 0. 06705 02286 97 0, 06690 00148 29 o. 018 0. 01800 09721 42 o. 0 1799 80!,63 78 o. 068 0. 06805 25146 79  0. 06789 54791 63  
o. 019  0. 01900 11433 52 0. 0 1899 77141 62 o. 069 0. 06905 48691 36 0. 06889 08087 46  

o. 020 0. 020 0 0  13335 73 0. 01999 73339 73 o. 070 0. 07005 72930 88 0. 06988 60016 35 o. 021 0. 02100 15438 06 0. 02099 69138 17 0. 071 0. 07105 97875 58 0. 07088 10558 85 o. 022 0. 02200 17750 53 0. 02199 64516 97 o. 072 0. 07206 2 3535 68 0. 07187 59695 56 
o. 023 0. 02300 20283 16 0, 02299 59456 20 o. 073 0. 07306 49921 42 0. 07287 07407 09 
o.  024 0. 02400 23045 97 0. 02399 53935 92 o. 074 0. 07406 77043 03 0. 07386 53674 06 

o. 025 0. 02500 26048 99 0. 02499 47936 19 o. 075 0. 07507 04910 77 0. 0 7485 98477 11 
o. 026  0. 02600 29302 25 0. 02599 41437 08 o.  076 0. 07607 33534 87 0. 0 7585 41796 89 
o. 027 0. 02700 32815 77 0. 02699 3441 8 68 o. 0 77 0. 07707 62925 62 0. 07684 83614 08 o. 028 0. 02800 36599 58 0, 02799 26861 07 o. 078 0, 07807 93093 26  0. 07784 2 3909 37 
o. 029 0. 02900 40663 72 0. 02899 18744 33 o. 079 0. 07908 2 4048 07 0. 07883 62663 48 

o. 030 0. 03000 45018 23 0. 02999 10048 57 o. 080 0. 08008 55800 34 0. 07982 99857 12 
o. 031 0. 03100 49673 15 0. 03099 00753 89 o. 081 0. 08108 88360 35 0. 08082 35471 05 
o. 032 0. 03200 54638 51 0. 03198 �0840 39 o. 082 0. 0 8209 21738 40 0. 08181 69486 04  
o. 033 0. 03300 59924 37 0. 0 32 9 8  80288 21 o. 083 0. 08309 55944 79 0. 08281 0 1882 86 
o. 034 0. 03400 65540 77  0. 03398 69077 46  0. 084 0, 08409 9 0989 83 0. 08380 32642 31 

o. 035 0. 03500 71497 75 0. 03498 57188 29 o. 085 0, 08510 26883 84 0. 08479 61745 23 
o. 036 0. 03600 77805 38 0. 03598 44600 82 o. 086 0. 08610 63637 15  0. 08578 89172 45  
o. 037  0. 03700 84473 7 2  0. 03698 31295 22 0. 087 0, 08711 01260 09 0. 08678 14904 84 
0. 038  0. 03800 91512  81 0. 03798 17251 64 o. 088 0. 08811 39763 00 0. 08777 38923 27 
o. 039 0. 03900 98932 73 0. 03898 02450 25 0. 08 9  0. 08911 79156 2 3  0. 08876 61208 6 5  

o .  040 0. 04001 06743 54 0. 03997 86871 23 o. 090 0, 09012 19450 15 o. 08975 81741 9 0  
o .  041 0. 04101 14955 31 0. 04097 70494 77 o. 091 0. 09112 60655 11 0. 09075 00503 96 
o. 042 0. 04201 2 3578 12 0. 04197 53301 05 o. 092 0. 09213 02781 49 0. 09174 17475 79  
o. 043 0. 04301 32622 04 0. 04297 35270 30 0. 093 0. 09313 45839 68 0. 09273 32638 38 
o. 044 0. 04401 42097 1 6  0. 04397 16382 71 o. 094 0. 09413 89840 07 0. 09372 45972 74 

o. 045 0. 04501 52013 5 6  0. 04496 96618 5 2  o .  095 0. 09514 34793  06 0. 09471 57459 88 
o. 046 0. 04601 62381 33 0. 04596 75957 9 7  0. 0 9 6  0. 09614 80709 05 0. 09570 67080 87 
o.  047 0. 04701 73210 57 0. 04696 54381 30 0. 097 0. 09715 27598 48 0. 09669 74816 76 
o. 048 0. 04801 84511 37 0. 04796 31868 77 0. 098 0. 09815 75471 75 0. 09768 80648 65 
o. 049 0. 04901 96293 83 0. 04896 08400 65 o. 099 0. 09916 24339 32 0. 09867 84557 66 

o. 050 0. 05002 08568 06 0. 04995 83957 22 0. 100 0. 10016 74211 62 0. 09966 86524 91 
[ C-1)6) [ C-�) 1] [ C-�) 1] [ C-�)2] 

For use and extension of the table see Examples 21-25. For other inverse functions see 4.4 and 
4. 3 . 4S. �=1. 57079 63267 95 
Compilation of arcsin :v from National Bureau of Standards, Table of arcsin x .  Columbia Univ. 
Press, New York, N.Y., 1945 (with permission) . 
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Table 4.14 INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 
o. 100 0. 10016 74211 62 0. 09966 86524 91 0. 150 0. 15056 82727 77 0. 14888 99476 09 
o. 101 o. 10117 25099 11  0. 10065 86531 58 0. 151 0. 15157 97940 40 0. 14986 77989 58 
0. 102 0. 10217 77012 25 o. 10164 84558 83 0. 152 0. 15259 14716 20 0. 15084 53616 21 
0. 103 0. 10318 29961 53 0. 10263 80587 89 0. 153 0. 1 5360 33066 23 0. 15182 26338 59 
0. 104 0. 10418 83957 41 0. 10 362 74599 97 0. 154 0. 1 5461 53001 61 0. 15279 96139 37 

o. 105 o. 10519 39010 40 0. 10461 66576 33 0. 155 0. 15562 74533 44 0. 15377 63001 20 
0. 106 0. 10619 95131 00  0. 10560 56498 23 0. 156 0. 15663 97672 86 0. 15475 26906 7 8  
o .  1 07 o. 10720 52329 72 0. 1 0659 44346 99 0. 157 0. 15765 22431 01 o. 15572 87838 86 
0. 108 0. 10821 10617 08 0. 10758 30103 93 0. 158 0. 15866 48819 05 0. 15670 45780 1 9  
0. 109 0. 10921 70003 62 0. 1 0857 13750 39 0. 159 0. 15967 76848 1 5  0. 1 5768 00713 5 8  

0. 110  o. 1 1022 30499 88  0. 10955 95267 74 0. 160 0. 16069 06529 52 0. 1 5865 52621 86 
0. 111 o.  11122 92116 41 0. 11054 74637 38 0. 161 0. 16170 37874 35 0. 15963 01487 91 
0. 112 0. 11223 54863 77 0. 11153 5 1840 74 0. 162 0. 1 6271 70893 88 0. 16060 47294 61 
0. 113 o. 1 1324 1 8752 55 0. 1 1252 26859 25 0. 163 o. 16373 05599 34 0. 16157 90024 91 
0. 114 0. 11424 83793 32 0. 11350 99674 40 0. 164 0. 16474 42001 99 0. 16255 29661 78 

o. 115 o. 11525 49996 68 0. 11449 70267 67 0. 165 o.  1 6575 80113 10  0. 16352 66188 21  
0. 116 0. 11626  17373 23 0. 11548 38620 60 0. 166 0. 1 6677 19943 96 0. 16449 99587 25 
0. 117 o. 11726 85933 61 0. 1 1647 04714 73 0. 167 0. 16778 61505 87 0. 1 6547 29841 97 
0. 118 o. 11827 55688 42 0. 11745 68531 63 0. 168 0. 16880 04810 17 0. 16644 56935 49 
o. 119 o. 11928 26648 32 o. 1 1844 30052 90 0. 169 0. 16981 49868 19 0. 16741 80850 93 

o.  120 0. 12028 98823 95 0. 11942 89260 18 0. 170  0. 17082 96691 29  o. 16839 01571 48 
o. 121 o. 12129 72225 97 0. 12041 46135 12 0. 171 0. 17184 45290 84 0. 16936 19080 34 
0. 122 0. 12230 46865 07 0. 12140 00659 40 0. 172 0. 1 7285 95678 2 3  0. 17033 33360 78 
0. 123 0. 12331 22751 92 0. 12238 52814 72 0. 173  0. 17387 47864 87  0. 17130 44396 0 7  
0. 124 0. 12431 99897 22 0. 12337 02582 82 0. 174 0. 17489 0 1862 19 0. 17227 52169 54 

0. 125 o. 12532 78311 68 0. 12435 49945 47 0. 175 0. 17590 57681 64 0. 17324 56664 52 
0. 126 0. 12633 58006 02 0. 12533 94884 45 0. 176 0. 17692 1 5334 66 0. 17421 57864 43 
0. 127 0. 12734 38990 98 o. 12632 37381 58 0. 177 0. 17793 74832 75  0. 17518 55752 68 
0. 128 0. 12835 21277 29 0. 12730 77418 71 0. 178 0. 17895 36187 40 0. 17615 50312 74 
0. 129 o. 12936 04875 72 o.  12829 1 4977 71 0. 179 0. 17996 99410 13 o. 17712 41528 1 0  

0. 130 o.  13036 89797 03 0. 12927 50040 48 0. 180 0. 18098 64512 47 0. 17809 29382 31 
0. 131 o. 13137 76052 01 o. 13025 82588 96 0. 1 81 o. 18200 31505 97 0. 17906 13858 94 
0. 132 o. 13238 63651 45 0. 1 3124 12605 10 0. 182 0. 18302 00402 2 0  0. 18002 94941 59 
0. 133 0. 13339 52606 16 0. 13222 40070 89 0. 183 0. 18403 71212 76 0. 18099 72613 91  
o .  134 0. 1 3440 42926 95 0. 1 3320 64968 35 0. 184 o. 18505 43949 25 0. 18196 46859 59 

0. 135 0. 13541 34624 67 o.  1 3418 87279 52 0. 185 0. 18607 18623 31 0. 18293 17662 35 
0. 136 0. 1 3642 27710 1 5  0. 13517 06986 49 0. 186 0. 18708 95246 57 0. 18389 85005 94 
0. 137 0. 13743 22194 25 0. 1 3615 24071 35 0. 1 87 0. 18810 73830 71 0. 18486 48874 16 
o. 138 0. 1 3844 18087 85 0. 13713 38516 25 0. 188 0. 18912 54387 40 0. 18583 09250 85 
0. 139 0. 13945 15401 83 o. 13811 50303 34 0. 189 0. 19014 36928 36 0. 1 8679 66119 87 

0. 140 0. 14046 1 4147 10 0. 1 3909 59414 82 0. 190 0. 19116 21465 31 0. 18776 19465 14 
0. 141 0. 14147 14334 56 0. 14007 65832 92 0. 191 0. 19218 08009 99 0. 18872 69270 59 
0. 142 0. 14248 15975 1 3  o. 14105 69539 90 0. 192 0. 19319 96574 1 7  0. 18969 15520 2 2  
o .  143 o. 14349 19079 77 0. 14203 70518 03 0. 193 0. 19421 87169 63 0. 19065 58198 05 
0. 1 44 0. 14450 2 3659 42 0. 14301 68749 65 0. 194 0. 19523 79808 18 0. 19161 97288 1 5  

o. 145 0. 14551 29725 04 o. 14399 64217 09 0. 195 0. 19625 74501 64 0. 19258 32774 60 
0. 146 o. 14652 37287 64 0. 14497 56902 74 0. 196 o. 19727 71261 85 0. 19354 64641 55 
0. 147 0. 14753 46358 19 0. 1 4595 46789 00 0. 197 0. 19829 70100 69 0. 19450 92873 18  
0. 148 0. 1 4854 56947 7 1  0. 14693 33858 3 3  0. 198 o. 19931 71030 03 0. 19547 17453 71 
0. 149 0. 14955 69067 22 0. 14791 18093 19 0. 199 0. 20033 74061 80 o. 19643 38367 38 

0. 150 o.  15056 82727 77 0. 14888 99476 09 0. 200  0. 201 35 79207 90  0. 19739 55598 50 
[(-:)2] [(-:)4] [( -:)3] [( -48)

5] 
� = 1 .57079 63267 95 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 205 
INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS Table 4.14 

X arcsin x arctan x X arcsm x arctan x 

o. 200 0. 20135 79207 90  0. 19739 55598 50 0 . 250 o .  25268 02551 42 0. 24497 86631 27 
o. 201 0. 20237 86480 31 0. 19835 69131 40 0. 251 0. 25371 31886 28  0. 24591 96179 19  
o .  202 0. 20339 95890 97 0. 19931 78950 44 0 . 252 0. 25474 63988 49 0. 24686 01284 51 
o.  203 0. 20442 07451 90 0. 20027 85040 06 0 . 253 0. 25577 98871 33 0. 24780 01933 77 
o. 204 0. 20544 21175 10 0. 20123 87384 69 0 . 254 0. 25681 36548 08 0. 24873 98113 53 

o. 205 o. 20646 37072 61 0. 20219 85968 83 o. 255 0. 2 5784 77032 07 0. 24967 89810 38 
o. 206 0. 20748 55156 48 0. 20315 80777 01  0. 256 0. 25888 20336 66 0. 25061 77010 99 
0.  207 0. 20850 75438 81  o. 20411  71793 81 0. 257 0. 25991 66475 22 0. 25155 59702 05 
o. 208 0. 20952 97931 68 0. 20507 59003 83 0 . 258 0. 26095 15461 18  0. 25249 37870 29  
o. 209 0. 21055 22647 22 0. 20603 42391 73 0. 259 0. 26198 67307 97 o. 2 5343 11502 51 

o. 210  0. 21157 49597 58 0. 20699 2 1942 20  0 . 260 0. 26302 22029 08 0. 25436 80585 53 
o. 211 0. 21259 78794 93 0. 20794 97639 97 0. 261 0. 26405 79638 02 0. 25530 45106 23 
o. 212 0. 21 362 10251 46 0. 20890 69469 83 0. 262 0. 26509 40148 31 0. 25624 05051 53  
o. 213  0. 21464 43979 39 0. 2 0986 37416 57 0. 263 0. 26613 03573 53 0. 25717 60408 40 
o. 214 0. 21566 79990 96 0. 2 1082 0 1465 06 0. 264 o. 26716 69927 28 o. 25811 11163 83 

o. 215 0. 2 1669 18298 42 0. 2 1177 61600 20 0 . 265 0. 26820 39223 20  0. 25904 57304 89  
o. 216  0. 2 1771 58914 06 0. 21273 17806 92 0. 266 0. 26924 11474 95 0. 25997 98818 68 
o. 217 0. 2 1874 01850 19 o. 21368 70070 19  0 . 267 0. 27027 86696 22 0. 26091 35692 33 
o. 218  0. 21976 47119  1 5  0. 2 1464 18375 0 4  0 . 268 0. 27131 64900 75 o. 26184 6791 3  04 
o. 219 0. 22078 94733 28  0. 21559 62706 53 0. 269 o. 27235 46102 31 0. 26277 95468 05 

o. 220 0. 22181 44704 97 0. 21655 03049 76 0 . 270 0. 27339 30314 67 0. 26371 18344 62 
o. 221 0. 22283 97046 62 0. 21750 39389 87 o. 271 0. 27443 17551 69 0. 26464 36530 10  
o. 222  0. 22386 51770 66  o. 21845 71712  05 o. 272 0. 27547 07827 21 0. 26557 50011 84 
o. 223 0. 22489 08889 55 0. 2 1941 00001 53 o .  273 o. 27651 01155 13 0. 2665 0 58777 27 
0. 224 0. 22591 68415 75 0. 22036 24243 57 0. 274 o. 27754 97549 38 o. 26743 62813 84 

o. 225 0. 22694 30361 79 0. 22131 44423 48 0 . 275 0. 27858 97023 92 0. 26836 62109 06 
o. 226 0. 22796 94740 1 7  0. 22226 60526 6 1  0 . 276 0. 27962 99592 75 0. 26929 56650 49 
o. 227 0. 22899 61563 45 o. 22321 72538 37 0. 277 0 . 28067 05269 90 0. 27022 46425 71 
o. 228 0. 2 3002 30844 22 0. 22416 80444 19  0. 278 0. 28171 14069 43 0. 27115 31422 39 
o. 229 0. 23105 02595 07 o. 22511 84229 53  0. 279 0. 28275 26005 45 0. 27208 11628  19 

o. 230 0. 23207 76828 63 0. 22606 83879 94 0 . 280 0. 28379 41092 08 0. 27300 87030 87 
o. 231 0. 23310 53557 56 0. 22701 79380 96 0. 281 0. 28483 59343 51 0. 27393 57618 19  
o. 232 0. 2 3413 32794 53  0. 22796 70718  22  o. 282 0. 28587 80773 93 0. 27486 23377 99 
o. 233 0. 23516 14552 26 0. 22891 57877 34 0. 283 0. 28692 05397 58 0. 27578 84298 14 
o.  234 0. 2 3618 98843 48 0. 22986 40844 03 0 . 284 0. 28796 33228 75 o. 27671 40366 55 

0. 235 0. 23721 85680 94 0. 23081 19604 03 0. 285 0. 28900 64281 74 o.  27763 91571 20 
0. 236 0. �3824 75077 44 0. 23175 94143 1 0  0 . 286 0. 29004 98570 89 0. 27856 37900 08 
o. 237 0. 2 3927 67045 78 0. 23270 64447 07 0 . 287 o. 29109 36110 61 0. 27948 79341 26 
o. 238 0. 24030 61598 80 0. 2 3365 30501 80 0. 288 0. 29213 76915 30 0. 28041 1 5882 83 
o. 239 o. 24133 58749 37 0. 23459 92293 19 o. 289 0. 29318 20999 43 o. 28133 47512 95 

o. 240 0 . 24236 58510 39 0. 2 3554 49807 21 0 . 290 0. 29422 68377 49 o. 28225 7 4219 81 
o. 241 0. 24339 60894 77 0. 2 3649 03029 83 0. 291 0. 29527 19064 01 0. 28317 95991 65 
o. 242 0. 24442 65915 47 0. 2 3743 51947 1 0  0. 292 o. 29631 73073 57 0. 2841 0 12816 76 
o. 243 0. 24545 73585 45 0. 2 3837 96545 1 0  0. 293 0. 29736 30420 76 0. 28502 24683 46 
o. 244 o. 24648 83917 73 o. 2 3932 36809 95 o. 294 o. 29840 91120 25 0. 28594 31580 14 

o. 245 0. 24751 96925 34 o. 24026 72727 81 0. 295 0. 29945 55186 70 0. 28686 33495 23 
o. 246 0. 2 4855 12621 33 0. 24121 04284 90 0. 296 0. 30050 22634 85 0. 28778 30417 18 
o. 247 0. 24958 31018 81 0. 24215 31467 47 o. 297 0. 30154 93479 45 0. 28870 22334 53 
o. 248 0. 25061 52130 88 0 . 24309 54261 82 0. 298 0. 30259 67735 30 o.  28962 09235 83 
o. 249 0. 25164 75970 69 o. 24403 72654 29 0. 299 0. 30364 45417 24 o.  29053 91109 69 

o. 250 0. 2 5268 02551 42 0. 24497 86631 27 o. 300 0. 30469 26540 15 0. 29145 67944 78 

[( -l)4] [( -48)6] [( --l)4] [(-:)6] 
� = 1 .57079 63267 95 
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Table 4.14 INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 
o. 300 0. 30469 26540 15 0. 29145 67944 78 o. 350 o. 35757 11036 46 o. 3366 7 48193 87 
o. 301 o. 30574 11118 95 0, 29237 39729 79 0. 351 0. 35863 88378 55 0. 33756 54100  58 
o. 302 0. 30678 99168 60 0. 29329 06453 47 0, 352 o. 35970 69995 85 0. 33845 54442 85 
o. 303 0, 30783 90704 09 0. 29420 68104 62 0. 353 0. 36077 55905 7 0  o .  33934 49211 81 
o. 304 0. 30888 85740 46 o. 29512 246 72 09 0. 354 o. 36184 46125 51 0. 34023 38398 61 

0. 305 0. 30993 84292 78 0. 29603 76144 75 0. 355 o. 36291 40672 71 0. 34112 21994 49 
o. 306 0. 31098 86376 19 o. 29695 22511 55 0. 356 0. 36398 39564 82 0. 34200 99990 70 
o. 307 o. 31203 92005 83 0. 29786 63761 46 o. 357 o.  36505 42819 39 0. 34289 72378 56 
0, 308 o. 31309 01196 91 o. 29877 99883 52 0. 358 o.  36612 5 0454 05 0. 34378 39149 42 
o. 309 o. 31414 13964 68 0. 29969 3 0866 80 0. 359 0. 36719 62486 46 o. 3446 7 002 94 69 

o. 310 0. 31519 30324 41 0. 30060 56700 42 0. 360 0. 3 6826 78934 37 0. 34555 55805 82 
o.  311 0. 31624 50291 43 0 . 30151 77373 55 o. 361 o. 36933 99815 54 0. 34644 05674 30 
o. 312 0. 31729 73881 12 0. 30242 92875 41 o. 362 0. 37041 25147 84 0. 34732 49891 68 
o. 313 0. 31835 01108 88 0. 30334 0 3195 25  0. 3 63 0. 37148 54949 16 o.  34820 88449 54 
o.  314 0. 31940 31990 18 0, 30425 08322 38 0, 364 0, 37255 89237 46 0. 34909 21 339 52 

0. 315 0. 32045 66540 50 0 . 30516 08246 16 0 . 365 0. 37363 28030 75 0. 34997 48553 30 
o. 316 0. 32151 04775 38 0. 30607 02955 99 o. 366 o.  37470 71347 12 0. 35085 70082 60 
o. 317 o. 32256 46710 42 0 . 30697 92441 31  0. 367 o. 37578 19204 71 0. 35173 85919 21 
o. 318 o. 32361 92361 24 0. 30788 76691 62 0. 368 0. 37685 71621 69 0. 35261 96054 93 
o. 319 0. 32467 41743 51 0. 30879 55696 46 o. 369 0. 37793 28616 34 0. 35350 00481 64 

o. 320 o. 32572 94872 95 0. 30970 29445 42 o. 370 0. 37900 90206 96 0. 35437 99191 23  
o.  321 0. 32678 51765 31  0 . 31060 97928 14 o. 371 o. 38008 56411 93  0. 35525 92175 68 
o.  322 0. 32784 12436 42 o. 31151 61134 29 o.  372 0. 38116 27249 69 o. 35613 79426 98 
o. 323 o. 32889 76902 11 0. 31242 19053 6 0  0 . 373 0. 38224 02738 73 0. 35701 60937 18  
o .  324 o. 32995 4517 8  29 0. 31332 71675 84 o. 374 0. 38331 82897 61 0. 35789 36698 38 

o. 325 o. 33101 17280 89 0. 31423 18990 84 0. 375 0. 38439 67744 96 o. 35877 06702 71 
o. 326 0. 33206 93225 91 0. 31513 60988 47 0. 376 0. 38547 57299 45 0. 35964 70942 35 
o. 327 0. 33312 73029 38 0. 31603 97658 63 0. 377 0. 3 8655 51579 83 0. 36052 29409 56 
o. 328 0. 33418 56707 38 0. 31694 28991 30  0. 378 0. 38763 50604 92 0. 36139 82096 58 
0. 329 0. 33524 44276 04 0. 31784 54976 47 0. 379 o. 38871 54393 57 0. 36227 28995 76 

o. 330 0. 33630 35751 54 0. 31874 75604 2 1  0. 380 0. 38979 62964 74 0. 36314 70099 46 
o. 331 0. 33736 31150 09 0. 31964 9 0864 60 0. 381 0. 39087 76337 42 o. 36402 05400 09 
o. 332 0. 33842 30487 98 0. 32055 00747 81  o. 382 0. 39195 94530 68 0. 36489 34890 12 
o.  333 o.  33948 33781 50  0. 32145 05244 03  0. 383 0. 39304 17563 64 0. 36576 58562 04 
o. 334 0. 34054 41047 05 0. 32235 04343 49 0. 384 0. 39412 45455 51 o. 36663 76408 40 

o. 335 o. 34160 52301 02 0. 32324 98036 48 0 . 385 0. 39520 78225 54 0. 36750 88421 81 
o. 336 o. 34266 67559 88 o. 32414 86313 34 0 . 386 0. 39629 1 5893 06 0. 36837 94594 90 
o. 337 0. 34372 86840 15 0. 32504 69164 46 0. 387 0. 39737 58477 48 0, 36924 94920 36 
o. 338 o. 34479 10158 39 0. 32594 46580 25 0, 388 0. 39846 05998 24 o. 37011 89390 92 
0, 339 0. 34585 37531 21 0. 32684 18551 19  0. 389 0. 39954 58474 89 0, 37098 77999 35 

o. 340 0. 34691 68975 27 o. 32773 8506 7 81 0 . 390 0. 40063 15927 01 0. 37185 60738 49 
o.  341 0. 34798 04507 29 o. 32863 46120 66 0. 391 0. 40171 78374 28 o. 37272 37601 18 
o. 342 o. 34904 44144 03 0. 32953 01700 37 0. 392 0. 40280 45836 44 0, 37359 08580 36 
o. 343 0. 35010 87902 30 0. 33042 51797 60 0. 393 0. 40389 18333 27 0. 37445 73668 96 
0. 344 o. 35117 35798 98 0. 33131 96403 04  0. 394 0. 40497 95884 67 0, 37532 32860 01 

0,  345 0. 35223 87850 97 0 . 33221 35507 47 0. 395 0. 40606 78510 57 0. 3761 8 86146 53 
o. 346 0. 35330 44075 25 0. 33310 69101 67  o. 396  0. 40715 66231 00  o. 37705 33521 62  
o .  347 0. 35437 04488 84 0. 33399 97176 49 0. 397 0. 40824 59066 02 0. 37791 74978 43 
0, 348 0. 35543 69108  81 0. 33489 19722 83  0. 398 0. 40933 57035 81 0. 37878 10510 12 
o.  349 0. 35650 37952 29 0. 33578 36731 63 0. 399 0. 41042 60160 60 o. 37964 40109 93 

o. 350 o. 35757 1 1036 46 0. 33667 48193 87 o. 400 0. 41151 68460 67 o. 38050 63771 12 

[(-l)5] [( -48)7] [( -
4
8) 6] [( -l)8] 

7r 
1 . 57079 63267 95 2 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 207 
INVER SE CIRCULAR SINES AND TANGENTS Table 4.14 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 

o. 400 o. 41151 68460 6 7 0. 38050 63771 12 0. 450 0. 46676 53390 47 o. 42285 39261 33 
o. 401 0. 41260 81956 42 0. 38136 81487 02 o. 451 0. 46788 54404 09 0. 42368 52156 87 
o. 402 0. 41370 00668 29 0. 38222 93250 97 o. 452 0. 46900 61761 03 0. 42451 58823 89 
o. 403 0. 41479 24616 80 0. 38308 99056 39 o. 453 0, 47012 75486 20 0. 42534 59257 92 
o. 404 0. 41588 53822 54 0. 38394 98896 72 0. 454 o. 47124 95604 59 0. 42617 53454 56 

o. 405 0. 41697 88306 20 0. 38480 92765 46 o. 455 0. 47237 22 141 29 0, 42700 41409 43 
o. 406 0. 41807 28088 50 0. 38566 80656 14 0, 456 0. 47349 55121 50 o. 42783 23118 21 
o.  407 0. 41916 73190 29 0. 38652 62562 34 o. 457 0. 47461 94570 53 0. 42865 98576 60 
o. 408 0. 42026 23632 45 o. 38738 38477 69 0. 458 o. 47574 40513 79 0. 42948 67780 36 
o. 409 0. 42135 79435 96 0. 38824 08395 85 0. 459 0, 47686 92976 80 o. 43031 30725 28 

o. 41 0 0. 42245 40621 87 o. 38909 72310 55 o.  460 0. 47799 51985 19 0. 43113 87407 19 
0. 411 o. 42355 0721 1  31 0. 38995 30215 54 o.  461 0, 47912 17564 68 o. 43196 3 7821 96 
o. 412 0. 42464 79225 49 0. 39080 82104 62 o. 462 0. 48024 89741 12 0. 43278 81965 51 
o. 413 0. 42574 56685 70 o. 39166 27971 64 o. 463 0, 48137 68540 46 0. 43361 19833 80 
0, 414 o. 42684 39613 30 0. 39251 67810 48 0. 464 0. 48250 53988 75 o. 43443 51422 81 

0, 415 0. 42794 28029 74 o. 39337 01615 09 0. 465 0. 48363 46112 18 0, 43525 76728 58 
o.  416 0. 42904 21956 53 0. 39422 29379 43 0, 466 0. 48476 44937 02 0. 43607 95747 19 
o. 417 0. 43014 21415 30 0. 39507 51 097 52 0. 467 o. 48589 5 0489 6 7 o. 43690 08474 74 
o. 418 o. 43124 26427 72 0, 39592 66763 44 0. 468 0. 48702 62796 64 o. 43772 14907 40 
o.  419 o. 43234 37015 57 o. 39677 76371 29 0. 469 0. 48815 81 884 55 0. 43854 15041 36 

o. 420 0, 43344 53200 70 0. 39762 79915 22 o. 470 0. 48929 07780 14 o. 43936 08872 85 
o.  421 0. 43454 75005 03 0. 39847 77389 43 o. 471 0, 49042 40510 26 0, 44017 96398 14 
0,  422 o. 43565 02450 60 0. 39932 68788 1 4  o. 472 0, 49155 80101 88 0. 44099 77613 55 
o. 423 o. 43675 35559 49 o. 40017 54105 66 o. 473 0. 49269 26582 08 0. 44181 52515 43 
0, 424 0. 43785 74353 90 o. 40102 33336 29 0. 474 0, 49382 79978 07 0. 44263 21100 17 

o.  425 o. 43896 18856 10  0, 40187 06474 40 o. 475 0. 49496 40317 1 7  o. 44344 83364 20 
o. 426 0. 44006 69088 44 0. 40271 73514 42 0. 476 o. 49610 07626 82 0. 44426 39303 99 
0, 427 o. 44117  25073 36 0. 40356 34450 79 o. 477 0. 49723 81934 59 0. 44507 88916 06 
o. 428 o. 44227 86833 39 0, 40440 89278 00 0. 478 0. 49837 63268 16 0. 44589 32196 95 
o. 429 0. 44338 54391 16 0, 40525 37990 60 0. 479 o. 49951 51655 34 0. 4467 0  69143 24 

o. 430 o. 44449 27769 36 o. 40609 80583 18 o. 480 0. 50065 47124 05 0. 44751 99751 57 
o. 431 ' 0. 44560 06990 78 0. 40694 17050 34 o. 481 0, 50179 49702 34 0. 44833 24018 60 
o. 432 0. 44670  92078 31 0. 40778 47386 77 0. 482 0. 50293 59418 39 0. 44914 41941 03 
o. 433 0. 44781 83054 92 0. 40862 71587 18 0 . 483 0, 5 0407 76300 52 0. 44995 53515 61 
0. 434 0. 44892 79943 67 o. 40946 89646 31 0. 484 o. 5 0522 00377 13 o. 45076 58739 11 

o.  435 o. 45003 8276 7 71 0. 41031 01558 96 0. 485 0. 50636 31676 79 0. 45157 57608 36 
o. 436 o. 451 14 91550 28 0, 41115 07319 97  o .  486 0, 50750 70228 19 0. 45238 50120 20 
o.  437 o. 45226 06314 71 o. 41199 06924 22 o. 487 o. 5 0865 16060 14 o.  45319 36271 55 
o. 438 0. 45337 27084 44 0. 41283 00366 64 0. 488 0. 50979 69201 57 0. 45400 16059 33 
o. 439 0. 45448 53882 99 0. 41366 87642 1 7  o .  489 0. 51094 29681 57 o. 45480 89480 51 

o. 440 0. 45559 86733 96 0. 41450 68745 85 0 . 490 0. 51208 97529 34 0. 45561 56532 1 1  
o. 441 o. 45671 25661 07 o. 41534 43672 70 o. 491 0. 51323 72774 22 o. 45642 17211 17 
o. 442 0. 45782 70688 11 0. 41618 12417 83 0. 492 0. 51438 55445 69 o. 45722 71514 78 
o. 443 o. 45894 21838 99 0. 41701 74976 36 0, 493 o. 51553 45573 34 0. 45803 19440 06 
o. 444 o. 46005 79137 71 0. 41785 31343 48 0. 494 0. 51668 43186 93 0. 45883 60984 16  

o .  445 o. 461 17 42608 35 0. 41868 81514 38 0. 495 0. 51783 48316 32 0. 45963 96144 30 
o. 446 o. 46229 12275 1 0  0. 41952 25484 3 4  0. 496 0. 51898 60991 55 0. 46044 24917 71 
o. 447 0. 46340 88162 25 0. 42035 63248 66 0. 497 0, 52013 8 1242 77 0. 46124 47301 65 
o.  448 0. 46452 70294 19 o. 42118 94802 67 0. 498 0, 52129 09100 26 o. 46204 63293 45 
o. 449 o. 46564 58695 40 0. 42202 20 141 75 o. 499 0. 52244 44594 47 o. 46284 72890 44 

o. 450 0, 46676 53390 47 0. 42285 39261 33 o. 500 0. 52359 87755 98 0. 46364 76090 01  [( -:)8] [( -48)8] [( -;) 1 ] [C -48)8] 
� = 1 .57079 63267 95 
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Table 4.14 INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 

o .  500 o. 52359 87755 98 0. 46364 76090 0 1  0, 550 0, 58236 42378 69 o. 50284 32109 2 8  
0, 501 0. 52475 38615 51 0. 46444 72889 58 0 . 551 0. 58356 20792 89 0. 5 0361 06410 37 
o. 502 0. 52590 97203 91 . 0. 46524 63286 62 o. 552 0. 58476 08688 33 0. 5 0437 74226 73 
o. 503 0. 52706 63552 20 0 . 46604 47278 61 0. 553 0. 58596 06104 84 o. 50514 35557 57 
o. 504 0. 52822 37691 54 0. 46684 24863 09 0 . 554 0. 58716 13082 43 0. 50590 90402 12 

o. 505 0 . 52938 19653 22 0. 46763 96037 63 0 . 555 0. 58836 29661 37 0. 50667 38759 68 
o. 506 0, 53054 09468 69 0. 46843 60799 83 0. 556 0 . 58956 55882 10 0. 5 0743 80629 53 
o. 507 0, 53170 07169 56 0 . 46923 19147 34 0 . 557 0, 59076 91785 32 o. 50820 16011 02 
o. 508 0. 53286 12787 56 0. 47002 71077 82 0, 558 0, 59197 37411 92 0. 50896 44903 52 
o. 509 0. 53402 26354 61 o. 47082 1 6589 00 0. 559 0, 59317 92803 04 o. 50972 67306 43 

o. 510 0. 53518 47902 76 0, 47161 55678 62 0 , 560 0. 59438 58000 01 0. 51048 83219 17 
o. 511 0. 53634 77464 20 0. 47240 88344 48 o .  561 0, 59559 33044 41 o. 51124 92641 21 
o. 512 0. 53751 15071 30 0, 47320 14584 38 0. 562 0. 59680 17978 OS 0. 51200 95572 04 
o.  513 0. 53867 60756 57 0. 47399 34396 2 0  o. 563 0. 59801 12842 95 0. 51276 92011 19 
o. 514 0. 53984 14552 69 o. 47478 47777 82 0, 564 o. 59922 17681 37 0. 51352 81958 22 

o. 515 0. 54100 76492 49 0. 47557 54727 17  0. 565 0. 60043 32535 81 o. 51428 65412 69 
o. 516 0. 54217 46608 96 0. 47636 55242 22 0 . 566 0. 60164 57448 99 0. 51504 42374 25 
o. 517 0. 54334 24935 25 0. 47715 49320 97 0 . 567 0. 60285 92463 89 0. 51580 12842 52 
o. 518 0. 54451 11504 67 0. 47794 36961 45 0. 568 o. 60407 37623 71 0. 51655 76817 18 
o. 519 0. 54568 06350 69 0, 47873 18161 73  o. 569 0. 60528 92971 89 0. 51731 34297 96 

o. 520 0. 54685 09506 96 0. 47951 92919 93 o. 570 0. 60650 58552 13 0. 51806 85284 57 
o. 521 0. 54802 21007 28 0. 48030 61234 1 7  0, 571 0. 60772 34408 36 0, 51882 29776 79 
o.  522 0. 54919 40885 61 0. 48109 23102 64 o. 572 0. 60894 20584 75 0. 51957 67774 41 
o. 523 0. 55036 69176 11 0. 48187 78523 54 o .  573 0. 61016 17125 74 0. 52032 99277 27 
o. 524 0. 55154 05913 07 0. 48266 27495 12 0. 574 0. 61138 24076 01 0. 52108 24285 22 

o. 525 0. 55271 51130 97 0, 48344 70015 67 0. 575 0. 61260 41480 49 0. 52183 42798 14 
o. 526 0. 55389 04864 46 0. 48423 06083 50 0 . 576 o. 61382 69384 37 0 . 52258 54815 96 
o. 527 o. 55506 67148 37 0. 48501 35696 94 0. 577 0. 61505 07833 09 0. 52333 60338 62 
0. 528 0. 55624 38017 69 0. 48579 58854 40 0 . 578 0. 61627 56872 37 0. 52408 59366 09 
o. 529 o. 55742 17507 59 0. 48657 75554 29 0. 579 0. 61750 16548 17 0. 52483 51898 38 

0, 530 0. 55860 05653 43 0. 48735 85795 05 0. 580 0. 61872 86906 72 0. 52558 37935 52 
o. 531 0, 55978 02490 72 0. 48813 89575 18 o. 581 0. 61995 67994 52 0. 52633 17477 57 
0. 532 o. 56096 08055 18 0 . 48891 86893 19 0. 582 0. 62118 59858 34 0, 52707 90524 63 
o. 533 0. 56214 22382 69 o. 48969 77747 65 0. 583 0. 62241 62545 21 0. 52782 57076 82 
0. 534 o. 56332 45509 33 0. 49047 62137 12 0 . 584 0, 62364 7 61 02 44 0. 52857 17134 28 

o. 535 0, 56450 77471 34 0. 49125 40060 25  o. 585 o. 62488 00577 61 0. 52931 70697 19. 
o. 536 0. 56569 18305 17 o. 49203 11515 68 o. 586 o. 62611 36018 60 0. 53006 17765 76 
o.  537 0. 56687 68047 44 0, 49280 76502 10 0 . 587 0. 62734 82473 54 0. 53080 58340 23 
o. 538 0. 56806 26734 97 0. 49358 35018 23 0 . 588 0. 62858 39990 87 0. 53154 92420 86 
o. 539 0. 56924 94404 76 0 . 49435 87062 83 o. 589 0. 62982 08619 28 0. 53229 2 0007 93 

o. 540 o. 57043 71094 00 0. 49513 32634 68 o. 590 0. 63105 88407 78 0. 53303 41101 77 
o. 541 0. 57162 56840 08 0. 49590 71732 62 0. 591 0. 63229 79405 66 0. 53377 55702 73 
o. 542 0. 57281 51680 58 0, 49668 04355 48 o. 592 0, 63353 81662 50 0. 53451 63811 18 
o. 543 0. 57400 55653 28 0. 49745 30502 17  0 . 593 0. 63477 95228 17 0. 53525 65427 53 
o. 544 0. 57519 68796 15 0, 49822 50171 59 o. 594 0. 63602 20152 84 o. 53599 60552 20 

o. 545 0. 57638 91147 36 0. 49899 63362 71 0, 595 0. 63726 56487 00 o. 53673 49185 66 
o. 546 0. 57758 22745 29 0, 4997 6  70074 50 0. 596 0. 63851 04281 42 0, 53747 31328 39 
o. 547 0. 57877 63628 51 0. 50053 70305 98 0 . 597 0. 63975 63587 17 0, 53821 06980 90 
o. 548 0. 57997 13835 79 0, 50130 64056 22 o. 598 0, 64100 34455 66 0. 53894 76143 74 
o. 549 0. 58116 73406 12 0. 50207 51324 28 0. 599 0. 64225 16938 57 0. 53968 38817  48 

o. 550 0, 58236 42378 69 0. 50284 32109 28 0. 600 0. 64350 11087 93 0. 54041 95002 71 
[( -1) 1] [( -48)8] [( ;)2] [( -:)8] 

� = 1 .57079 63267 95 
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INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS Table 4.14 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 

0. 600 0. 64350 11087 93 0. 54041 95002 71 o. 650 o. 70758 44367 25 0. 57637 52205 91 
o.  601 0. 64475 16956 07 0. 54115 44700 04 o. 651 o. 70890 10818 82 0. 57707 78870 95 
o. 602 0. 64600 34595 63 0. 54188 87910 15 o.  652 o. 71021 92154 53 o. 57777 99113 37 
o. 603 0. 64725 64059 60 0. 54262 24633 69 0. 653 o. 71153 88447 93 0. 57848 12935 07 
o. 604 0, 64851 05401 26 0, 54335 54871 37 0, 654 o. 71285 99773 14 o. 57918 2 0337 94 

o. 605 0. 64976 58674 24 0, 54408 78623 92 o. 655 o. 71418 26204 76 0. 57988 21323 94 
o. 606 0. 65102 23932 51 0. 54481 95892 10 o. 656 o. 71550 67817 97 0. 58058 15895 01 
o. 607 0. 65228 01230 34 0. 54555 06676 70 0 . 657 o. 71683 24688 45 0. 58128 04053 13 
o. 608 o. 65353 90622 38 0. 54628 10978 51 o. 658 o. 71815 96892 45 0. 58197 85800 31 
o. 609 0, 65479 92163 58 0, 54701 08798 38 o. 659 o. 71948 84506 75 0, 58267 61138 57 

o. 610 0. 65606 05909 25 0. 54774 00137 16 o. 660 o. 72081 87608 70 0. 58337 30069 94 
0. 611 o. 65732 31915 05 0, 54846 84995 75 o. 661 o. 72215 06276 21 0, 58406 92596 49 
o. 612 0. 65858 70237 00 0. 54919 63375 05 0 . 662 o. 72348 40587 76 0. 58476 48720 31 
o. 613 0. 65985 20931 44 0. 54992 35276 01 o. 663 o. 72481 90622 40 0. 58545 98443 49 
0, 614 0. 66111 84055 09 0, 55065 00699 59 0. 664 0. 72615 56459 74 0. 58615 41768 17  

o .  615 0. 66238 59665 02 o. 55137 59646 79 o. 665 o. 72749 38180 01 0. 58684 78696 50 
o. 616 0. 66365 47818 67 0. 55210 12118 61 0. 666 o. 72883 35864 02 0. 58754 09230 63 
o. 617 0. 66492 48573 84 o. 55282 58116 10 0. 667 o. 73017 49593 16 o. 58823 33372 71 
o. 618 0. 66619 61988 69 0, 55354 97640 33 0. 668 o. 73151 79449 44 o. 58892 51125 11 
o. 619 0. 66746 88121 78 0. 55427 30692 38 0, 669 o. 73286 25515 49 0, 58961 62489 89 

0. 620 0. 66874 27032 02 0. 55499 57273 39 o. 670 o. 73420 87874 53 0. 59030 67469 35 
o. 621 0. 67001 78778 71 0, 55571 77384 48 o. 671 o. 73555 66610 44 o. 59099 66065 71 
o.  622 o. 67129 43421 53 0. 55643 91026 82 o. 672 o. 73690 61807 69 0. 59168 58281 44 
o. 623 o. 67257 21020 54 0. 55715 98201 62 o. 673 o. 73825 73551 41 0. 59237 44118 66 
o. 624 0. 67385 11636 20 0, 55787 98910 07 o.  674 0. 73961 01927 39 0, 59306 23579 77 

o. 625 0. 67513 15329 37 0, 55859 93153 44 o. 675 o.  74096 47022 03 0, 59374 96667 11 
o. 626 0. 67641 32161 29 0. 55931 80932 97 0 . 676 o. 74232 08922 43 0. 59443 63383 05 
o. 627 0. 67769 62193 62 0. 56003 62249 97 o. 677 o. 74367 87716 32 0. 59512 23729 99 
o. 628 0. 67898 05488 41 0. 56075 37105 74 0. 678 o. 74503 83492 13 0. 59580 77710 32 
0, 629 0, 68026 62108 12 0. 56147 05501 63 o. 679 o.  74639 96338 96 0, 59649 25326 49 

o. 630 0. 68155 32115 63 0. 56218 67439 0 0  0 . 680 o. 74776 26346 60 0. 59717 66580 93 
o. 631 0. 68284 15574 24 0, 56290 22919 24 o. 681 o. 74912 73605 52 0. 597B6 01476 11 
o. 632 0. 68413 12547 66 0. 56361 71943 75 o. 682 o. 75049 38206 91 0. 59854 30014 52 
o. 633 0. 68542 23100 04 0. 56433 14513 97 o. 683 o. 75186 20242 68 o. 59922 52198 66 
o. 634 0. 68671 47295 93 0. 56504 5 0631 37 0. 684 o. 75323 19805 42 0. 59990 68031 06 

o. 635 0. 68800 85200 35 0. 56575 80297 42 o. 685 o. 75460 36988 49 0. 60058 77514 26 
o. 636 0. 68930 36878 74 o. 5 6647 03513 63 0 . 686 o. 75597 71885 95 0. 60126 80650 81 
o.  637 0. 69060 02396 97 0. 56718 20281 53  0. 687 o. 75735 24592 63 0. 60194 77443 31 
o. 638 0. 69189 81821 37 0. 56789 30602 67 0 . 688 o. 75872 95204 10 0. 60262 67894 35 
o. 639 0. 69319 75218 73  0. 56860 34478 63 o. 689 o. 76010 83816 68 0. 60330 52006 54 

o. 640 o. 69449 82656 27 o. 56931 31911 0 1  0. 690 o.  76148 90527 48 0. 60398 29782 53  
o .  641 0. 69580 04201 68 0. 57002 22901 42 0 . 691 o. 76287 15434 36 0. 60466 01224 96 
o. 642 0. 69710 39923 13  0. 57073 07451 52  o.  692 o. 76425 58636 00 0. 60533 66336 52 
o. 643 0. 69840 89889 23 0. 57143 85562 98 0. 693 o.  76564 20231 84 0. 60601 25119 88 
o. 644 o. 69971 54169 09 0. 57214 57237 47 o. 694 o. 76703 00322 15  0. 60668 77577 76  

o. 645 o. 70102 32832 27 o. 57285 22476 73 0. 695 o. 76841 99008 00 0. 60736 23712 89 
o. 646 o. 70233 25948 84 0. 57355 81282 48 0 . 696 o. 76981 16391 29 0. 60803 63528 01 
o. 647 o. 70364 33589 34 0. 57426 33656 48 0. 697 o. 77120 52574 75 0. 60870 97025 88 
o. 648 o. 70495 55824 80 0. 57496 79600 51 0. 698 o. 77260 07661 95 0. 60938 24209 28 
o.  649 o. 70626 92726 76 o. 57567 19116 38 0. 699 o. 77399 81757 30 0 . 61005 45081 01 

o. 650 o. 70758 44367 25 o. 57637 52205 91 o. 700 o.  77539 74966 11  0. 61072 59643 89  

cc-;)2] [( -:)8] cc-;)2] [( -:)8] 
� = 1 .57079 63267 95 
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Table 4.14 INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 

o. 700 o. 77539 74966 11 0. 61072 59643 89 o. 750 0. 84806 20789 81 0 . 64350 11087 93 
o. 701 0.  77679 87394 52 0. 61139 67900 75 0, 7 51 0. 84957 52355 56 0. 64414 08016 53 
o. 702 o. 77820 19149 57 0. 61206 69854 44 o. 752 0. 85109 10007 70 0. 64477 98804 75 
o. 703 o. 77960 70339 20 0, 61273 65507 83 o. 753 0. 85260 93916 63 0. 64541 83456 20 
o. 704 o. 78101 41072 23 0, 61340 54863 79 o. 754 0. 85413 04254 45 0. 64605 61974 52 

o. 705 o. 78242 31458 43 0, 61407 37925 25 o. 755 o. 85565 41195 04 0. 64669 34363 37 
o. 706 o. 78383 41608 47 0. 61474 14695 1 0  o .  756 o. 85718 04914 02 0, 64733 00626 40 
o. 707 o. 78524 71633 95 0, 61540 85176 29 o. 757 0. 85870 95588 84 0. 64796 60767 30 
o. 708 o. 78666 21647 44 o. 61607 49371 78 o. 758 0. 86024 13398 74 0. 64860 14789 75 
o. 709 o. 78807 91762 45 o. 61674 07284 52 o. 7 59 o. 86177 58524 85 0, 64923 62697 45 

o. 710  o .  78949 82093 46  0. 61740 58917 52 o. 760 0. 86331 31150 16 0, 64987 04494 12 
o. 711 o.  79091 92755 96 0. 61807 04273 76 o. 761 0. 86485 31459 55 0. 65050  40183 48 
o. 712 o. 79234 2 3866 39 0. 61873 43356 27 o. 7 62 0. 86639 59639 86 0. 65113 69769 28 
o. 713 o. 79376 75542 24 0, 61939 76168 09 o.  763 0. 86794 15879 89 0. 65176 93255 25 
o. 7 14 o. 79519 47901 99 o. 62006 02712 26 o. 764 0. 86949 00370 42 0. 65240 10645 18 

o. 715 o. 79662 41065 1 6  0. 62072 22991 8 6  o .  765 0. 87104 13304 26 0. 65303 21942 83 
o.  716 o.  79805 55152 32 0, 62138 37009 97 o. 766 0, 87259 54876 26 0, 65366 27151 99 
o.  717 o.  79948 90285 08 0, 62204 44769 70 o. 767 0, 87415  25283 38 o. 65429 26276 46 
o. 718 o. 80092 46586 13 0, 62270 46274 14 o. 768 o. 87571 24724 65 o. 65492 19320 05 
o. 719 o. 80236 24179 26 0. 62336 41526 45 o. 769 0. 87727 53401 29 0. 65555 06286 59 

o. 720 o. 80380 23189 33 o. 62402 30529 77 o. 770 0. 87884 11516 69 0. 65617 87179 9 1  
o .  721 o. 80524 43742 33 0. 62468 13287 26 o. 771 0. 88040 99276 42 0. 65680 62003 87 
o. 722 o. 80668 85965 35 0. 62533 89802 10 o. 772 0. 88198 1 6888 33 o. 65743 30762 31 
o. 723 o. 80813 49986 66 0. 62599 60077 48 o. 773 0, 88355 64562 55 o. 65805 93459 11  
o .  724  0. 80958 35935 64 0. 62665 24116 63 0. 774 o. 88513 42511 51 0. 65868 50098 15 

o. 725 0, 81103 43942 88 0, 62730 81922 76 o. 775 0, 88671 50950 0 0  0. 65931 00683 33 
o. 726 0. 81248 74140 11 0. 62796 33499 11 o. 776 0. 88829 90095 19 0. 65993 45218 55 
o. 727 0, 81394 26660 28 0. 62861 78848 95 o. 777 0. 88988 60166 70  0. 66055 83707 72 
o. 728 o. 81540 0 1637 58 0, 62927 17975 54  o. 778  o. 89147 61386 58 0, 66118  16154 79 
o. 729 o. 81685 99207 37 o. 62992 50882 17 0 . 779 0. 89306 93979 43 0. 66180 42563 67 

o. 730 0. 81832 19506 32 0. 63057 77572 15 o.  780 o. 89466 58172 34 0. 66242 62938 33 
o. 731 o. 81978 626 72 31 0. 63122 98048 79 o. 781 0. 89626 54195 03 o. 66304 77282 73 
o. 732 0, 82125 28844 52 0. 63188 12315 41 o. 7 82 0. 89786 82279 83 0. 66366 85600 83 
o. 7 33 0. 82272 18163 44 0, 63253  20375 38 o. 783 0, 89947 42661 72 o. 66428 87896 62 
o. 734 o. 82419 30770 85 0. 63318 22232 04 o. 7 84 0. 90108 35578 41 0. 66490 84174 09 

o. 735 0. 82566 66809 86 0. 63383 17888 78 o. 785 0, 90269 61270 38 0. 66552 74437 26 
o. 736 0. 82714 26424 94 0. 63448 07348 99 o. 786 0. 90431 19980 87 0. 66614 58690 12 
o. 737 0. 82862 09761 92 0, 63512 90616 06 0, 787 0, 90593 11956 01 0. 66676 36936 71 
o. 738 0. 83010 16968 01 0, 63577 67693 42 o. 788 0. 90755 37444 80 0. 66738 09181 07 
o.  7 39 o. 83158 48191 83 0. 63642 38584 50 o. 789 0. 90917 96699 17 0. 66799 75427 24 

o. 740 0. 83307 03583 42 0, 63707 03292 76 o.  790 0. 91 080 89974 07 0. 66861 35679 28 
o. 741 0. 83455 83294 24 o. 63771 61821 64 o. 791 0. 91244 17527 48 0. 66922 89941 25 
o. 742 0. 83604 87477 24 o. 63836 14174 63 o. 792 0. 91407 79620 46 o. 66984 38217.  24 
o. 743 0, 83754 16286 83 0, 63900 60355 2 1  o .  793 0. 91571 76517 23  o .  67045 80511 32  
o .  744 0. 83903 69878 93 0. 63965 00366 89 o. 794 0. 91736 08485 19 o.  67107 16827 61 

o. 745 0, 84053 48410 98 0. 64029 34213  19 0. 795 0. 91900 75795 02 o. 67168 47170 20 
o. 746 o. 84203 52041 95 o. 64093 61897 63 o. 796 o. 92065 78720 6 7 o. 67229 71543 22 
o. 747 0. 84353 80932 39 0. 64157 83423 76 o.  797 0. 92231 17539 49 o. 67290 89950 79 
o. 748 0. 84504 35244 42 0, 64221 98795 14 o. 798 0. 92396 92532 24 o. 67352 02397 05 
o. 749 0. 84655 15141 77 0. 64286 08015 33 0 . 799 0. 92563 03983 15 0. 67413 08886 15 

o. 750 0. 84806 2 0789 81 0, 64350 11087 93 0. 800 0. 92729 52180 02 0. 67474 09422 24 

[( -J)3] [( -:)8] [( -J)5] [(-:)8] 
� = 1 .57079 63267 95 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 2 1 1  
INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS Table 4.14 

X arcsin x arctan x X arcsin x arctan x 

o. 800 0. 92729 52180 02 0. 67474 09422 24 o. 850 1.  01598 52938 15 0. 70449 40642 42 
o. 801 0. 92896 37414 22 0. 67535 04009 49 o. 851 1. 01788 65272 25 o. 70507 43293 58 
o. 802 0. 93063 59980 83 0. 67595 92652 08 0 . 852 1. 01979 36361 62 o. 70565 40219 63 
o. 303 o. 93231 20178 64 0. 67656 75354 19 o. 853 1. 02170 66824 41 o. 70623 31425 16 
o. 804 0. 93399 18310 25 o. 6 7717 52120 01 0 .  854 1. 02362 57289 29 o. 70681 16914 73 

o. 805 0. 93567 54682 12 o. 67778 22953 77  0 . 855 1. 02555 08395 76 o. 70738 96692 96 
o. 806 0. 93736 29604 66 0. 67838 87859 65 0. 856 1. 02748 20794 40 o. 70796 70764 42 
o. 807 0. 93905 43392 28 o. 6 7899 46841 90 0. 857 1. 02941 95147 1 0  o .  70854 39133 73 
o. 808 0. 94074 96363 49 0. 67959 99904 74 o. 858 1. 03136 32127 41 o. 70912 01805 50 
0. 809 0. 94244 88840 95 0. 68020 47052 41 o. 859 1. 03331 32420 77 0. 7 0969 58784 34 

o. 810 0. 94415 21151 54 0, 68080 88289 16 0. 860 1 . 03526 96724 81 0. 71027 1 0074 87 
0. 811 0. 94585 93626 48 0. 68141 23619 25 o. 861 1. 03723 25749 68 o. 71 084 55681 72 
o. 812 o. 94757 06601 38 0. 682 01 53046 96 0. 862 1. 03920 20218 39 o. 71141 95609 52 
o. 813 0. 94928 6041 6 29 0. 68261 76576 55 0. 863 1.  04117 8086 7 05 o. 71199 29862 92 
o. 814 0. 95100 55415 87 0 . 68321 94212 31 o. 864 1. 04316 08445 30 o. 71256 58446 55 

0. 815 o. 95272 91949 40 0. 68382 0 5958 54 0 . 865 1. 04515 03716 61 o. 71313 81365 07 
o. 816 0. 95445 70370 88 0. 68442 1 1819 54 o. 866 1. 04714 67458 63 o. 71370 98623 14  
o. 817  o. 95618 91039 18 0. 68502 1 1799 62 0. 867 1.  04915 00463 62 o. 71428 10225 41 
o. 818 o. 95792 54318 04 0. 68562 05903 10 0. 868 1. 05116 03538 76 o. 71485 16176 56 
o. 819 0. 95966 60576 23 0. 68621 94134 31 o. 869 1. 05317 77506 61 0. 71542 16481 25 

o. 820 o. 96141 10187 64 0. 68681 76497 59 0 . 870 1. 05520 23205 49 0. 71599 11144 1 6  
o .  821 o. 96316 03531 36 0. 68741 52997 28 o. 871 1. 05723 41489 91 o. 71656 00169 99 
o. 822 0. 96491 40991 79 0. 68801 23637 73  o .  872 1. 05927 33231 01 o. 71712 83563 41 
o. 823 0. 96667 22958 76 0. 68860 88423 31 0 . 873 1. 0613J 99317 03 o. 71769 61329 12 
o. 824 o. 96843 49827 60 0. 68920 47358 39 o. 874 1. 0633 40653 78 o. 71826 33471 82 

o. 825 o. 97020 2 1999 29 0. 68980 00447 34 o. 875 1. 06543 58165 11 o. 71882 99996 22 
o. 826 0. 97197 39880 56 0. 69039 47694 55 o. 876 1.  06 750 52793 43 o. 71939 60907 02 
o. 827 0. 97375 03884 00  0. 69098 89104 41  o. 877 1 . 06958 25500 24 o. 71996 16208 94 
o. 828 0. 97553 14428 17 o. 69158 24681 33 0. 878 1. 07166 77266 67 o. 72052 65906 7 0  
0 .  829 0. 97731 71937 77 0. 69217  54429 71  0. 879 1. 07376 09094 07 o. 72109 10005 0 3  

o .  830 0. 97910 76843 68 o. 69276 78353 97 0. 880 1. 07586 22004 54 0. 72165 48508 65 
o. 831 0. 98090 29583 19 o. 69335 96458 54 o. 881 1. 07797 17041 59 0. 72221 81422 30 
o. 832 0. 98270 30600 05 0. 69395 08747 85 0. 882 1. 08008 95270 75 o. 72278 08750 71 
o. 833 0. 98450 80344 64 0. 69454 15226 33 0. 883 1. 08221 57780 22 o. 72334 30498 64 
o. 834 0. 98631 79274 13 0. 69513 15898 44 o. 884 1. 08435 05681 59 o. 72390 46670 83 

o. 835 0. 98813 27852 56 0. 69572 10768 63 0. 885 1. 08649 40110 49 o .  72446 57272 04 
o. 836 0. 98995 26551 06 0 . 69630 99841 36 0. 886 1. 08864 62227 36 o. 72502 62307 01 
o. 837 0. 99177 75847 95 0. 69689 83121 11 o. 887 1. 09080 73218 22 o. 72558 61780 53 
o. 838 0. 99360 76228 94 0. 69748 60612 34 0 . 888 1.  09297 74295 43 o. 72614 55697 34 
o. 839 0. 99544 28187 22 o. 69807 32319 55 o. 889 1. 09515 66698 56 o. 72670 44062 23 

o. 840 o. 99728 32223 72 0. 69865 98247 21 o. 890 1. 09734 51695 23 o. 72726 26879 97 
o. 841 0. 99912 88847 18 0. 69924 58399 85 o. 891 1. 09954 30581 99 o. 72782 04155 34 
0. 842 1. 00097 98574 39 0. 69983 12781 94 0. 892 1. 10175 04685 30 o. 72837 75893 12 
o. 843 1. 0 0283 61930 35 o. 70041 61398 02 o. 893 1. 10396 75362 43 o. 72893 42098 11 
o. 844 1. 0 0469 79448 46 o. 70100 04252 59 o. 894 1. 10619 44002 56 o. 72949 02775 09 

o. 845 1. 00656 51670 67 o. 70158 41350 19 0. 895 1. 1 0843 12027 75  o. 73004 57928 87 
o. 846 1. 00843 79147 75 o. 70216 72695 35 o. 896 1. 11067 80894 12 0. 73060 07564 24 
o. 847 1. 01031 62439 41 o. 70274 98292 60 0. 897 1. 11293 52092 94 o. 73115 51686 02 
o. 848 1. 01220 02114 56 o. 70333 18146 49 0 . 898 1. 11520 27151 85 o. 73170 90299 00 
o. 849 1. 01408 98751 50 o. 70391 32261 58 0. 899 1. 11748 07636 13 o. 73226 23408 01 

o. 850 1. 01598 52938 15 o. 7 0449 40642 42 0. 900 1. 11976 95149 99 o. 73281 51017 87 [( -;) 7] [( -l)7] [1-�) 1] [ (-:)7] 
� = 1 .57079 63267 95 
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Table 4 . 1 4  INVERSE CIRCULAR SINES AND TANGENTS 

X arcsin J' arctan �· �· arcsin :�.· arctan a: j (x) 
o. 900 1. 11976 95149 99 o. 73281 51017 87 D. 950 1. 25323 58975 03 0. 75976 27548 76 1. OD421 42513 02 
o. 901 l. 12206 91337 93 0. 73336 73133 38 0. 951 1. 25645 42223 06 o. 76028 81166 70 1. 00412 90197 55 
o. 902 1. 12437 97886 21 o. 73391 89759 38 o. 952 1. 25970 4725 D  03 0.  76081 29540 2 8  l .  00.404 382 7 4 04 
o. 903 1. 12670 1 6524 29 o. 73447 00900 7D 0. 953 1. 26298 84259 28 o. 76133 72674 43 1. 00395 86742 15 
o. 904 1. 12903 49026 45 0. 73502 06562 16 0. 954 1. 26630 64000 67 0. 76186 10574 14 1. 00387 35601 52 

o. 905 1. 13137 97213 39 o. 73557 06748 62 0. 955 1 . 26965 97812 42 o. 76238 43244 37 l.  00378 84851 78 
0. 906 1. 13373 62953 96 0. 7 3612 01464 89 0. 956 1. 27304 97667 20 o. 76290 70690 08 1. 00370 34492 58 
0. 907 1. 1 3610 48166 99 o. 73666 90715 84 0, 957 1. 27647 76222 92 o. 76342 92916 23 1. 00361 84523 57 
0. 908 1. 13848 54823 12 o. 73721 74506 30 0. 958 1. 27994 46878 88 o. 76395 09927 81 1. 00353 34944 39 
o. 909 1. 14087 84946 83 o. 73776 52841 13 0, 9 59 1. 28345 2 3838 0 0  o. 76447 2 1729 78 1. 00344 85754 69 

o. 910 1. 14328 40618 50 0. 73831 25725 17 0 . 960 1 . 28700 22175 87 o.  76499 28327 11 1. 00336 36954 10 
o. 911 1. 14570 2 3976 58 o. 73885 93163 30 0. 961 1. 29059 57917 69 0. 76551 29724 78 1. 00327 88542 28 
0. 912 1. 14813 37219 91 o. 73940 55160 36 0. 9 62 1. 29423 48124 14 o. 76603 2 5927 75 1, 00319 40518 88 
o. 913 1. 15057 82610 10 o.  73995 11721 2 2  o.  963 1. 29792 10987 43 o.  76655 16941 02 1. 00310 92883 53 
0. 914 1. 15303 62474 12 o.  74049 62850 76 0. 964 1. 30165 65939 20 o. 76707 02769 55 1. 00302 45635 89 

o. 915 1. 15550 79206 90 o.  74104 08553 83 0. 965 1. 30544 33771 97 o. 76758 83418 33 1. 00293 98775 61 
o. 916 1. 15799 35274 19 o. 741 58 48835 32 0. 966 1. 30928 36776 35 o.  76810 58892 33 1. 00285 52 302 33 
0. 917 1. 16049 3321 5  50 o. 74212 83700 1 0  0 . 967 1. 31317 98896 52 o. 76862 29196 53 1. 00277 06215 71 
0. 918 1. 16300 75647 25 o.  74267 1 3153 04 o.  968 1. 31713 45907 19 0. 76913 94335 92 1. 00268 60515 39 
a. 919 1. 16553 65266 04 o.  74321 37199 05 o. 969 1. 32115 05615 5 4  o. 76965 54315 49 1. 0a26a 15201 a2 

a. 92a 1. 1 68a8 04852 14 a. 74375 55842 99 0. 970 1 . 32523 aaa92 80 o. 77a17 a9140 2a 1. 0a251 70272 25 
a.  921 1. 17063 97273 16 o .  74429 69a89 76 o. 971 1. 32937 85940 93 o.  77068 58815 06 1. 00243 25728 74 
0, 922 1. 17321 45487 95 a. 74483 76944 25 0. 972 1, 33359 74601 02 0. 7712a 03345 0 5  1. 00234 81570 1 3  
o .  923 1. 17580 52550 71 o.  74537 79411 35 0. 973 1.  33789 12711 79 o. 77171 42735 14 1. 00226 37796 07 
o. 924 1. 17841 21615 31 a. 74591 76495 97 o. 974 1 . 34226 42528 47 a. 11222 76990 34 1 . 0 0217 94406 23 

a. 925 1. 18103 55939 97 ' o. 74645 68203 00 0. 975 1. 34672 10414 93 a. 77274 06115 63 1. 00209 51400 25 
o.  926 1. 18367 58892 09 o. 74699 54537 3 5  0. 976 1. 35126 67425 45 a. 77325 30116 01 1. 002 0 1  08777 78 
o. 927 1. 18633 33953 44 o. 74753 35503 92 o. 977 1. 35590 69996 85 o. 77376 48996 45 1. D0192 66538 49 
o. 928 1. 18900 84725 71 o. 74807 11107 62 o. 978 1. 36064 80777 70 o. 77427 62761 95 1. a0184 24682 01 
a. 929 1. 19170 14936 35 a. 74860 81353 3 6  a. 979 1. 36549 69629 42 a. 77478 71417 s1 1. a0175 83208 02 

0. 930 1. 19441 2 8444 77 o. 74914 46246 06 o. 980 1. 37046 14844 72 a. 77529 74968 12 1. 00167 42116 16 
o. 931 1. 19714 2 9249 00 o. 74968 D5790 63 D. 981 1. 37555 04644 29 a. 77580 73418 11 1. D0159 01406 0 8  
o .  932 1. 19989 21 492 75 o. 75 021 59991 99 0, 982 1. 38077 39033 32 o. 77631 66774 45 1. 0D1 5 0  61D77 45 
a. 933 1. 2a266 D9472 92 D. 75a75 08855 D6 o. 983 1. 38614 32129 70 o. 77682 55040 17 1. 00142 21129 93 
o. 934 1. 2 0544 97647 69 o. 75128 52384 76 o. 984 1. 39167 15119 16 o. 77733 382 2 0  91 1. 00133 81563 16 

0. 935 1. 2a825 9a645 07 a. 75181 9a586 a3 a. 985 1. 39737 4aas6 99 a. 77784 16321 67 l. ao125 42376 8a 
o. 936 1. 21108  93272 1a o. 75235 2 3463 79 a. 986 1. 4a326 84832 96 a. 77834 89347 44 1. a0117 a3s7a 52 
o. 937 1. 2 1 394 1a524 70 o. 75288 51022 96 o. 987 1. 40937 59766 46 a. 77885 573a3 23 1. ao1a8 65143 98 
o. 938 1. 21681 47 598 2 2  o .  75341 73268 49 0, 988 1. 41572 16538 31 a. 77936 20194 04 1. 00100 27096 82 
o. 939 1. 21971 09898 74 a. 75394 9a2a5 30 a .  989 1. 42233 6a557 98 o. 77986 78024 85 1. a0091 89428 72 

o. 940 1. 22263 03055 2 2  o. 75448 01838 34 0. 990 1. 42925 68534 70 0. 78037 30800 67 1. a0083 52139 33 
o. 941 1. 2 2557 32932 59 o. 75501 08172 55 0. 991 1. 43653 142a7 77 0. 78087 78526 49 1. 00075 15228 31 
o. 942 1. 22854 05645 81 o.  75554 09212 86 o. 992 1. 44422 074a8 32 o. 78138 2 1207 32 1. oaa66 78695 32 
0. 943 1. 2 3153 27575 as a. 756a7 04964 22 a. 993 1. 4524a 56a12 67 o.  78188 58848 15 1. oaas8 4254a a2 
a. 944 1. 2 3455 a5382 a2 a. 75659 95431 57 0. 994 1. 46119 69689 63 a. 78238 91453 98 1. oaa5a a6762 a8 

a. 945 1. 2 3759 46a27 74 a. 75712 8a619 86 0. 995 1. 47a75 46131 83 a. 78289 19029 81 1. 00041 71361 15 
a.  946 1. 24a66 56791 62 a. 75765 6a534 as 0 . 996 1 .  48132 37665 9a o.  78339 4158a 64 1. 0a033 36336 91 
a. 947 1. 24376 45292 24 a. 75818 35179 a8 a. 997 1. 49331 72818 71 a. 78389 59111 47 1. oaa2s a1689 01 
a. 948 1. 2 4689 195a9 9 a  a. 75871 04559 9a a. 998 1 .  s a754 a2279 20 a. 78439 71627 31 1. oaa16 67417 11 
a. 949 1. 2 5004 87811 06 o. 75923 68681 48 a. 999 1. 526a7 12396 26 a. 78489 79133 14 1. aaaa8 33520 89 

a. 950 1. 25323 58975 03 a. 75976 27548 76 1. aoa 1, 57079 63267 95 a. 78539 81633 97 l. aaooo aaaoa aa 

[(-�)4] [(-J)7] [(-J)7] [(-:)5] 
For arctan .t·, .t>l see Example 22. 2=1.57079 63267 95 arcsin .r=2-[2(l-:r)]�f(.r) 
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HYPERBOLIC FUNCTIONS Table 4. 1 5  

X sinh x cosh x tanh x coth x 
o. 00  0. 00000 0000  1. 00000 0000 0. 00000 000 00 
o. 0 1  0. 01000 0167 1. 00005 0000 0. 00999 967 1 00. 00333 33 
o. 02 0. 02000 1333 1. 00020 0007 0. 01999 733 50. 00666 65 
o. 03 0. 03000 4500 1. 00045 0034 0. 02999 1 00 33. 34333 27 
o. 04 0, 04001 0668 1. 00080 0107 0. 03997 868 25. 01333 19 

o. 0 5  0. 05002 0836 1. 00125 0260 0. 04995 838 20. 01666 39 
o. 06  o. 06003 6006 1. 00180 0540 0. 05992 810  16. 68666 19  
o .  07  o. 07005 7181 1. 00245 1001 o. 06988 589 14. 30904 00 
o. 08 0. 08008 5361 1, 00320 1707 0. 07982 977 12. 52665 53 
o. 09 0, 09012 1549 1. 00405 2734 0, 08975 779 11. 141 09 49 

0. 10  0. 10016 6750 1. 00500 4168 o. 09966 800 1 0. 03331 11 
0. 11  o. 11022 1968 1. 00605 6103 0. 10955 847 9. 12754 62 
0. 12 o. 12028 8207 1. 00720 8644 o. 1 1942 730 8. 37329 5 0  
0. 13 0. 13036 6476 1. 00846 1907 0. 12927 258 7. 73559 23 
0. 14 o. 14045 7782 1. 00981 6017 o. 13909 245 7. 18946 29 

0. 15  o .  15056 3133 1. 01127 1110  o .  14888 503  6 .  71659 18 
0. 16 0. 16068 3541 1. 01282 7330 0. 15864 850 6. 30324 25 
o. 17 0. 17082 0017 1. 01448 4834 0. 1 6838 105 5. 93891 07 
0, 1 8  0. 18097 3576 1. 01624 3787 o. 1 7808 087 5. 61542 64 
0. 19 o. 19114 5232 1. 01810 4366 0, 18774 621 5, 32633 93 

o. 2 0  o .  20133 6003 1. 02006 6 756 o. 19737 532 5. 06648 96 
o. 2 1  o .  21 154 6907 1. 022 1 3  1153 0. 20696 650 4. 83169 98 
o. 22 0. 22177 8966 1. 02429 7764 0. 21651 806 4. 61855 23 
o. 23 o. 23203 3204 1. 02656 6806 o. 22602 835 4. 42422 37 
o. 24 0. 24231 0645 1. 02893 8506 o. 23549 575 4. 24636 11 

o. 25 0. 25261 2317 1. 03141 3100 0. 24491 866 4. 08298 82 
o. 2 6  0. 26293 9250 1. 03399 0836 o. 25429 553 3. 93243 24 
o. 2 7  0. 27329 2478 1 , 03667 1973 0. 26362 484 3. 79326 93 
o. 28  0, 28367 3035 1. 03945 6777 o. 27290 508 3. 66427 77 
o. 29 0. 29408 1960 1. 04234 5528 o. 28213 481 3. 54440 49 

o. 3 0  0. 30452 0293 1. 045 33 8514 o. 29131 261 3. 43273 84 
o. 31 0. 31498 9079 1. 04843 6035 o. 30043 710 3. 32848 38 
o. 32 0. 32548 9364 1. 05163 8401 o. 30950 692 3. 23094 55 
o. 33 0. 33602 2198 1. 05494 5931 0. 31852 078 3. 13951 26 
o. 34 0. 34658 8634 1. 05835 8957 0. 32747 740 3. 05364 59 

o. 35 o. 35718 9729 1. 06187 7819 o. 33637 554 2. 97286 77 
o. 3 6  0. 36 782 6544 1. 06550 2870 o. 34521 403 2. 89675 36 
o. 37 0. 37850 0142 1. 06923 4473 o. 35399 171 2. 82492 49 
0. 38 0. 38921 1590 1. 07307 2999 o. 36270 747 2. 75704 28 
o. 39 0. 39996 1960 1. 07701 8834 o. 37136 023 2. 69280 32 

o. 40 0. 41075 2326 1. 08107 2372 o. 37994 896 2. 63193 24 
o. 4 1  0. 42158 3767 1. 08523 4018 0. 38847 268 2. 5741 8 36 
o. 42 o. 43245 7368 1. 08950 4188 0. 39693 043 2. 51933 32 
o. 43 0. 44337 4214 1.  09388 3309 o. 4 0532 131  2. 46717 85 
o.  44 0, 45433 5399 1. 09837 1820 o. 41364 444 2. 41753 52 

o. 45 0. 46534 2017 1. 10297 0169 o. 42189 901 2. 37023 55 
o. 46 0. 47639 5170 1. 10767 8815 o. 43008 421 2. 32512 60 
o. 47 0. 48749 5962 1. 11249 8231 o. 43819 932 2. 28206 66 
o. 48 0. 49864 5505 1. 11742 8897 0. 44624 361 2. 24092 84 
o. 49 0. 50984 4913 1. 12247 1307 o. 45421 643 2. 20159 36 

o. 5 0  0. 52109 5305 1. 12762 5965 o. 46211 716  2. 16395 34  [(-�)6] [(-f) l] [(-�)9] 
For coth x, x :5 . 1 use 4 .. 5.67. 

Compilation of tanh ;c and coth x from National Bureau of Standards, Table 
of circular and hyperbolic tangents and cotangents for radian arguments, 2d 
printing. Columbia Univ. Press, New York, N.Y., 1947 (with permission) . 
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Table 4.15 HYPERBOLIC FUNCTIONS 

X sinh x cosh x tanh x coth x 

o. 50 0. 52109 5305 1. 12762 5965 o. 46211 716 2. 16395 34 
o. 51 0. 53239 7808 1. 13289 3387 0, 46994 520 2. 12790 77 
o. 52 0. 54375 3551 1. 1 3827 4099 o. 47770 001 2. 09336 40 
0. 53 0. 55516 3669 1. 14376 8639 0. 48538 109 2 . 06023 68 
0. 54 o. 56662 9305 1. 14937 7557 0, 49298 797 2. 02844 71 

o. 55 0. 57815 1604 1. 15510 1414 o. 50052 021 1 . 99792 13 
o.  56 o. 58973 1718 1. 16094 0782 0. 50797 743 1. 96859 14 
o. 57 o. 60137 0806 1. 16689 6245 o. 51535 928 1. 94039 39 
o. 58 o. 61307 0032 1. 17296 8399 o. 52266 543 1. 91326 98 
o. 59 o. 62483 0565 1. 17915 7850 o. 52989 561 1.  88716 42 

o. 60 o. 63665 3582 1. 1 8546 5218 0. 53704 957 1. 86202 55 
0. 61 0. 64854 0265 1. 19189 1134 0. 54412 710 1. 83780 59 
o. 62 0. 66049 1802 1. 19843 6240 o. 55112 803 1 . 81446 04 
o. 63 o. 6 7250 9389 1. 20510 1190 0. 55805 222 1. 79194 70 
o.  64 o. 68459 4228 1. 21188 6652 0. 56489 955 1. 77022 62 

0. 65 0. 69674 7526 1. 2 1879 3303 o. 57166 997 1. 74926 10 
o. 66 o. 70897 0500 1. 22582 1834 0. 57836 341 1. 72901 67 
o. 67 o. 72126 4371 1. 23297 2949 0. 58497 988 1. 70946 05 
o. 68 o. 73363 0370 1. 24024 7362 0. 59151 940 1. 69056 16 
o. 69 o.  74606 9732 1. 24764 5801 0. 59798 200  1. 67229 1 1  

o .  7 0  o .  75858 3702 1. 25516 9006 o. 60436 778 1. 65462 16 
0. 71  o .  77117 3531  1. 26281 7728 0. 61067 683 1. 63752 73 
o. 72 o. 78384 0477 1. 27059 2733 o. 61690 930 1. 62098 38 
o. 73 o. 79658 5809 1. 27849 4799 o. 62306 535 1. 60496 81 
o. 74 o. 80941 0799 1. 28652 4715 o. 62914 516 1. 58945 83 

0. 75 o. 82231 67 32 1. 29468 3285 o. 63514 895 1. 57443' 38 
o. 76 0. 83530 4897 1, 30297 1324 o. 64107 696 1. 55987 51 
o. 17 0, 84837 6593 1. 31138 9661 0. 64692 945 1. 54576 36 
o. 78 o. 86153 3127 1. 31993 9138 o. 65270 671 1. 53208 17 
o. 79 o. 87477 5815 1. 32862 0611 o. 65840 904 1.  51881 27 

o. 80 0. 88810 5982 1. 33743 4946 o. 66403 677 1. 50594 07 
o. 81 o. 90152 4960 1. 34638 3026 o. 66959 026 1. 49345 06 
o. 82 0. 91503 4092 1. 35546 5746 o. 67506 9 87 1. 48132 81 
o.  83 0. 92863 4727 1. 36468 4013 0. 68047 601 1. 46955 95 
o.  84 0. 94232 8227 1. 37403 8750 0 . 68580 906 1. 45813 18 

o. 85 o. 95611 5960 1. 38353 0892 0. 69106 947 1. 44703 25 
0. 86 0. 96999 9306 1. 39316 1388 0, 69625 767 1. 43624 99 
o. 87 o. 98397 9 652 1. 40293 1201 o. 70137 413 1. 42577 26 
o. 88 0. 99805 8397 1. 41284 1309 o. 70641 932 1. 41558 98 
o. 89 1.  01223 6949 1. 42289 2702 o. 71139 373 1.  40569 13 

o.  90 1. 02651 6 726 1. 43308 6385 o. 71629 787 1. 39606 73 
o. 91 1. 04089 9155 1. 44342 3379 o. 72113 225 1. 38670 82 
0. 92 1. 05538 56 7 4 1. 45390 4716 o. 72589 742 1. 37760 51 
o. 93 1.  06997 7734 1. 46453 1444 o. 73059 390 1. 36874 95 
o. 94 1. 08467 6791 1. 47530 4627 o. 73522 225 1. 36013 29 

o. 95 1. 09948 4318 1, 48622 5341 0. 7 3978 305 1. 35174 76 
0. 96 1. 11440 1794 1. 49729 4680 0. 74427 687 1.  34358 60 
o. 97 1. 12943 0711 1. 50851 3749 o. 74870 429 1. 33564 08 
o. 98 1. 14457 2572 1. 51988 36 70 o. 75306 591 1. 32790 50 
o.  99 1.  15982 8891 1. 53140 5582 o. 75736 2 32 1. 32037 2 0  

1.  00 1. 17520 1194 1. 54308 0635 o. 76159 416 1, 31303 53 [( 45) 1  J [( ll2J [( -:)9] [C s4)2] 
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HYPERBOLIC FUNCTIONS Table 4.15 

X sinh x cosh x tanh x coth x 

1. 00 1. 17520 1194 1. 54308 0635 o. 76159 416 1. 31 303 53 
1. 01 1. 19069 1018 1. 55490 9997 o. 76576 202 1. 30588 87 
1. 02 1. 20629 9912 1. 56689 4852 o. 76986 654 1. 29892 64 
1. 03 1. 22202 9437 1. 57903 6398 o. 77390 834 1. 29214 27 
1. 04 1. 23788 1166 1. 59133 5848 o. 77788 807 1. 28553 20 

1. 05 1. 25385 6684 1. 60379 4434 o. 78180 636 1. 27908 91 
1. 06 1. 26995 7589 1. 61641 3400 o. 78566 386 1. 27280 90 
1. 07 1. 28618 5491 1. 62919 4009 o. 78946 122 1. 26668 67 
1. 08 1.  30254 2013 1. 64213 7538 o. 79319 910 1. 26071 75 
1.  09 1. 31902 8789 1. 65524 5283 o. 79687 814 1. 25489 7 0  

1 .  10 1. 33564 7470 1. 66851 8554 o. 80049 902 1. 24922 08 
1. 11  1. 35239 9717 1. 68195 86 78 0. 80406 239 1. 24368 46 
1.  12 1.  36928 7204 1. 69556 6999 0. 80756 892 1. 23828 44 
1. 13 1. 38631 1622 1. 70934 4878 o. 81101 926 1. 23301 63 
1. 14 1. 40347 4672 1. 72329 3694 o. 81441 409 1. 22787 66 

1.  15 1.  42077 8070 1. 73741 4840 0. 81775 408 1. 22286 15 
1. 16 1. 43822 3548 1. 75170 9728 0. 82103 988 1. 21796 76 
1. 17 1. 45581 2849 1. 76617 9790 o. 82427 217 1. 21319 15 
1. 18 1. 47354 7732 1. 78082 6471 o. 82745 161 1. 2 0852 99 
1. 19 1. 49142 9972 1. 79565 1236 0. 83057 887 1. 20397 96 

1. 20 1.  50946 1355 1.  81065 556 7 0. 83365 461 1. 19953 75 
1. 21 1.  52764 3687 1. 82584 0966 0. 83667 949 1. 19520 08 
1. 22 1. 54597 8783 1. 84120 8950 o. 83965 418 1. 19096 65 
1. 23 1. 56446 8479 1. 85676 1057 0. 84257 933 1 . 18683 19 
1. 24 1. 58311 4623 1. 87249 8841 o. 84545 560 1. 18279 42 

1. 25 1. 60191 9080 1. 88842 3877 0. 84828 364 1. 17885 1 0  
1. 26 1.  62088 3730 1. 90453 7757 o. 85106 411 1. 17499 96 
1. 27 1. 64001 0470 1.  92084 2092 o. 85379 765 1. 17123 77 
1. 28 1. 65930 1213 1. 93733 8513 0. 85648 492 1. 16756 29 
1. 29 1. 67875 7886 1. 95402 8669 0, 85912 654 1. 16397 29 

1. 30 1. 69838 2437 1. 970'H 4230 o. 86172 316 1. 16046 55 
1.  31 1.  71817 6828 1. 98799 6884 o. 86427 541 1.  15703 86 
1. 32 1. 73814 3038 2. 00527 8340 0. 86678 393 1. 15369 01 
1. 33 1. 75828 3063 2. 02276 0324 0. 86924 933 1. 15041 79 
1.  34 1. 77859 8918 2. 04044 4587 o. 87167 225 1. 14722 02 

1.  35 1.  79909 2635 2. 05833 2896 o. 87405 329 1. 14409 50 
1. 36 1. 81976 6262 2. 07642 7039 0. 87639 307 1. 14104 05 
1.  37 1. 84062 1 868 2. 09472 8828 0. 87869 219 1. 13805 50 
1. 38 1. 86166 1537 2. 11324 0090 o. 88095 127 1. 13513 66 
1. 39 1.  88288 7374 2. 13196 2679 0. 88317 089 1. 13228 37 

1. 40 1. 90430 1501 2. 15089 8465 o. 88535 165 1. 12949 47 
1. 41 1. 92590 6060 2. 17004 9344 0. 88749 413 1. 12676 80 
1. 42 1.  94770 3212 2. 1 8941 7229 0. 88959 892 1. 12410 21 
1. 43 1. 96969 5135 2. 20900 4057 o. 89166 660 1. 12149 54 
1. 44 1. 99188 4029 2. 22881 1788 o. 89369 773 1. 11894 66 

1. 45 2. 01427 2114 2. 24884 2402 o. 89569 287 1. 11645 41 
1. 46 2. 03686 1627 2. 2 6909 7902 0. 89765 260 1. 11401 67 
1. 47 2. 05965 4828 2. 28958 0313 o. 89957 745 1. 11163 30 
1. 48 2. 08265 3996 2. 31029 1685 0. 90146 799 1.  10930 17 
1. 49 2. 1 0586 1432 2. 33123 4087 0. 90332 474 1. 10702 16 

1. 50 2. 12927 9455 2. 35240 9615 o. 90514 825 1. 10479 14 
[( -45)3] [( -:)3] [( -:)8] [( -45)2] 
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Table 4.15 HYPERBOLIC FUNCTIONS 

X sinh x cosh x tanh x coth x 
1. 50 2. 12927 9455 2. 35240 9615 0. 90514 825 1. 10479 14 
1 .  5 1  2. 15291 0408 2. 37382 0386 0. 90693 905 1 . 10260 99 
1 .  52 2 . 17675 6654 2 . 39546 8541 0. 90869 766 1 . 10047 60 
1. 53  2. 2 0082 0577 2. 41735 6245 0. 91 042 459 1. 098.38 86 
1. 54 2. 22510 4585 2. 4.3948 5 686 o. 91212 037 1 . 09634 65 

1. 55 2. 24961 1 1 04 2. 46185 9078 o. 91 378 549 1. 09434 87 
1. 56 2 . 27434 2587 2. 48447 8658 0. 91542 046 1. 09239 42 
1. 57 2 . 29930 1506 2. 5 0734 6688 0. 91702 576 1 . 09048 19 
1. 58 2 . 32449 0357 2. 53046 5455 0. 91860 189 1 . 08861 09 
1. 59 2. 34991 1658 2. 55.38.3 7270 o.  92014 933 1. 08678 01 

1 .  60 2. 37556 7953 2. 57746 4471 0. 92166 855 1 . 08498 87 
1 .  61 2 . 40146 1807 2. 60134 9421 0. 92.316 00.3 1. 08.32.3 58 
1. 62 2. 42759 5809 2. 62549 4508 o. 92462 422 1. 08152 04 
1. 63 2. 45.397 2572 2. 64990 2146 o. 92606 158 1 . 07984 1 8  
1 .  64 2. 48059 4735 2. 67457 4777 0. 92747 257 1. 07819 90 

1. 65 2. 50746 4959 2. 69951 4868 o. 92885 762 1. 07659 1 3  
1. 66 2. 53458 5932 2. 72472 4912 o. 93021 718 1 . 07501 78 
1 .  67 2. 56196 0366 2. 75020 7431 0. 93155 168 1 .  07.347 77  
1 . 68  2. 58959 0998 2. 77596 497 4 0. 93286 155 1 . 07197 04 
1. 69 2. 61748 0591 2 .  80200  0115 o. 93414 721 1 .  07049 51 

1. 70 2. 64563 1934 2 .  828.31 5458 0. 93540 907 1. 06905 10  
1. 71 2. 67404 7843 2. 85491 3635 0. 93664 754 1. 06763 75 
1. 72 2. 70273 1158 2. 88179 7306 0. 93786 303 1. 06625 38 
1. 73 2. 73168 4749 2. 90896 9159 o. 93905 59.3 1. 06489 93 
1 .  74 2. 76091 1511  2. 93643 1912  o. 94022 664 1. 06357 34 

1 .  75 2. 79041 4366 2. 96418 8310 0. 94137 554 1. 06227 53 
1. 76 2. 82019 6265 2. 99224 1 129 0. 94250 301 1 . 06100 46 
1. 77 2. 85026 0186 3. 02059 3175 o. 94360 942 1. 05976 05 
1 .  78 2 .  88060 9136 3. 04924 7283 0. 94469 516 1. 05854 25 
1. 79 2. 91124 6148 3. 07820 6318 o. 94576 057 1 .  05735 01 

1. 80 2. 94217 4288 3. 1 0747 3176 0. 94680 601 1. 05618 26 
1. 81 2. 9 7339 6648 3. 1.3705 0785 0. 94783 185 1. 05503 95 
1. 82 3. 00491 6349 3. 1 6694 2 100 0. 94883 842 1 .  05392 02 
1 .  83 3. 03673 6545 3. 19715 0113 0. 94982 608 1 .  05282 43 
1. 84 3. 06886 0417 3. 22767 7844 0. 95079 514  1. 05175 1.3 

1. 85 3. 1 0129 1178 3. 2 5852 8344 0. 95174 596 1. 05070 05 
1. 86 3. 13403 2 071 3. 28970 4701 0. 95267 884 1 .  04967 17 
1. 87 3. 16708 6369 3. 32121 0031 0. 95359 412 1 .  04866 42 
1. 88 3. 20045 7378 3. 35304 7484 0. 95449 211  1. 04767 76  
1. 89 3. 23414 8436 3. 38522 0245 0. 95537 312 1. 04671 1 5  

1. 9 0  3. 26816 2912 3. 41773 1531 0. 95623 746 1. 04576 53 
1 .  91 3. 30250 4206 3. 45058 4593 o. 95708 542 1. 04483 88 
1. 92 3. 33717 5754 3. 48378 2716 o. 95791 731  1 . 0439.3 1 4  
1 .  9 3  3 .  37218 1 022  3. 51732 9220  0. 95873 341 1 .  04304 28 
1. 94 3. 40752 3510 3. 55122 7460 0. 95953 401 1. 0421 7  25 

1. 95 3. 4432 0 6754 3. 58548 0826 0 . 96031 939 1 . 04132 02 
1. 96 3. 47923 4322 3. 62009 2743 0. 96108 983 1 . 04048 55 
1. 97 3. 51560 9816 3. 65506 6672 0. 96184 561 1 . 03966 79 
1. 98 3. 552.33 6874 .3. 69040 6111 0. 96258 698 1 . 03886 72 
1. 99 3. 58941 9168 3. 72611 4594 0. 96331 422 1 . 03808 29 

2. 00 3. 62686 0408 .3. 76219 5691  o .  96402 758 1. 037.31 47 [<-:)4] [< -55)5] [< -46)4] [< -36)6] 
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HYPERBOLIC FUNCTIONS Table 4.15 

X sinh x cosh x tanh x coth x 

2. 0 3. 62686 0408 3. 76219 5691 0. 96402 75801 1. 03731 47207 
2. 1 4. 02185 6742 4. 14431 3170 0. 97045 19366 1. 03044 77350 
2. 2 4. 4571 0 5171 4. 56790 8329 0. 97574 31300 1. 02485 98932 
2. 3 4. 93696 1806 5. 03722 0649 0. 98009 63963 1. 02030 78022 
2. 4 5. 46622 9214 5. 55694 7167 0. 98367 48577 1. 01659 60756 

2. 5 6. 0502 0 4481 6. 13228 9480 0. 98661 42982 ! . 01356 73098 
2. 6 6. 69473 2228 6. 76900 5807 0. 98902 74022 1. 0 1 109 43314 
2. 7 7. 40626 3106 7. 47346 8619 0. 99100 74537 1. 00907 41460 
2. 8 8. 19191 8354 8. 25272 8417 0. 99263 15202 1. 00742 31773 
2. 9 9. 05956 1075 9. 11458 4295 0. 99396 31674 1. 00607 34973 

3. 0 10. 01787 4927 10. 06766 1996 0. 99505 47537 1. 00496 98233 
3. 1 11. 07645 1040 11. 12150 0242 0. 99594 93592 1. 00406 71152 
3. 2 12. 24588 3997 12. 28664 6201 o.  99668 2 3978 1. 00332 86453 
3. 3 13. 53787 7877 13. 57476 1044 o. 99728 29601 1. 00272 44423 
3. 4 14. 96536 3389 14. 99873 6659 o .  99777 49279 1. 00223 00341 

3. 5 16. 54262 7288 16. 57282 4671 0. 99817 78976 1. 00182 54285 
3. 6 18. 28545 5361 18. 31277 9083 0. 99850 79423 1. 00149 42872 
3. 7 20. 2 1129 0417 20. 23601 3943 o .  99877 82413 1. 00122 32532 
3. 8 2 2. 33940 6861 22. 36177 7633 0. 99899 95978 1. 00100 14040 
3. 9 24. 69110 3597 24. 711 34 5508 0. 99918 08657 1. 00081 98059 

4. 0 27. 28991 7197 27. 30823 2836 o. 99932 92997 1. 00067 11504 
4. 1 30. 16185 7461 30. 17843 0136 0. 99945 08437 1. 00054 94581 
4. 2 33. 33566 7732 33. 35066 3309 0. 99955 03665 1. 00044 98358 
4. 3 36. 8431 1 2570 36. 85668 1129 0. 99963 18562 1. 00036 82794 
4. 4 40. 71929 5663 40. 73157 3002 0. 99969 85793 1. 00030 15116 

4. 5 45. 00301 1152 45. 01412 0149 0. 99975 32108 1. 00024 68501 
4. 6 49. 73713 1903 49. 74718 3739 0. 99979 79416 1. 00020 20992 
4. 7 54. 96903 8588 54. 97813 3865 o. 99983 45656 1. 00016 54618 
4. 8 60. 75109 3886 60. 75932 3633 0. 99986 45517 1. 00 013 54666 
4. 9 67. 14116 6551 67. 14861 3134 0. 99988 91030 1. 00011 09093 

5. 0 74. 2032 1 0578 74. 2 0994 8525 o. 99990 92043 1. 00009 08040 
5. 1 82. 00790 5277 82. 01400 2023 o. 99992 5662 1 1. 00007 43434 
5. 2 90. 63336 2655 90. 63887 9220 0. 99993 91369 1. 00006 08668 
5. 3 100. 1 6590 9190 100. 17090 0784 0. 99995 01692 1. 00004 98333 
5. 4 110. 70094 9812 110. 70546 6393 o. 99995 92018 1. 00004 07998 

5. 5 122. 34392 2746 122. 34800 9518 o. 99996 65972 1. 00003 34040 
5. 6 135. 2 1135 4781 135. 21505 2645 0. 99997 26520 1. 00002 73488 
5. 7 149. 43202 7501 149. 43537 3466 0. 99997 76093 1. 00002 2 3912 
5. 8 165. 14826 6177 165. 15129 3732 0. 99998 16680 1. 00001 83323 
5. 9 182. 51736 4210 182. 52010 3655 0. 99998 49910 1. 00001 50092 

6. 0 201. 71315 7370 201. 71563 6122 o. 99998 77117 1. 00001 22885 [< -:) 1] [< -94 )2] 
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Table 4.15 

X sinh x 
6. 0 2 0 1. 71315 7 370 
6. 1 222. 92776 3607 
6. 2 246. 37350 5831 
6. 3 272. 28503 6911 
6.  4 300. 92168 8157 

6.  5 332. 57006 480 3 
6. 6 367. 54691 4437 
6. 7 406. 2 0229 7128 
6.  8 448. 92308 8938 
6. 9 496. 13685 3910 

7. 0 548. 31612 3273 
7. 1 605. 98312 4694 
7. 2 669. 71500 8904 
7. 3 740. 14962 6023 
7. 4 817. 99190 9372 

7. 5 904. 02093 0 686 
7. 6 999. 09769 7326 
7. 7 1104. 17376 9530 
7.  8 1220. 30078 3945 
7. 9 13 48. 64097 8762 

a. o 1490. 47aa2 5790 
8. 1 1647. 233Ba 5872 
B. 2 1B20. 4750 1 6339 
B. 3 2011. 93607 2653 
a. 4 2223. 53326 1416 

B.  5 2457. 3a431 8415 
a. 6 2715. a2970 3629 
a. 7 30 01. 45602 5338 
B. a 3317. 12 192 7772 
a.  9 3665. 9a670 13a4 

9. 0 4051. 541 90 2 083 
9. 1 4477. 6462 9 5908 
9.  2 4948. 56447 8852 
9. 3 5469. 00955 8370 
9. 4 6044. 19032 3746 

9. 5 6679. 86337 7405 
9. 6 73a2. 39074 a9 24 
9.  7 815a. 80356 8 366 
9.  8 901 6. 872 43 6188 
9. 9 9965. 18519 4028 

10. 0 110 13. 232a7 4703 

For x> >O, sinh x"' cosh X "'-'� ex. 

•see page n. 

HYPERBOLIC FUNCTIONS 
cosh x tanh x coth x 

201.  71563 61 22 o. 99998 77117 1. 00 0 0 1  22 885 
222. 93000 6475 0. 99998 99391 1. 00001 00610 
246. 37553 5262 0. 99999 1 7629 1. 00000 82372 
272. 28 687 32 15  0. 99999 32560 1. 0 00 0 0  67441 
300. 92 334 9715 0. 99999 44785 1. 00000 55216 

332. 57156 8242 0. 99999 54794 1. 000 0 0  45207 
367. 54827 4805 0. 99999 62988 1. 00000 37012 
406. 2 0 352 8040 0. 99999 69697 1. 00000 30303 
448. 92420 2713 0. 99999 75190 1. 00000 24810 
49 6. 13786 1695 o. 99999 79687 1. 00000  20313 

548. 31703 5155 0. 99999 83369 1. 00000 16631 
605. 98394 9799 0. 99999 86384 1. 0000 0 13616 
669.  71575 549 0 0. 99999 88852 1. 00 000  11148 
740. 15 030 1562 0. 99999 9 0873 1. 00000 09127 
817. 99252 0624 o. 99999 92527 1. 00000 07473 

904. 0214a 3770 0. 99999 93a82 1. 00000 061 1a 
999. 09a19 7778 0. 99999 94991 1. 00 000  05009 

11 04. 17422 2357 o.  99999 95a99 1. 00000 04101 
1220. 30119 36aO o.  99999 96642 1. 00 000  03 358 
1348. 64134 9506 0. 99999 97251 1. 00000 02749 

1490. 47916 12 5 2  o .  99999 97 749 1. 00000 02251 
1647. 2341a 9411 0. 99999 9a157 1. 000 0 0  01843 
1a20. 47529 099 3 0. 99999 98491 1. 00000 01509 
2011.  93632 1 1 70 0. 99999 9 8765 1 . 00000 01235 
2223. 53348 6284 0. 99999 989B9 1. 00000 01011 

2457. 38452 1884 o. 99999 99172 1. 0000 0 ooa2a 
27 15. a29aa 7734 0. 99999 99322 1. 00000 00678 
3001. 45619 192 3 0. 99999 99445 1. 00000 00555 
3317. 12207 8505 0. 99999 99546 1. 00000 00454 
3665. 98683 7772 o. 99999 99628 1. 00 000  0 0 372 

4051. 54202 5493 0. 99999 99695 1 .  00000  00305 
4477. 64640 7574 0. 99999 99751 1. 00000 00249 
4948. 56457 9892 0. 99999 99796 1. 00000 00204 
5469. 00 964 9795 0. 99999 99a33 1. 00000 00167 
6044. 19 040 6471 0. 99999 99 863 1. 00000 00137 

6679. a6 345 2257 0. 99999 99888 1.  00000 00112 
7382. 390a1 6653 0. 99999 99908 1 . 00000 0 0 092 
a15a. a0 362 9649 0. 99999 99925 1. 00000 00075 
9 016. 87249 1640 0. 99999 99939 1. 00000 0 0061 
9965. 18524 4202 0. 99999 9995 0 1. 00000 00050 

11013. 2 3292 0103 0. 99999 99959 1. 00000 0 0041 
* [ <-�)5] [< -:)7] 

For x> 10, tanh x� 1 - 2e-2x, coth X"' 1 +2e-2x to IOD. 
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EXPONENTIAL AND HYPERBOLIC FUNCTIONS FOR THE ARGUMENT ?rX Table 4.16 

X e�x e-x;r sinh 1TX cosh ?rX tanh 1TX 

o. 00 l. 00000 00000 1 .  00000 00000 0. 00000 00000 1, 00000 00000 0. 00000 00000 
o. 01 1. 03191 46153  0. 96907 24263 0.  03142 10945 1 .  00049 35208 o. 03140 55952 
o. 02 1. 06484 77733 0. 93910 13674 o. 06287 32029 1. 00197 45704 0. 06274 93000 
o. 03 1. 09883 19803 o. 91005 72407 0. 09438 73698 1. 00444 46105 o. 09396 97111 
o. 04 1. 13390 07803 o. 88191 13783 0. 12599 47010 1, 00790 60793 o. 12500 63906 

o. 05 1. 17008 87875 0. 85463 59992 o. 15772 63942 1. 01236 23933 0. 15580 03292 
o. 06 1. 20743 17210 o. 82820 4181 3 0. 18961 37699 1. 01781 79512 0. 18629 43856 
o. 07 1. 24596 64399 o. 80258 98355 0. 22168 83022 1. 02427 81377 o. 21643 36952 
0, 08 1. 28573 09795 o. 77776 76792 0, 25398 16502 1. 03174 93294 0. 24616 60434 
0. 09 1. 32676 45892 o. 75371 32120  0. 28652 56886 1. 04023 89006 0. 27544 21974 

0, 10  1. 36910 77706 o. 73040 26910 0. 31935 25398 1. 04975 52308 o. 30421 61929 
0. 11  1. 41280 23184 o. 70781 31080 0. 35249 46052 1. 06030 77132 0. 33244 55730 
0, 12 1. 45789 13610 0, 68592 21659 0, 38598 45975 1. 07190 67634 o. 36009 15776 
0, 13 1. 50441 94029 0, 66470 82576 o. 41985 55727 1. 08456 38303 a. 3871 1 92833 
0, 14 1. 55243 23694 0, 64415 04440 0. 45414 09627 1. 09829 1406 7 0. 41349 76928 

o. 15 1. 60197 76513 0, 62422 84336 0. 48887 46088 1. 11310 30425 0. 43919 97777 
0, 16  1. 65310 41518 0. 60492 2562 8  0. 52409 07945 1 , 12901 33573 o. 46420 24748 
o. 17 1. 70586 23348 0, 58621 37756 0, 55982 42796 1. 14603 80552 0, 48848 66406 
o. 18 1. 76030 42750 0. 56808 36059 o. 59611  03346 1. 16419 39405 o. 51203 696 73 
0, 19 1. 81648 37088 0, 55051 41583 0. 63298 47753 1. 18349 89335 0, 53484 18637 

o. 20 1. 87445 60876 0. 53348 80911 0. 67048 39982 1. 20397 20893 0. 55689 33069 
o. 21 1. 93427 86325 0. 51698 85988 0. 7 0864 50169 1. 22563 36157 0, 57818 66683 
o. 22 1. 99601 03910 0, 50099 93958 o. 74750 54976 1. 24850 48934 o. 59872 05188 
o. 23 2. 05971 22948 0, 48550 47001 o. 78710 37973 1, 27260 84975 o. 61849 64181 
0, 24 2. 12544 72203 0, 47048 92177 o. 82747 90013 1, 29796 82190 o. 63751 86920 

o. 25 2. 19328 00507 0. 45593 81278 0, 86867 09615 1. 32460 90893 o. 65579 42026 
0, 26 2. 26327 77398 0, 44183 70677 o. 91072 03361 1 . 35255 74038 o. 67333 21140 
o. 27 2. 33550 93782 0. 42817 21192 0. 95366 86295 1, 38184 07487 0. 69014 36583 
o. 28 2. 41004 62616 0, 41492 97945 0, 99755 82336 1. 41248 80280 o. 70624 19035 
o. 29 2. 48696 19609 0, 40209 70227 1. 04243 24691 1. 44452 94918 0, 72164 15276 

0, 30 2. 56633 23952 o. 38966 11374 1. 08833 56289 1. 47799 6 7663 0, 73635 85995 
o. 31 2. 64823 59064 o. 37760 98638 1. 13531 30213 1. 51292 28851 o. 75041 03695 
o. 32 2. 73275 33366 0. 36593 1 3069 1. 18341 10148 1. 54934 23218 0, 76381 50706 
o. 33 2. 81996 81081 0. 35461 39395 l. 2326 7 70843 1. 58729 10238 o. 77659 17313 
o. 34 2. 90996 63054 0. 34364 65907 l. 28315 98573 l.  62680 64481 o. 78876 00021 

o. 35 3. 00283 67606 0, 3330 1 84355 1.  33490 91626 1. 66792 75980 0, 80033 99933 
o. 36 3. 09867 11407 o. 32271 89833 1. 38797 60787 1. 71069 5 0620 o. 81135 21279 
o. 37 3. 19756 40381 0. 31273 80681 1. 44241 29850 1. 75515 10531 o. 82181 70068 
o. 38 3. 29961 30643 0. 30306 58385 1. 49827 36129 1. 80133 94514 o. 83175 52873 
o • .39 3. 40491 89460 0. 2 9369 27474 1. 55561 30993 1. 84930 58467 o. 84118  75743 

o. 40 3. 51358 56243 0. 28460 95433 1. 61448 80405 1. 89909 75838 0. 85013 43239 
o. 41 3. 62572 03579 0, 27580 72607 1. 67495 65486 1. 95076 38093 0. 85861 57589 
o. 42 3. 74143 38283 o. 26727 72113 1. 73707 83085 2. 00435 55198 o. 86665 1 7947 
0, 43 3. 86084 02496 0. 25901 09757 1. 80091 46370 2. 05992 56127 o. 87426 19762 
o. 44 3. 98405 74810 0, 25100 03946 1. 86652 85432 2. 11752 89378 o. 88146 54241 

0, 45 4. 1 1120 71429 0. 24323 75614 1. 93398 47907 2. 17722 23522 o. 88828 07899 
o. 46 4. 24241 47373 0, 2 3571 48138 2. 00334 99617 2. 2 3906 47756 o. 894 72 62194 
o. 47 4. 37780 97717 o. 22842 47266 2. 07469 25226 2. 30311 72491 o. 90081 93236 
o. 48 4, 51752 58864 o. 22136 01040 2. 14808 28912 2. 36944 29952 0. 90657 71557 
0. 49 4. 66170 09873 0. 21451 39731 2. 22359 35071 2, 43810 74802 o. 91201 61950 

o. 50 4, 81 047 73810 0, 20787 95764 2. 30129 89023 2, 5091 7 84787 0, 91715 23357 [ ( -64)6] [( -64) 1] [( -64)3] [( -64)3] [( -1)9] 
Compiled from British Association for the Advancement of Science, Mathematical Tables, vol. I. Circular and 
hyperbolic functions, exponential, sine and cosine integrals, factorial function and allied functions, Hermitian 

probability functions, 3d ed. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1951 (with permission) . Known 
errors have been corrected. 
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Table 4.16 EXPONENTIAL AND HYPERBOLIC FUNCTIONS FOR THE ARGUMENT 7rX 

X e .. x e - rx 

o. 50 4. 81047 73810 0. 20787 95764 
o. 51 4. 96400 19160 0. 20145 03654 
o. 52 5. 12242 61276 0. 19521 99944 
o. 53 5. 28590 63869 0. 18918 23136 
0, 54 5. 45460 40558 0. 18333 13637 

o. 55 5. 62868 56460 o .  17766 13694 
o. 56 5. 80832 29831 0. 17216 67343 
o. 57 5. 99369 33767 0. 16684 20350 
o. 58 6. 18497 97951 0. 16168 20156 
0. 59 6. 38237 10460 0. 15668 15832 

o. 60 6. 58606 19627 0. 15183 58020 
o.  61 6. 79625 35967 0. 14713 98890 
o. 62 7. 01315 34158 0. 14258 92093 
o.  63 7. 23697 55091 0. 1 3817 92710 
o.  64 7. 46794 07985 0. 1 3390 57214 

o. 65 7. 70627 72563 0. 12976 43423 
o. 66 7. 95222 01304 0 . 12575 10461 
o. 67 8. 20601 21768 0. 12186 18713 
o.  68 8. 46790 38986 0 . 1 1809 29793 
0. 69 8. 73815 37941 o .  11444 06500 

o. 70 9. 01702 86109 o.  1 1 090 12784 
o. 71 9. 30480 36103 o.  10747 13709 
o. 72 9. 60176 28381 0. 10414 75422 
o. 73 9. 90819 94054 o. 1 0092 65114 
o .  74 10. 22441 57779 0, 09780 50993 

o. 75 10. 55072 40742 0, 09478 02248 
o. 76 10. 88744 63743 0. 09184 89025 
o. 77 1 1. 23491 50371 0 . 08900 82388 
o. 78 11. 59347 30285 0. 08625 54299 
o. 79 11. 96347 42604 0. 08358 77587 

o. 80 12. 34528 39392 0. 08100 25922 
o.  81 12. 73927 89270 0. 07849 73785 
o. 82 13. 14584 81133 0, 07606 96451 
o. 83 1 3. 56539 27988 0. 07371 69955 
0, 84 13. 99832 70916 o.  07143 71077 

o. 85 14. 44507 83157 0. 06922 77313 
o. 86 14. 90608 74333 0. 06708 66855 
o. 87 15. 38180 94795 0. 06501 18571 
o.  88 15. 87271 40119 o.  06300 11981 
o. 89 16. 37928 55735 o. 06105 27239 

o. 90 16. 90202 41717 o.  05916 45113 
o. 91 17. 44144 5771 1 0. 05733 46965 
o. 92 1 7. 99808 28034 0. 05556 14735 
o. 93 18. 57248 46925 0. 05384 30919 
o. 94 19. 16521 83968 0. 05217 78557 

o. 95 19. 77686 89693 o. 05056 41212 
0. 96 20. 40804 01345 0. 04900 02956 
o. 97 21. 05935 48847 0, 04748 48354 
o. 98 21. 73145 60946 0. 04601 62446 
o. 99 22. 42500 71560 0. 04459 30738 

1. 00 23. 14069 26328 0. 04321 39183 

[< -:)3] [< -55)3] 

sinh 1I"X 
2. 30129 89023 
2. 38127 57753 
2. 46360 30666 
2. 54836 20366 
2. 63563 63461 

2. 72551 2 1383 
2. 81807 81244 
2. 91342 56709 
3. 01164 88897 
3. 1 1284 47314 

3. 21711 30804 
3. 32455 68538 
3. 43528 21032 
3. 54939 81191 
3. 66701 75386 

3. 78825 64570 
3. 91323 45422 
4. 042 07 51527 
4. 17490 54597 
4. 31185 65720 

4. 45306 36663 
4. 59866 61197 
4. 74880 7648-0 
4, 90363 64470 
5. 06330 53393 

5, 22797 19247 
5. 39779 87359 
5. 57295 33992 
5. 75360 87993 
5. 93994 32508 

6. 13214 06735 
6. 33039 07743 
6. 53488 92341 
6. 74583 79017 
6. 96344 49919 

7 . 18792 52922 
7. 41950 03739 
7. 65839 88112 
7. 90485 64069 
8. 15911 64248 

8. 42142 98302 
8. 69205 55373 
8. 97126 06650 
9. 25932 08003 
9. 55652 02706 

9. 8631 5 24240 
10. 17951 99195 
10. 50593 50247 
10. 84271 99250 
1 1. 19020 70411 

1 1. 54873 93573 

[< -:) 1] 

cosh 1I"X 

2. 50917 84787 
2. 58272 61407 
2. 65882 30610 
2. 73754 43503 
2. 81896 77098 

2. 90317 35077 
2. 99024 48587 
3. 08026 77058 
3. 17333 09054 
3. 26952 63146 

3. 36894 88823 
3. 47169 67428 
3. 57787 13125 
3. 68757 73901 
3. 80092 32600 

3. 91802 07993 
4. 03898 55883 
4. 16393 70240 
4. 29299 84390 
4. 42629 72220 

4. 56396 49447 
4. 70613 74906 
4. 85295 51901 
5. 00456 29584 
5. 16111 04386 

5. 32275 21495 
5. 48964 76384 
5. 66196 16379 
5. 83986 42292 
6. 02353 10095 

6. 21314 32657 
6. 40888 81528 
6. 61095 88792 
6. 81955 48972 
7. 03488 20996 

7. 25715 30235 
7. 48658 70594 
7. 72341 06683 
7. 96785 76050 
8. 22016 91487 

8. 48059 43415 
8. 74939 02338 
9. 02682 21384 
9. 31316 38922 
9. 60869 81263 

9. 91371 65453 
10. 22852 02151 
1 0. 55341 98601 
10. 88873 61696 
11. 23480 01149 

1 1. 59195 32755 

[< -63) 1] 

tanh 1I"X 
0. 91715 23357 
0. 92200 08803 
0. 92657 65378 
0. 9 3089 34251 
0. 9 3496 50714 

0. 93880 44259 
0. 94242 38675 
0. 94583 52160 
0. 94904 97460 
0, 95207 82009 

0. 95493 08086 
0. 95761 72978 
0. 96014 69151 
0. 96252 84417 
o. 96477 02118 

0. 96688 01293 
0. 96886 56859 
0. 97073 39783 
o.  97249 17255 
0. 97414 52857 

o. 97570 06726 
o. 97716 35718 
0. 97853 93563 
0. 97983 31019 
0, 98104 96015 

0. 98219 33800 
o. 98326 87071 
o. 98427 96111 
0. 98522 98912 
0. 98612 31297 

0. 98696 27033 
0. 98775 17946 
o. 98849 34022 
0, 98919 03509 
0. 98984 53014 

0. 99046 07591 
0. 99103 90830 
0. 99158 24938 
0. 99209 30818 
0. 99257 28142 

0. 99302 35419 
0, 99344 70066 
0. 99384 48468 
0. 99421 86036 
o. 99456 97268 

0. 99489 95797 
0. 99520 94443 
0. 99550 05263 
o.  99577 39591 
0. 99603 08084 

0. 99627 20762 [< 65)4] 



ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 221 

INVERSE HYPERBOLIC FUNCTIONS Table 4.1 7  
X arcsinh x arctanh x X arcsinh x arctanh x 

o. 00 0. 00000 0000 o. 00000 0000 o. 50 0. 48121 1825 0. 54930 6144 
o. 01 o. 00999 9833 0. 01000 0333 o. 51 o. 49013 8161 0. 56272 9769 
o. 02 0. 01999 8667 0. 02000 2667 o. 52 o. 49902 8444 0. 57633 9754 
o. 03 o. 02999 5502 0. 03000 9004 o. 53 0. 50788 2413 0. 59014 5160 
o. 04 0. 03998 9341 o. 04002 1353 o. 54 0. 51669 9824 o. 60415 5603 

o. 05 0. 04997 9190 0. 05004 1729 o. 55 0. 52548 0448 o. 61838 1313 
o. 06 0. 05996 4058 0. 06007 2156 o. 56 0. 53422 4074 0. 63283 3186 
o. 07 o.  06994 2959 o. 07011 46 71 o. 57 0. 54293 0505 0. 64752 2844 
o. 08 o. 07991 4912 o. 08017 1325 o. 58 0. 55159 9562 o. 66246 2707 
o. 09 0. 08987 8941 o. 09024 4188 o. 59 o. 56023 1077 o. 67766 6068 

0. 10 0. 09983 4079 0. 10033 5347 o. 60 0. 56882 4899 0. 69314 7180 
o. 11 o. 10977 9366 0. 1 1044 6915 o. 61 0. 57738 0892 o. 70892 1359 
o. 12 o. 11971 3851 0. 12058 1028 o. 62 0. 58589 8932 o. 72500 5087 
0. 13 0. 12963 6590 0. 13073 9850 o. 63 0. 59437 8911 o. 74141 6144 
0. 14 0. 13954 6654 0. 14092 5576 o. 64 0. 60282 0733 o. 75817 3745 

o. 15 o. 14944 3120 o. 15114 0436 o. 65 o. 61122 4314 o. 77529 8706 
o. 16 0. 15932 5080 0. 16138 6696 o. 66 0. 61958 9584 o. 79281 3631 
0. 17  o .  16919 1636 o. 17166 6663 o. 67 0. 62791 6485 0. 81074 3125 
0. 18 0. 17904 1904 0. 18198 2689 o. 68 o. 63620 4970 o. 82911  4038 
0, 19 0. 18887 5015 o. 19233 7169 o. 69 0. 64445 5005 0. 84795 5755 

o. 2 0  o. 19869 0110 0. 20273 2554 o. 70 0. 65266 6566 0. 86730 0527 
o. 21 0. 2 0848 6350 0. 21317  1346 o. 71 0. 66083 9641 o. 88718 3863 
o. 22  o .  21826 2908 0. 22365 6109 o. 72 0. 66897 4227 0. 9Q764 4983 
o. 23 o.  22801 8972 0. 2 3418 9466 o. 73 o. 67707 0332 o. 92872 7364 
o. 24 o. 23775 3749 o. 24477 4112 o. 74 0. 68512 7974 o. 95047 9381 

o. 25 0. 24746 6462 0. 2 5541 2812 o. 75 o. 69314 7181 0. 97295 5074 
o. 26 0. 25715 6349 0. 26610 8407 o.  76 o. 70112 7988 0. 99621 5082 
0.' 2 7  0. 26682 2667 0. 2 7686 3823 o. 77 o. 70907 0441 1. 02032 7758 
o. 28 o. 2 7646 4691 o. 28768 2 072 o. 78 o. 71697 4594 1. 04537 0548 
o. 29 o. 28608 1715 0. 29856 6264 o. 79 o. 72484 0509 1. 07143 1 684 

o. 30 0. 29567 3048 0. 30951 9604 0. 80 o. 73266 8256 1. 09861 2289 
o. 31 o. 30523 8020 0. 32054 5409 o. 81 o. 74045 7912 1. 12702 9026 
o. 32 0. 31477 5980 0. 331 64 7108 o. 82 o. 74820 9563 1. 15681 7465 
o. 33 o. 32428 6295 o. 34282 8254 o. 83 o. 75592 3300 1. 18813 6404 
o. 34 0. 33376 8352 o. 35409 2528 o. 84 o. 76359 9222 1. 22117 3518 

o. 35 0. 34322 1555 0. 36544 3754 o. 85 o. 77123 7433 1. 2 5615 2811 
o. 36 o. 35264 5330 0. 37688 5901 o. 86 o. 77883 8046 1. 29334 4672 
o. 37 o. 36203 9121 o. 38842 3100 0. 87 o. 78640 1177 1. 33307 9629 
o. 38 0. 37140 2391 0. 40005 9650 o. 88 o. 79392 6950 1 . 37576 7657 
o. 39 0. 38073 4624 o. 41180 0034 o. 89 0. 80141 5491 1. 42192 5871 

0. 40 0. 39003 5320 0. 42364 8930 0. 90 0. 80886 6936 1. 47221 9490 
o. 41 o. 39930 4001 0. 43561 1223 o. 91 0. 81628 1421 1. 52752 4425 
o. 42 o. 40854 0208 0. 44769 2 023 o. 92 o. 82365 9091 1. 58902 6915 
o. 43 o. 41774 3500 0. 45989 6681 o. 93 0. 83100 0091 1. 65839 0020 
o. 44 0. 42691 3454 o. 47223 0804 o. 94 o. 83830 4575 1. 73804 9345 

o. 45 0. 43604 9669 0. 48470 0279 o. 95 0. 84557 2697 1. 83178 0823 
o. 46 0. 44515 1759 0. 49731 1288 o. 96 0. 85280 4617 1. 94591 0149 
o. 47 o. 45421 9359 o. 51007 0337 o. 97 0. 86000 0498 2. 09229 572 0 
o. 48 o. 46325 2120  o .  52298 4278 o. 98 o. 86 716 0507 2. 29755 9925 
o. 49 o. 47224 9713 0. 53606 0337 o. 99 0. 87428 4812 2. 64665 2412 

o. 5 0  0. 48121 1825 0. 54930 6144 1. 00 0, 88137 3587 00 

[C-f)5J [(-g)2] [C --f)5J 
For use of the table see Examples 26-28. 

Qo(x) (Legendre Function-Second Kind) =arctanh x(lxl<1) 
=arccoth x(lxl> 1) 

Compiled from Harvard Computation Laboratory, Tables of inverse hyperbolic 
functions. Harvard Univ. Press, Cambrid�, Mass., 1949 (with permission) . 



222 ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

Table 4.1 7 
INVERSE HYPERBOLIC FUNCTIONS 

arccosh x arccosh x 
X arcsinh x (xL l)!  X arcsinh x (xL I)t 

1. 00 0. 881 3 7  3 5 87 1 , 00000 000 1. 5 0  1. 1 9476 3 2 1 7  o .  86081 788 
1.  01 0. 88842 7007 0. 99667 995 1 .  51 1. 2 0029 7449 0. 85849 554 
1. 02 o. 89544 5249 0. 9 9 3 3 8  62 1 1. 5 2  1. 2 0580 6 2 6 3  0. 85618 8 0 6  
1. 03 0. 90242 8496 o. 99011 848 1 . 5 3  1 .  2 1 1 2 8  9840 o. 85389 5 2 8  
1 .  0 4  0, 90937 6928 0, 98687 641 1. 54 1 .  2 1674 8362 o. 851 61 7 0 6  

1 .  0 5  o. 9 1 6 2 9  0732 0. 98365 968 1. 55 1. 2 2 2 1 8  2 0 0 8  o. 84935 324 
1. 06 0. 9 2 3 1 7  0094 0. 98046 798 1. 5 6  1 .  2 2 759 0958 o. 847 1 0  368 
1. 07 o. 9 3 001 5204 0. 97730 099 1. 5 7  1 .  2 3297 5390 0; 8 4486 8 2 3  
1 .  0 8  o .  9 3 682 62 5 1  o .  97415  841 1.  5 8  1. 2 3833 5478 0, 842 6 4  676 
1.  09 o.  94360 3429 0. 9 7 1 0 3  994 1 .  59 1. 2 4367 1 4 0 0  0 .  84043 9 1 3  

1 .  1 0  0. 95034 6930 0. 96794 529 1. 6 0  1. 2 4898 3 3 2 8  o .  8 3 8 2 4  5 2 0  
1. 1 1  o. 95705 69 5 0  o. 96487 415 1. 61 1. 2 5427 1 4 3 6  0. 83606 4 8 3  
1. 1 2  0. 96373 3684 0. 9 6 1 8 2  6 2 5  1 .  6 2  1. 2 5953 5895 0. 83389 788 
1. 13 0, 9 7 0 3 7  7 331 0. 95880 131 1 . 6 3  1. 2 6477 6 8 7 7  o .  83174 424 
1 . 1 4  0. 97698 8088 0. 95579 904 1. 64 1, 2 6999 4549 o. 82960 376 

1. 1 5  0. 98356 6 1 5 4  0, 9 5 2 8 1  9 1 8  1 .  6 5  1. 2 7 5 1 8  9081 o. 82747 632 
1. 1 6  o.  9 9 0 1 1  1 7 2 9  0, 94986 1 4 6  1. 6 6  1 .  2 8036 0639 o. 82536 179 
1. 17 0. 99662 5 D l 3  0. 94692 561 1. 6 7  1. 2 8 5 5 D  9 3 8 9  o. 82326 0 0 5  
1, 1 8  1 .  00310 62D8 0, 94401 1 39 1. 68 1 . 2 9 063 5495 o. 82 1 1 7  097 
1. 19 1.  D0955 5 5 1 4  o .  941 1 1  8 5 3  1 .  69 1. 2 9573 9 1 2 0  0. 81909 4 4 3  

1 .  2 0  l. D1597 3 1 3 4  0. 93824 678 1 .  7 0  1 .  30082 0427 o .  81703 032 
1.  21 1. 02235 9 2 7 0  0, 93539 5 89 1 . 7 1  1 .  3D587 9576 0, 81497 850 
1.  22  1. 02871 4 1 2 .3  o. 9.325 6  5 63 1. 7 2  1. .3 1 0 9 1  672 7 o. 8129.3 888 
1. 23 1. 0 3 5 03 7896 0. 92975 576 1 .  7 3  1 . 3 1 59 3  2 03 8  o. 8 1 0 9 1  1 32 
1. 2 4  1 .  0 4 1 3 3  0792 0 . 9 2 69 6  604 1.  7 4  1 .  32092  5 6 66 D. 8 08 89 5 7 2  

1 . 25 1. 04759 301 3 0, 9 2 4 1 9  62 4 1. 75 1 . 32 5 89 7 7 6 7  o .  80689 1 9 7  
1. 2 6  1. 05382 4760 o. 92144 613 1 .  7 6  1 . 33084 8496 o. 80489 994 
1.  27 1. 0 6002 6 2 3 7  o .  9 1 8 7 1  5 5 0  1. 7 7  1 .  3 35 7 7  8006 0. 80291 9 5 4  
1. 2 8  1 .  D6619 7645 o. 91600 411 1. 78 1. 34068 6450 0. 80095 066 
1. 29 1. 07233 9185 o. 9 1 3 31 1 7 5  1. 7 9  1 .  3 4 5 5 7  3978 o. 79899 3 1 8  

1.  30 1. 07845 1059 o.  91063 821 1. 8 0  1 .  3 5 0 4 4  0740 o. 79704 7 0 1  
1. 31 1. 084 5 3  3467 0. 90798 328 1 .  8 1  1. 3552 8 6886 o. 7951 1 2 03 
1. 32 1. 09058 6 6 1 0  0. 90534 676 1.  8 2  1 .  3 6 0 1 1  2 5 6 2  o.  79318 8 1 6  
1 .  33 1.  09661 0688 0, 90272  843 1 .  8 3  1 .  3 6 4 9 1  7 9 1 4  o .  791 2 7  5 2 7  
1 .  34 1. 1 02 60 5 899 o. 900 1 2  810 1 .  84 1 . 36970 3089 o.  7 8937 32 8 

1. 35 1, 1 0 8 5 7  2 442 0. 89754 557 1 .  8 5  1. 37446 8 2 2 8  o .  7 8 7 4 8  2 0 9  
1.  3 6  1. 1 1 451 0515 0. 89498 064 1 .  8 6  1 . 37921 3477 o .  78560 1 6 0  
1 .  37 1. 1 2 042 0 3 1 7  0. 892 4 3  3 1 3  1 .  87 1. 3 83 9 3  8975 o. 7 8373 170 
1. 3 8  1. 12630 2 0 4 2  o. 8 8 9 9 0  2 8 4  1 .  88 1. 3 8864 4863 o.  78187 2 3 1  
1 .  3 9  1 .  1 3 2 1 5  5 8 8 7  o .  887 3 8  9 5 9  1 .  89 1. 3 9 3 3 3  1280 o. 78002 3 3 4  

1.  40 1. 1 3798 2 04 6  D .  88489 3 2 D  I. 9 0  1. 39799 8365 D. 778 1 8  468 
1. 41 1. 14378 0 7 1 5  0. 8 8 2 4 1  3 4 8  1 .  9 1  1.  4 0 2 64 6254 o. 77635 625 
1 .  42 1. 14955 2 08 6  0. 87995 0 2 6  1 . 9 2  1. 4 0 72 7 5 0 8 3  o.  7 7 4 5 3  7 9 6  
1 .  4 3  1 .  1 5 5 2 9  6351  o.  87750 336 1. 9.3 1. 4 1 1 88 4987 o. 772 72 971  
1 .  44 1. 1 6 1 0 1  3703 0. 87507 2 6 1  1. 9 4  1. 4 1 647 6 0 9 9  o.  7 7 0 9 3  1 4 2  

1 .  4 5  1. 1 6 670 4331 o.  87265 784 1. 95 1 .  4 2 1 04 8552 D. 7 69 1 4  3 00 
1. 46 1. 17236 8425 0, 8702 5 888 1 .  96 1 .  42560 2 47 6  o. 7 6 7 3 6  437 
1. 4 7  1. 17800 6174 D. 86787 557  1 .  9 7  1. 4 3 0 1 3  8 0 02 D. 7 65 5 9  5 4 4  
1. 4 8  1. 1 8 3 6 1  7 7 65 o. 865 5 0  7 7 4  1. 9 8  1 .  4.3465 5 2 5 9  o .  76383 6 1 2  
1. 49 1. 1 89 2 0 3 384 o. 86315 5 2 3  1 . 9 9  1. 4 3 9 1 5  4 3 7 4  o. 7 6 2 0 8  6 3 3  

1.  5 0  1, 1 94 7 6  3 2 1 7  0. 86081 788 2 . 0 0  1 , 44363 5 4 75 o. 76034 6 0 0  [(-:)4] [(-46)3] . [(-46)3] [(-46)2] 
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I'WERSE HYPERBOLIC FUNCTIONS Table 4.17 

x- 1 arcsinh x-ln x arccosh x- In x <x> x - 1  arcsinh x-ln x arccosh x-In x <x> 

0. 50 a. 75048 82946 o. 62381 07164 2 o. 25 o. 70841 81861 o. 67714 27078 4 
o. 49 o. 74839 16011 o. 62685 90940 2 o. 24 o. 70724 57326 o. 67842 57947 4 
0. 48 o. 74632 48341 o. 62981 77884 2 0. 23 o. 70611 72820 0. 67965 18411 4 
o. 47 o. 74428 85962 o. 63268 90778 2 o. 22 o. 70503 32895 0, 68082 14660 5 
o. 46 o. 74228 34908 o. 63547 51194 2 o. 21 0. 70399 41963 0, 68193 52541 5 

0. 45 o. 74031 01215 0. 63817 79566 2 o. 20 o. 70300 04288 0. 68299 .37571 5 
0. 44 o. 73836 90921 0, 64079 95268 2 o. 19 o. 70205 23983 0. 68399 74947 5 
o. 43 o. 73646 10057 0, 64334 16670 2 o. 18 0. 70115 05002 0, 68494 69555 6 
0. 42 o .  73458 64641 0, 64580 61207 2 0, 17 o. 70029 51134 0, 68584 25981 6 
0. 41 o. 73274 60676 0, 64819 45429 2 a. 16 0. 69948 66000 0. 68668 48518 6 

o. 40 o.  73094 04145 0, 65050 85051 3 o. 15 o. 69872 53043 o. 68747 41175 7 
o. 39 o. 72917 01001 0, 65274 95004 3 J. 14 0, 69801 15527 0. 68821 0768.3 7 
o. 38 o. 72743 57167 0, 65491 89477 3 0, 13 0. 69734 56533 o. 68889 51504 8 
o. 37 o. 72573 78524 0, 65701 81952 3 o. 12 o. 696 72 78946 0. 68952 75836 8 
o. 36 o. 72407 70912 0, 65904 85249 3 0, 11 0. 69615 85462 o. 69010 83616 9 

o. 35 o. 72245 40117 o. 66101 11555 3 o. 10 o. 69563 78573 o. 69063 77531 10 
o. 34 o. 72086 91873 o. 66290 72458 3 0. 09 0. 69516 60572 o. 69111 60018 11 
o. 33 0. 71932 31846 0, 66473 78974 3 o. 08 0. 69474 33542 o. 69154 33269 13 
o. 32 o. 71781 65636 o. 66650 41577 3 o. 07 0, 69436 99357 0. 69191 99235 14 
0. 31 o. 71634 98766 0, 66820 70226 3 u. 06 0, 69404 59680 0. 69224 5963l 11 

0. 30 o. 71492 36678 0. 66984 74382 3 o. 05 o. 69377 15954 0, 69252 15938 20 
0. 29 o. 71353 84725 o. 67142 63038 3 o. 04 o. 69354 69408 0. 69274 69403 25 
o. 28 o. 71219 48165 o. 67294 44732 4 o. 03 o. 69337 21047 0. 69292 21046 33 
o. 27 o. 71089 32154 0. 67440 27575 4 o. 02 o. 69324 71656 0, 69304 71656 50 
0, 26 o. 70963 41742 0, 67580 19258 4 o. 01 0, 69317 21796 0. 69312 21796 100 

o. :?5 o. 70841 81861 o. 67714 27078 4 D. 00 o. 69314 71806 o. 69314 71806 00 [(-g)5] (C-gH] (C-g)s] * [ <-:)7] <.,·>=nearest integer to .r. 

ROOTS Xn OF COli x,. cosh Xn= I Table 4. 1 8  

n :r./1 
1 4. 73004 07 
2 7. 85320 46 
3 10, 99560 78 
4 14. 13716 55 
5 17. 27875 96 

ROOTS x11 OF cos x,. eosh X " = - I 
n X11 

1. 87510 41 
2 4, 69409 11 
3 7. 85475 74 
4 10. 99554 07 
5 14. 1.3716 84 

For n>5, (2u - l}r 

•see page n. 
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Table 4.19 ROOTS X n OF tan X 11 ' },.Xn 

-� X l  X2 X3 X4 X5 X6 n X8 X9 
0.00 3.14159 6, 28319 9.42478 12. 56637 15. 70796 1 8. 84956 2 1.99115 25.1 3274 28.27433 

0.05 2,99304 5.99209 9.00185 12.02503 1 5.06247 1 8.1 1361 21.17717 24.25156 27.33519 

0,10 2.86277 5. 76056 8, 70831 11. 70268 14.73347 17.79083 20.86724 23.95737 27,05755 

0.15 2. 75032 5, 58578 8. 51 805 1 1 . 5 2 0 1 8  14. 56638 17.64009 20.73148 23.83468 2 6.94607 

0.20 2.65366 5.45435 8.39135 11.40863 14.46987 17.55621 20.65782 2 3.76928 26.88740 

0.25 2.57043 5.35403 8.30293 11.33482 14.40797 17.50343 20.61203 23.72894 26.85142 

0.30 2.49840 5.27587 8.23845 11. 28284 1 4. 36517 1 7.46732 20.58092 23.70166 26.82716 

0.35 2.43566 5.21370 8.18965 11. 24440 14. 33391 17.44113 20. 55844 23.68201 26.80971 

0,40 2,38064 5. 16331 8,15156 1 1.21491 14.31012 17.42129 2 0. 54146 23.66719 26.79656 

0.45 2.33208 5.12176 8.12108 1 1 . 19159 14.29142 17.40574 20.52818 23.65561 26.78631 

0.50 2.28893 5.08698 8.09616 1 1 . 1 7271 1 4.27635 17. 39324 20. 51 752 23.64632 2 6.77809 

0.55 2.25037 5.0 5750 8.07544 11.15712 1 4.26395 17. 38298 20.50877 23. 63871 26.77135 

0.60 2.21 571 5.03222 8.05794 1 1 . 1 4403 14.25357 17.37439 20.50147 23.63235 26.76572 

0.65 2. 18440 5.01 031 8.04298 1 1 . 1 3289 14.24475 17. 3671 1 20.49528 23. 62697 26. 76096 

o. 70 2. 15598 4.99116 8.03004 1 1 . 1 2 330 14.23717 17. 36086 20.48996 23.62235 26.75688 

0.75 2.13008 4. 97428 8.01875 1 1 . 1 1496 14.2 3059 17. 3 5543 2 0. 48535 23.61834 26.75333 

0.80 2.1 0638 4.95930 8,00881 11.10764 1 4. 22482 17.35068 2 0.48131 23.61483 26.75023 

0.85 2. 08460 4.94592 7. 99999 1 1 . 1 0 1 1 6  1 4.21971 17. 34648 20.47774 23.61173 26. 74749 

0.90 2.06453 4.93389 7. 99212 11. 09538 14.21517 17.34274 20.47457 23. 60897 26.74506 

0,95 2.04597 4.92303 7. 98505 1 1 . 09021 14.2 1 1 1 0  17.33939 2 0.4 7172 23.60651 26.74288 

1.00 2.02876 4.91318 7.97867 11.08554 14.20744 17. 33638 20.46917 23.60428 26.74092 

x- J X! X2 X3 s. 1'4 1'" • 0 1'6 :1..'7 X8 X9 <�> 

-1.00 2. 02876 4.91318 7.97867 1 1. 08554 1 4.20744 17. 33638 2 0.46917 23.60428 26.74092 - 1 

-0.95 2.01194 4.90 375 7. 97258 1 1 . 0 8 1 1 0  14.20395 17.33351 20. 46673 23.60217 26.73905 - 1 

-0.90 1.99465 4.89425 7,96648 11. 07665 14. 2 0046 17. 33064 20.46430 23.60006 26.73718 - 1 

-0.85 1.97687 4.88468 7. 96036 1 1.07219 1 4. 19697 17.32777 20.46187 23.59795 26.73532 - 1 

-0.80 1.  95857 4.87504 7.95422 1 1. 06773 1 4. 19347 17.32490 2 0.45943 23. 59584 26.7 3345 - 1 

-0.75 1.93974 4.86534 7. 94807 1 1. 06326 1 4. 1 8997 17.32203 20.45700 23. 59372 26.73159 - 1 

-0.70 1. 92035 4.85557 7. 94189 11. 05879 1 4. 1 8647 17.31915 20.45456 2 3. 59161 26.72972 - 1 

-0.65 1. 90036 4.84573 7.93571 1 1 . 05431 14. 1 8296 1 7.31628 20.45212 23.58949 2 6.72785 - 2 

-0.60 1. 87976 4.83583 7. 92950 11. 04982 14. 17946 17. 31 340 20.44968 2 3. 58738 26.72598 - 2 

-0.55 1.85852 4.82587 7.92329 11. 04533 14. 17594 17.31 052 20.44724 23. 58526 26.72411 - 2 

-0.50 1, 83660 4.81584 7. 91705 11. 04083 14. 1 7243 17. 30764 20.44480 2 3. 58314 26.72225 - 2 

-0.45 1.81396 4.80575 7.91 080 11. 03633 14. 1 6892 17.30476 20.44236 2 3. 58102 2 6.72038 - 2 

-0.40 1.  79058 4. 79561 7. 90454 11. 03182 14.16540 17.30187 2 0.43992 23. 57891 26.71851 - 3 

-0.35 1.  76641 4. 78540 7.89827 1 1 . 02730 14.16188 17.29899 20.43748 23. 57679 26.71664 - 3 

-0.30 1. 741 40 4. 77513 7.89198 1 1. 02278 1 4. 15835 17.29610 20.43503 23. 57467 26.71477 - 3 

-0.25 1.  71551 4. 76481 7.88567 11. 01826 14.15483 17.29321 2 0.43259 23.57255 26.71290 - 4 

-0.20 1.68868 4. 75443 7.87936 11.01373 1 4. 1 5 1 3 0  1 7.29033 20.43014 23.57043 26.71102 - 5 

-0.15 1.66087 4. 74400 7.87303 1 1.00920 14.14777 1 7.28744 2 0.42769 2 3.56831 26.70915 - 7 

-0.1 0  1. 63199 4. 73351 7. 86669 11. 00466 14. 14424 1 7.28454 20.42525 23.56619 26.70728 -10 

-0.05 1.60200 4. 72298 7.86034 1 1. 00012 1 4. 1 4070 17.28165 20.42280 23.56407 26.70541 -2 0 

o.oo 1. 57080 4. 71239 7.85398 1 0.99557 14. 1 3717 17.27875 20.42035 23.56194 26.70354 co 
0.05 1. 53830 4. 70176 7.84761 1 0.99102 14.13363 17.2 7586 2 0.41790 2 3. 55982 26.70166 20 

0.10 1. 50442 4.69108 7.84123 1 0.98647 14.1 3009 17.27297 20.41545 23. 55770 26,69979 1 0  

0.15 1 . 46904 4.68035 7.83484 10.98192 14.12655 17.27007 20.41300 23.55558 26.69792 7 

0.20 1.43203 4.66958 7.82844 1 0.97736 14.12301 17.26718 20.41055 23.55345 26.69604 5 

0.25 1, 39325 4. 65878 7.82203 1 0. 97279 14.11946 17.26428 20.40810 23.55133 26. 69417 4 

0.30 1.35252 4.64793 7.81562 1 0 .96823 14.1 1592 17.26138 20.40565 23. 54921 26.69230 3 

0.35 1. 30965 4.63705 7.80919 1 0. 96366 14.11237 17. 25848 20.40320 23.54708 26. 69042 3 

0.40 1. 26440 4.62614 7.80276 1 0.95909 14.1 0882 17.25558 2 0. 40075 2 3, 54496 26.68855 3 

0.45 1.2 1649 4.61 519 7. 79633 1 0.95452 14. 1 0527 17.25268 2 0. 39829 2 3. 54283 26. 68668 2 

0.50 1. 16556 4.60422 7. 78988 10.94994 14.1 0172 17.24978 20.39584 23.54071 2 6.68480 2 

0.55 1 . 1 1 1 1 8  4.59321 7. 78344 10.94537 14.09817 17.24688 20.39339 2 3. 53858 26.68293 2 

0.60 1. 05279 4.58219 7. 77698 10.94079 1 4. 09462 17.24398 20.39094 23. 53646 26.68105 2 

0.65 0.98966 4.57114 7.  77053 1 0.93621 14.09107 17. 24108 20. 38848 23. 53433 26.67918 2 

o. 70 0.92079 4.56007 7. 76407 1 0.93163 1 4. 08752 17.23817 2 0. 38603 23.53221 26.67730 1 

o. 75 0.84473 4. 54899 7. 75760 1 0.92704 14. 0 8396 17.23527 2 0. 38357 23.53008 2 6. 67543 1 

0.80 o. 75931 4.53789 7. 75114 1 0.92246 1 4. 08041 17.2 3237 20.38112 23. 52796 26.67355 1 

0.85 0.66086 4.52678 7. 74467 1 0.91788 14.07686 17.22946 2 0.37867 2 3. 52583 26.67168 1 

0.90 0. 54228 4.51566 7. 73820 10.91329 1 4.07330 17.22 656 2 0.37621 23. 52370 26.66980 1 

0,95 0.38537 4, 5 0454 7.73172 10.90871 14.06975 17.22366 20. 37376 2 3.52158 26.66793 1 

1.00 0.00000 4.49341 7. 72525 1 0.9 0412 14. 06619 17. 22 075 20.37130 23.51945 26. 66605 1 

For ��- 0, see j!· s of Table 1 0.6. <�>=nearest integer to �. 
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ROOTS Xn OF cot Xn =Xxn Table 4.20 
>. x l x2 x3 x4 Xs x6 x, "-8 Xg 

o.oo  1.57080 4. 71239 7.85398 10.99557 14.13717 17.27876 20. 42035 23,56194 26.70354 
0.05 1.49613 4.49148 7,49541 10. 51167 13. 54198 16. 58639 19.64394 22.71311 25. 79232 
0,10 1.42887 4, 30580 7. 22811 10.20026 13. 21418 16.25936 19.32703 22.41 085 25.50638 
0.15 1. 36835 4.15504 7.04126 10. 01222 13. 03901 1 6. 10053 19.18401 22.28187 25. 38952 
0.20 1.31384 4. 03357 6. 90960 9. 89275 12. 93522 16. 01066 19.10552 22.21256 2 5. 32765 

0,25 1.26459 3.93516 6.81401 9.81188 12. 86775 15.95363 19. 05645 22.16965 25.28961 
0,30 1.21995 3,85460 6. 74233 9. 75407 12.82073 15. 91443 19. 02302 22.14058 25.2 6392 
0,35 1.17933 3. 78784 6.68698 9. 71092 12.78621 15.88591 18.99882 22.11960 25.24544 
0,40 1.14223 3. 73184 6.64312 9.67758 12.75985 15.86426 18.98052 22. 10377 25.23150 
0,45 1. 10820 3.68433 6.60761 9.65109 12.73907 15. 84728 18. 96619 22,09140 25.22062 

0.50 1. 07687 3.64360 6. 57833 9. 62956 12.72230 15. 83361 18. 95468 22, 08147 25.21190 
0.55 1. 04794 3, 60834 6.55380 9. 61173 12.70847 15.82237 1 8. 94523 22.07333 25.20475 
0.60 1.02111 3.57756 6. 53297 9, 59673 12.69689 15.81297 18. 93734 22.06653 25.19878 
0,65 0.99617 3. 55048 6. 51508 9. 58394 12. 68704 15.80500 18.93065 22,06077 25. 19373 
0,70 0.97291 3.52649 6.49954 9,57292 12. 67857 15.79814 18.92490 22. 05583 25.18939 

o. 75 0.95116 3.50509 6.48593 9. 56331 12.67121 15.79219 18.91991 22.0515.4 25.18563 
0.80 0.93076 3. 48590 6.47392 9. 55486 12. 66475 15. 78698 18.91554 22,04778 25.18234 
0.85 0.91158 3. 46859 6.46324 9.54738 12.65904 15.78237 18,91168 22,04447 25.17943 
0,90 0.89352 3.45292 6,45368 9. 54072 1-:!.65395 15. 77827 18. 90825 22,04151 25.17684 
0,95 0. 87647 3.43865 6, 44508 9. 53473 12. 64939 15. 77459 18.90518 22.03887 25.17453 

1,00 0. 86033 3.42562 6.43730 9, 52933 12.64529 15.77128 18.90241 22 .03650 25.17245 

;.. - 1 Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 xs Xg 

1. 00 0.86033 3.42562 6,43730 9.52933 12.64529 15.77128 18.90241 22.03650 25.17245 
0.95 0.84426 3.41306 6,42987 9.52419 12.64138 15. 76814 18.89978 22.03424 25.17047 
0,90 0,82740 3.40034 6.42241 9.51904 12.63747 15.76499 18.89715 22. 03197 25.16848 
o.85 0,80968 3.38744 6.41492 9.51388 12.63355 15.76184 18.89451 22 .02971 25.16650 
0.80 o. 79103 3. 37438 6.40740 9.50871 12.62963 15.75868 18.89188 22. 02745 25.16452 

0.75 0,77136 3. 36113  6.39984 9. 50353 12.62570 15.75553 18.88924 22.02519 2 5. 16254 
o. 70 o. 75056 3.34772 6.39226 9.49834 12.62177 15.75237 18.88660 22.02292 25.16055 
0.65 o. 72851 3.33413 6.38464 9.49314 12.61784 15.74921  18.88396 22. 02066 25.15857 
0,60 o. 70507 3.32037 6.37700 9.48793 12. 61390 15.74605 1 8.88132 22.01 839 25.1 5659 
0.55 0,68006 3. 30643 6. 36932 9.48271 12.60996 15. 74288 18,87868 22.01612 25.15460 

0,50 0,65327 3.29231 6.36162 9.47749 12.60601 15.73972 1 8.87604 22.01386 25.15262 
0,45 0,62444 3.27802 6.35389 9.47225 12.60206 15.73655 1 8.87339 22. 01159 25.15063 
0,40 0. 59324 3.26355 6.34613 9.46700 12.59811 15.73338 18.87075 22 .00932 25.14864 
0,35 0. 55922 3.24891 6.33835 9.46175 12.59415 15.73021 1 8.86810 22.00705 25.14666 
0.30 0.52179 3.23409 6.33054 9.45649 12.59019 15.72704 18.86546 22,00478 25.14467 

0.25 0.48009 3.21910 6.32270 9.45122 12. 58623 15.72386 18.86281 22. 00251 25.14268 
0.20 0,43284 3.20393 6,31485 9.44595 12.58226 15.72068 18.8601 6  22. 00024 25.14070 
0.15 0,37788 3.18860 6.30696 9.44067 12.57829 15.71751 18.85751 21.99797 25.13871 
0,10 0 .31 1 05 3.17310 6.29906 9.43538 12.57432 15.71433 1 8. 85486 21.99569 25.13672 
0,05 0,22176 3.15743 6.29113 9.43008 12.57035 15.71114 18.85221 2 1.99342 25.13473 

o.oo o.ooooo 3.14159 6,28319 9.42478 12. 56637 15. 7 0796 18.84956 21.99115 25. 13274 
* [(-35)2] [(-25) 1] [(-:) 1] t-5) 11 [(-25} 1] [(-25) 1] [(-:) 1] [(-25) 1] 2 ..J 

<>-> = nearest integer to >.. 

For >. - I > .20, the maximum error in linear interpolation is (- 4)7; five-point interpolation gives 5D. 

For x-1 .:;;; .20, 

•see page n. 

1 [ 1 1 1 1 ] xl "" V!... 1 - 6>-+ 360>- 2 - 432>- 3 + · · · . 
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5. Exponential Integral and Related Functions 
Mathematical Properties 

5

.

1

.

1 

5

.

1

.

2 

5

.

1

. Exponential Integral 

Definitions 

f., e- •  
��(z)== 

• ---t dt ( larg z l<11") 

f"' e- • r· e' Ei(x)=-- - dt==- - dt J - :t  t J - .. t 
5

.

1

.

3 

li(x)== J:"'�t
t==Ei(ln x) (x>1) 

5

.

1

.

4 

(x>O) 

f"' e_., 
�n(z) ==

J 1 �
dt (n==O, 1, 2, . . .  ; £3lz>O) 

5

.

1

.

5 

(n=O, 1 ,  2 , . . .  ; £3l z>O) 
5

.

1

.

6 

f3n(Z) ==f1 
t
n
e-"dt (n=O, 1 , 2, . . . ) 

-1 

In 

5

.

1

.

1 

it is assumed that the path of integration 
excludes the origin and does not cross the negative 
real axis. 

Analytic continuation of the functions in 

5

.

1

.

1

, 
5

.

1

.

2

, and 

5

.

1

.

4 

for n>O yields multi-valued func
tions with branch points at z=O and z== oo •3 
They are single-valued functions in the z-plane 
cut along the negative real axis.4 The function 
li (z) , the logarithmic integral, has an additional 
branch point at z= 1 . 

Interrelations 
5

.

1

.

7 

E1(-x±i0) =-Ei(x) =fi1r, 
-Ei (x)=![�1 (-x+i0) +�1 (-x-iO) ] (x>O) 

8 Some authors [5. 14], [5.16] use the entire function Joz ( 1-e- ')dtft as the basic function and denote it by 

Ein(z) . We have Ein(z) = E1(z) + ln z + r. 

' Various authors define the integral J� ... (e '/t)dt in the 

z-plane cut along the positive real axis and denote it also 
by Ei(z) . For z=x>O additional notations such as Ei(x) 
(e.g., in [5. 10], [5.25]), E*(x) (in [5.2]), Ei*(x) (in [5.6]) ar� 
then used to designate the principal value of the integral. 
Correspondingly, E1 (x) is often denoted by - Ei(-x) . 

228 

Explicit Expressions for a,.(z) and p,.(z) 

( - ' -n-1 - z  Z2 z" 
5

.

1

.

8 

an z) -n.z e (l+z+21+ . . .  + n!) 5

.

1

.

9 

z2 n 
f3n(z) =n!z-"- 1 { e• [ 1-z+21- . . . +(-1)" .;1 . n .  

y 

3 

- 3  

y 

Ei(x) 

FIGURE 5.1 .  y==Ei(x) and y=�1(x) . 

FrouRE 5.2. y=� .. (x) 
n==O, 1 ,  2, 

3

, 5, 10 
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1 5  

5

.

1

.

10 

5

.

l

.

ll 

5

.

1

.

12 

FIGURE 5.3. y=an(X) 
n=0(1)6 

FIGURE 5.4. y=/3n(Z) 
n=O, 1 , 2, 5, 10, 15 

Series Expansions 

"" xn Ei(x)=-y+lnx+ � -1 
n•I nn. 

(larg z l<1r) 

(-z)n-1 . "" ' (-z)m En(z) (n-1) ! [-ln z+�(n) ]-�o (m-n+1)m ! 
m;oEn-1 

n-1 1 �(1 )=--y, �(n)=--y+ � -
m-1 m 

-y= .57721 56649 . . . is Euler's constant. 

5

.

1

.

13 

5

.

1

.

14 

5

.

1

.

16 

5

.

1

.

17 

5

.

1

.

18 

Symmetry Relation 

Recurrence Relations 

1 En+I (z) =- [e-•- zEn(z) ]  (n= 1 ,  2 , 3, . . .  ) n 

(n=1 ,  2, 3, . . .  ) 

Inequalities [5.8], [5.4] 

(x>O;n= 1 ,  2, 3, . . .  ) 

E!(x)<En-1 (x)En+l (x) (x>O; n=1 , 2 , 3, . . .  ) 5

.

1

.

19 

1 < XE ( ) < 1 
x+n e n X -x+n-1 5

.

1

.

20 
(x>O; n=1 , 2 , 3 , . . . ) 

! ln (1+�)<exE1 (x)<ln (1+
�
) 

5

.

1

.

21 

d [ En(x) ] >o dx En-l (x) 
(x>O; n=1 , 2, 3, . . .  ) 

Continued Fraction 5

.

1

.

22 

-• ( 1 n 1 n+1 2 ) (I I< ) En(z)=e z+ 1+  z+ 1+ z+ . . .  arg z 1r 

5

.

1

.

23 

5

.

1

.

24 

5

.

1

.

25 

Special Values 

1 E (0)=-n n-1 
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Derivatives 

5.1.26 d�;z) = -En-1 (z) (n= 1 , 2 , 3 , . . .  ) 

Definite and Indefinite Integrals 

(For more extensive tables of integrals see 
[5 .3], [5 .6], [5 . 1 1] ,  [5. 12], [5 . 1 3]. For integrals 
involving En(x) see [5.9] . ) 

5.1.28 

5.1.29 

5.1.31 

5.1.32 

5.1.33 i"' EW)dt=2 ln 2 

5.1.34 

i"' e-ae En(t)dt= 

5.1.35 

(-lt-\In (l +a) +� (- l)kakl a h1 k (a>-1)' 

il eat sin bt b --- dt =7r-arctan +fE1(-a+ib) o a 

5.1.36 

f1 e-at sin bt b 
J o t 

dt=arctan a +fE1(a+ib) 

(a>O, b real) 

5.1.37 

fl eat (l -cos bt) dt =� ln (1 +��+Ei (a) Jo t 2 ai) 
+ BlE1(-a+ib) (a>O, b  real) 

5.1.38 

fl e-at (l -cos bt) dt =! In (1 +�)-E (a) 
J o t 2 a2 1 

+BlEI(a+ ib) (a>O, b  real) 

5.1.39 i" 1-t
e-t  dt=E1 (z) +1n z+y 

5.1.40 i" e1-;-l dt=Ei (x) -In x--y 

5.1.41 f eix i . . 
a2+x2 dx=

2a [e-aE1 (-a-�x) - eaE1 (a-�x)] 

+const. 

5.1.42 f xeix dx=-! [ e-aE1 (-a-ix) +eaE1 (a-ix) ] a2+x2 2 
+const. 

5.1.43 f 
2+
e" 2 dx= -! f(e1aEt (-x+ia)) +const. (a>O) a x a 

Relation to Incomplete Gamma Function (see 6.5) 
5.1.45 

5.1.46 

En(Z) = zn-tr (l -n, z) 
an(Z) = z-n-tr (n+ l ,  z) 

5.1.47 .Bn(z) = z-"-1[r(n+ 1, - z) - r(n+ 1, z) ] 
Relation to Spherical Bessel Functions (see 10.2) 
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Number-Theoretic Significance of li (x) 

(Assuming Riemann's hypothesis that all non
real zeros of !(z) have a real part of !) 5

.

1

.

50 

li (x)-1r(x)=O({X ln x) (x�oo )  
1r(x) is the number of primes less than or equal 
to x. 

y 

200 

150 

100 

FIGUR.E 5.5. y=li(x) and y=1r(x) 
Asymptotic Expansion 

5

.

1

.

51 

E (z) ,...., 
e -• { 1-!!:+ n(n+l) 

n 
z z Z2 

n(n+ 1\(n+2) + . . . } z 
( larg z l<f7r) 

Representation of E,.(x) for Large n 

Polynomial and Rational Approximations 5 

5.1.53 0 :5;x :5: 1 
Et(x)+ln x=a0+a1x+a2r+aax3+a4x4+as:z:5+E(x) 

I E(x) I<2X 10-7 
6 The approximation 5.1.53 is from E. E. Allen, Note 

169, MTAC 8, 240 (1954) ; approximations 5.1.54 and 
5.1.56 are from C. Hastings, Jr., Approximations for digital 
computers, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J., 1955; 
approximation 5.1.55 is from C. Hastings, Jr., Note 143, 
MT AC 7, 68 (1953) (with permission) . 

a0=- .57721 566 
at= .99999 193 
�=- .24991 055 

aa= .05519 968 
a4= - .00976 004 
as= .00107 857 5

.

1

.

54 

5

.

1

.

55 

5

.

1

.

56 

1 ::;  x< oo 

xezEt (X) x2+atx+�+ ( ) x2+b1x+b2 E x 

at=2.:J34733 
a2= .:�50621 

bt=3.330657 
b2= 1 .681534 

IO::;x< oo 
zE ( ) X2+a1x+a2 ( ) xe t x x2+btx+b2 +E x 

I E (x) I<10-7 
at=4.03640 
�=1 . 15198 

bt=5.03637 
b2=4. 19160 

1 ::;x< oo 

at= 8.57332 87401 
�= 18.05901 69730 
a3= 8.63476 08925 
a4= .26777 37343 

bt= 9.57332 23454 
b2=25.63295 61486 
b3=21 .09965 30827 
b4= 3 .95849 69228 5

.

2

. Sine and Cosine Integrals 

5

.

2

.

1 

5

.

2

.

2 

6 

Definitions 

Si(z)= f • sin t dt Jo t 

Ci(z)= 'Y+ln z+ .r cos :-1 dt 
5

.

2

.

3 

7 5

.

2

.

4 

7 
Shi (z) = f " sinh t dt 

J o t 

Chi(z)='Y+ln z+ .r cosh/-1 dt 

( ja.rg z l<'ll") 

( j arg z l<7r) 

6 Some authors [5. 14], [5. 16] use the entire function l' (1 - cos t) dt/t as the basic function and denote it by 

Cin(z) . We have 
Cin(z) = - Ci(z) + ln z+'Y· 

7 The notations Sih(z) = £' sinh t dt/t, 

Cinh(z) = !'
<cosh t - 1)dt/t have also been proposed [5. 14.] 
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5.2.5 

5.2.6 

5.2.7 

si(z)=Si(z)-?!: 
2 

Auxiliary Functions 

f(z) =Ci (z) sin z-si (z) cos z 

g(z) = -Ci(z) cos z-si (z) sin z 
Sine and Cosine Integrals in Terms of Auxiliary 

Functions 

5.2.8 

5.2.9 

Si(z) =�-f(z) cos z-g(z) sin z 

Ci(z)=f(z) sin z-g (z) cos z 

Integral Representations 

.. 
5.2.10 si (z) =- (2 e - • coa t cos (z sin t)dt J o  

.. 
5.2.11 Ci(z) +EI (z) = .c· e - • co• t sin (z sin t)dt 

f"' sin t f"' e-•t 
5.2.12 j(z) =

J0 t+z  dt= 
Jo t2+l dt 

·1 .0 

FIGURE 5.6. y=Si(x) and y=Ci(x) 

5.2.14 

5.2.15 

• flee page 11. 

Series Expansions 

. .., (- l)"z2n+l 
SI(z)=� (2n+ I) (2n+ I) ! 

Si(z)=7r ta J!+i (�) 

5.2.16 

5.2.17 

5.2.18 

5.2.19 

5.2.20 

5.2.21 

. .. ( - l)"z2n C1(z) =r+ln z+ :.E 2 (2 ) '  n=l n n . 
• 

.. z2n+l 
Shi (z) =� (2n+ l) {2n+ l ) !  
. "' z2" Chi(z) =r+ln z+ '2: 2 (2 ) ' n = l  n n . 

Symmetry Relations 

Si (- z) = -Si(z) , Si (Z)=Si (z) 

Ci(- z) =Ci (z) -i7r 

Ci (z)= Ci (z) 

Relation to Exponential Integral 

Si(z) =;i [EI(iz) -EI(-iz)l+i ( \ arg z l<i) 

5.2.22 Si(ix) =� [Ei(x) +E1 (x) ] (x>O) 

5.2.23 

Ci(z) =-� [E1 (iz) +E�(-iz) ] 

5.2.24 Ci(ix) =� [Ei(x) -El(x) ]+ii 
Value at Infinity 

5.2.25 lim Si (x)=!2 %-+ "' 

Integrals 

(For more extensive tables of integrals see 
[5.3], [5.6], [5. 1 1 ], [5 . 12], [5.13].) 

5.2.26 J."' sin t dt= -si (z) 
• t 

5.2.27 
J."' cos t dt =-Ci (z) ( !nrg z \<7r) 

5.2.28 Jo"' e-a'Ci ( t)dt= -� In ( 1  +a2) 

i"' 1 
5.2.29 e -at si (t)dt=-- arctan a 

o a 

5.2.30 i ... cos t Ci (t)dt= i"' sin t si (t)dt=-� 
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f "' f "' 11' 
5.2.31 Jo Ci2 (t) dt=Jo sF (t)dt=2 

5.2.32* i"' 
Ci (t )  si (t)dt= In 2 

5.2.33 il (1 - e -7 cos bt dt =� ln ( 1 +�) + Ci (b) 

+ 9lE1 (a+ ib) (a real , b>o) 

Asymptotic Expansions 

5.2.34 

j(z) -- 1 --1+-i--i+ . . . 
1 ( 21 41 61 ) 
z z z z ( \arg z \<11') 

5.2.35 

g(z) ,..,., _ 1 -_:+_:_.....:+ . . .  1 ( 31 51 . 7 1 ) z2 z2 z4 zs 

5.2.36 

Rational Approximations s 

1 :5:x< co 

at= 7.241 163 
�=2.463936 

bl =9.068580 
b2=7. 157433 

5.2.37 

5.2.38 

5.2.39 

at =7.547478 
�= 1 . 564072 

a1 = 38.027264 
�=265. 187033 
a3= 335. ,677320 
a,= 38. 102495 

b! = 12.723684 

b2= 15 .723606 

bt = 40 .02 1433 
b2 = 322 .6249 1 1  
b3 = 570.236280 
b,= 1 57. 105423 

1 ::;;x< co 

1 (x8-ta1x6-ta2x4+aax2+a4) g(x)=X2 x8+b1x6+ bzx4+b3x2+ b4 +e (x) 
\e (x) /<3 X 10-7 

a1 42.242855 b1 = 48. 196927 
a2=302.757865 b2= 482.485984 
a3=352.018498 
a4= 2 1 .82 1899 

b3= 1 1 14 .978885 
b.= 449 .690326 

* 

* 

Numerical Methods 

5.3. Use and Extension of the Tables 

Example I. Compute Ci (.25) to 5D. 
From Tables 5.1 and 4.2 we have 

Ci (.25) ln (.25) -'Y 
(.25)2 .249350, 

Ci (.25) = (.25)2( - .249350) + 1 .38629) 
+ .577216= - .82466. 

Example 2. Compute Ei (8) to 58. 
From Table 5.1 we have xe-"Ei (x) = 1 . 18185 for 

x=8. From Table 4.4, e8=2.98096 X 103• Thus 
Ei (8) =440.38. 

•see page 11. 
s From C. Hastings, Jr., Approximations for digital 

computers, Princeton Univ. Press, Princeton, K.J.,  1955 
(with permission) .  

Example 3 .  Compute Si (20) to 5D. 
Since 1/20 = .05 from Table 5.2 we find 

j(20) = .049757, g(20) = .002464. From Table 4.8, 
sin 20 = .912945, eos 20 = .408082. Using 5.2.8 

Si(20) =�-j(20) cos 20-g(20) sin 20 
1 .570796 - .022555 = 1 . 54824. 

Example 4. Compute E._(x) , n= l (l)N, to 58 
for x = 1 .275, N= lO. 

If x is less than about five, the recurrence 
relation 5.1.14 can be used in increasing order of n 
without serious loss of accuracy. 

By quadratic interpolation in Table 5.1 we get 
E1 (1 .275) = . 1408099, and from Table 4.4, e-L276 
= .27943 10. The recurrence formula 5.1.14 then 
yields 
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n E,.(l.275) E,.(l.275) 

1 . 1408099 6 .0430168 
2 .0998984 7 .0374307 
3 .0760303 8 .0331009 
4 .0608307 9 .0296534 
5 .0504679 10 .0268469 

Interpolating directly in Table 

5

.

4 

for n= 10 
we get E10(1 .275)= .0268470 as a check. 

Example 

5

. Compute En(x) , n= 1 (1)N, to 58 
for x= 10, N=10. 

If as in this example, x is appreciably larger 
tha� five and N ::;x, then the recurrence relation 5

.

1

.

14 

may be safely used in decreasing order of 
n([5.5]) . From Table 

5

.

5 

for x-1= . 1  we get 
(x+ lO)exE10(x) = 1 .02436 so that El0(10) =2.32529 
X w-6• Using this as the initial value we obtain 
column (2) . 

1()1 E,.(10) 1QIE,.(10) 
n (1) (2) 

1 .41570 .4 1570 
2 .38300 .38302 
3 .35500 .35488 
4 .33000 .33041 
5 .31000 .30898 
6 .28800 .29005 
7 .27667 .27325 
8 .25333 .25822 
9 .25084 .24472 
10 .22573 .23253 

From Table 

5

.

2 

we get xezE1 (x)= .915633 so 
that E1 (10)=4.15697X 10-6 as a check. Forward 
recurrence starting with E1 (10)=4. 1570X l0-6 
yields the values in column (1) . The underlined 
figures are in error. 

Example 

6

. Compute En(x) , n=1 (1)N, to 58 
for x=12.3, N=20. 

If N is appreciably larger than x, and x appre
ciably larger than five, then the recurrence rela
tion 

5

.

1

.

14 

should be used in the backward direc
tion to generate En(x) for n<no, and in the forward 
direction to generate En(x) for n>no, where 
no=(x). 

From 

5

.

1

.

52

, with n0=12, x= 12.3, we have 

-12.3 En (x)=e
24 3 (1 + .02032- .00043- .00001) 0 • = 1 .91038X l0-7• 

Using the recurrence relation 
5

.

1

.

14

, as indicated, 
we get 

n 106En(12.3) 106En(12.3) n 
12 . 191038 . 191038 12 
1 1  . 199213 . 183498 13 
10 . 208098 . 176516 14 
9 . 217793 . 170042 15 
8 . 228406 . 164015 16 
7 . 240073 . 158397 17 
6 . 252951 . 153144 18 
5 . 267234 . 148226 19 
4 . 283155 . 143608 20 
3 . 300998 
2 . 321 1 17 
1 . 343953 

From Tables 

5

.

2 

and 

5

.

5 

we find E1 (12 .3) = .343953 
X l0-6, E20(12 .3) = . 143609 X l0-6 as a check. 

Example 7. Compute an(2) to 68 for n= 1 (1)5. 
The recurrence formula 

5

.

1

.

15 

can be used for 
all x>O in increasing order of n without loss of 

1 accuracy. From 

5

.

1

.

25 

we have a0(2 )=2 e-2 
= .0676676, so we get 

n a,.(2) 
0 .0676676 
1 .101501 
2 . 169169 
3 .321421 
4 .7 10510 
5 1 .84394 

Independent calculation with 

5

.

1

.

8 

yields the 
same result for a5(2) . 

The functions a0(x) and a1(x) can be obtained 
from Table 

10

.

8 

using 

5

.

1

.

48

, 

5

.

1

.

49

. 
Example 

8

. Compute f3n (x) , n=0(1)N to 68 
for x= 1, N=5. 

Use the recurrence relation 

5

.

1

.

16 

in increasing 
order of n if 

x>.368N+.184 ln N+.821 
and in decreasing order of n otherwise [5 .5]. 

From 

5

.

1

.

9 

with n=5 we get f3s(1)=- .324297 
correctly rounded to 6D. Using the recurrence 
formula 

5

.

1

.

16 

in decreasing order of n and 
carrying 9D we get the values in column (2) . 

p,.(1) p,.(1) 
n (1) (2) 
0 2 .35040 2 2 .35040 238� 
1 - .73575 9269 - .73575 888_2 
2 .87888 3849 .87888 4629 
3 - .44950 9722 - .44950 7383 
4 .55236 3499 .55237 2854 
5 - .32434"3'774 - .32429 7 

Using forward recurrence instead, starting with 
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,80( 1 )=2  sinh 1 =2.350402 and again carrying 9D, 
we obtain column (1) . The underlined figures 
are in error. The above shows that three signifi
cant figures are lost in forward recurrence, whereas 
about three significant figures are gained in back
ward recurrence! 

An alternative procedure is to start with an 
arbitrary value for n sufficiently large (see also 
[5 .1 ]) .  To illustrate, starting with the value 
zero at n= 1 1  we get 

n fl,.(1) n fl,.(1) 
1 1  0. 5 - .324297 
10 .280560 4 .552373 
9 - .20'6984 3 - .449507 
8 .319908 2 .878885 
7 - .253812 1 - .735759 
6 .404621 0 2 .350402 

The functions ,80(x) and ,81 (x) can be obtained 
from Table 10.8 using 5.1.48, 5.1.49. 

Example 9. Compute E1 (z) for z=3.2578 
+ 6 .8943i. 

From Table 5.6 we have for z0=xo+iy0= 3 + 7i 
zoe'oE, (z0) = .934958 + .095598i, 

e•oE1 ( z0) = .059898- . 1  07895i. 
From Taylor's formula with j(z) =e'E1 (z) we have 

f(z) =f(zo+.1z) = j(zo) +f' ��) .1z 

+f'�\Zo) (.1z)2+ . . .  

with .1z=z- z0= .2578- . 1057i. Thus with 5.1.27 
we get 

k 

0 
1 
2 
3 

f<kl (zo:l /k ! 

. 059898 -. 107895i 

. 008174 +. 012795i 
-. 001859 +. 000155i 

. 000088 -. 000212i 

j(z) =: .063261 
e-•== .031510 

E1 (z) = -· .000332 

(t.z) kf<kl (zo) /k ! 

. 059898 - . 107895i 

. 003460 +. 002435i 
- .  000094 +. 0001 10i 

000003 -. 000004i 

- .105354i 
- .022075i 
- .004716i 

Repeating the calculation with z0=3 + 6i and 
�z= .2578+ .8943i we get the same result. 

An alternative procedure is to perform bivariate 
interpolation in the real and imaginary parts of 
ze'E1 (z) . 

Example 10. Compute E1 (z) for z= -4.2 
+ 12 .7i. 

Using the formula at the bottom of Table 5.6 

•
E ( ) _ .711093 e 1 z - -3 .7842!�5+12 .7i 

.278518 .010389 + - 1 .90572+ 12.7i+ 2 .0900+ 12.7i 
= - .0184106- .0736698i 

E1 (z) � - 1 .87133 -4.70540i. 
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Table 5.1 SINE, COSINE AND EXPONENTIAL INTEGRALS 

X x- lSi(x) x-2[Ci(x) - ln x - 'Y] x- l [Ei(x) - In X - 'Y] x- l[Et (x) +ln x+'Yl 

o. 00 1. 00000 00000 -0. 25000 00000 1. 00000 0000 1. 00000 00000 
0. 01 0. 99999 44444 -0. 24999 89583 1. 00250 5566 0. 99750 55452 
o. 02 0. 99997 77781 -0. 24999 58333 1. 00502 2306 0. 99502 21392 
o. 03 0. 99995 00014 -0. 24999 06250 1. 00755 0283 o. 99254 97201 
o. 04 o. 99991 1 1154 -0. 24998 33339 1. 01008 9560 o. 99008 82265 

o. 05 o. 99986 1 1215 -0. 24997 39598 1. 01264 0202 0. 98763 75971 
0. 06 0. 99980 00216 -0. 24996 25030 1. 0 1520 2272 0. 98519 77714 
0. 07 0, 99972 78178 -0. 24994 89639 1. 01777 5836 0. 98276 86889 
o. 08 0. 99964 45127 -0. 24993 33429 1. 02036 0958 0, 98035 02898 
o. 09 0, 99955 01094 -0. 24991 56402 1. 0 2295 7705 0, 97794 25142 

0. 10  0. 99944 461 1 1  -0. 24989 58564 1. 02556 6141 0, 97554 53033 
0. 11  0. 99932 80218 -0. 24987 39923 1. 02818 6335 o. 97315 85980 
0. 12 0, 99920 03455 -0. 24985 00480 1. 0 3081 8352 0. 97078 23399 
0. 1 3  0, 99906 15870 -0. 24982 40244 1. 03346 2259 o. 96841 64710 
0, 14 0, 99891 17512 -0. 24979 59223 1.  03611 8125 o. 96606 09336 

0. 15 0. 99875 08435 -0. 24976 57422 1. 03878 6018 0. 96371 56702 
0. 16  0. 99857 88696 -0. 24973 34850 1. 04146 6006 0. 96138 06240 
0, 17 0, 99839 58357 -0. 24969 91516 1.  04415 8158 o. 95905 57383 
0. 18 0. 99820 17486 -0. 24966 27429 1. 04686 2544 0. 95674 09569 
0, 19  0. 99799 66151 - 0. 24962 42598 1. 04957 9234 0. 95443 62237 

0. 20 0. 99778 04427 -0. 24958 37035 1. 05230 8298 0. 95214 14833 
o. 21 o. 99755 32390 -0. 24954 10749 1. 05504 9807 0. 94985 66804 
o. 22 0, 99731 50122 -0. 24949 63752 1. 05780 .3833 0. 94758 1 760.3 
o. 23 0. 99706 57709 -0. 24944 96056 1. 0605 7 0446 0. 94531 66684 
o. 24 o. 99680 55242 -0. 24940 07674 1. 06334 9719 0. 94306 13506 

0. 25 0. 99653 42813 -0. 24934 98618 1. 06614 1 726 0. 94081 57528 
o. 26 0. 99625 20519 -0, 24929 68902 1. 06894 6539 0. 93857 98221 
o. 27 0. 99595 88464 -0. 24924 18540 1. 07176 4232 0, 93635 35046 
0. 28 0. 99565 46750 -0. 24918 47546 l. 07459 4879 0. 93413 67481 
0. 29 0, 99533 95489 -0. 24912 55938 1. 07743 8555 0, 9.3192 94997 

o. 30 0. 99501 34793 -0. 2 4906 43727 1. 08(J29 5334 0. 92973 17075 
0. 31 0. 99467 64779 -0. 24900 10933 1. 08316 5293 0. 92754 33196 
o. 32 0. 99432 85570 -0. 24893 57573 1. 08604 8507 0. 92536 42845 
o. 33 o. 99396 97288 -0. 24886 83662 1. 08894 505.3 o. 92319 4551 0 
0. 34 0. 99360 00064 -0. 24879 892 19  1. 09185 5008 0. 92103 40684 

o. 35 o. 99321 94028 - 0. 24872 74263 l. 09477 8451 0. 91888 27858 
0. 36 o. 99282 79320 -0. 24865 38813 l. 09771 5458 0. 91674 06533 
0. 37 0. 99242 56078 -0. 24857 82887 1. 1 0066 6108 0. 91460 76209 
0. 38 0. 99201 24449 -0. 24850 06507 l. 1 0363 0481 0. 91248 36388 
0. 39 0. 99158 84579 -0. 24842 09693 1. 1 0660 8656 o. 91 036 86582 

0. 40 o. 99115 36619 -0. 2483.3 92466 1. 1 0960 0714 0. 90826 26297 
o. 41 0. 99070 80728 -0. 24825 54849 1. 11260 6 735 0. 90616 55048 
o. 42 0. 99025 17063 -0. 24816 96860 1. 1 1562 6800 0. 90407 72350 
o. 43 0. 98978 45790 -0. 24808 1 8528 1. 1 1866 0991 o. 90199 77725 
o. 44 0. 98930 67074 -0. 2 4799 19870 1. 12170 9391 o. 89992 7069.3 

o. 45 0, 98881 81 089 -0. 24790 00913 1. 1 2477 2082 o. 89786 50778 
o. 46 0. 98831 88008 -0. 24 780 61685 1. 12784 9147 0, 89581 17511 
o.  47 0. 98780 88010 -0. 24771 02206 1. 1 3094 0671 0. 89376 70423 
0. 48 o. 98728 81278 -0. 24761 22500 1. 1 3404 6738 0. 89173 09048 
o. 49 0. 98675 67998 -0. 24751 22600 1. 13716 7432 0. 88970 32920 

o.  50  0. 98621 48361 -0. 24741 02526 1. 14030 2841 0. 88768 41584 [( -
4
6) 1] cc-z)3] [( -

4
6)2] [( -

4
6)2] 

See Examples 1-2 . 
'Y = 0.57721 56649 



X 
o. 5 0  
o .  51 
o. 52 
o. 53 
o. 54 

o. 55 
0, 56 
o. 57 
o.  58 
o.  59 

o. 60 
o. 61 
o. e2 
o. 63 
o. 64 

o. 65 
o. 66 
o. 67 
o. 68 
o. 69 

o. 70 
o. 71 
o. 72 
o. 73 
o. 74 

o. 75 
o. 76 
o. 77 
o. 78 
o. 79 

o. 80 
o. 81 
o. 82 
o. 83 
o. 84 

o. 85 
0. 86 
o. 87 
o. 88 
o. 89 

o. 90  
o. 9 1  
o. 92 
0. 93 
o. 94 

o.  95 
o. 96 
o. 97 
0, 98 
o.  99 

1.  00 

EXPONENTIAL INTEGRAL AND RELATED FUNCTIONS 

SINE, COSINE AND EXPONENTIAL INTEGRALS 

Si(x) 
o. 49 310 74180 
o. 5 0268 77506 
0. 51225 15212 
0. 52179 84228 
0. 53132 81492 

0. 54084 0 3951 
0. 55033 48563 
0. 55981 12298 
0. 56926 92137 
0. 57870 85069 

0. 58812 88096 
0. 59752 98233 
0. 60691 12503 
0. 61627 27944 
0. 62561 41603 

o. 63493 50541 
o. 64423 51831 
0. 65351 42557 
o. 66277 19817 
o. 6 7200 80721 

0. 68122 22391 
0. 69041 41965 
o. 69958 36590 
o. 70873 03430 
o. 71785 39660 

o. 72695 42472 
o. 73603 0906 7 
o. 74508 36664 
o. 75411 22494 
o. 76311 63804 

o. 77209 57855 
o. 78105 01921 
o. 78997 93293 
o. 79888 29277 
o. 80776 07191 

o. 81661 24372 
0. 82543 78170 
0. 83423 65953 
0. 84300 85102 
o. 85175 33016 

0, 86047 07107 
0. 86916  04808 
o. 87782 2 3564 
0. 88645 6 0839 
0, 89506 14112 

0. 90363 80880 
0. 91218 58656 
0. 92070 44970 
o. 92919 37370 
0. 93765 33420 

0, 94608 3 0704 

[( -:)4] 

Ci(x) 
-0. 17778 40788 
-0. 16045 32390 
-0. 14355 37358 
-0. 12707 07938 
-0. 1 1 099 04567 

-0. 09529 95274 
-0. 07998 55129 
-0. 06503 65744 
-0. 05044 14815 
-0. 0 3618 95707 

-0. 02227 07070 
-0. 00867 52486 
+0. 00460 59849 

o. 01758 1 7424 
0. 03026 03686 

0. 04264 98293 
o. 05475 77343 
0. 06659 1 3594 
o. 07815 76659 
o. 08946 33195 

o. 1 0051 47070 
o. 11131  79525 
0, 12187 89322 
o. 13220 32879 
o. 14229 64404 

o. 15216 36010 
0. 16180 97827 
o. 1 7123 98110 
0. 18045 83335 
0. 1 8946 98290 

0. 19827 86160 
0. 20688 88610 
o. 2 1530 45859 
o. 22352 96752 
0. 2 3156 78824 

o. 23942 28368 
o. 24709 80486 
0. 25459 69153 
o. 2 6192 27264 
0, 26907 86687 

0. 27606 78305 
0. 28289 32065 
o. 28955 77018 
o. 29606 41358 
o. 30241 52458 

o. 30861 36908 
o. 31466 2 0547 
0. 32056 28495 
o. 32631 85183 
0. 33193 14382 

0. 33740 39229 
[( -65)5] 

Ei(x) 
o. 45421 9'105 
o. 48703 2167 
0. 51953 0633 
0. 55173 0JI45 
0. 58364 5931 

0, 61529 0657 
0, 64667 7A190 
0. 67781 8642 
o. 70872 5720 
0. 73940 9764 

o. 76988 1290 
o. 80015 0320 
o. 83022 6417 
o. 86011 8716 
0. 88983 5949 

0. 91938 6468 
o. 94877 8277 
0. 97801 9042 
1.  00711 6121 
1 .  03607 6576 

1.  06490 719'5 
1. 09361 4501 
1. 12220 4 777 
1. 1 5068 4069 
1. 17905 8208 

1. 20733 2816 
1. 23551 3319 
l. 26360 4960 
1. 29161 2805 
1. 31954 1 7!;3 

1. 34 739 6548 
1. 37518 171!3 
1. 40290 19JLO 
1. 43056 1 245 
1. 45816 3978 

1. 48571 41 i'6 
1. 51321 5791 
1. 54067 2664 
1. 56808 8534 
1. 59546 70% 

1. 62281 1714 
1. 65012 6019 
1. 6 7741 3317 
1. 70467 6891 
1. 73191 9946 

1. 75914  5612 
1. 78635 6947 
1. 81355 6941 
1. 84074 8519 
1. 86 793 4543 

1. 89511 7816 

[( -55)4] 

Table 5.1 

Et(X) 
o. 55977 3595 
0. 54782 2352 
0. 53621 9798 
0. 52495 1510  
0. 51400 3886 

0. 50336 4081 
0. 49301 9959 
0. 48296 0034 
0. 473 17 3433 
0. 46364 9849 

0 . 45437 9 503 
o. 44535 3112 
0. 43656 1 854 
0. 42799 7338 
0. 419b5 1 581 

o. 41151 6976 
0. 40358 6275 
0. 39585 2563 
0. 38830 9243 
o. 38095 0010 

0. 37376 8843 
o. 366 75 9981 
0. 35991 7914 
o. 35323 7364 
o. 346 71 3279 

0. 34034 0813 
o. 33411 5321 
0. 32803 2346 
o. 32208 7610 
o. 31627 7004 

o. 31 059 6579 
0, 30504 2539 
0. 29961 1236 
0. 29429 9155 
0. 28910  2918 

0, 28401 9269 
0. 27904 5070 
o. 27417 7301 
0, 26941 3046 
0. 26474 9496 

0. 260 18 3939 
o. 25571 3758 
0. 25133 6425 
0. 24704 9501 
0. 24285 0627 

0, 23873 7524 
0, 2 3470 7988 
o. 23075 9890 
o. 22689 1 1 67 
o. 22309 9826 

0, 21938 3934 

[(-�)4] 
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Table 5.1 SINE, COSINE AND EXPONENTIAL INTEGRALS 

X Si(x) Ci(x) Ei(x) E1(x) 
1. 00 0, 94608 30704 0. 33740 39229 1. 89511 7816 0. 21938 3934 
1. 01 o. 95448 2 6820 o. 34273 82254 1. 92230 1085 0. 21574 1624 
1. 02 0, 96285 19387 o. 34793 65405 1. 94948 7042 0. 21217 1083 
1. 03 o. 97119 06039 0. 35300 10067 1. 9766 7 8325 o. 2 0867 0 559 
1. 04 0, 97949 84431 0. 35793 37091 2. 00387 7 525  o. 20523  8352 

1. 05 0, 98777 52233 0, 36273 66810 2. 03108 7184 0. 20187 2813 
1. 06 o. 99602 07135 0. 36741 19060 2. 05830 9800 0 . 19857 2347 
1. 07 1. 00423 46846 o. 37196 13201 2. 08554 7825 0. 19533 5403 
1. 08 1. 01241 69091 0. 37638 68132 2. 11280 3672 0, 19216 0479 
1. 09 1. 02056 71617 o. 38069 02312 2. 14007 9712 o. 18904 6118 

1. 10 1. 02868 52187 o. 38487 33774 2. 16737 8280 0. 18599 0905 
1. 11 1. 036 77 08583 o. 38893 80142 2. 19470 1672 0 . 18299 3465 
1. 12 1. 04482 38608 0. 39288 58645 2. 22205 2 152 0. 18005 2467 
1. 13 1. 05284 40082 0. 39671 86134 2. 24943 1949 o. 17716 6615 
1. 14 1. 06083 10845 0. 40043 79090 2. 27684 3260 0. 17433 4651 

1. 15 1. 06878 4875 7 0. 40404 53647 2. 3 0428 8252 0. 17155 5354 
1. 16  1. 076  70 51696 o. 40754 25593 2. 33176 9 062 0. 16882 7535 
1. 17 1. 08459 17561 o. 41093 10390 2. 35928 7800 0. 16615 0040 
1. 18 1. 09244 44270 0. 41421 23185 2. 38684 6549 0. 16352 1748 
1. 19 1. 10026 29760 o. 41738 78816 2. 41444 7367 0. 16094 1567 

1. 20 1. 10804 71990 0. 42045 91829 2. 44209 2285 0. 15840 8437 
1. 21 1. 11579 68937 o. 42342 76482 2. 46978 3315 0. 15592 1324 
1. 22 1. 12351 18599 0. 42629 46760 2. 49752 2442 0. 15347 9226 
1. 23 1. 13119 18994 0. 42906 16379 2. 52531 1634 o. 15108 1164 
1. 24 1. 13883 68160 o. 43172 98802 2. 55315 2836 o. 14872 6188 

1. 25 1. 14644 64157 o. 43430 07240 2. 58104 7974 0. 14641 3373 
1. 26 1. 15402 05063 0. 43677 54665 2. 60899 8956 0. 14414 1815 
1. 27  1. 16155 88978 0. 43915 53815 2. 63700 7673 0 . 14191 0639 
1. 28 1. 16906 14023 o. 44144 17205 2. 66507 5997 o. 1 3971 8989 
1. 29 1. 17652 7 8340 o. 44363 57130 2. 69320 5785 0. 13756 6032 

1. 30 1. 18395 80091 o. 44573 85675 2. 72139 8880 0. 13545 0958 
1. 31 1. 19135 17459 o. 44775 14723 2. 74965 7110 0. 13337 2975 
1. 32 1. 19870 88649 0. 44967 55955 2.  77798 2287 o. 13133 1314 
1. 33 1. 20602 91886 0. 45151 20863 2. 80637 6214 0. 12932 5224 
1. 34 1. 21331 25418 G. 45326 20753 2. 83484 0677 o. 12735 3972 

1. 35 1, 22055 87513 0. 45492 66752 2, 86337 7453 0. 12541 6844 
1. 36 1. 22776 76460 \1. 45650 69811 2. 89198 8308 0. 12351 3146 
1. 37 1. 2 3493 90571 o. 45800 40711 2. 92067 4997 0. 12164 2198 
1. 38 1. 24207 28180 o. 45941 90071 2. 94943 9263 0. 11980 3337 
1 .  39 1. 24916 87640 0. 46075 28349 2. 97828 2844 0. 11799 5919 

1. 40 1, 25622 67328 0. 46200 65851 3. 00720 7464 o. 11621 9313 
1. 41 1. 26324 65642 o. 46318 12730 3. 0 3621 4843 0. 11447 2903 
1. 42 1. 27022 81004 o. 46427 7 8995 3. 06530 6691 o. 11275 6090 
1. 43 1. 27717 11854 0, 46529 74513 3. 09448 4712 o. 11106 8287 
1. 44 1. 28407 56658 o. 46624 09014 3. 12375 0601 0. 10940 8923 

1. 45 1. 29094 13902 o. 46710 92094 3. 15310 6049 0. 10777 7440 
1. 46 1. 29776 82094 0. 46790 33219 3. 18255 2741 0. 10617 3291 
1. 47 1. 30455 59767 0. 46862 41732 3. 21209 2355 0, 10459 5946 
1. 48 1. 31130 45473 o. 46927 2 6848 3. 24172 6566 0. 10304 4882 
1. 49 1. 31801 37788 o. 46984 9766 7 3. 27145 7042 0. 1 0151 9593 

1. 50 1. 32468 35312 0. 47035 63172 3. 30128 5449 0. 1 0001  9582 

[( -4
6)5] [( -�)2] [( -�) 1] [( -2)9] 



X 
1. 50 
1. 51  
1. 52 
1. 53 
1. 54 

1. 55  
1. 56  
1. 57 
1. 58  
1 .  59 

1. 60 
1,  61 
1. 62 
1. 63 
1. 64 

1. 65 
1. 66 
1 .  67 
1. 68 
1. 69 

1. 70 
1, 71 
1. 72 
1. 73 
1. 74 

1. 75 
1. 76  
1. 77  
1. 78  
1. 79 

1. 80 
1. 81 
1. 82 
1. 83 
1. 84 

1. 85 
1. 86 
1. 87 
1. 88 
1. 89 

1. 9 0  
1 .  91 
1. 92 
1. 93 
1.  94 

1.  95 
1. 96 
1. 97 
1. 98 
1. 99 

2. 00 

EXPONENTIAL INTEGRAL AND RELATED FUNCTIONS 

SINE, COSINE AND EXPONENTIAL INTEGRALS 

Si(x) 
1. 32468 35312 
1. 33131 36664 
1. 33790 40489 
l. 34445 45453 
1 .  35096 5 0245 

1. 35743 53577 
1. 36386 54183 
1. 37025 50823 
1. 37660 42275 
l. 38291 27345 

1. 38918 04859 
1. 39540 73666 
1. 40159 32640 
1. 40773 806 78 
1. 41384 1 6698 

1. 41990 39644 
1. 42592 48482 
1. 43190 42202 
1. 43784 19816 
1. 44373 80361 

1. 44959 22897 
1. 45540 46507 
1. 46117 5 0299 
1. 46690 33404 
1. 47258 94974 

1. 47823 34189 
1. 48383 50249 
1. 48939 42379 
1. 49491 09830 
1. 50038 51872 

1. 50581 67803 
1 . 51120 56942 
1. 51655 18633 
1. 52185 52243 
1. 52711 57165 

1 .  53233 32813 
1, 53750 78626 
1. 54263 94066 
1 . 54772 78621 
1. 55277 31800 

1.  55777 53137 
1. 56273 42192 
1. 56764 98545 
1. 57252 2 1801 
1. 57735 11591 

1. 58213 67567 
1. 58687 89407 
1. 59157 76810 
1, 59623 29502 
1. 60084 47231 

1. 60541 29768 
[( -46)5] 

Ci(x) 
o. 47035 63172 
o. 47079 32232 
o. 47116 13608 
0. 47146 15952 
o. 47169 47815 

0. 47186 17642 
o. 47196 33785 
o. 47200  04495 
0. 47197 37932 
0. 47188 42164 

o. 47173 25169 
o. 47151 94840 
0. 47124 58984 
o. 47091 25325 
0. 47052 01507 

0. 47006 95096 
0. 46956 13580 
0. 46899 64372 
o. 46837 54812 
o. 46 769 92169 

0, 46696 83642 
o. 46618 36359 
0. 46534 57385 
o. 46445 53716 
0. 46351 32286 

o. 46251 9996 7 
0. 46147 63568 
0. 46038 29839 
0, 45924 05471 
0. 45804 97097 

o. 45681 11294 
0. 45552 54585 
0. 45419 33436 
o. 45281 542 62 
o. 45139 23427 

o. 44992 47241 
0. 44841 31966 
0. 44685 83813 
0. 44526 08948 
0. 44362 1 3486 

0. 44194 03497 
o. 4402 1 85005 
o. 43845 63991 
o. 43665 46388 
o. 43481 38088 

o. 43293 44941 
o. 43101  72 752 
0. 42906 27288 
o. 42707 14273 
0. 42504 39391 

o. 42298 08288 

[( -:)9] 

Ei(X I 
3. 30128 5449 
3. 33121 3449 
3. 36124 2701 
3. 39137 4858 
3. 42161 1576 

3. 45195 4503 
3. 48240 5289 
3. 51296 5580 
3. 54363 7024 
3. 57442 1266 

3. 60531 9949 
3, 63633 4719 
3. 66746 7221 
3. 69871 9099 
3. 73009 1 999 

3. 76158 7569 
3. 79320 7456 
3. 82495 3.310 
3. 85682 6783 
3. 88882 9 ';28 

3, 92096 3:201 
3. 95322 9·�62 
3. 98562 9972 
4, 01816 6395 
4. 05084 0•,00 

4. 08365 3659 
4. 11660 7B47 
4. 14970 4645 
4. 18294 5 B6 
4. 21633 2B09 

4. 24986 7S57 
4. 28355 1681 
4. 31738 6B83 
4. 35137 4B72 
4. 38551 7364 

4. 41981 6080 
4. 45427 2746 
4. 48888 9097 
4. 52366 6872 
4. 55860 7817 

4. 59371 3687 
4. 62898 62�42 
4. 66442 7249 
4. 7 0003 8ll85 
4. 73582 1734 

4. 77177 8785 
4. 80791 lll 38 
4. 84422 1501 
4. 88071 0791 
4. 91738 1131 

4. 95423 4356 

[( -:)2] 

Table 5.1 

Ei (X) 
0. 10001  9582 
0. 09854 4365 
0. 09709 3466 
0. 09566 6424 
0. 09426 2786 

o. 09288 2108 
0. 09152 3960 
0. 09018 7917 
o. 08887 3566 
0. 08758 0504 

0. 08630 8334 
o. 08505 6670 
0. 08382 5133 
0. 08261 3354 
0. 08142 0970 

0. 08024 7627 
0. 07909 2978 
0. 07795 6684 
0. 07683 8412 
0. 07573 7839 

0, 07465 4644 
0. 07358 8518 
o. 07253 9154 
0. 07150 6255 
0. 07048 9527 

0. 06948 8685 
0. 06850 3447 
o. 06 753 3539 
0. 06657 8691 
0. 06563 8641 

o. 06471 3129 
0. 06380 1903 
0. 06290 4715 
0. 06202 1320 
0. 06115 1482 

0. 06029 4967 
0. 05945 1545 
0. 05862 0994 
0. 05780 3091 
0. 05699 7623 

0. 05620 4378 
o. 05542 3149 
o. 05465 3731 
0. 05389 5927 
0. 05314 9540 

0. 05241 4380 
0. 05169 0257 
o. 05097 6988 
0. 0502 7 4392 
0. 04958 2291 

o. 04890 0511 

[( -46)3] 

241 
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Table 5.1 SINE, COSINE AND EXPONENTIA L  INTEGRALS 

X Si(x) Ci (x) xe -rEi(x) xexE, (x) 
2. 0 1. 60541 29768 o. 42298 08288 1. 34096 5420 o. 72265 7234 
2. 1 1. 64869 86362 0. 40051 19878 1. 371 48 6802 o. 73079 1502 
2. 2 1. 68762 48272 o. 37507 45990 1. 39742 1992 o. 73843 1132 
2. 3 1. 72220 74818 0. 34717 56175 1. 41917 1534 o. 74562 2 149 
2. 4 1. 75248 55008 o.  31729 16174 1. 43711 8315 o. 75240 4829 

2. 5 1. 77852 01734 0. 28587 11964 1. 45162 5159 o.  75881 4592 
2.  6 1. 80039 44505 0. 25333 66161 1. 46303 3397 o. 76488 2722 
2. 7 1. 81821 20765 0. 22008 48786 1. 47166 2153 o.  77063 6987 
2. 8 1. 83209 65891 0. 18648 83896 1. 47780 8187 o. 77610 2123 
2. 9 1. 84219 01946 o. 15289 53242 1. 48174 6162 o. 78130 0252 

3. 0 1. 84865 25280 o.  11962 97860 1. 48372 9204 o.  78625 1221 
3. 1 1. 85165 93077 0. 08699 18312 1. 48398 9691 o. 79097 2900 
3.  2 1. 85140 08970 o. 05525 74117 1. 48274 0191 o. 79548 1422 
3. 3 1. 84808 07828 +0. 02467 82846 1. 48017 4491 o. 79979 1408 
3. 4 1. 84191 39833 -0. 00451 80779 1. 47646 8706 o. 80391 6127 

3. 5 1. 83312 53987 -0. 03212 85485 1. 47178 2389 o. 80786 7661 
3. 6 1. 82194 811�6 -0. 05797 43519 1. 46625 9659 o. 81165 7037 
3. 7 1. 80862 16809 -0. 08190 1 0 013 1. 46003 0313 0. 81529 4342 
3. 8 1. 79339 03548 -0. 10377 81504 1. 45321 0902 o. 81878 8821 
3. 9 1. 77650 1 3604 -0. 12349 93492 1. 44590 5 765 0. 82214 8967 

4. 0 1. 75820 31389 -0. 14098 16979 1. 43820 8032 0. 82538 2600 
4. 1 1. 73874 36265 -0. 15616 53918 1. 43020 0557 0. 82849 6926 
4. 2 1. 71836 85637 -0. 16901 31568 1. 42195 6813 o. 83149 8602 
4. 3 1. 69731 98507 -0. 17950 95725 1. 41 354 1719 0. 83439 3794 
4. 4 1. 67583 39594 -0. 18766 02868 1. 40501 2424 0. 83718 8207 

4. 5 1. 65414 04144 -0. 19349 11221 1. 39641 9 030 o.  83988 7144 
4.  6 1. 63246 03525 -0. 19704 70797 1. 38780 5263 o. 84249 5539 
4. 7 1. 61100 51718 -0. 19839 12468 1. 37920 9093 o.  84501 7971 
4. 8 1. 58997 52782 -0. 19760 36133 1. 37066 3313 o.  84745 8721 
4. 9 1. 56955 89381 -0. 19477 98060 1. 36219 6054 0. 84982 1778 

5. 0 1. 54993 12449 -0. 19002 97497 1. 35383 1278 o. 85211 0880 
5. 1 1. 5 3125 32047 -0. 18347 62632 1. 34558 9212 0. 85432 9519 
5. 2 1. 51 367 09468 -0. 17525 36023 1.  33748 6755 0. 85648 0958 
5. 3 1. 49731 50636 -0. 16550 59586 1. 32953 7845 0. 85856 8275 
5. 4 1. 482 30 00826 - 0. 1 5438 59262 1. 32175 3788 0. 86059 4348 

5. 5 1. 46872 40727 -0. 14205 29476 1. 31414 3566 o. 86256 1885 
5. 6 1. 45666 83847 - 0. 1286 7 17494 1. 3067 1  4107 0. 86447 3436 
5. 7 1. 44619 75285 -0. 11441 07808 1. 29947 0536 o. 86633 1 399 
5. 8 1. 43735 91823 -0. 09944 06647 1. 29241 6395 0. 86813 8040 
5. 9 1. 43018 43341 - 0. 08393 26741 1. 28555 3849 0. 86989 5494 

6. 0 1. 42468 75513 -0. 06805 72439 1. 27888 3860 0. 87160 5775 
6. 1 1. 42086 73734 -0. 05198 25290 1. 27240 6357 0. 87327 0793 
6. 2 1. 41870 68241 -0. 03587 30193 1. 26612 0373 0. 87489 2 347 
6. 3 1. 41817 40348 -0. 01988 82206 1. 26002 4184 0. 87647 2150  
6 .  4 1. 41922 29740 -0. 00418 14110 1. 25411 5417 0. 87801 1816 

6. 5 1. 42179 42744 + 0. 01110  15195 1. 24839 1155 0. 87951 2881 
6. 6 1. 42581 61486 o. 02582 31381 1. 24284 8032 0. 88097 6797 
6. 7 1. 43120 53853 o. 03985 54400 1. 23748 2309 o. 88240 4955 
6. 8 1. 43786 84161 o. 05308 0716 7 1. 23228  9952 0. 88379 8662 
6. 9 1. 44570 24427 0. 06539 2 3140 1. 22726 6684 0. 88515 9176 

7. 0 1. 45459 66142 o. 07669 52785 1. 22240 8053 0. 88648 7675 

[( -:)5] [( -l)4] [( -:)6] [( -65)6] 
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SINE, COSIN E  AND EXPONENTIAL INTEGRAL� Table .).]  

.I' Si (•:) Ci (.r) .m-,Ei (.r) '"''EI (.<) 
7. 0 1. 45459 66142 0. 07669 52785 1. 22240 8053 0. 88648 7675 
7. 1 1. 4644 3 32441 0. 08690 68881 1. 21770 9472 0. 88778 5294 
7. 2 1. 47508 90554 o. 09595 70643 1. 21316 6264 a. 889a5 3119 
7. 3 1. 48643 64451 0. 1 0378 86664 1. 20877 3699 o. B9a29 2173 
7. 4 1. 49834 47533 0. 11035 76658 1. 20452 7026 0. 89150 3440 

7. 5 1. 51068 15309 0. 11563 32032 1. 20a42 1500 0. 89268 7854 
7. 6 1. 52331 37914 o. 11959 75293 1. 19645 2401 0. 89384 6312 
7. 7 1. 53610 92381 0. 12224 58319 1. 19261 5063 a. B9497 9666 
7. 8 1. 54893 74581 0. 12358 59542 1. 18890 4881 0. 89608 8737 
7. 9 1. 56167 10702 o. 12363 aoa71 1. 18531 7334 a. 89717 4302 

B. a 1. 57418 68217 a. 12243 38825 1. 18184 7987 a. 89B23 7113 
8. 1 1. 58636 66225 0. 12001 66733 1. 1 7849 25a9 O. B9927 7BB8 
B. 2 1. 598a9 B5106 o. 11644 00055 1. 17524 6676 0. 90029 7306 
a. 3 1. 6a927 75419 o. 11176 72931 1. 1 7210 6376 0. 90129 6033 
8. 4 1. 61980 65968 o. 10607 09196 1. 16906 7617 0. 90227 4695 

B. 5 1. 62959 70996 0. 09943 13586 1. 16612 6526 0. 90323 3900 
B. 6 1. 63856 96454 o. 09193 62396 1. 16327 9354 0. 9a417 4228 
B. 7 1. 64665 453a9 a. 0836 7 93696 1. 16052 2476 0. 90509 6235 
B. 8 1. 65379 21861 a. 07475 97196 1. 1 57B5 2390 0. 90600 a459 
8. 9 1. 65993 35052 0. 06528 03850 1. 15526 5719 0. 90688 7415 

9. 0 1. 66504 00758 o. 05534 75313 1. 15275 9209 0. 90775 7602 
9. 1 1. 66908 43056 0. 04506 93325 1. 15032 9724 0. 90861 1483 
9. 2 1. 67204 94480 o. 03455 49134 1. 14797 4251 0. 90944 9530 
9. 3 1. 67392 95283 a. 02391 33045 1. 14568 9889 0. 91 027 2177 
9. 4 1. 67472 91725 0. 01325 24187 1. 14347 3855 o. 91107 985a 

9. 5 1. 67446 33423 +0. 0026 7 80588 1. 14132 3476 o. 91187 2958 
9. 6 1. 67315 69801 -a. ao77a 70361 1. 13923 6185 a. 91265 1897 
9. 7 1. 67084 45697 -0. 01780 40977 1. 13720 9523 0. 91341 7043 
9. 8 1. 66 756 96169 - 0. 02751 91811 1. 13524 1130 o. 91416 8766 
9. 9 1. 66338 40566 -0. 03676 39563 1. 13332 8746 0. 91490 7418 

1 0. 0 1. 65834 75942 -0. 04545 64330 l. 13147 0205 0. 91563 3339 
[(-il l] [(-i)2J [ ( -gl2J [(-:)4] 

Table 5.2 
SINE, COSINE AND EXPONENTIAL INTEGRALS FOR LARGE ARCUMENTS 

.v-I .rf (.l') ,,2g(.r) .re-'Ei (.r) ye'EJ (.r) <.t:> 
a. 100 0. 98191 0351 o. 94885 39 1. 13147 021 0, 91563 33394 10 
o. 095 o. 98353 4427 0. 95323 18 1. 12249 671 0, 91925 68286 11 
a. o9o o. 98509 9171 o. 95748 44 1. 11389 377 0. 92293 15844 11 
o. 085 o. 98660 1 776 o. 96160 17 1. 10564 739 a. 92665 9a998 12 
o. 080 0. 98803 94as 0. 96557 23 1. 09773 775 0, 93044 09399 13 

o. 075 0. 9894a 9188 0. 96938 56 1. 09014 087 0, 93427 87466 13 
o. a70 0. 99070 8244 0. 973a2 98 1. 08283 054 0, 93817 42450 14 
o. 065 0. 99193 3695 0. 97649 35 1. 07578 038 0. 94212 92486 15 
o. 060 o. 99308 2682 0. 97976 47 1. 06896 548 0. 94614 56670 17 
0. ass 0. 99415 2385 o. 98283 17 1. 06236 365 0. 95a22 55126 18 

o. osa a. 99514 a052 0. 98568 24 1. 05595 591 o. 95437 09099 2a 
a. a4s a. 996a4 3al3 a. 9883a 52 1. a4972 64a a. 9585B 41a3B 22 
o. 040 a. 99685 8722 0. 9906B 81 1. 04366 194 o. 96286 74711 25 
o. 035 0. 99758 4771 o. 99282 12 1. 03775 135 o. 96 722 35311 29 
o. 030 0. 99821 8937 0. 99469 37 1. 03198 503 o. 97165 49596 33 

o. a25 0. 99875 9204 o. 99629 57 1. 02635 451 0. 97616 46031 40 
o. a20 a. 9992a 3795 0. 99761 89 1. 02a85 228 0. 98075 54965 50 
o. 015 o. 99955 1207 0. 99865 60 1. 01547 157 0. 98543 08813 67 
o. a10 0. 99980 a239 o. 99940 12 1. 01020 625 0. 99019 42287 10a 
o. 005 o. 99995 0015 0. 99985 01 1. 00505 077 0. 99504 92646 200 

o. 000 1.  00000 0000 1. 00000 00 1. 00000 000 1. 00000 00000 "" 
[ (-g)IJ [(-:)4] [ ( -:) 5] [ ( -:) 1  J 

Si (•) � � -f (.r) cos .1 -g(r) sin r Ci (.t) � f (r) sin .r-g (.•) cos .r 

2 � 1.57079 63268 <:r>�nearest integer to .•.. 
See Example 3. 
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Table 5.3 SINE AND COSINE INTEGRALS FOR ARGUMENTS .. x 

X Si(":E) Cin(,.:r) a; Si( .. x) Cin( ... r) 
o. 0 o. ooooo 00 o. ooooo 00 5. 0 1. 63396 48 3, 32742 23 
0, 1 o. 31244 18 o.  02457 2 8  5. 1 1. 63088 98 3. 36670 50  
o .  2 o. 61470 01 0, 09708 67 5. 2 1. 62211 92 3. 40335 81 
o. 3 o. 89718 92 o. 21400 75 5. 3 1. 60871 21  3 .  43582 68 
o. 4 1 . 15147 74 o. 36970 10 5. 4 1. 59212 99  3. 46297 82  
o .  5 1. 37076 22  o .  55679 77 5. 5 1, 57408 24  3. 48419 47  
o .  6 1. 55023 35 o. 76666 63 5. 6 1. 55635 75 3. 49941 45 
o. 7 1. 68729 94 0, 98995 93 5. 7 1. 54064 82 3. 50911 89 
o. 8 1. 78166 12  1 .  21719 42 5. 8 1. 52839 53 3. 51426 89 
o. 9 1 . 83523 65 1. 43932 68 5. 9 1. 52065 96 3. 51619 81 

1. 0 1. 85193 70 1. 64827 75 6. 0 1. 51803 39 3. 51647 44 
1. 1 1. 83732 28 1.  83737 48 6. 1 1. 52060 2 0  3 .  51674 38 
1. 2 1. 79815 90 2, 00168 51 6. 2 1. 52794 77 3. 51857 25 
1 .  3 1 . 74191 1 0  2. 13821 2 2  6 .  3 1. 53921 04 3. 52330 06 
1. 4 1. 67621 68 2. 24595 41 6. 4 1 . 55318 17 3. 53192 30  1 . 5 1. 60837 27 2. 32581 82 6.  5 1. 5 6843 12  3. 54500 55  
1. 6 1. 54487 36 2. 38040 96 6. 6 1. 58344 97 3. 56264 55 
1. 7 1. 49103 51 2. 41370 98 6. 7 1. 59679 62 3. 58447 72 
1. 8 1. 45072 37 2. 43067 75 6. 8 1. 60723 30  3, 60972 10 
1.  9 1. 42621 05 2. 43680 30 6. 9 1. 61383 85 3. 63727 15 

2. 0 1. 41815 16  2 .  43765 34 7.  0 1. 61608 55  3. 66581 26  
2. 1 1. 42569 13 2. 43844 23 7. 1 1. 61388 08 3, 69395 05 
2. 2 1. 44667 38 2. 44365 73 7. 2 1. 60756 18 3. 72034 97 
2. 3 1. 47794 03 2, 45676 95 7. 3 1. 59785 21  3. 74385 98 
2. 4 1. 51568 40 2. 48004 47 7. 4 1. 58578 13 3. 76362 13 
2. 5 1. 55583 1 0  2. 51446 4 0  7 .  5 1. 57257 88 3. 77914 01 
2. 6 1. 59441 60 2. 55975 53 7. 6 1. 55954 96 3. 79032 64 
2. 7 1. 62792 16  2. 61452 59  7 .  7 1. 54794 81 3. 79749 22  
2 ,  8 1. 65355 62 2, 67647 93 7. 8 1. 53885 84 3. 80131 21 
2. 9 1. 66945 OS 2. 74269 41 7. 9 1. 53309 50 3. 80274 91 

3. 0 1 . 67476 18 2. 80993 76 a. o 1. 53113 1 3  3. 80295 5 6  
3. 1 1. 66968 11 2. 87498 49 8. 1 1. 53306 26  3. 80315 83  
3 .  2 1. 65535 02 2. 93491 77 B. 2 1. 53860 67 3. 80453 88 
3. 3 1. 63369 82 2. 98737 63 B. 3 1. 54713 99 3. 80812 16  
3. 4 1. 60721 88 3. 03074 73 8. 4 1. 55776 52 3. 81467 97 
3. 5 1 . 57870 92  3 .  06427 25  8 .  5 1. 5 6940 54 3. 82466 68 
3. 6 1 . 55099 62 3. 08807 51 8, 6 1. 58091 06 3. 83818 15 
3.  7 1. 52667 49 3, 10310 38 B. 7 1. 59117 06 3. 85496 61 
3. 8 1 , 50788 19 3. 11100 53 B. 8 1. 59922 11 3. 87444 05 
3. 9 1. 49612 2 0  3. 11393 95 a. 9 1. 60433 29 3. 89576 52 

4. 0 1. 49216 12  3 .  11435 65 9, 0 1. 60607 69 3. 91792 84 
4. 1 1. 49599 24  3. 11475 82  9. 1 1, 60435 85 3, 93984 77 
4. 2 1. 50687 40 3. 11746 60 9, 2 1, 59942 00 3, 96047 61 
4. 3 1. 52343 40 3. 12441 61 9,  3 1. 59180 91 3. 97890 2 2  
4. 4 1. 54382 74 3. 13699 91 9. 4 1. 58232 00 3. 99443 58 
4. 5 1. 56593 04 3. 15595 79 9. 5 1. 57191 16  4. 00666 94  
4 .  6 1. 58755 15 3. 18134 84 9. 6 1. 56161 12  4. 01551 22 
4. 7 1. 60664 04 3. 21256 74 9, 7 1 . 55241 46 4. 02119 22  
4 .  8 1. 62147 45 3. 24843 85 9. 8 1. 54519 00 4, 02422 80 
4. 9 1. 63080 69 3. 28734 92 9. 9 1. 54059 74 4. 02537 29 

5.  0 1. 63396 48 3. 3.2742 23 10. 0 1. 53902 91 4. 02553 78 [C-:)5] [C-:)6] [C-j)7J [C-j)7J 
Ci(".1:) ='Y+ln ,.+In x-Cin(,.J:) 'Y+ln ,.=1.72194 55508 

Si(n,.) are maximum values of Si (x) if n>O is odd, and minimum values if n>O is even. 

Ci [ (n+�) "],are maximum values of Ci (.r) if n>O is even, and minimum values if n>O is 

odd. We have Si(n1r) - - - -- 1 --· + -· - · . . (n-->w )  " (-1) n[ 2 1 4 1 J 2 n" n2 ,.2 n4,.4 

c; [ Hr ]-(�-:�� [I 2 !  4 !  . .  ·] <·�-) ( 1r +( 1r n +2 ,.2 n +2 .. 4 



EXPONENTIAL INTEGRAL AND RELATED FUNCTIONS 

EXPON ENTIAL INTEGRALS En(x) 
X Ez(x) -x In x Ea(x) E4(X) Bw(x) 

o. 0 0  1. 00000 0 0  0. 50000 00  0. 33333 33 0. 11111  11 
o. 01 o.  99572 22 0. 49027 66 0. 32838 24  0 . 10986 82  
o .  02 o. 99134 50 0. 48096 83 o. 32352 64 0. 10863 95 
o. 03 0. 98686 87 o. 47199 77 0, 31876 19 0. 10742 46 
o. 04 0. 98229 39 0. 46332 39 0. 31408 55 0. 10622 36 

o. 05 o. 97762 11 0. 45491 88 0. 30949 45 o. 10503 63 
o. 0 6  0. 97285 0 8  0, 44676 09 0. 30498 63 0. 10386 24 
o. 07 o. 96798 34 0. 43883 27  o .  30055  85  0. 10270 18  
o. 08  o .  96301 94  o .  43111  97 o. 29620 89 0. 10155 44 
o. 09 0, 95795 93 0. 42360 96 0. 29193 54 o. 1 0042 00 

0. 10 0. 95280 35 o. 41629 15 o. 28773 61 o. 09929 84 
0. 11 0. 94755 26 0. 40915 57 0. 2 8360 90 0. 09818 96 
0, 12 o.  94220 71 o.  40219 37 0. 27955 24 o. 09709 34 
0. 13  0. 93676 72 0. 39539 77 0. 27556 46 o. 09600 95 
o. 14 0. 93123 36 0. 38876 07 o. 27164 39 0. 09493 80 

0. 15 0, 92560 67 o.  38227 61 0. 26778 89 o. 09387 86 
o. 16 o. 91988 70 0. 37593 80 0. 26399 79 o. 09.2 83 12 
0. 17 0. 91407 48  0. 36974 08 o. 26026 96 o. 09 179 56 
o. 18 0. 90817 06 0. 36367 95 0. 25660 26 0. 09077 18 
0. 19 0. 90217 5 0  o .  35774 91 0. 25299 56  0. 08975 95 

o. 20  0. 89608 82 0. 35194 53 o. 24944 72 0, 08B75 87 
o.  2 1  0. 88991 09 o. 34626 38 o. 24595 63 o. 08776 93 
o. 22 o. 88364 33 O. 34070 OS 0. 24252 16 0. 08679 1 0  
o .  23 0, 87728 60 o. 33525 18 0. 23914 19 o. 08582 38 
o. 24 o. 87083 93 o. 32991 42 o. 23581 62 0. 08486 75 

o. 25 0. 86430 37 0. 32468 41 0. 23254 32 o. 08:�92 20 
o. 26 0. 85767 97 0. 31955 85 0. 22932 2 1  o .  oa;�9a 12 
o. 27 o. 85096 76 o. 31453 43 o. 22615 17 o. oa:�o6 30 
o. 28 o. 84416 78 o. 30960 86 0. 22303 11 o. 0811 4 92 
o. 29 0. 83728 08 o. 30477 87 o. 2 1995 9 3  0. 08024 57 

o. 30 o. 83030 71 o. 30004 18 o. 2 1q9 3  52 o. 07'J35 24 
o. 31  o. 82324 69 0. 29539 56 0. 2139 5  81 0. 071346 93 
o. 32 0. 81610 07 0. 29083 74 0. 21102 70 o. 07759 60 
o. 33 o. 80886 90 0. 28636 52 o. 20814 11 o. 07673 27 
o. 34 o. 80155 21 o. 28197 65 0. 20529 94 o. 07!i87 90 

o. 35 o. 79415 04 0. 27766 93 o. 20250 1 3  o. 07�i03  50 
o. 36 o. 78666 44 0. 27344 16 0. 19974 58 0. 07420 06 
o. 37 o. 77909 43 o.  26929 13  o .  19703 22 o. 07:137 55  
o. 38  o .  77144 07  o. 26521  65  0. 19435 97 o. on 55  97 
o. 39 o. 76370 39 0. 26121 55 0. 19172 76 0. 07JL75 31 

o. 40 o. 75588 43 o. 25728 64 0. 1 8913 52 o. 07095 57  
o. 41  o. 74798 23 0. 25342 76 0. 18658 16 o.  07016 71 
o. 42 o. 73999 82 0. 24963 73 o. 18406 64 o. 06938 75 
o. 43 o. 73193 24 0. 24591 41 0. 18158 87 0.  06B61 67 
o. 44 o. 72378 54  o .  24225  63  0. 17914 79  0. 06785 45 

o. 45 o. 71555 75 0. 23866 25 0. 17674 33 0. 06710 09 
o. 46 o. 70724 91 0. 23513 13 0. 17437 44 o. 06635 58 
o. 47 o. 69886 05 o. 23166 12 o.  17204 05  o. 06�i61  91 
o .  48  0. 69039 2 1  0. 22825 0 8  0. 16974 10 0. 06489 07 
o. 49 0. 68184 43 0. 22489 90 0. 16747 53 o.  064 1 7  04 

o. 50  o .  67321 75 0. 22160 44 o. 16524  28  o .  06;•45 83  

[< -35) 1] [< -:)5] [< -:)]] [( --36)2] 
See Examples 4-6. 

Table 5.4 

Ezo(x) 
0. 05263 16 
0. 05207 90 
o. 05153 21 
o. 05099 11 
o. 05045 58 

0. 04992 60 
0. 04940 19 
0, 04888 33 
o. 04837 02 
0. 04786 24 

o. 04736 00 
0. 04686 29 
0. 04637 10 
o. 04588 43 
o. 04540 27 

0. 04492 62 
o. 04445 47 
o. 04398 82 
0. 04352 66 
0. 04306 98 

0. 04261 79 
o. 04217 07 
o. 04172 82 
o. 04129 03 
o. 04085 71 

0 . 04042 85 
o. 04000  43 
0. 03958 46 
o. 03916 93 
0. 0 3875 84 

0. 03835 1 8  
o .  03794 9 5  
o .  037 55 1 5  
o. 0 3 7 1 5  76 
0. 0:3676 78 

o. 03638 22  
0. 03600 06 
o. 03562 31 
0. 03524 95 
0. 03487 98 

0. 03451 40 
o. 03415 21 
0. 03379 39 
0. 03343 96 
o. 03308 89 

o. 03274 20  
o .  03239 87  
0. 03205 90  
0. 03172 29 
o. 03139 03 

o. 03106 12 [( -;)7] 

245 
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Table 5.4 

X 
o. 50 
o. 51 
o.  52 
o. 53 
o. 54 
o. 55 
o. 56 
o. 57 
o. 58 
o. 59 
o.  60 
o. 61 
o. 62 
0. 63 
o. 64 
o. 65 
o. 66 
o. 67 
0. 68 
o. 69 
o. 70 
o. 71 
o. 72 
o. 73 
o. 74 
o. 75 
o. 76 
o. 77 o. 78 
o. 79 
o. 80 
o. 81 o. 82 o. 83 o. 84 
o. 85 
o. 86 
o. 87 
o. 88 
a. 89 
o. 90 
o. 91 
0. 92 
o. 93 
o. 94 
o. 95 o. 96 o. 97 
o. 98 
o. 99 
1. 00 

EXPONENTIAL INTEGRAL AND RELATED FUNCTIONS 

E2(X) 
o. 32664 39 
o. 32110 62 
o. 31568 63 
0. 31038 07 
0. 30518 62 
0. 30009 96 
o. 29511 79 
0. 29023 82 
0. 28545 78 
o. 28077 39 
0. 27618 39 
o. 27168 55 
o. 26727 61 
0. 26295 35 
o. 25871 54 
0. 25455 97 
0. 25048 44 
o. 24648 74 
0. 24256 6 7 
o. 23872 06 
0. 23494 71 
o.  23124 46 
0. 22761 14 
o. 22404 57 
0. 22054 61 
o. 21711 09 
0. 21373 88 
o. 21042 82 
o. 20717 77 
o. 20398 60 
0. 20085 17 
o. 19777 .36 
0. 19475 a4 
0. 19178 10 0. 18886 41 
0. 18599 86 
0. 18318 33 
0. 18041 73 
0. 17769 94 
0. 17502 87 
o. 17240 41 a. 16982 47 
0. 16728 95 
0. 16479 77 
0. 16234 82 
0. 15994 04 
0. 15757 32 
a. 15524 59 
0. 15295 78 
0. 15070 79 
0. 14849 55 

[(-:) 1] 

EXPO"ENTIAL INTEGRALS E,.(x) 
E3(X) E4(X) E IO(X) 

0. 22160 44 0. 16524 28 o. 06345 83 
0. 2 1836 57 0. 16304 30 o. 06275 42 
0. 21518 18 0. 16087 53 o. 062 05 80 
o. 21205 16 0. 15873 92 o. 06136 96 
0. 20897 39 o. 15663 41 0. 06068 89 
0, 20594 75 0. 15455 96 0. 06001 59 0. 2 0297 15 0, 15251 50 0. 05935 05 
0. 2 0004 48 0, 15050 00 0. 05869 25 
0. 19716 64 o. 14851 39 o. 05804 19 
0, 19433 53 0, 14655 65 o. 05739 86 
0. 19155 06 0, 14462 71 o. 05676 26 
0. 18881 14 0. 14272 53 o. 05613 36 
0. 18611 66 0. 14085 07 o. 05551 18 
0. 18346 56 0. 13900 28 o. 05489 69 
0. 18085 73 o. 13718 13 o. 05428 89 
0. 17829 10 0. 13538 55 o. 05368 77 
0. 17576 58 0. 13361 53 0, 05309 33 
0. 17328 10 0. 13187 01 0. 05250 55 
0. 17083 58 0. 13014 95 0. 05192 43 
0. 16842 94 0. 12845 33 o. 05134 97 
0. 16606 12 0. 12678 08 0. 05078 15 
0. 16373 03 0. 12513 19 0, 05021 96 
0. 16143 60 0. 12350 61 0, 04966 40 
0. 15917 78 0. 12190 31 o. 04911 47 
0. 15695 49 o. 12032 24 0. 04857 15 
a. 15476 67 a. 11876 38 a. 04803 44 
a. 15261 25 0. 1 1722 70 o. 04750 33 
a. 15049 17 a. 11571 15 o. 04697 81 
0. 14840 37 a. 11421 70 0. 04645 88 
0. 14634 79 0. 11274 33 0, 04594 53 
0. 14432 38 0. 11129 ao 0. 04543 76 
0, 1423.3 07 O. la985 67 o. 0449.3 56 
0. 14036 81 0. 10844 33 0. 04443 91 
0. 13843 55 0. 10704 93 o. 04394 82 
0. 13653 24 0. 10567 44 0. 04346 28 
0. 13465 81 0. 10431 85 0. 04298 29 0. 13281 22 o. 10298 12 0. 04250 82 
o. 13099 43 0. 10166 22 o. 04203 89 
0. 12920 37 0. 10036 12 a. 04157 49 
0. 12744 01 0. 09907 80 o. 04111 60 
o. 12570 30 0. 09781 23 o . 04066 22 
0. 12399 19 0. 09656 39 0. 04021 35 
0. 12230 63 0. 09533 24 0. 03976 98 
0. 12064 59 o. 09411 77 o. 03933 11 
o. 11901 02 0. 09291 94 o. a3889 73 
0. 1 1739 88 0. 09173 74 0. 03846 83 
0. 11581 13 0. 09057 13 o. 03804 41 
0. 11424 72 o. a8942 11 0. 03762 46 
0. 1 1270 63 0. 08828 63 o. 03720 98 
0. 11118 80 o. 08716 69 o. a3679 96 
0. 10969 20 o. 08606 25 0. 03639 40 

[( -:)7] [( -3
6)4] [( -:) 1] 

E2o(x) 
0, 03106 12 
0. 03073 56 
0. 03041 34 
o. 03009 46 
o. 02977 91 
o. 02946 70 
0. 02915 81 
0. 02885 25 
0. 02855 01 
0. 02825 08 
0. 02795 48 0. 02766 18 
o. 02737 19 
0. 02708 50 
o. 02680 12 
o. 02652 04 
o. 02624 25 
0, 02596 75 
o. 02569 54 
0. 02542 62 
0. 02515 98 
o. 02489 62 
o. 02463 53 
o. 02437 72 
0. 02412 19 
o. 02386 92 
o. a2361 91 
o. a2337 17 0. 02312 69 
a. 02288 46 
o. 02264 49 
0. 02240 78 
0. 02217 31 0. 02194 08 
0. 02 171 11 
o. 02148 37 
o. 02125 87 
0. 02103 61 
0. 02081 58 
o. 02059 78 
o. 02038 21 0. 02016 87 
0. 01995 75 
0. 01974 86 
0. 01954 18 
o. 01933 72 o. 01913 47 
0. 01893 44 
0. 01873 62 o. a1854 a1 
0. 01834 60 

[( -J)4] 
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EXPONENTIAL INTEGRALS En(x) Table 5,4. 

;r Ez(.r) Ea(.r) E4(.r) EJ(l(;r) Ezo(.r) 
1. 0 0  o. 14849 5 5  0. 10969 2 0  o .  08606 25 0, 03639 40 o. 01834 60 
1. 0 1  0. 14631 99 0. 10821 79 o. 08497 30 0. 03599 29 0. 01815 39 
1. 02 o. 14418 04 o. 10676 54 o. 08389 81 o. 03559 63 D. D1796 39 
1. D3 D. 14207 63 0. 10533 42 0. 08283 76 0. 03520 41  D .  01777 59 
1.  04  0. 14000 68 o. 10392 38 o. 08179 13 o. 03481 63 o.  01758 98 

1. 05  0. 13797 13 o. 10253 39 0. 08075 90 0, 03443 28 o. 01740 57 
1.  06 0. 13596 91 0. 10116 43 o. 07974 06 o. 03405 35 0. 01722 35 
1. 07 o. 13399 96 o. 09981 45 o. 07873 57 0. 03367 85 o. 01704 33 
1. 08 0. 13206 22 o. 09848 42 o. 07774 42 o. 03330 77 o. 01686 49 
1. 09 o. 13015 62 0. 09717 31 0. 07676 59 0. 03294 10 o. 01668 84 

1. 1 0  o. 12828 11 o.  09588 09 0. 07580 07 0. 03257 84 o. 01651 37 
1. 11 0, 12643 62 a. 09460 74 0. 07484 83 o.  03221 98 0. 01634 09 
1. 12 0. 12462 10 0. 09335 21 o. 07390 85 o. 03186 52 o. 01616 99 
1. 13  0. 12283 50  a . onn 49  0. 07298 12 o.  03151 45  o .  01600 07 
1. 14  o .  12107 75  a. 09089 53 0. 07206 61 o. 03116 78 0. 01583 33  

1. 15  o .  11934 81  a. oa969 32 a. 07116 32 0. 03082 49 0, 01566 76 
1. 16  O. l l764 62 o .  08850 83 0. 07027 22  a. 03048 58 0, 01550 37  
1 .  1 7  o .  11597 1 4  a. oa734 02 0, 06939 30 0. 03015 05 o. 01534 14  
1 .  18 a. 11432 31 o. 08618 88 0. 06852 53 o. 02981 89 0, 01518 09 
1. 19 o. 11270 08 0, 08505 37  o .  06766 91 o. 02949 1 0  0. 01502 21 

1. 2 0  0 .  l l 1 1 0  4 1  0. 08393 4 7  o .  06682 42 0. 02916 68 o. 01486 49 
1.  21 o. 1 0953 25 o. 08283 15 0. 06599 04 o. 02884 61 0. 01470 94 
1. 22 0. 10798 55 0. 08174 39 o. 06516 75 0. 02852 90 o. 01455 55  
1 .  23  o .  1 0646 27 o. 08067 17 0, 06435 55 o. 02821 55 a. 01440 32 
1. 24  0. 10496 37 o. 07961 46 0. 06355 40 o.  02790 54 o .  01425 26 

1. 25  o .  1 0 348 81  0. 07857 23  o .  06276 31 0.  02759 88 o. 01410 35 
1.  26  o .  10203 53  0. 07754 47 0. 06198 25 o. 02729 55 o. 01395 59 
1. 2 7  o .  1 0060 5 1  0. 07653 16 0, 06121 22 0, 02699 57 o.  01381 00  
1 .  28  0. 09919 70 o. 07553 26 0. 06045 19 o. 02669 91  o .  01366 55 
1. 29 o. 0 9781 06 0. 07454 76 0. 05970 15 o. 02640 59 o. 01352 26 

1. 3 0  o .  09644 55 o. 07357 63 o. 05896 09 0. 02611 59 o. 01338 11 
1. 31 o. 09510 15 o. 0 7261 86 0. 05822 99 o. 02582 91  o. 01324 12  
1 .  32  o .  09377 80 o. 07167 42 0, 05750 85 0. 02554 55  o .  01310  27  
1 .  33 0, 09247 47 0, 07074 29 0, 05679 64 0. 02526 51 o. 01296 57  
1. 34  o. 09119 13  0. 06982 46  o .  05609 36  0. 02498 78  o .  01283 0 1  

1 .  35  o .  0 8992 75  o .  06891 91  o .  05539 98 o.  02471 35 0, 01269 59 
1. 36 o. 08868 29 o. 06802 60 0, 05471 51 o. 02444 23 o. 01256 31 
1. 37 o. 0 8745 71 o. 06714 53  0. 05403 93 0. 02417 41 a. 01243 17 
1. 38 a. 0 8624 99 o. 06627 68 0. 05337 22 o.  02390 88 o. 01230 17 
1. 39 o. 08506 10 0. 06542 03 o. 05271 37 0. 02364 65 a. o1217 31 

1.  40  0, 08388 99  a . 06457 55  0, 05206 37 o. 02338 72 o. 01204 58 
1. 41  o .  08273 65 o .  06374 24 0. 05142 22 o.  02313 06 o. 01191 98 
1. 42 o. 08160 04 o. 06292 07 0. 05078 89 0. 02287 7 0  a . 01179 5 2  
1 .  43  o.  08048 13 o. 062 11 04 o. 05016 37 o.  02262 6 1  o .  01167 19  
l, 44  o.  07937 89 o. 06131 11 o.  04954 66 0. 02237 80 a. 01154 99 

1. 45 o. 07829 30  o .  06052 27  0. 04893 74 o.  02213 2 7  0. Oll42 91 
1. 46 0. 07722 33 o. 05974 52 0. 04833 61 o. 02189 01  o. 01130 96 
1. 47  o .  07616 94 0. 05897 82 o. 04774 25 o.  02165 0 1  0. 0 1119 14  
1 .  48 o. 07513 13 0. 05822 17 o.  04715 65 0. 02141 28 0, Oll07 44 
1. 49 o. 07410 85 0. 05747 55 o. 04657 80 o. 02117 82 o. 01095 86 

1. 50 0. 07310 08 0. 05673 95 o. 04600 70 0. 02094 61 o. 01084 40  
1 .  51  o .  07210  80 0. 05601 35 0, 04544 32 o. 02071 67 0, 01073 0 7  
1 .  5 2  o .  0 7112 98 o. 05529 73 0. 04488 67 o. 02048 97 a. o1061 85 
1. 53 0. 07016 60 0. 05459 08 0. 04433 72 0, 02026 53 0, 01050 75 
1. 5 4  o .  06921 64 0. 05389 39 0. 04379 48 o.  02004 33  0 .  01039 77  

1 .  55 0, 0 6828 07 0. 05320 64 0. 04325 93 o. 01982 38 o. 01028 90 
1. 56  0. 06735 87 o. 05252 83 0. 04273 07 o. 0 1960 67 o. 01018 15 
1.  57 o. 06645 02 o. 05185 92 o. 04220 87 o. 01939 2 1  o. 01007 5 0  
1 .  58  o .  06555 49  o .  05119  92  0. 04169 35  o. 01917 98  o .  00996 97 
1. 59  a. 06467 26 0. 05054 81 a. 04118 47 0. 01896 98 o. 00986 56 

1.  60  o .  06380 32  0, 04990 57 0. 04068 25 0. 01876 22 o. 00976 24 [ C-g)5J [ C-�)3] [C-�)2) [C-J)6] [C -I) a] 
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Table 5.4 EXPONENTIAL INTEGRALS En(x) 
"' 

1. 60 
1. 61 
1. 62 
1. 63 
1. 64 

1. 65 
1. 66 
1. 67 
1. 68 
1. 69 

1. 7a 
1. 71 
1. 72 
1. 73 
1. 74 

1. 75 
1. 76 
1. 77 
1. 78 
1. 79 

1. 80 
1. 81 
1. 82 
1. 83 
1. 84 

1. 85 
1. 86 
1. 87 
1. 88 
1. 89 

1. 9a 
1. 91 
1. 92 
1. 93 . 
1. 94 

1. 95 
1. 96 
1. 97 
1. 98 
1. 99 

2. 00 

Table 5.5 

:r- 1  

o .  5 0  
0 .  4 5  
o .  40 
o. 35 
a. 3a 
a.  25 
a. 2a 
a. 15 
a. 1 a  

a. a9 
o. a8 
a. a7 
a. 06 
o. 05 
o. 04 
o. 03 
o. 02 
o. 01 
o. 00 

Ez(.r) 
0. 06380 32 
0. 06294 64 
o. 06210 20 
0. 06126 98 
o. 06044 97 

o. a5964 13 
o. a5884 46 
o. 05805 94 
a. a5728 54 
a. a5652 26 

a. a5577 a6 
a. a55a2 94 
a. a5429 88 
o. 05357 86 
o. 05286 86 

o. 05216 87 
o. a5147 88 
o. o5a79 86 
a. a5a12 81 
0. 04946 7a 

o. a4881 53 
o.  04817 27 
a.  a4753 92 
o. 04691 46 
o. 04629 87 

o. a4569 15 
o. 04509 28 
o. 04450 24 
o. 04392 03 
a. a4334 63 

o. a4278 a3 
a. a4222 22 
a. a4167 18 
a. a4112 91 
a. a4a59 38 

a. a4aa6 6a 
a. a3954 55 
a. a3903 22 
a. a3852 59 
a. 03802 67 

o. a3753 43 [<-�l2J 

E:1(.r) 
0. 04990 57 
0.  04927 20 
0. 04864 67 
o. 04802 99 
o. 04742 13 

a. a4682 a9 
0. 04622 84 
0. a4564 39 
a. 045a6 72 
a. a4449 82 

a. a4393 67 
a. a4338 27 
a. a4283 61 
0. 04229 67 
o. 04176 45 

0. 04123 93 
o. 04072 11 
a. a4a2a 97 
a. a397a 51 
o. 03920 71 

a. 03871 57 
a. 03823 08 
o. a3775 22 
o. 03728 ao 
o. a3681 39 

o. 03635 40 
a. 0359a 01 
o. 03545 21 
o. 03501 00 
a. a3457 37 

a.  a3414 3a 
a. a3371 8a 
a. a3329 86 
a. a3288 46 
a. a3247 59 

a. a32a7 27 
a. a3167 46 
0. 03128 17 
a.  a3a89 39 
0. 03051 12 

o. a3013 34 [<-�l l] 

E4(J:) 
o. 04068 25 
o. 04018 66 
o. 03969 70 
0. 03921 36 
0. 03873 64 

a. a3826 52 
0. 03779 99 
o. a3734 a6 
a. a3688 7a 
a. a3643 92 

a. a3599 7a 
a. a3556 a4 
a. a3512 93 
0. 03470 37 
o. 03428 34 

o. 03386 84 
0. 03345 86 
a. a33a5 39 
a. 03265 44 
a. a3225 98 

o. a3187 a2 
0. 03148 55 
a. 0311a 56 
o. 03073 04 
o. o3a35 99 

a. 02999 41 
o. a2963 28 
o. 02927 61 
0. 02892 38 
a. a2857 59 

a. a2823 23 
a. a2789 3a 
a. a2755 79 
a. a2722 7a 
a. a269a a2 

a. a2657 75 
a. a2625 87 
0. 02594 40 
a. a2563 31 
o. 02532 61 

o. 02502 28 [<-IlsJ 
EXPONENTIAL INTEGRALS En(x) 

(.r+2)e'E2(J:) 
1. 1a937 
1. 09750 
1. 08533 
1. 07292 
1. 06a34 
1. a477a 
1. a3522 
1. 02325 
1. a124a 

1. a1a45 
1. a0861 
1. 00688 
1. oa528 
1. 00384 
1. 00258 
1. 00152 
1. 00071 
1. 00019 
1. 00000 [<-tJl] 

(.r+3)e" E�(.c) 
1. 11329 
1. 10285 
1. 09185 
1. 08026 
1. a6808 
1. a5536 
1. a4222 
1. 02895 
1. a1617 

1. a1377 
1. 01147 
1. 00927 
1. 00721 
1. 00531 
1. 00361 
1. 00217 
1. 001a3 
1. 00027 
1. 00000 [<-gl7J 

(J:+4)e" E4(x) 
1. 1a937 
1. 10071 
1. 09136 
1. 08125 
1. a7031 
1. a585a 
1. 04584 
1. 03247 
1. 01889 

1. a1624 
1. 01366 
1. 01116 
1.  00878 
1. 00654 
1. 00451 
1. 00275 
1. 00133 
1. 00036 
1. 00000 [<-tJl] 

E10(.r) Ezo(.r) 
0. 01876 22 0. 00976 24 
0. 01855 68 0. 00966 04 
0. 01835 38 0. 00955 95 
o. 01815 30 0. 00945 96 
0. 01795 43 o. 00936 07 

a. a1775 79 a. aa926 29 
o. 01756 37 0. 00916 61 
a. a1737 16 a. aa9a7 a3 
a. a1718 16 a. a0897 56 
o. a1699 37 a. aa888 18 

a. a168a 79 a. aa878 9a 
a. a1662 42 a. aa869 12 
o. 01644 24 0. 00860 63 
o. 01626 27 0. 00851 64 
o. 01608 50 0. 00842 74 

0. 01590 92 o. 00833 94 
0. 01573 54 0. 00825 22 
a. a1556 34 a. aa816 60 
a. 01539 34 a. aa8a8 a7 
o. 01522 53 0. 00799 63 

0. 01505 9a 0. 00791 28 
0. 01489 45 0. 00783 02 
o. a1473 18 o. 00774 84 
o. 01457 10 0. 00766 74 
o. 01441 19 O. Oa758 7 4  

0. 0 1425 46 0. 00750 81 
o. 01409 9a 0. a0742 97 
o. 01394 51 o. 00735 21 
a. a1379 29 a. aa727 53 
a.  al364 24 a. aa719 93 

a. a1349 35 a. aa712 42 
a. a1334 63 a. aa7a4 98 
a. al32a a7 a. aa697 62 
a. a13a5 67 a. aa69a 33 
a. a1291 43 a. aa683 12 

a. a1277 34 a. aa675 99 
a. a1263 41 a. aa668 9 3  
0. 01249 64 0. 00661 95 
a. a1236 a1 a. oa655 04 
0. 01222 54 o. 00648 20 

o. 01209 21 o. a0641 43 [< -Il3J [<-JllJ 
FOR LARGE ARGUMENTS 

(x+lO)e' E10(x) (x+20)ex E20(x) 
1. 07219 
1. 06926 
1. 06586 
1. a6187 
1.  05712 
1. a5138 
1. 04432 
1. 03550 
1. 02436 

1. 02182 
1. 01917 
1. 01642 
1. 01360 
1. 01074 
1. 00790 
1. 00516 
1. 00271 
1. 00081 
1. 00000 [ < -:)3] 

1. 04270 
1. 04179 
1. a4067 
1. 03932 
1. a3762 
1. a3543 
1. 03249 
1. a2837 
1. 02222 

1. 02060 
1. 01883 
1. 01688 
1. 01472 
1. 01234 
1. 00973 
1. 00692 
1. 00401 
1. 00137 
1. 00000 [<-tl3J 

<r>=nearest integer to .r. 

<x> 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
5 
7 

10 

11  
13 
14 
1 7  
20 
25 
33 
so 

100 
00 
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EXPONENTIAL INTEGRAL FOR COMPLEX ARGUMENTS Tahle 5.6 

zezEt (z) 
f!l .1 !Jf J Pl f f!l J .Jl J 

y\x -19 -18 -17 -16 -15 
0 1,059305 0,000000 1.063087 0,000001 1.067394 0,000002 1,072345 0,000006 1, 078103 0,000014 
1 1.059090 0,003539 1.062827 0,004010 1,067073 0,004584 1,071942 0,005296 1,077584 0,006195 
2 1.058456 0.007000 1.062061 0,007918 1.066135 0,009032 1,070774 0,010403 1.076102 0, 012118 
3 1.057431 0,010310 1,060829 0.011633 1,064636 0,013226 1,068925 0,015172 1,073783 0,017579 
4 1.056058 0.013410 1,059190 0.015079 1,062657 0,017075 1.066508 0,019486 1, 070793 0,022432 

5 1,054391 0,016252 1.057215 0,018202 1.060297 0,020512 1.063659 0,023272 1,067318 0.026598 
6 1,052490 0,018806 1,054981 0,020969 1.057655 0,023505 1.060510 0.026499 1,063538 0.030055 
7 1,050413 0,021055 1.052565 0,023364 1.054829 0,026044 1,057187 0,029167 1. 059610 0.032823 
8 1,048217 0,022996 1.050037 0,025391 1,051905 0, 028141 1,053795 0,031306 1.055664 0.034957 
9 1.045956 0,024637 1.047458 0.027066 1,048958 0,029824 1.050421 0.032960 1. 051797 0,036527 

10 1,043672 0,025993 1.044880 0,028412 1.046045 0.031130 1,047129 0,034183 1,048081 0,037609 
11 1,041402 0,027086 1,042345 0,029461 1,043212 0,032102 1.043967 0,035034 1,044559 0.038282 
12 1,039177 0,027940 1.039882 0,030245 1.040490 o. 032781 1,040965 0,035567 1. 041259 0, 038616 
13 1.037018 0.028581 1.037515 0,030796 1.037901 0,033211 1.038140 0,035836 1,038192 0.038677 
14 1. 034942 0,029034 1.035259 0,031148 1.035456 0,033431 1,035501 0.035888 1.035359 0.038520 

15 1,032959 0,029:326 1,033123 0.031330 1.033162 0,033476 1.033049 0,035765 1.032754 0.038193 
16 1,031076 0,029477 1.031110 0, 031368 1.031019 0.033377 1,030780 0,035502 1.030365 0,037735 
17 1.029296 0.029511 1.029222 0,031288 1,029025 0.033162 1.028685 o. 035129 1.028180 o. 037179 
18 1.027620 0,029445 1.027456 0,031110 1,027174 0,032855 1.026756 0.034672 1,026183 0,036552 
19 1,026046 0,029296 1.025809 0.030854 1,025459 0,032474 1.024981 0.034150 1.024360 0.035873 

20 1.024570 0,029080 1.024275 0,030534 1.023872 0,032037 1,023349 0,033582 1.022695 0.035160 

y\x -14 -13 -12 -11 - 10 
0 1,084892 0,000037 1.093027 0,000092 1.102975 0,000232 1,115431 0.000577 1.131470 0.001426 
1 1.084200 0,007359 1.092067 0,008913 1.101566 0,011063 1,113230 0,014169 1.127796 0.018879 
2 1,082276 0,014306 1.089498 0,017161 1.098025 0,020981 1,108170 0,026241 1,120286 0,03:3700 
3 1,079313 0,020604 1,085635 0,024471 1,092873 0,029507 1.101137 0,036189 1.110462 0,045218 
4 1. 075560 0,026075 1,080853 0.030637 1.086686 0, 036422 1,0930B 0, 043843 1,099666 0,053451 

1,071279 0,030642 1.075522 0,035599 1.079985 0,041724 1.084526 0,049336 1,088877 0,058817 
1.066708 0.034303 1.069960 0,039405 1,073185 0,045552 1.076197 0,052967 1.078701 0,061886 
1,062046 0,037117 1.064412 0,042169 1.066578 0,048115 1.068350 0.055093 1,069450 0,063225 
1.057448 0,039174 1.059054 0,044041 1.060352 0.049644 1,061159 0,056057 1.061235 0,06:3322 
1,053021 0,040580 1.053997 0,045176 1,054606 0. 050359 1.054687 0,056158 1,054046 0,062566 

10 1,048834 0.041444 1.049303 0,045719 1.049380 0,050452 1.048933 0,055640 1.047807 0.061249 
11 1.044928 0,041867 1.044997 0,045801 1.044674 0,050084 1,043853 0,054695 1.042417 0,059584 
12 1,041320 0,041938 1.041080 0,045531 1.040464 0,049384 1.039389 0,053465 1.037766 0,057719 
13 1,038010 0,041734 1.037537 0,044999 1.036713 0,048452 1.035473 0,052056 1.033752 0,055758 
14 1,034989 0.041321 1.034:344 0,044277 1.033378 0,047365 1,032040 0.050547 1.030282 o. 053773 

15 1.032241 0,040751 1.031474 0,043422 1.030414 0.046180 1.029026 0,048991 1,027274 0,051808 
16 1,029747 0,040066 1.028895 0, 042477 1.027781 0,044941 1.026377 0,047428 1.024658 0,049894 
17 1.027486 0,039301 1.026579 0,041475 1.025438 0,043679 1.024043 0.045883 1,022375 0.048049 
18 1.025437 0,038481 1.024499 0,040444 1,023352 0,042417 1,021981 0,044374 1,020375 0.046282 
19 1. 023580 0,037629 1.022628 0,039401 1.021489 0,041170 1.020155 0,042912 1.018617 0,044599 

20 1.021896 0.036759 1,020942 0.038361 1.019824 0,039950 1.018533 0,041505 1.017066 0,043001 

y\x -9 -8 -7 -6 -5 
0 1.152759 0.003489 1,181848 0,008431 1,222408 0,020053 1.278884 0,046723 1.353831 0,105839 
1 1.146232 0,026376 1.169677 0,038841 1.199049 0,060219 1.233798 0,097331 1,268723 0.160826 
2 1.134679 0,044579 1.151385 0,060814 1,169639 0,085335 1.186778 0,122162 1.196351 0.175646 
3 1,120694 0,057595 1.131255 0,074701 1.140733 0,098259 1.146266 0,130005 1,142853 0.170672 
4 1,106249 0,065948 1.111968 0.082156 1,115404 0.102861 1.114273 0,128440 1.105376 0.158134 

5 1,092564 0,070592 1,094818 0.085055 1,094475 0,102411 1.089952 0,122397 1,079407 0.143879 
6 1,080246 0,072520 1.080188 0.084987 1.077672 0,099188 1.071684 0.114638 1.061236 0,130280 
7 1,069494 0,072580 1.067987 0,083120 1.064339 0,094618 1,057935 0,106568 1,048279 0,118116 
8 1,060276 0.071425 1.057920 0,080250 1,053778 0,089537 1,047493 0,098840 1.038838 0,107508 
9 1.052450 0,069523 1.049645 0.076885 1.045382 0.084405 1,039464 0,091717 1.031806 0.098337 

10 1,045832 0,067197 1.042834 0,073340 1.038659 0,079462 1.033205 0,085271 1,026459 0,090413 
11 1,040241 0.064664 1.037210 0,069803 1.033231 0.074821 1.028260 0,079488 1.022317 0,083544 
12 1,035508 0.062063 1.032539 0,066381 1.028808 0,070524 1,024300 0,074315 1,019052 0.077561 
13 1.031490 0,059482 1.028638 0,063128 1,025171 0,066576 1.021090 0.069688 1.016439 0.072320 
14 1.028065 0,056975 1.025359 0,060070 1.022152 0,062962 1.018458 0,065542 1.014319 0.067702 

15 1,025132 0,054573 1.022583 0,057215 1.019626 0.059658 1,016277 0,061817 1.012577 0,063610 
16 1,022608 0,052291 1.020219 0,054559 1.017494 0,056638 1.014452 0,058460 1.011130 0.059962 
17 1.020426 0,050135 1.018192 0,052094 1.015681 0,053874 1,012912 0,055424 1.009915 0,056694 
18 1,018530 0,048106 1.016444 0,049806 1.014129 0.051341 1.011600 0,052670 1. 008887 0.053752 
19 1.016874 0,046201 1.014929 0,047684 1.012790 0.049015 1.010476 0,050161 1,008009 0,051092 

20 1,015422 0.044413 1.013607 0,045714 1.011629 0,046875 1.009505 0. 047870 1.007254 0,048675 

For lz l>4, linear interpolation will yield about four decimals, eight-point inter polation will 
yield about six decimals. 

See Examplea 9 -10.  
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Table 5.6 EXPONENTIAL INTEGRAL FOR COMPLEX ARGUMENTS 
zezE1 (z) 

3f f 9l f -� f iJf f .!ll f 
.r\x -4 -3 -2 -1 0 
0 1.438208 0.230161 1.483729 0,469232 1.340965 0.850337 0,697175 1.155727 0.577216 0,000000 
1 1.287244 0,263705 1.251069 0.410413 1.098808 0,561916 0,813486 0.578697 0,621450 0.343378 
2 1.185758 0,247356 1.136171 0,328439 1.032990 0,388428 0,896419 0.378838 o. 798042 0,289091 
3 1.123282 0.217835 1,080316 0,262814 1,013205 0,289366 0,936283 0,280906 0,875873 0.237665 
4 1.085153 0,189003 1.051401 0,215118 1.006122 0,228399 0,957446 0.222612 0.916770 0,198713 

5 1.061263 0.164466 1.035185 0.180487 1.003172 0.187857 0,969809 0.183963 0.940714 0,169481 
6 1.045719 0,144391 1.025396 0.154746 1.001788 0.159189 0,977582 0.156511 0,955833 0.147129 
7 1.035205 0,128073 1.019109 0.135079 1.001077 0.137939 0.982756 0,136042 0,965937 0.129646 
8 1.027834 0.114732 1.014861 0.119660 1.000684 0,121599 0,986356 0.120218 0.972994 0.115678 
9 1,022501 0.103711 1.011869 0,107294 1,000454 0,108665 0,988955 0.107634 0.978103 0.104303 

10 1.018534 0.094502 1.009688 0.097181 1,000312 0.098184 0,990887 0,097396 0,981910 0.094885 
11  1.015513 0,086718 1,008052 0.088770 1.000221 0,089525 0.992361 0,088911 0,984819 0.086975 
12 1.013163 0,080069 1,006795 0,081673 1.000161 0,082255 0,993508 0,081769 0.987088 0.080245 
13 1,011303 0.074333 1,005809 0,075609 1,000119 0,076067 0.994418 0,075676 0,988891 0,074457 
14 1.009806 0.069340 1.005022 0.070371 1.000090 0.070738 0.995151 0.070419 0.990345 0,069429 

15 1.008585 0.064959 1,004384 0,065803 1,000070 0,066102 0,995751 0.065838 0,991534 0.065024 
16 1,007577 0.061086 1,003859 0,061786 1.000055 0,062032 0.996246 0.061812 0.992518 0,061135 
17 1,006735 0,057640 1.003423 0.058227 1.000043 0,058432 0,996661 0,058246 0,993342 0.057677 
18 1.006025 0,054555 1.003057 0,055052 1.000035 0,055224 0,997011 0,055066 0,994038 0,054583 
19 1.005420 0,051779 1,002747 0,052202 1.000028 0,052349 0,997309 0.052214 0.994631 0.051801 

20 1.004902 0,049267 1,002481 0,049631 1,000023 0,049757 0,997565 0,049640 0,995140 0,049284 

.r\x 1 2 3 4 5 
0 0.596347 0,000000 o. 722657 0.000000 o. 786251 0.000000 0.825383 0.000000 0.852111 0.000000 
1 0.673321 0,147864 o. 747012 0,075661 o. 79703<? 0,045686 0.831126 0,030619 0,855544 0,021985 
2 o. 777514 0,1865-70 o. 796965 0,118228 0,823055 0,078753 0,846097 0,055494 0,864880 0,040999 
3 0,847468 0.181226 0,844361 0.132252 0,853176 0,096659 0,865521 0,072180 0,877860 0.055341 
4 0,891460 0,165207 0.881036 0,131686 0.880584 0,103403 0.885308 0,081408 0,892143 0.064825 

5 0,919826 0.148271 0,907873 0,125136 0,903152 0,103577 0,903231 0,085187 0.906058 0,070209 
6 0,938827 0.132986 0,927384 0.1166% 0,921.006 0,100357 0.918527 0,085460 0.918708 0,072544 
7 0,952032 0.119807 0,941722 0,107990 0,934958 0,095598 0,931209 0,083666 0,929765 0,072792 
8 0,961512 0.108589 0,952435 0,099830 0,945868 0.090303 0,941594 0.080755 0.939221 0,071700 
9 0,968512 0.099045 0.960582 0,092408 0,954457 0,084986 0,950072 0.077313 0,947219 0.069799 

10 0,973810 0.090888 0.966885 0,085758 0,961283 0,079898 0.957007 0.073688 0.953955 0.067447 
11 0,977904 0.083871 0.971842 0,079836 0,966766 0,075147 0,962708 0,070080 0,959626 0.064878 
12 0,981127 0,077790 0.975799 0.074567 0.971216 0,070769 0,967423 0,066599 0.964412 0,062242 
13 0,983706 0.072484 0,979000 0,069873 0,974865 0,066762 0,971351 0,063300 0,968464 0,059630 
14 0,985799 0,067822 0.981621 0,065679 0,977888 0,063104 0.974646 0,060206 0.971911 0.057096 

15 0,987519 0,063698 0.983791 0,061921 0.980414 0,059767 0,977430 0.057322 0.974858 0.054671 
16 0,988949 0.060029 0,985606 0,058539 0,982544 0,056723 0,979799 0,054644 0,977391 0,052371 
17 0,990149 0.056745 0,987138 0,055485 0,984353 0,053941 0,981827 0,052162 0.979579 0.050200 
18 0,991167 0,053792 0,988442 0.052717 0,985902 0,051394 0,983574 0,049861 0,981478 0,048160 
19 0,992036 0,051122 0.989561 0.050199 0,987237 0,049057 0.985089 0,047728 0,983135 0.046245 

20 0,992784 0.048699 0,990527 0,047900 0,988395 0,046909 0,986410 0,045749 0,984587 0.044449 

y\x 6 7 8 9 10 
0 0,871606 0.000000 0,886488 0,000000 0,898237 0,000000 0,907758 0,000000 0,915633 0.000000 
1 0,873827 0,016570 0.888009 0,012947 0.899327 0.010401 0,908565 0,008543 0,916249 0,007143 
2 0.880023 0,031454 0,892327 0,024866 0.902453 0.020140 0.910901 0.016639 0,918040 0.013975 
3 0,889029 0.043517 0,898793 0,034995 0,907236 0,028693 0,914531 0,023921 0,920856 0,020230 
4 0,899484 0,052380 0.906591 0,042967 0,913167 0,035755 0,919127 0,030145 0,924479 0,025717 

5 0,910242 0.058259 0,914952 0,048780 0.919729 0.041242 0.924336 0.035208 0.928664 0.030334 
6 0,920534 0.061676 0.923283 0,052667 0,926481 0,045242 0,929836 0,039123 0,933175 0,034063 
7 0.929945 0,063220 0,931193 0,054971 0,933096 0,047942 0,935365 0,041986 0,937807 0,036944 
8 0,938313 0,063425 0,938469 0,056047 0.939359 0,049570 0.940731 0,043936 0,942398 0,039060 
9 0.945629 0,062714 0,945023 0,056211 0,945154 0,050349 0,945812 0,045128 0,946833 0,040514 

10 0,951965 0,061408 0,950850 0,055725 0,950427 0,050481 0,950535 0,045711 0,951035 0,041413 
11 0.957427 0.059735 0,955987 0,054790 0.955176 0.050135 0,954870 0,045818 0.954959 0,041861 
12 0.962128 0.057855 0.960495 0,053560 0,959421 0,049444 0,958814 0,045563 0,958586 0,041948 
13 0,966178 0.055877 0,964444 0.052146 0,963201 0,048514 0,962379 0,045038 0,961913 0.041755 
14 0,969673 0.053874 0,967903 0,050627 0,966559 0,047425 0,965591 0,044319 0,964949 0,041347 

15 0.972699 0.051894 0,97093� 0,049062 0.969539 0.046236 0,968477 0,043463 0,967710 0,040780 
16 0,975326 0.049966 0,9735'1 / 0,047489 0,972185 0.044992 0.971067 0,042516 0.970214 0,040095 
17 0,977617 0,048109 0,975940 0,045935 0.974538 0.043724 0.973393 0,041512 0.972484 0.039329 
18 0,979622 0,046332 0,978009 0,044419 0,976632 0.042456 0.975481 0.040477 0.974540 0,038508 
19 0,981384 0,044641 0.979839 0,042951 0,978500 0,041205 0.977357 0.039431 0.976402 0.037653 

20 0,982938 0,043036 0,981465 0,041538 0,980169 0,039980 0,979047 0,038388 0,978090 0,036781 
* If x>lO or y> lO then (see [5. 1 5]) 

e%(z)� 0.711093 + .Q:27851� /!_.010389 +E, jEj <3 x10-6• z+0.415775 Z+2.29428 z+6.2900 

E1 (iy)�-Ci(.r)+i si(.r) (y real) 
•see page n. 
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20 
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0 
1 
2 
3 
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5 
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11  
12 
13 
14 

15  
16 
17 
18 
19 

20 

y\x 
o.o 
0,2 
0.4 
0,6 
0.8 
1.0 

y\x 
o.o 
0.2 
0.4 
0.6 
o.8 
1.0 

y\x 
o.o 
0.2 
0.4 
0,6 
0.8 
1.0 

!3f 
11 

0,922260 
o. 922740 
0,924143 
0,926370 
0,929270 

0,932672 
0,936400 
0,940297 
0.944229 
0,948093 

o. 951816 
0,955347 
0,958659 
0,961739 
0,964583 

0,967199 
0,969597 
0.971789 
0.973792 
0.975621 

0.977290 

EXPONENTIAL INTEGRAL AND RELATED FUNCTIONS 

EXPONENTIAL INTEGRAL FOR COMPLEX ARGUMENTS 

zezEI (z) 

J ·# J !3f J ;f J 
12 13 14 

0,000000 0.927914 0,000000 o.  932796 0,000000 0,937055 0,000000 
0,006063 0.928295 0,005212 0,933105 0,004528 0.937308 0,003972 
0,011902 0,929416 0.010258 o. 934013 0,008932 o. 938055 0,007847 
0,017321 0.931205 0.014991 0,935473 0,013098 0,939261 0,011540 
0, 022171 0,933560 0.019295 o. 937408 0,016934 0,940870 0.014974 

0,026361 0,936356 0,023091 0,939729 0,020373 0,942816 0,018095 
0,029857 0.939462 0.026339 0,942338 0.023378 0,945024 0,020867 
0.032670 0.942757 0,029036 0,945140 0.025934 0,947419 0,023273 
0.034847 0.946132 0,031205 0,948047 0,028052 0,949933 0,025315 
0,036453 0.949500 0.032887 0,950985 0,029756 o. 952502 0,027004 

0,037566 0,952792 0.034134 0,953895 0,031081 0.955075 0,028365 
0,038261 0.955958 0.035004 0.956729 0,032068 0,957610 0.029426 
0,038612 0.958968 0,035552 0,959454 0,032761 0.960073 0,030221 
0.038684 0.961800 0,035833 o. 962049 0.033201 o. 962443 0,030781 
0.038534 0,964447 0,035893 o. 964499 0,033428 0,964702 0.031140 

0.038211 0.966907 0,035775 0,966799 0,033479 0,966843 0,031327 
0,037756 0,969184 0,035515 0.968947 0,033384 0.968860 0.031370 
0,037200 0.971285 0.035144 0,970946 0,033172 o. 970752 0.031293 
0.036572 0.973220 0.034687 o. 972802 0,032865 o. 972521 0,031117 
0.035893 0.974999 0.034166 0,974521 0.032485 0.974172 0.030862 

0.035179 0.976634 0.033597 0.976112 0.032049 0.975709 0.030542 

16 17 18 19 
o. 944130 0.000000 
0,944306 0.003128 
0,944829 0.006196 
0,945678 0.009150 
0.946824 0.011940 

0.948226 0.014529 
0.949842 0.016886 
o. 951624 0.018994 
o. 953527 0.020847 
0,955509 0.022445 

0.957530 0.023797 
0,959559 0.024917 
0,961568 0.025823 
0,963534 0,026534 
0.965443 0.027070 

0,967280 0.027453 
0,969038 0.027700 
0.970712 0.027831 
0.972300 0.027862 
0.973800 0.027809 

o. 975215 0.027685 

0.947100 
0.947250 
0.947693 
0.948416 
0.949395 

0.950600 
0.951995 
0.953545 
o. 955212 
0.956960 

0.958758 
0.960576 
0,962391 
0.964181 
0.965931 

0.967628 
0.969264 
0.970832 
0.972328 
0.973751 

o. 975099 

0.000000 
0.002804 
0,005560 
0,008223 
0.010754 

0.013121 
0,015296 
0.017265 
0.019019 
0.020555 

0,021878 
0,022998 
0,023927 
0.024679 
0.025271 

0.025720 
0.026041 
0.026249 
0,026361 
0,026388 

0.026343 

0.949769 0,000000 0.952181 0,000000 
o. 949897 0.002527 0.952291 0,002290 
0,950277 0,005016 o. 952619 0.004549 
0,950898 0.007430 0.953156 0,006745 
0,951741 0,009735 0.953887 0.008853 

0.952782 0,011904 0,954793 0.010847 
0.953995 0.013916 o. 955853 0.012709 
0.955349 0,015753 0,957043 0.014425 
0.956815 0,017409 0.958337 0.015986 
0.958363 0.018878 o. 959712 0.017387 

0.959966 0,020163 0.961144 0.018628 
0.961598 0,021270 0,962612 0.019712 
o. 963238 0.022207 0.964097 0,020645 
o. 964868 0,022984 0.965582 0.021436 
0,966472 0.023616 0.967052 0.022094 

0.968039 0.024114 0.968496 0,022629 
0.969558 0,024493 0,969906 0,023052 
0.971023 0.024765 0.971273 0,023375 
0.972430 0,024943 0.972594 0.023607 
0.973775 0,025038 0,973863 0.023760 

0,975057 0.025062 0.975079 0,023842 

Table 5.6 

:jf f 
15 

0,940804 0,000000 
0,941014 o. 003512 
0.941636 0,006949 
0,942643 0,010242 
0,943994 0.013331 

0,945640 0,016169 
0,947522 0.018725 
0,949582 0,020980 
0,951765 0,022931 
0,954018 0.024582 

0,956296 0.025949 
0.958563 0,027052 
0.960787 0,027915 
0.962947 0,028564 
0,965026 0.029024 

0,967011 0.029320 
0,968897 0.029476 
0,970680 0,029512 
0.972359 0,029448 
0.973936 0.029301 

0.975414 0,029086 

20 
0,954371 0.000000 
0.954467 0.002085 
o. 954752 0.004144 
o. 955219 o. 006151 
0.955856 0,008084 

0.956650 0.009922 
0.957581 0.011649 
0.958631 0,013253 
0.959779 0.014723 
0.961004 0.016056 

0.962288 0.017250 
0.963611 0.018305 
0.964956 0,019227 
0.966310 0.020021 
0.967658 0.020694 

0.968990 0.021255 
0.970297 0,021712 
0.971571 0.022075 
0.972808 0.022352 
0.974004 0.022552 

0.975155 0,022684 

EXPONENTIAL INTEGRAL FOR SMALL COMPLEX ARGUMENTS Table 5.7 
ezEI (z) 

.:4' . f  .# J ;f f !?l J :4' J 
-4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 

-0.359552 -0.057540 -0.420509 -0.094868 -0.494576 -0.156411 -0.580650 -0.257878 -0.670483 -0.425168 
-0.347179 -0.078283 -0.400596 -0.119927 -0.462493 -0.185573 -0.528987 -0.289009 -0.587558 -0.451225 
-0.3333 73 -0. 096648 -0.379278 -0.141221 -0.429554 -0.208800 -0,478303 -0,310884 -0.510543 -0.463193 
-0,318556 -0.112633 -0.357202 -0.158890 -0.396730 -0,226575 -0.429978 -0.324774 -0.441128 -0.464163 
-0.303109 -0.126301 -0.334923 -0.173169 -0.364785 -0.239500 -0.384941 -0,332047 -0.380013 -0.457088 
-0.287369 -0,137768 -0.312894 -0.184355 -0.334280 -0.248231 -0.343719 -0.334043 -0.327140 -0.444528 

EI(z)+ln z 

-2.0 -1 .5 -1 .0 -0.5 0 
-4.261087 0,000000 -2.895820 0.000000 -1.895118 0,000000 -1.147367 0.000000 -0.577216 0.000000 
-4.219228 0,636779 -2.867070 0.462804 -1.875155 0,342700 -1.133341 0.258840 -0.567232 0.199556 
-4.094686 1.260867 -2.781497 0.917127 -1.815717 0.679691 -1.091560 0,513806 -0.537482 0,396461 
-3.890531 1,859922 -2.641121 1.354712 -1.718135 1.005410 -1.022911 o. 761122 -0.488555 0.588128 
-3.611783 2,422284 -2.449241 1.767748 -1.584591 1,314586 -0.928842 0.997200 -0.421423 o. 772095 
-3.265262 2,937296 -2.210344 2.149077 -1.418052 1.602372 -0,811327 1.218731 -0.337404 0.946083 

0.5 1.0 1 .5 2.0 2.5 
-0.133374 o. 000000 0.219384 0.000000 0,505485 0,000000 o. 742048 0.000000 0.941206 0.000000 
-0.126168 0,157081 0.224661 0.126210 0.509410 0.103432 o. 745014 0,086359 0.943484 0.073355 
-0.104687 0,312331 0.240402 0.251143 0.521123 0.205962 o. 753871 0.172075 0.950289 0.146246 
-0.069328 0,463961 0.266336 0,373547 0.540441 0,306707 o. 768490 0,256515 o. 961532 0.218215 
-0.020743 0,610264 0,302022 0,492229 0.567061 0.404823 o. 788664 0.339075 o. 977068 0,288822 
+0.040177 o. 749655 0,346856 0.606074 0,600568 0,499516 0,814107 0,419185 0.996699 0.357653 
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6. Gamma Function and Related Functions 
Mathematical Properties 

6

.

1

. Gamma {Factorial) FuD£tion 

Euler's Integral 6

.

1

.

1 

Euler's Formula 
6

.

1

.

2 

n l n• r (z)= lim ( + ) 
· ( + ) (z �0,-1 ,-2, . . .  ) .. � ... z z 1 . . .  z n 

Euler's Infinite Product 6

.

1

.

3 

"Y= lim [1+!.+!.+!.+ . . .  +_!_-In m] m�= 2 3 4 m. 
= .57721 56649 . . .  

'Y is known as Euler's constant and is given to 25 
decimal places in chapter 

1

. r(z) is single valued 
and analytic over the entire complex plane, save 
for the points z= -n(n=O, 1, 2, . . .  ) where it 
possesses simple poles with residue ( - 1) "fn!. Its 
reciprocal l/r (z) is an entire function possessing 
simple zeros at the points z=-n(n=O, 1 , 2, . . . ) . 

Hankel's Contour Integral 6

.

1

.

4 

(i z l< oo ) 

The path of integration 0 starts at + oo on the 
real axis, circles the origin in the counterclockwise 
direction and returns to the starting point. 

Factorial and n Notations 6

.

1

.

5 

II(z) = z!= r(z+ 1) 
Integer Values 6

.

1

.

6 

r(n+ 1) = 1 -2-3 . . .  (n- l)n=n! 
6.1.7 

r 1 1 
� r (-z)=O (-n-1) ! 

Fractional Values 
6

.

1

.

8 
(n=O, 1 , 2, . . .  ) 

r(i) =2 i"' e- 12 dt=rl=L77245 38509 . . .  = (-!) !  

-4 

y 

s I 
4 I ' 

' v 3 I ' l ' 
' 2 \ / ' ' 

- --- .... \)'· I _,.,· - .. 
' ' . . ... ,···-. .. .. 

-3 -2 -1 · - - --o I 2 3 4 

r\ -1 

-2 

-3 
(\ 11 r 

-5 

FIGURE 6 . 1 . Gamma function. * 

---, y=r(x) , - - - - , y= l/r(x) 

6

.

1

.

9 

r(3/2)= !rl=.88622 69254 . . .  = (!) !  
6

.

1

.

10 

r cn+i) 1 ·5·9·13 ·4�
. (4n-3) r (l) 

r (i)=3.62560 99082 . . .  
6

.

1

.

ll 

r (n+t) 1 ·4·7·10 '3,.· (3n-2) r (t) 

r(t)=2.67893 85347 . . .  
6

.

1

.

12 

r (n+!) = 1 ·3·5·7 . 2� (2n-1) r (!) 
6

.

1

.

13 

r (n+f) 2·5·8·1 1  '3,.· (3n-1) r (i) 

r ct)= l.3541 1 79394 . . .  
6

.

1

.

14 

r (n+t) 3·7·1 1 ·15 4�.  (4n-1) r (t) 

____ r (t)= 1 .22541 67024 . . .  
• Bee page 11. 255 



256 GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

Recurrence Formulas 

6.1.15 I'(z+ 1) =zl'(z) =Z!= z(z- 1) ! 

6.1.16 

r(n+ z) = (n- 1 +z) (n-2+ z) . . .  (1+ z) I' (1 + z) 
(n- 1 +z) ! 

= (n- 1+ z) (n-2+ z) . . .  (1+ z)z ! 
Reflection Formula 

6.1.17 r (z) I' ( 1-z) = --zr(-z) r(z) =1t  esc 'II'Z f ... t•-1 = - - dt 
0 1+ t 

Duplication Formula 

6.1.18 r(2z) (2'11')-t 22•--i r (z) r (z+t) 
Triplication Formula 

6.1.19 r(3z)= (2'11') -1 33'_, r (z) r (z+-t) r (z+i) 
Gauss' Multiplication Formula 

Binomial Coefficient 

( z) zl r (z+l )  6·1.21 7V wl (z-w) l I' (w+1 )I' (z-w+1) 

6.1.22 

(z)o= 1, 

Pochhammer's Symbol 

(z) ,.=z(z+1) (z+2) . . .  (z+n-1) r�(�n) 

Gamma Function in the Complex Plane 

6.1.23 r (z) =r(z) ; In r(z)=ln r rz) 

6.1.24 arg r (z+l) =arg r (z) +arctan U X 

6.1.25 

6.1.26 

6.1.27 

lr(x+iy) j 2= rr [1 _y_2 J-1 I' (x) 11�0 
+ (x+n)2  

l r (x+iy) l � l r (x) l 

arg r (x+iy) =1JIY(x) + :t ( +
y -arctan +

y ) 
11=o x n x n 

(x+iy¢0,-1,-2, . . .  ) 
where Y.,(z) = I'' (z)/I' (z) 
6.1.28 r(1 +iy) =iy r(iy) 

'II' 6.1.29 r (iy) r (-iy) = l r (iy) l2 Y sinh '��'Y 

'II' 
6.1.30 r (t+iy) I'(-f-iy) = I I' (!+iy) l2 cosh '��'Y 

6.1.31 

6.1.32 

6.1.33 

r (1+iy) r (1-iy) = l r (l +iy) l2  sin
�Y

'��'Y 

+ . ) (8 . ) '11'{2 r (t ty r -.-ty cosh 1ry+i sinh '��'Y 

Power Series 

ln I' (1 + z)=-ln(1+z) +z(l-'Y) 
... 

+2: (-1)"[t(n) -1]z"/n C lz l <2) 
11•2 

t(n) is the Riemann Zeta Function (see chapter 
23) . 

6.1.34 

. ' 

\ . \ 
\ ,· \ 

' k 
I 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 1  
12 
13 
14 
15  
16  
17  
18  
19  
20 
2 1  
22 
23 
24 
25 
26 

Series Expansion 2 for 1 /r(z) 

CJ� 
1. 00000 00000 000000 
0. 57721 56649 015329 ,../ / 

-0, 65587 80715 202538 I ....- • 

-0. 04200 26350 340952 ' 
0. 16653 861 13 822915 '� 

-0. 04219 77345 555443'\ 
-0. 00962 19715  278770 . 

0. 00721 894�2 466630 -
-0. 001 16 51675 91859 1 
--0. 00021 52416 741 149 

0. 00012 80502 823882 
-0. 00002 01348 547807 5 
-0. 00000 12504 934821 I. 

0. 00000 1 1330 272320 � 
-0. 00000 02056 338417 3 

0. 00000 00061 160950 i 
0. 00000 00050 020075 s 

-0. 00000 000 1 1  812746 �) 
0. 00000 00001 043427�\ 
0. 00000 00000 077823� 

-0. 00000 00000 036968 L\ 
0. 00000 00000 005100 \'\ 

-o. ooooo ooooo ooo2o6 v. 
-0. 00000 00000 000054 v 

0. 00000 00000 000014 () 
o. ooooo ooooo ooooo1 G 

2 The coefl'lments ck are from H .  T. Davis, Tables of 
higher mathematical functions, 2 vols., Principia Press, 
Bloomington, Ind., 1933, 1935 (with permission) ; with 
corrections due to H.  E. Salzer. 

) 



GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 257 
Polynomial Approximations 3 6

.

1

.

35 

r(x+ 1) =X!= 1 +alx+a!!X2+�+a�4+a�5+ E(X) 
I E(X) I �5X Hl-5 

a�=- . 57486 46 
a2= . 95123 63 
aa=- .  69985 88 

a4= . 42455 49 
a5=- . 10106 78 

6

.

1

.

36 

r(x+ 1) =X!= I+n1x+b2x2+ 
IE(x) 1 �3 x 10-7 

bl=- . 57719 1652 
b2 = . 98820 5891 
b3=- .  89705 6937 
b4= . 91820 6857 

b5=- .  75670 4078 
b6= . 48219 9394 
b7=- .  19352 7818 
b8= . 03586 8343 

Stirling's Formula 6

.

1

.

37 

r( ) -• •- !c2 ) ![I+ 1 + 1 139 z -e z 1f' I2z 288z2-51840z3 

248���0z4+· · J (z� oo in larg z l<7r) 
-\ \G��1Ci,.... - · ··] 6

·

1

.

38 

'2a 9a \ ���Oz'5 
xt=.J27r x"+!exp( -x+1�x) (x>O, O<B<I) 

Asymptotic Formulas 6

.

1

.

39 

r (az+b) -,J2;e-tu(az)az+b-! 6

.

1

.

40 

ln r(z) - (z-t) ln z-z+t ln (27r) 
+± B2m 
m-1 2m(2m-l)z2m-I 

For B,. see chapter 

23 
6

.

1

.

41 

1 1 � ln r (z) - (z-t) In z-z+! In (27r)+----3 12z 360z 

3 From C. Hastings, Jr., Approximations for digital 
computers, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J., 1955 
(with permission) . 

Error Term for Asymptotic Expansion 6

.

1

.

42 

If 

R,.(z)= In r (z)- (z-t) In z+z-t ln (27r) 

then 

where 

± B2m -m=l 2m(2m-l)z 2m- l 

IR ( )I < IB2n+2 1K(z) n z - (2n+l) (2n+2) lz l 2"+1 

For z real and positive, R,. is less in absolute value 
than the first term neglected and has the same 
ii!ign. 6

.

1

.

43 

&i'ln r(iy)=&i'ln r(-iy) 

6

.

1

.

44 

=! ln(y s� 1rY) 
-t ln (27r) -py-tln y, 

.lln r(iy)=arg r (iy)=-arg r (-iy) 
=-.fin r(-iy) 

<v�+ CX) ) 

"' (- 1) "-1 B2,. "'Y ln y-y-!1r-� (2n- 1) (2n)y2n-I 
<v�+ CX) ) 6

.

1

.

45 

lim(27r) -! l r (x+iy) le! .. llll lyl !-z= l  
lui�"' 

6

.

1

.

46 

6

.

1

.

47 
lim nb-a r(n+a) 1 
H"' r (n+b) 

zb-a r (z+a) -I+ (a--b) (a+b-1) 
r cz+b) 2z 

1 ca-b) ( ) 1 +12 2 3(a+b-l)2-a+b-1 z2+ . . .  

as z�oo along any curve joining z=O and z=oo , 
providing z¥: -a, -a- 1 ,  . . .  ; z¥: -b, -b- 1 ,  
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Continued Fraction 6

.

1

.

48 

In r (z) +z-(z-t) In z-t In (2'11") 
ao a1 a2 ag a4 as = z+ z+ z+ z+ z+ z +  . . .  (&lz > 0) 

,v� ) 1 1 53 .195 ''!\-._ I ' I ao= 1 2' a1=3o' a2=210' a3=371 ' 

6

.

1

.

49 

1095�5241009 
48264275462 

Wallis' Formula 4 

� f'"'2(sin)2n x dx 1 · 3· 5 . . .  (2n-1 )  
1r Jo cos 2 ·4· 6 . . .  (2n) 

(2n) ! 1 (2n) =22n(n!) 2=22n n 

(n____,. co ) 
Some Definite Integrals 6

.

1

.

50 

f"' [ e-1-e-"'] dt In r (z) =Jo (z-1) e-1 1-e I t (&l z > 0) 

= (z-t) In z-z+t In 21r 

+2 f"' arctan (t/z) dt Jo e2""'- 1 (&l z > 0) 
6

.

2

. Beta Function 
6

.

2

.

1 

B(z ,w) = J:1 t•-I ( 1-t) w-l dt= i"' (1��)1
•+w dt 

f.-/2 
=2 Jo (sin t) 2• -l (cos t)2w-l dt 

6

.

2

.

2 

6

.

3

.

1 

(&l z > 0, &fw > 0) 

r (z) r (w) B(z,w) = r (z+w) B(w,z) 
6

.

3

. Psi (Digamma) Function 5 

Y,(z) =d[ln r (z)]/dz= r' (z)jr (z) 
4 Some authors employ the special double factorial nota

tion as follows : 
(2n) ! ! = 2·4· 6 . . .  (2n) = 2 nn ! 
(2n - 1) t !  = 1 ·3· 5 . . . (2n - l ) = ?r-t 2" r (n+ t) 

5 Home authors write Y,(z) = :z In r(z+ 1) and similarly for 
the polygamma functions. 

-4 -3 

6

.

3

.

2 

6

.

3

.

3 

y 

5 

4 

I 3 

2 

--I v / -2 -I 0 I V 2 3 

-I I -2 I 
-3 

-4 

-5 

FIGURE 6 .2 .  Psi function. 
y=Y,(x) = d ln r (x)/dx 

Fractional Values 

4 X 

(n�2) 

Y,(t) = -'Y-2 ln 2= - 1 .96351 00260 2 1423 . . .  
6

.

3

.

4 

Y,(n+t) = -'Y-2 In 2+2 (1+ .! + . . · +-1 -) 
3 2n- 1  

6

.

3

.

5 

6

.

3

.

6 

Y,(n+z) 

Recurrence Formulas 

1 Y,(z+ 1 )  =Y,(z) + -z 

1 1 
(n- 1 )+z  + (n-2) +z + · · · 

(n � l) 

1 1 
+2+z + l +z +¥t(l+z) 
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Rdlection Formula 
� 

6

.

3

.

7 

1/t(l -z)=l/t(z)+?r cot 1rZ 

Duplication Formula 

b.

3

.

8 

1/t(2z)=t1/t(z)+t¥t (z+t) +In 2 
Psi Function in the Complex Plane 6

.

3

.

9 

6

.

3

.

10 

!Ji¥t(iy) = !Jil/t( -iy) = !Jl1/t(1 +iy) = !Jil/t(l-iy) 
6

.

3

.

11 

6

.

3

.

12 

6

.

3

.

13 

"' =y�(n2+y2) -1 
n=1 

Series Expansions 

"' 
6

.

3

.

14 

1/t(1+z)=-'Y+�(-1)"t(n)z"-1 n=2 C l z l <1) 6

.

3

.

15 

1/t(l+z)=tz-1-!11" cot 11"Z- (l-z2) -1+1-'Y 
"' 

-�[t(2n+l)-1]z2" 
n=i 6

.

3

.

16 

"' z 1/t(1+z)=-'Y+� ( + ) (z¢ -1 ,-2,-3, . . .  ) n=I n n z 6

.

3

.

17 

!Ji1/t(1 +iy) = 1-'Y--1-1+y2 
"' + � (-1)"+1[t(2n+l)-1]y2" 

n=l 

"' 
=-'Y+y2 � n-l (n2+y2) -1 

n=l 

C lvl<2) 

(- oo<v< oo ) 
Asymptotic For�nulas 6

.

3

.

18 

1/t(z) -In z-_!_-:± B2" 2z n=l 2nz2" 
1 1 1 1 =In z-2z -12z2+120z4-252z6+ · · · 

(z-Ho in larg z l<?r) 

6

.

3

.

19 

6

.

3

.

20 

6

.

3

.

21 

6

.

3

.

22 

1 1 1 =In v+ 12y2+ 120y4+ 2.52y6+ · · · 

(y�oo )  
Extrema 6 of r(x) - Zeros of Y,(x) 

n 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

x,. r(x,.) 

+ L  462 +O. 886 • 

-0. 504 -3. 545 
- 1. 573 +2. 302 
-2. 61 1  -0. 888 
-3. 635 +O. 245 
-4. 653 �. 053 
-5. 667 +O. 009 
-6. 678 -0. 001 

Xo=l .46163 21449 68362 � I t -\ 6 - \.3 r (xo)= .88560 31944 10889 
x,;=-n+ (ln n)-1+o[(ln n)-2] 

Definite Integrals 

f"' e-'-e-•' fl 1-t•-I 1/t(z)+'Y= Jo 1-e ' dt= Jo 1=t dt 

'Y= f"' 
(-1 _ _!_) dt Jo e'- 1  te' 

= i
"'(1�t-e-)�t 

6 From W. Sibagaki, Theory and applications of the 
gamma function, Iwanami Syoten, Tokyo, Japan, 1952 
(with permission) . 



• 
260 GAMMA FUNCTIOX AND RELATED FUNCTJONR 6

.

4

. Poly gamma Functions 7 6

.

4

.

1 

d" d"+l "'<n> (z)= dz" 1/l(z) = dz"+l ln r (z) 
(n= 1 ,2,3, . . . ) 

* 
= (- 1) "+1 _e _ dt 

J:., t" -zt 

o 1 - e-t 

1/1<"1 (z) , (n=0, 1 ,  . . .  ) ,  is a single valued analytic 
function OV('r the ('ntir(' compl('x plane save at 
the points z= -m(m=0, 1 ,2, . . . ) where it pos
sesses poles of order (n+ 1) .  

0 
lntegrr Values 

6

.

4

.

2. 

1/1<"1 ( 1 )= ( -1 )"+1n!r(n+ 1) (n= 1 ,2,3, . . ) 6

.

4

.

3 

"'<"'1 (n+l)= (-1�m! [ -r(m+ 1)+1 

6

.

4

.

4 

. 
�. ·�� 

1 1 J +2,.+1+ · · · + n"'+t 
• 

Fractional Values 

(n= 1 ,2, . . .  ) 
n 

6

.

4

.

5 

1/t'(n+t)=lr-4 � (2k-1) -2 

• 

k - 1  

Recurrence Formula 6

.

4

.

6 

1/l<n> (z+ 1 ) =!/I<"> (z) + ( - 1  )"n!z-n-l 

6

.

4

.

7 

6

.

4

.

8 

ReSection Formula 

Multiplication Formula 

cl=1 ,  n=O 
cl=O, n>o 

7 !l-' is known as the trignmma function. (l<", (l<<a>, (l<«> nre 
the tetrn-, pentn-, and hexagamma functions respecti\'ely. 
Some authors write (l<(z) = d [in r(z+ 1)]/dz, and similarly 
for the polygamma functions. 

•see p� n. 

Series Expansions 
6

.

4

.

9 

1/1<"> (1+z)= (-1)"+1 [n!r(n+O 

-(n7
1° 1 !(n+2)z+ (nt12) 1r<n+3)z2- • • .J 

{j z l<l) 
\ 

6

.

4

.

10 

... 1/l<"> (z)= (  -l ) "+ln! � (z+k) -n-l 
k=O (z :;C 0,- 1 ,-2, . . . ) 

Asymptotic Formulas 6

.

4

.

ll 

1/t<"> (z) -- (- 1)"-1 [<n z"l) !+A��� 
"' (2k+n-1) '] + t;1 B2t (2k)!z2H,. • (z� co in I arg z I <11") 6

.

4

.

12 

' 1 1 1 1 1 1 1/1 (z) "'z-+ 2z2+ 6z3-30z5+ 42z7-30z9+ · · · 
(z�co in I arg z l<�) 6

.

4

.

13 

" 1 1 1 1 1  3 5 1/1 (z) ---Zi-#-2z4+6z8-6z8+10z10-6z12+ · · · 
(z� co in I arg z 1 <11") 6

.

4

.

14 

,' 1 .1 

3 2 3 2 1 4 3 10 (1, 
1/1< > (z) "'z3+-zt+z-s-z7+3zD-zu+ z13- . . . / 

(z�co in I arg z 1<11") 
6

.

5

. Incomplete Gamma Function 
(see also 

26

.

4) 

6

.

5

.

1 

P(a r) = -- e-'ta-l dt 1 J:' 
' r (a) o 6

.

5

.

2 

'Y(a, x) =P(a, x) r (a) = l
z
e-'t•-• dt 

6

.

5

.

3 

r(a, x) = r (a) -'Y(a, x) = i
"' 
e-1t,._ 1dt 

6

.

5

.

4 

J"-IJ 
'Y*(a, r) = x-aP(a, r) = 

r(a) 'Y (a, :r) 

'Y * is a sin�le valued analytic function of a and 
x possessing no finite singularities. 

I 
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a 

5r---�----�--------�---------r---------+--------�------���--------�------� 

• 
Y> &-

FIGURE 6.3. Incomplete gamma function. 
x-a p: 

-y*(a,x) = r( a) Jo e- •ta-ldt 

• 
y, 6 

261 

From F. G. Tricomi, Sulla funzione gamma incompleta, Annali di Matematica, IV, 33, 1950 (with permission) . 

•see page D. 
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6.5.5 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

Probability Integral of the x2-Distribution 

6.5.6 

(Pearson's Form of the Incomplete Gamma Function) 

l(u, p) 1 fu..[i+i r1t11 dt r (p + l) Jo 

=P(p+ l , �p+ 1) 

6.5.7 

6.5.8 

6.5.9 

6.5.10 

6.5.ll 

C (x,a)= i"' ta-l cos t dt 

S (x,a)=i"' 
ta-t sin t dt 

n xi 
en (x) =� --.-1 J-O J 

(9t'a<l) 

(9t'a< l)  

Incomplete Gamma Function as a Conftuent 
Hypergeometric Function (see chapter 13) 

Special Values 

6.5.13 

For relation to the Poisson distribution, see 
26.4. 

6.5.14 "Y*( -n, x)=x" 

6.5.15 

6.5.16 

6.5.17 

6.5.18 

"Y (! , x2) =2 ize-12 dt=.f; erf x 

f% 2 w; X "f*(j,-x2) = J o e1 dt 

(-1)" [ o:n-1 (-l)'j!J 6.5.19 r(-n,x) =----:nr- Et(x) -r � xJ+l 

6.5.20 r(a,ix) =e-i .. ta [C(x,a) -iS(x,a)J 

6.5.21 

6.5.22 

6.5.23 

6.5.24 

Recurrence Formulas 

xae-z P(a+ l ,  x) =P(a, x) 
r (a+ l) 

e-�< "f*(a- 1 ,x) =X"f*(a,x)+ f (a) 

Derivatives and Differential Equations 

(C>-y*) i"'r 'dt - = - ---In x= -EI(x) -ln x C>a ... o z t 

6.5.25 

6.5.26 

6.5.27 

C>r(a,x) 
C>x 

� rx-ar (a,x)] = (-1)"x-a-nr (a+n,x) 
C>x" 

(n=O, 1 , 2, . . .  ) 

� [e:txa"Y* (a,x)]=ezxa-""Y*(a-n, x) 
C>x" 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 

6.5.28 

Series Developments 

6.5.29 

"' z" 1 "" (-z)" "Y*(a, z) =e-'� r (a+n+ l) r (a) � (a+n)n! 

( l zj.( (l) ) 
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6.5.30 

-y (a, x+y)--y(a, x) 
=e-xxa-I £ (a- l) (a- 2� . . . (a-n) [ 1 -e-ven(y) ]  

11=0 X 

(lyl< lx l ) 
Continued Fraction 

6.5.31 

r( ) -z •( 1 1 -a a,x = e x x+ I + 
2-a x� . .  -) 

(x>O , )al< co ) 
Asymptotic Expansions 

( Z--Ho in larg zl<a;) 
SuppOS(' Rn(a,z) = u.+1 (a,z) + . . .  is the rc

ma ind('r aft<•r rt t erms i n  t h is series. Then if a,z 
an• real, w e  havf' for n>a - 2 

and ::;ign R. (a ,z) = sign 1111+1 (a,z) . 

6.5.33 (a-,)+ co )  

6.5.34 

6.5.35 

r (z + l ,z) "'e-•z{ �� zl+�+�� ��+· . )  
(z-,J> co i n  I arg z l<tr) 

Definite lntt>grals 

6.5.36 

I"' -at r (b)[ cb 
J Jo e I' (b,ct) dt = a  1 - (a+ c) b 

* 

(&l(a+c)>O,.?ib > - 1)  

6.5.37 

i"' t4-1I' (b, t) dt r ca:b) 

6.6. Incomplete Beta Function 

6.6.1 B., (a,b) = ix t4-1 ( 1 - t) b-ldt 

6.6.2 l., (a,b) = Bt:(a,b) /B(a,b) 

For statistical applications, see 26.5. 

Symmetry 

6.6.3 l,(a,b) = 1 - lt-r(b,a) 

Relation to Binomial Expansion 

6.6.4 

For binomial distribution, see 26. 1. 

Recurrence Formulas 

6.6.5 lx(a,b) =xl>:(a- I ,b) +  ( 1 -x)/.,(a,b - 1 )  

6.6.6 (a+ b-ax)ls(a,b) • 

=a(l -x)f:.(a +  1 ,b - 1 )  + bl.,(a,b + 1 )  

6.6.7 (a+ b) l., (a,b) = al.,(a +  l,b) +blx(a,b+ 1 ) 

Relation to Hypergec me tric Function 

6.6.8 

Nunterical l\rlethods 
6.7. Use and Extension of the Tables 

Example l. C'omput(• I' (6. :J8) t o  8S. Vsing 
t lw n•euiTence rPlu t ion 6.1 .16 a n d  Table 6.1 we 
have, 

I'(6.�8)  [ ( 5. :38) ( 4.:38) (:3 .38) (2 .:38) ( 1 .38) ] 1' ( 1 . 38) 
= 2:�2.4367 1 .  

Example 2. C'omput<' In f (56.38), using Table 
6.4 and linear intt•rpolo. l ion  i n  fz. \\' P hav{' 

In r (56. :>8) = (56.38 -t) In (56 .38) - (56. 38) 
+12 (56.3 8) 

The <'rror of linrar int<:'rpolation in the table of 
tlw function f2 is smaller t h a n  w-7 in  this region. 
Hence, }2 (56.38) = .9204 1 67 and ln I' (56 .38) = 
1 69.85497 42. 

Direct i n t erpolation in Table 6.4 of log1o I' (n) 
rlimin at es the  ll('Cl'ssity of Pmploying logarit hms. 
However, t lw e.rror of linrar intrrpolation is .002 so 
t hat log10 I' (n )  is obtained with a relative error 
of w-5• 

• See page u. 
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Example 

3

. Compute ,P(6.38) to 88. Using the 
recurrence relation 

6

.

3

.

6 

and Table 

6

.

1

. 

1 1 1 1 1 
,P(6 ·38) = 5.38+ 4.38+ 3.38+2.38+1 .38+,P(l .3B) 

= 1 .77275 59. 

Example 

4

. Compute ,P(56.38) . Using Table 6

.

3 

we have ,P(56 .38) = ln 56.38-}3(56.38) . 
The error of linear interpolation in the table of 

the function fa is smaller than 8 X 10-7 in this 
region. Hepce,j3(56.38) = .00889 53 and ,P(56.38) = 
4 .023219 .  

Example 

5

. Compute ln f ( l-i) .  From the 
reflection principle 

6

.

1

.

23 

and Table 

6

.

7

, 
ln r( 1-i) =ln f(1  +i) = - .6509+ .3016i. 

Example 

6

. Compute ln r(t+!i) . Taking 
the logarithm of the recurrence relation 

6

.

1

.

15 

we 
have, 

In r (t+ti) =ln r (J+ti) -ln Ct+tt) 
= -.23419+ .03467i 

- (! ln !+i arctan 1 )  
= .1 1239- .75073i 

The logarithms of complex numbers are found 
from 

4

.

1

.

2

. 

Example 

7

. Compute Jn r(3 +7i) using the 
duplication formula 

6

.

1

.

18

. Taking the logarithm 
of 

6

.

1

.

18

, we have 

-t ln 271"= - .91894 
C!+7i) ln 2= 1 .73287+ 4.85203i 
ln r (t+ti) =-3.31598+ 2.32553i 
ln r (2+ti) = - 2.66047+ 2.93869i 

ln r (3+7i) = -5. 16252+10 . 1 1625i 

Example 

8

. Compute ln r(3 +7i) to 5D using 
the asymptotic formula 

6

.

1

.

41

. We have 

In (3 +7i) =2.03022 1 5+ 1 . 16590 45i. 

Then, 

(2.5+7i) ln (3+ 7i) = - 3. 0857779+ 17. 12631 19i 
- (3+7i) = -3.  ooooooo- 7. oooooooi 
t ln (27r) = . 9189385 

[12(3+7i) ]- 1= . 0043103- . 0 100575i 
- f360 (3+7i)3] -1=  . 0000059- . 0000022i 

ln r(3+7i) = - 5. 1 6252 + 10. 1 1625i 

6

.

8

. Summation of Rational Series by Means 
of Polygamma Functions 

An infinite series whose general term is a ra
tional function of the index may always be reduced 
to a finite series of psi and polygamma functions. 
The method will be illustrated by writing the ex
plicit formula when the denominator contains a 
triple root. 

Let the general term of an infinite series have 
the form 

where 

d2 (n) = (n+ 13t) 2 (n+l32) 2  

da(n) = (n+rt)3(n+-y2)3 

(n+f3,)2 

where p (n) is a polynomial of degree m+ 2r+3s - 2  
at most and where the constants a1, {31, and 'Yi are 
distinct. Expand Un in partial fractions as follows 

,. 
Then, we may express 2:: Un in terms of the 

n=l 

constants appearing in this partial fraction expan
sion as follows 

Higher order repetitions in the denominator ar-e 
handled similarly. If the denominator contains 
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only simple or double roots, omit the correspond
ing lines. 

Example 9. Find 

.. 1 8=]; (n+ 1) (2n + 1) (4n+1) '  
Since 

1 i 
(n+ I) (2n+I) (4n+ I) n+ 1 

we have 

Thus, 

8= - i!b(2) +!b(1!) - l!J-'(1 t) = .047198. 

Example 10. 

S. 1 
mce n2(8n+ 1)' 

we have, 

Therefore 

8= 16\b(1) - 16\b(1 t) + !b' (1) +!b' (1 t) = .013499. 

Example ll. 

., I Evaluate 8= � (n2+ I) (n2+4) (see also 6.3.13) . 

and therefore 

8= 6 
i 

[\f(l +i) -!b(1- i)] +  1
i
2 [!b(l +2i) -!b(l-2i)] .  

By 6.3.9, this reduces to 

From Table 6.3, 8= .13876. 
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(;AMMA, DIGAMMA AND TRIGAMMA FUN(:TIONS Table 6.1 

r(:r) 
1.000 1.00000 00000 
1.005 0.99713 85354 
1.010 0,99432 58512 
1.015 o.  99156 12888 
1.020 o. 98884 42033 

1. 025 o.  98617 39633 
1. 030 0.98354 99506 
1. 035 o. 98097 1 5606 
1. 040 0.97843 82009 
1.045 o. 9 7594 92919 

1.050 0.97350 42656 
1. 055 0.97110 2 5663 
1.060 o. 96874 36495 
1. 065 o. 96642 69823 
1.070 0.96415 2 0425 

1.075 0.96191 83189 
1 . 08 0  0.95972 53107 
1.085 0.95757 25273 
1.090 0.95545 94882 
1.095 0.95338 57227 

1 . 1 00 o. 95135 07699 
1.105 o.  94935 41778 
1 . 1 1 0  0.94739 5 5040 
1 . 1 15 o. 94547 4 3 1 49 
1 . 1 2 0  0.94359 01856 

1 . 1 2 5  o .  94174 26997 
1 . 1 3 0  0.93993 14497 
1 . 1 3 5  0.93815 60356 
1 . 140 o. 93641 60657 
1.145 o. 9 3471 1 1 562 

1.150 0.933 04 09311 
1 . 1 5 5  0,93140 5 0 2 1 7  
1 . 1 6 0  o. 9 2 9 8 0  3 0666 
1 . 1 65 0.92823 471 2 0  
1.170 0.92669 96106 

1 . 1 75 o. 92519 74225 
1.180 0.92 372 78143 
1.185 o. 92229 04591 
1 , 1 9 0  o. 92088 50371 
1.195 o. 91951 12341 

1 . 2 0 0  0 . 9 1 8 1 6  87424 
1.205 0.91685 72606 
1 . 2 1 0  0.91557 64930 
1.215 o. 91432 61 500 
1.220 0.91310 59475 

1.225 0.91191 56071 
1.230 0.91075 48564 
1.235 0.90962 34274 
1.240 0.90852 1 0583 
1.245 0.90744 74922 

1.250 0.90640 2 4771 

y !  

( C-:)6] 

For :r>2 see Ex.arnples l-4. 

In r(.1·) 
o.ooooo 00000 

-0.00286 55666 
-0.00569 03079 
-0.0084 7 45187 
-0. 0 1 1 2 1  84893 

-0.01392 2 5067 
-0.01658 68539 
-0.01921 18101 
-0.02179 7651 1 
- 0. 02 4 3 4  46490 

-0.02685 30725 
-0.02932 3 1 868 
-0.03175 52537 
-0.0.3414 95318 
-0.0.3650 62763 

-0.03882 57395 
-0.04110 81702 
-0.04335 38143 
-0.04556 29148 
-0.04773 57114 

-0.04987 2441 3 
-0.05197 33384 
-0.05403 86341 
-0.05606 85568 
-0.05806 33325 

-0.06002 31 841 
-0.06194 83322 
-0.06383 89946 
-0. 06569 53867 
-0. 06751 77212 

-0.06930 62087 
-0.07106 1 0569 
-0.07278 24716 
-0.07447 06558 
-0.07612 58106 

-0.07774 81345 
-0.07933 78240 
-0.08089 50733 
-0. 08242 00745 
-0.08391 30174 

-0.08537 40900 
-0.08680 34780 
-0.08820 13651 
-0.08956 79331 
-0.09 090 33619 

-0.09220 78291 
-0.09 348 15108 
-0.09472 4581 1 
-0. 09593 72122 
-0.0971 1 95744 

-0.09827 1 8 364 

In y !  

[< -:)5] 

4-(J:) 
-0. 5772 1 56649 
-0. 56902 0 9 1 1 3  
- 0. 56088 54579 
- 0.55280 85156 
-0.54478 9 3 1 0 5  

-0. 5 3682 70828 
-0.52892 1 08 7 3  
- 0 . 5 2 1 0 7  05921 
-0.51327 48789 
-0.50553 32428 

- 0.49784 49913 
-0.49020 94448 
-0.48262 59358 
-0.4 7509 38088 
-0.46761 24199 

-0.46018 1 1 .36 7 
-0.45279 933 8 0  
-0.44546 6 4 1 3 5  
-0.43818 1 7635 
-0.43094 47988 

- 0.42 375 49404 
-0.41661 1 6193 
-0.40951 42761 
-0.40246 23611 
-0. 39545 5 3339 

-0.38849 266 3 3  
-0.38157 38268 
-0. 37469 8 3 1 1 0  
- 0 . 3 6  7 8 6  56106 
-0, 36107 52291 

-0. 35432 66 780 
-0.34761 94768 
- 0.34095 31528 
-0.33432 72413 
-0.32774 1 2847 

-0.32119 48332 
-0. 31468 74438 
-0.30821 86809 
-0.30178 81156 
-0.29539 5 3259 

-0.28903 98966 
-0.28272 1 4187 
-0.27643 94897 
-0.27019 37135 
-0.26398 37000 

-0.25780 90652 
-0.25166 94307 
-0.24556 44243 
-0.2 3949 36791 
-0. 2 3 3 45 68341 

-0.22745 35334 

d 
ln y !  

(C-:)7] 
log1 0 e=0.43429 44819 

Y,.' (.t) 
1.64493 40 668 0.000 
1.63299 41567 0.005 
1.62121 35283 0,01 0 
1.60958 91824 0 . 0 1 5  
1.59811 8 1 9 1 9  0.020 

1. 58679 76993 0.025 
1.57562 49154 0.030 
1.56459 7 1 1 6 3  0.035 
1.55371 16426 0.040 
1 . 54296 58968 0 , 045 

1. 53235 73421 0.050 
1.52188 3'5001 0.055 
1.51154 19500 0.060 
1.50133 03259 0. 065 
1.49124 63164 0.070 

1.48128 76622 0.075 
1.47145 2 1 5 5 6  0. 080 
1.46173 76377 0.085 
1.452 1 4  19988 0,090 
1.44266 3 1 755 0.095 

1.43329 91508 0.100 
1.42404 79514 0.105 
1.41490 76482 0.110 
1.4 0587 63535 0.115 
1. 39695 222 13 0.120 

1.38813 34449 0.125 
1. 37941 82573 0.130 
1.37080 49288 0.1 35 
1.36229 1 7670 0.140 
1.35387 7 1 1 52 0.145 

1.34555 93520 0 . 1 5 0  
1. 33733 68900 0.155 
1 • . n92o 81 752 0.160 
1 . 32 1 1 7  1 6859 0.165 

. 1.31322 59322 0.170 

1.30536 94548 0. 1 7 5  
1.29760 08248 0,180 
1.28991 86421 0. 1 85 
1.28232 1 5 358 0.190 
1.27480 81622 0.195 

1.26737 72054 0.200 
1,26002 73755 0,205 
1.252 7 5  74090 0.210 
1.24556 60671 0.215 
1 . 23845 2 1 360 0.220 

1.23141 44258 0.225 
1.22445 17702 0.230 
1.21756 3 0254 0.235 
1 . 2 1 074 70707 0.240 
1.20400 28063 0.245 

1. 19732 91545 0.250 

d'l 
In y !  y 

rc-g>2] 

Compiled from H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, 2 vols. (Principia 
Press, Bloomington, Ind., 1933, 1935) (with permission) . Known error has been corrected. 
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Table 

6

.

1 

GAMMA, DIGAMMA AND TRIGAMMA FUNCTIONS 

X r (x) 
1.250 0.90640 24771 
1.255 0.90538 57663 
1.260 0.90439 71178 
1.265 0.90343 62946 
1.270 o. 90250 30645 

1.275 0.90159 71994 
1.280 0.90071 84765 
1.285 0.89986 66769 
1.290 0.89904 15863 
1.295 0.89824 29947 

1.300 0.89747 06963 
1.305 0.896 72 44895 
1.310 0.89600 41767 
1.315 0.89530 95644 
1.320 0.89464 04630 

1.325 0.89399 66866 
1.330 0.89337 80535 
1.335 0.89278 43850 
1.340 0.89221 55072 
1.345 0.89167 12485 

1.350 0.89115 14420 
1.355 0.89065 59235 
1.360 0.89018 45324 
1.365 0.88973 71116 
1.370 / 0.88931 35074 

1.375 0.88891 35692 
1.380 0.88853 71494 
1. 385 0.88818 41041 
1.390 0.88785 42918 
1.395 0.88754 75748 

1.400 0.88726 38175 
1.405 0.88700 28884 
1.410 0.88676 46576 
1.415 0.88654 89993 
1.420 0.88635 57896 

1.425 0.88618 49081 
1.430 0.88603 62361 
1.435 0.88590 96587 
1.440 0.88580 50635 
1.445 0.88572 23397 

1.450 0.88566 13803 
1.455 0.88562 2 0800 
1.460 0.88560 43364 
1.465 0.88560 80495 
1.470 0.88563 31217 

1.475 0.8856 7 94575 
1.480 0.88574 69646 
1. 485 0.88583 55520 
1.490 0.88594 51316 
1.495 0.88607 56174 

1.500 0.88622 69255 

y !  

[ (-g)4] 

In r(x) >f(x) 
-0.09827 18364 -0.22745 35334 
-0.09939 41651 -0.22148 34266 
-0.10048 67254 -0.21554 61686 
-0.10154 96809 -0.20964 14193 
-0.10258 31932 -0.20376 88437 

-0.10358 74224 -0.19792 81118 
-0.10456 25269 -0.19211 88983 
-0.1 055 0 86634 -0.18634 08828 
-0.10642 59872 -0.18059 37494 
-0.10731 46519 -0.17487 71870 

-0.10817 48095 -0.16919 08889 
-0.10900 66107 -0.16353 45526 
-0.10981 02045 -0.15790 78803 
-0.11058 57384 -0�15231 05782 
-0.11133 33587 -0.146 74 23568 

-0.11205 32100 -0.14120 29305 
-0.11274 54356 -0.1 3569 20180 
-0.11341 01772 -0.13020 93416 
-0.11404 75756 -0.12475 46279 
-0.11465 77697 -0.11932 76069 

-0.11524 08974 -0.11392 80127 
-0.11579 70951 -0.10855 55827 
-0.11632 64980 -0.10321 00582 
-0.11682 92401 -0.09789 11840 
-0.11730 54539 -0.09259 87082 

-0.1 1775 52707 -0.08733 23825 
-0.11817 88209 -0.08209 19619 
-0.11857 62331 -0.07687 72046 
-0.11894 76353 -0.07168 78723 
-0.11929 31538 -0.06652 37297 

-0.11961 29142 -0.06138 45446 
-0.11990 70405 -0.05627 00879 
-0.12017 56559 -0.05118 01337 
-0.12041 88823 -0.04611 44589 
-0.12063 68406 -0. 04107 28433 

-0.12082 96505 -0.03605 50697 
-0.12099 74307 -0.03106 09237 
-0.12114 02987 -0.02609 01935 
-0.12125 83713 -0.02114 26 703 
-0.12135 17638 -0.01621 81479 

-0.12142 05907 -0.01131 64226 
-0.12 146 49657 -0.00643 72934 
-0.12148 50010 -0.00158 05620 
-0.12148 08083 +0.0 0325 39677 
-0.12145 24980 0.00806 64890 

-0.12140 01797 0.01285 71930 
-0.12132 39621 0.01762 62684 
-0.12122 39528 0.02237 39013 
-0.12110 02585 0.02710 02758 
-0.12095 29852 0.03180 55736 

-0.12078 22376 0.03648 99740 
* d In y !  dy In y !  

[(-:)4] [(-g)4] 
Iog10 e=0.43429 44819 

>f' (x) 
1.19732 91545 
1.19072 50579 
1.18418 94799 
1.17772 14030 
1.17131 98301 

1.16498 37821 
1. 15871 22990 
1.15250 44385 
1.14635 92764 
1.14027 59053 

1.13425 34350 
1.12829 09915 
1.12238 77175 
1.11654 27706 
1.11075 53246 

1.10502 45678 
1.09934 97037 
1.09 372 99497 
1.08816 45379 
1.08265 27136 

1.07719 37361 
1.07178 68773 
1.06643 14226 
1.06112 66696 
1.05587 19286 

1.05066 65216 
1.04550 97829 
1.04040 10578 
1.03533 97036 
1.03032 50881 

1.02535 65905 
1.02043 36002 
1.01555 55173 
1.01072 17518 
1.00593 17241 

1.00118 48640 
0.99648 06113 
0.99181 84147 
o. 98719 77326 
o. 98261 80318 

o. 97807 87886 
0.97357 94874 
0.96911 96215 
o. 96469 86921 
0.96031 62091 

o. 95597 16896 
o. 95166 46592 
0.94739 46509 
0.94316 12052 
0.93896 38700 

0.93480 22005 
* d2 '- In y !  dy2 ' [(-�)9] 

• See page u. 

0.250 
0.255 
0.260 
0.265 
0.270 

0.275 
0.280 
0.285 
0.290 
0.295 

0.300 
0.305 
0.310 
0.315 
0.320 

0.325 
0.330 
0.335 
0.340 
0.345 

0.350 
0.355 
0.360 
0.365 
0.370 

0.375 
0.380 
0.385 
0.390 
0.395 

0.400 
0.405 
0.410 
0.415 
0.420 

0.425 
0.430 
0.435 
0.440 
0.445 

0.450 
0.455 
0.460 
0.465 
0.470 

0.475 
0.480 
0.485 
0.490 
0.495 

0.500 

l/ 



X 

1 .500  
1,505 
1 .510  
1. 515  
1 .520 

1.525 
1 .530  
1 .535 
1 .540 
1 .545 

1.550  
1,555 
1 .560  
1.565  
1 .570  

1 .575  
1 .580  
1, 585 
1 .590  
1 .595 

1 . 6 00 
1 ,605  
1 .610 
1 .615  
1 . 62 0  

1 .625 
1 .630 
1,635 
1.640 
1.645 

1,650 
1 . 655 
1 .660  
1 .665 
1,670 

1 .675 
1,680 
1, 685 
1 .690  
1 .695 

1 .  700  
1.705 
1 .  7 1 0  
1 .715  
1.  720 

1. 725  
1 .730  
1.  735  
1.  740 
1 . 745 

1. 7 5 0  

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

GAMMA, DIGAMMA AND TRIGAMMA FUNCTIONS Table 6.1 

r(x) In r(x) 1/;(x) 
0,88622 69255 -0 .12078 22376  0,03648 99740  
0,88639 89744 -0.12058 81200  0 . 04115  36543 
0.88659 16850 -0.12037 07353 0,04579 67896 
0.88680 49797 -0. 1 2 0 1 3  01860 0 .05041  95527 
0 .88703 87833 -0.11986 65 735 0.05502 21146  

0.88729 30231  -0.1195 7 99983 0.05960 46439 
0,88756 76278 - 0. 1 1 9 2 7  05601  0. 06416 73074 
0 ,88786 25287 -0.1 1893 83580 0. 06871 02697 
0.88817 76586 -0. 1 1 85 8  34900 0,07323 36936 
0.88851 29527  -0.11820 60534 0 .07773 77400 

0,88886 83478 -0.11780 6 1 446 0.08222 256  75 
0.88924 37830 - 0.11738  38595 0, 08668 83334 
0.88963 91990  -0.11693 92928 0.09113 5 1925 
0.890 05 45387 -0.1164 7 2 5388 0,09556 32984 
0,89048 97463 -0.11598 36908 0.09997 2 8024 

0,89094 47686 -0.11547 28415 0 .10436 38544 
0,89141 95537 -0 .1149 4  00828 0,10873 66023 
0,89191 40515 -0.11438 55058 0 .11309  11923  
0.89242 82141 -0.1 1 380 92009  0. 1 1 742 77690  
0.89296 19949 -0.11321 12579 0 .12174  64754 

0,89351 5 3493 -0 .11259 1 7657 0.1 2 60 4  74528 
0,89408 82342 -0. 11195  0812 7  0 .13033 08407 
0.89468 06085 -0. 1 1 1 2 8  84864 0.1 3459 6 7772 
0.89529 24327 - 0. 1 1 060 48737 0 .13884 53988 
0.89592 36685 -0. 1 0990 00610  0 .14307  68404 

0,89657 42800 -0 .10917  41338 0.14729 1 2 354 
0.89724 42326  -0.1 0842 71769 0.15148 87158 
0.89793 34930 -0.10765 92746 0.15566 94120  
0.89864 20302  -0.1068 7  05105 0,15983 34529 
0,89936 98138 -0 .1060 6  09676 0,16398 09660 

0 .90011  68163 - 0. 1 0 5 2 3  07282 0,16811 2 0776 
0,9 0088 30104  -0 .10437  98739 0,17222 69122 
0.90166 83712 -0.1 0350 84860 0 .1 7632 55933 
0.90247 28748 -0.10261 6644 7 0,1 8040 82427 
0,90329 64995 -0.10170 44301 0,1 8447 49813 

0,9041 3 92243 -0 .10077  19212  0, 1 8852 59282 
0 .90500  10302  -0,09981 91969 0.19256 1 2 0 15 
0,90588 18996 -0.09884 63351 0,19658 09180 
0 .9067 8  18160 -0.09785 341 35  0,20058 51931  
0 .90770  07650 -0.09684 05088 0,20457 41410 

0 .90863 87329 -0.09580 76974 0 .20854 78749 
0.90959 57079 -0.09475 50552 0,21250 65064 
0,9 1 0 5 7  1 6796 -0.09368 26573 0 .21 645 01462 
0.91 156  66390 -0.09259 05785 0 ,22037  89037 
0,91258  05779 -0.09147 88929 0.2 2 429  28871 

0,91361  34904 -0.09034 76741 0,22819 2 2037  
0 .91466 53712  -0 .08919  69951 0,23207 69593 
o. 91573  62171  -0,08802 69286 0 . 2 3594 72589 
0 .91682 60252 -0.08683 75466 0.23980 32061 
0 .91793 47950 -0 .08562  8920 3  0.24364 49038 

o. 91906  2 5268 -0.08440 1 1 2 1 0  0.24747 24535 

y !  In y !  d 
dy In y !  

[C-g)3J [ C-g)3J [ C -g)3J 
Iog10 e=0.43429 44819 

if;' (x) 
0.9 3480 22005  
0 .93067  57588 
0.92658 41142 
o. 92252 68425 
o. 91850 35265 

o. 9 1451 37552 
0.91 055 7 1245 
o. 90663 32361 
0.90274 16984 
0.89888 21253  

0,89505 41371 
0.89125 73596 
0,88749 14249 
0,88375 59699 
0.88005 06378 

0.87637 50766 
0.87272 89402 
0,86911 18871 
0.86552 35815 
0.86196 36921 

0.85843 18931 
0,85492 78630 
0.85145 12856 
0,84800 18488 
0.84457 92455 

0.84118 31730 
0 .83781 33330 
0.83446 94315 
0.83115  1 1790 
0.82785 82897 

0.82459 04826 
0,821 34 74802 
0,81812 90092 
0.81493 48001  
0,81176  45875 

0.80861 81094 
0.80549 5 1 079 
0,80239 53282 
0,79931 85198 
o. 79626 44350 

o. 79323 28302 
o. 79022  34645 
0,7872 3  61 012  
o .  78427  05060 
o. 781 32 64486 

o. 7784 0  37011  
o. 77550 20396  
o. 77262 1242 4  
o .  76976 10915 
o. 7 6692  13714 

o. 7 64 1 0  1 8699 
d2 

dy2 In y !  

[ C  -�)4] 

0 .500  
0,505 
0,5 1 0  
0.515 
0,520  

0,525  
0,530 
0,535 
0,540 
0,545 

0,550 
0.555 
0,560 
0.565 
0,57 0  

0,575 
0,580 
0.585 
0,590 
0,595 

0,600 
0 . 605 
0.61 0 
0 .615 
0 .620 

0 .625  
0,630 
0,635 
0,640 
0 .645 

0,650 
0,655 
0,660 
0,665 
0,670 

0.675 
0,680 
0,685 
0,690 
0 ,695 

o.  700 
0 .705 
o. 7 1 0  
0.715 
0 .720  

0 .725 
0 .730 
o .  735 
0,740 
0 .745 

0.750 

/! 
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270 GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

Table 6.1 GAMMA, DIGAMMA AND TRIGAMMA FUNCTIONS 

X r(x) 
1.750 o. 91906 25268 
1.755 o.  92020  92224 
1 .760 0 .92137 48846 
1.765 0.92255  95178 
1.770 0.92376 31277 

1.775 0.92498 57211 
1. 780 o.  92622 73062 
1. 785 0.92748 78926 
1.  790 0.92876 74904 
1.795 0.93006 61123 

1.800 0.93138 37710 
1.805 0.93272 04811 
1.810 0.93407 62585 
1 . 8 1 5  0.93545 1 1 1 9 8  
1.820 o. 93684 5 0832 

1.82 5  0.93825 81 682 
1.83 0  0 .93969 03951 
1.835 o. 94114 17859 
1.840 0.94261 2 3634 
1.845 o. 94410 21519  

1 .850  o.  94561 11 764 
1.855 0.94713 94637 
1. 860 o. 94868 70417 
1.865 0.95025 39389 
1.870 0.95184 01855 

1.875 0.95344 58127 
1.880 o. 95507 08530 
1.885 o. 956 71 53398 
1.890 0.95837 93077 
1.895 o .  96006 27927 

1.900 0.96176 58319 
1.905 0.96348 84632 
1 .910 0 .96523 07261 
1.915 0,96699 2 6608 
1 .920 D. 96877 43090 

1.925 0.97057 57134 
1.930 0.97239 69178 
1.935 0.9742 3 79672 
1.940 0.97609 89075 
1.945 o. 97797 97861 

1.950 o.  97988 06513 
1.955 o. 98180 15524 
1.960 0.98374 2 5404 
1.965 0.98570 36664 
1.970 0.98768 49838 

1.975 o.  98968 65462 
1.980 o.  99170 84087 
1.985 0.99375 06274 
1.990 o. 99581 32598 
1.995 0.99789 63643 

2 . 000 1.00000 0 0000 

y !  rc-;)2] 

ln r(:r) -.r(�:) 
-0.08440 11210 0.24747 2 4535 
-0.08315 42192 0.25128 59559 
-0.08188 8284 7 0.25508 55103  
-0.08060 33871 0 .25887 12154 
-0.07929 95955 0.26264 31 686 

-0.07797 69782 0.26640 14664 
-0.07663 5 6034 0.27014 62043 
- 0.07527  55 386 0.2 7387 74769 
-0.07389 68509 0.27759 53776 
-0.07249 96070 0.28129 99992 

-0.07108 38729 0.28499 14333 
-0.06964 97145 0.28866 97707 
-0.06819 71969 0.29233 51012 
-0. 06672 63850 0.29598 75138 
-0.06523 73431 0.29962 70966 

-0.06373 01353 0.30325 3936 7 
-0.06220 48248 0.30686 81205 
-0.06066 14  750 0.31 046 97335 
-0.05910 01483 0.31405 88602 
-0.05752 09071 0.31763 55846 

-0.05592 381 30 0.32119 99895 
-0.05430 89276 0.32475 21572 
-0.0526 7 63117 0.32829 2 1691 
-0.05102 60260 0.33182 01056 
-0.04935 81307 0.33533 60467 

-0.04 76 7 2 6854 0. 33884 00713 
-0.04596 97497 0.34233 22577  
-0.04424 93824 0.34581 2 6835 
-0.04251 16423 0.34928 14255 
-0.04075 65875 0.35273 85596 

-0.03898 42759 0.35618 41612 
-0.03719 47650 0.35961 83049 
-0.03538 81118 0.36304 1 0646 
-0.03356 43732 0. 36645 25136 
-0. 03172 36054 0.36985 2 7244 

-0.02986 58646 0.37324 17688 
-0.02799 12062 0.37661 97179 
-0.02609 96858 0.37998 66424 
-0.02419 13581 0.38334 26119 
-0.02 2 2 6  62778 0. 38668 76959 

-0. 02032 44991 0.39002 19627 
-0.01836 60761 0,39334 54805 
-0.01639 10621 0,39665 83163  
-0.01439 95106 0,39996 05371 
-0.01239 14744 0.40325 22088 

-0.01036 7 0060 0,40653 33970 
-0.00832 61578 0.40980 41664 
-0.00626 89816 0.41 306 45816 
-0.00419 55291 0.41631 47060 
-0.00210 58516 0.41955 46030 

o.ooooo 00000 0.42278 43351 

ln y !  d - ln 11 ! dy ' 

[ (-f)2J . [ (-g)2J 
log10 e=0.43429 44819 

..p' (x) 
o. 76410 18699 
o. 76130 23773 
o. 75852 2 6870 
o. 75576 25950 
o. 75302 19003 

o. 75030 04040 
0.74759 79107 
o. 74491 42268 
0.74224 91617 
0.73960 25271 

o.  73697 413 75  
o.  73436 38093 
o. 73177 13620 
o. 72919 66166 
o. 72663 93972 

o. 7 2409 95297 
0.72157 68426 
o. 71907 11662 
0.71658 2 3333 
o. 71411 01 788 

o. 71165 45396 
o. 7 0921 52546 
o. 706 79 21650 
0.7 0438 51138 
o. 70199 39461 

0.69961 85089 
0.69725 865 12 
0.69491 42236 
0.69258 5 0790 
0.69027  10717 

0.68797 2 0582 
0.68568 78965 
0.68341 84465 
0.68116 35696 
0.6 7892 31293 

0.67669 69903 
0.67448 50194 
0,67228 70846 
0.67010 30559 
0.66793 28044 

0.66577 62 034 
0.66363 31270 
0.66150 34514 
0.65938 70538 
0.65728 38134 

0,65519 36104 
0.65311 63266 
0.65105 18450 
0.64900 00505 
0 .64696 08286 

0 .64493 40668 
d2 
dy2 ln y !  [ (-g)2] 

o. 750  
o. 755  
0.760 
0.765 
0.770 

0 .775 
0.780 
0.785 
0.790 
0.795 

0.800 
0.805 
0.810 
0.815 
0.820 

0.825 
0.830 
0.835 
0.840 
0.845 

0.850 
0.855 
0 .860  
0.865 
0.870 

0.875 
0.880 
0 .885 
0.890 
0 .895 

0,900 
0.905 
0,910 
0.915 
0.92 0 

0.925 
0.930 
0,935 
0.940 
0.945 

0.950 
0.955 
0.960 
0.965 
0.970 

0.975 
0.980 
0 .985 
0.990 
0 .995 

1 .000 

y 



,/' 
1,00 
1, 01 
1,02 
1.03 
1.04 

1.05 
1,06 
1.07 
1.08 
1 .09 

1,10 
1.11 
1.12 
1.13 
1.14 

1.15 
1,16 
1.17 
1.18 
1.19 

1.20 
1.21 
1,22 
1.23 
1.24 

1.25 
1.26 
1.27 
1.28 
1,29 

1,30 
1.31 
1,32 
1.33 
1,34 

1.35 
1,36 
1.37 
1,38 
1,39 

1.40 
1.41 
1,42 
1.43 
1.44 

1,45 
1.46 
1.47 
1.48 
1.49 

1.50 
* 

y/ ' (.1') 
-2.40411 38063 
-2.34039 86771 
-2.27905 42052 
-2,21 996 85963 
-2.16303 63855 

-2.10815 80219 
-2. 05523 94833 
-2. 00419 19194 
-1.95493 13213 
-1.9073 7 82154 

-1.86145 73783 
-1,81709 75731 
-1.77423 13035 
-1.73279 45852 
-1.69272 67342 

-1.65397 01677 
-1.61647 02206 
-1.58017 49731 
-1.54503 50903 
-1.51100 36723 

-1.47803 61144 
-1.44608 99765 
-1.41512 48602 
-1.38510 22950 
-1.35598 56308 

-1.32773 99375 
-1.30033 19ll2 
-1.27372 97857 
-1.24790 32496 
-1.22282 33691 

-1.19846 25147 
-1.17479 42923 
-1.15179 34794 
-1.12943 59642 
-1.10769 86881 

-1.08655 95925 
-1.06599 75682 
-1.04599 24073 
-1.02652 47586 
-1.0075 7 60850 

-0.98912 86236 
-0.97116 53479 
-0.95366 99322 
-0,93662 67177 
-0.92002 06808 

-0,90383 74031 
-0,88806 30426 
-0.87268 43070 
-0,85768 84281 
-0.84306 31376 

-0.82879 66442 
,p 

dya In y! 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

TETRAGAMMA AND PENTAGAMMA FUNCTIONS 

.yl:l) (.r) ,I' .Y" (.r) 
6.49393 94023 o. 00 1,50 -0,82879 66442 
6,25106 18729 o. 01 1.51 -0.81487 76121 
6.01969 49890 o. 02 1,52 -0,80129 51399 
5. 79918 38573 0, 03 1.53 -0.78803 87419 
5.58891 68399 o. 04 1.54 -0.77509 83287 

5.38832 2 3132 o. 05 1.55 -0.76246 41904 
5.19686 56970 0, 06  1,56 -0.75012 69793 
5. 01404 67303 o. 07 1.57 -0. 73807 76946 
4.83939 69702 o. 08 1.58 -0.72630 76669 
4.67247 74947 o. 09 1,59 -0.71480 85441 

4,51287 67903 o. 10 1.60 -0.70357 22779 
4,36020 88083 o. 11 1,61 -0.69259 11105 
4.21411 11755 o. 12 1.62 -0.68185 75627 
4.07424 35447 0. 13 1.63 -0.67136 44220 
3.94028 607.,7 o. 14 1.64 -0,66110 47316 

3.81193 80220 o. 15 1.65 -0.65107 17793 
3,68891 64540 o. 16 1.66 -0.64125 90881 
3.57095 50416 o. 17 1.67 -0.63166 04061 
3,45780 29554 0. 18 1,68 -0.62226 96973 
3.34922 38402 0. 19 1.69 -0.61308 11332 

3,24499 48647 o. 20 l. 70 -0.60408 90841 
3.14490 58422 o. 21 1.71 -0,59528 81112 
3,04875 84139 o. 22  1.72 -0,5866 7 29593 
2. 95636 52925 o. 23 1. 73 -0.57823 85490 
2.86754 95589 o. 24 1.74 -0.56997 99702 

2. 78214 40092 o. 25 1. 75 -0,56189 24756 
2,69999 05478 o. 26 1.76 -0,55397 14738 
2,62093 96227 0, 27 1.  77 -0.54621 25238 
2,54484 97000 o. 28 1.78 -0.53861 13291 
2,47158 67746 o. 29 1,79 -0,53116 37320 

2.40102 39143 0, 30 1.80 -0.52386 57084 
2,33304 08348 o. 31 1.81 -0.516 71 33630 
2,26752 35032 o. 32 1.82 -0,50970 29242 
2.20436 37678 o. 33 1,83 -0.50283 07396 
2.14345 90132 o. 34 1.84 -0.49609 32712 

2.08471 18367 o. 35 1,85 -0,48948 70921 
2. 02802 97472 o. 36 1,86 -0.48300 88813 
1.97332 48830 0, 37 1.87 -0,47665 54207 
1,92051 37473 o. 38 1.88 -0.4 7042 35909 
1.86951 69616 o. 39 1,89 -0.46431 03677 

1,82025 90339 0, 40  1.90 -0.45831 28188 
1. 77266 81419 o. 41 1.91 -0. 45242 81007 
1. 7266 7 59295 o. 42 1.92 -0.44665 34549 
1,68221 73161 o. 43 1.93 -0.44098 62055 
1.63923 03178 o. 44 1.94 -0.43542 37563 

1,59765 58792 o. 45 1.95 -0.42996 35876 
1,55743 77157 o. 46 1.96 -0.42460 32537 
1.51852 21649 o. 47 1.97 -0.41934 03805 
1.48085 80478 o. 48 1 .98 -0.41417 2 6631 
1.444�9 65370 0, 49 1.99 -0,40909 78630 

1,40909 10340 o. 50 2.00 -0.40411 38063 
dl d3 } I dy• ln y! y dys n y. [ (-i)3] [ (-�) 1] [ (-gl4J 

Tahlc 6.2 

.yl :il (t) 
1.40909 10340 0, 50 
1.37489 70527 o. 51 
1.34177 21104 0. 52 
1.30967 56244 o. 53 
1.27856 88154 o. 54 

1.24841 46160 o. 55 
1.21917 75841 o. 56 
1. 19082 38216 o. 57 
1.16332 08979 o. 58 
1.13663 77770 o. 59 

1.11074 47490 0. 60 
1. 08561 33658 o. 61 
1.06121 63792 0. 62 
1.03752 76835 o. 63 
1. 01452 22608 0, 64 

0.99217 61290 0. 65 
0.97046 62927 o. 66 
0.94937 06973 o. 67 
0.92886 81843 0. 68 
o. 90893 84502 o. 69 

0.88956 20066 o. 70 
0.87072 01433 o. 71 
0.85239 48922 o. 72 
0.83456 89940 o. 73 
0.81722 58660 o. 74 

0.80034 95719 o. 75 
o. 78392 47929 0, 76 
o. 76 793 68005 o. 17 
0. 75237 14300 o. 78 
o. 73721 50564 o. 79 

o. 72245 45705 o. 80 
o. 70807 73565 0, 81 
0.69407 12710 o. 82 
0.68042 46226 o. 83 
0.66 712 61527 o .  84 

0.65416 50169 o. 85 
0.64153 07680 0. 86 
0. 62921 33389 o. 87 
0.61720 30270 0. 88 
0.60549 04793 o. 89 

0,59406 66772 o. 90 
0.58292 29238 o. 91 
0.57205 08299 0, 92 
0.56144 23020 0, 93 
0.55108 95304 o. 94 

0. 54098 49774 o. 95 
0,53112 13668 0, 96 
0.52149 16733 o. 97 
0,51208 91127 0, 98 
0,50290 71324 0, 99 

0.49393 94023 1. 00 
d' dy' ln y! y 

(C-:) 1] 
Compiled from H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, 2 vols. (Principia Press, 
Bloomington, Ind., 1933, 1935) (with permission) .  
•'See page n. 
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272 GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

Tahlc 6.:l GAMMA A N D  DIC AM M A  F l1 N CTIONS FOR 1 !\T EC EH A'W 1 1 .\ LF-I i\T E(; EH V A LL ES 

' I  

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10  

11  
12  
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20  

21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 
42 
43 
44 
45 

46 
47 
48 
49 
50 

51 

1' (11 ) 1/r (l l) 
( 0) 1.00000 00000 1 0) 1. 0000 0 000 

� Ol l.OOOOO 00000 0) 1. 00000 000 
0 2.00000 00000 - 1� 5.00000 000 
0 6.00000 00000 - 1 1.66666 667 

( 1) 2.40000 00000 ( - 2) 4.16666 667 

( 2� 1.20000 00000 ( - 3) 8.33333 333 � 2 7.20000 00000 ( - 3� 1.38888 889 
3 5.04000 00000 � - 4 1. 98412 698 
4� 4.03200 00000 - 5 2.48015 873 

( 5 3.62880 00000 ( - 6) 2.75573 192 

6� 3.62880 00 000 ( - 7) 2. 755 73 192 
7 3.  99168 00000 { - 8) 2 .50521 084 
8r.79001 60000 - 9 � 2. 08767 570 
9 6.22702 08000 -1 0 1. 60590 438 

10 8.71782 91200 ( -11) 1. 14707 456 

� 12) 1. 30767 43680 � -13� 7.64716 373 
13� 2.09227 89888 -14 4. 77947 733 � 14 3.��687 42810 � -15) 2.81145 725 
15  6.40237 37057 -16� 1 .56192 070 

( 17) 1.21645 10041 ( -18 8.22063 525 

( 18� 2.43290 20082 ( -19) 4. 11031 7 62 
( 19 5.10909 42172 ! -20r-95 729 411 � 21� 1.12400 07278 -22 8.89679 1 39 

22 2.58520 16739 -23 3.86817 017 
( 23 6.20448 40173 ( -24 1.61173 757 

( 25) 1.55112 10043 ( -26) 6.44695 029 � 26� 4.03291 46113 ( -27) 2.47959 626 
28 1 .08888 69450 ( -29 � 9.18368 986 
29� 3. 04888 34461 I -30 3.27988 924 

( 30 8.84176 19937 � -31 1 .13099 629 

( 32 ! 2.65252 85981 � -33) 3. 76998 763 1 •• 8.22283 •• 5.2 -34) 1.21612 504 
35 2.63130 83693 � -36� 3.80039 076 
36 8.68331 76188 -37 1. 15163 356 
38) 2.95232 79904 ( -31 3.38715 754 

( 40� 1.03331 47966 .: ·-41) 9.67759 296 1 .. •. ",, 326, ( -42 � 2. 688?2 027 
43 1. 37637 53091 ( -44 7.26546 018 
44) 5.23022 61747 ( -45 1. 91196 320 
46) 2.03978 82081 ( -47) 4. 90246 976 

( 47) 8.15915 28325 ( -48) 1.22561 744 � 49� 3.34525 26613 � -50 � 2.  98931 083 
51 1.40500 61178 -52 7.11740 673 
52 6,04152 63063 ( -53) 1.65521 087 

( 54) 2.65827 15748 ( -.55) 3. 7 6184 288 

56 1.19622 22087 -57� 8.35965 084 
57 5,50262 21598 -58 1.81731 540 
59 2.58623 24151 -60� 3.86662 851 
61 1.24139 15593 -62 8.05547 607 
62 6.08281 86403 -63 1.6439 7 471 

( 64) 3.04140 93202 ( -65) 3.28794 942 

(n- 1) ! 1/(n-1) ! 

1' (11 + }) r1) 8.86226 , 
0) 1.32934 04 
0� 3.32335 10 
1 1.16317 28 

( 1) 5,23427 78 

( 2) 2.87885 28 1 '' 1.87125 43 
4) 1.40344 07 s� 1.19292 46 
6 1.13327 84 

( 7) 1.18994 23 1 8) 1. 36843 37 
9 1. 71054 21  

1 0
� 

2.30923 18  
11)  3.34838 61 

( 12)  5.18999 85 1"! 8. 56349 74 
15  1.49861 21 
16� 2.  77243 23 
17 5.40624 30 

( 19) 1 .10827 98 � 20) 2 .38280 16 
2 1  5.36130 36 
23
� 

1.25990 63 
( 24 3.086 77 05 

( 25) 7.87126 49 1"! 2,08588 51 
28  5. 73618 43 
30� 1 .63481 25 
31 4.82269 69 

( 33) 1.47092 26 � 34) 4.63340 61 
36� 1. 50585 70 
37 5.04462 09 

( 39) 1. 74039 42 

40) 6.17839 94 
42) 2.25511 58 
43) 8.45668 42 
45) 3.25582 34 
47) 1.28605 02 

48� 5.20850 35 
50 2.16152 90 
51 � 9.18649 81 
53 3.99612 67 
55) 1. 77827 64 1"! 8.09115 74 
58 3. 76238 82 
60� 1. 78713 44 
61 8.66 760 18 

( 63 4.29046 29 

( 65) 2.16668 38 

(11 - �) !  

or( II ) 
-0.5 7721  56649 
+0.42278 43351 

0.92278 43351 
1 .25611 76684 
1.50611 76684 

1. 70611 76684 
1.87278 43351 
2 .01564 14780 
2.14064 14780 
2.25175 25891 

2.35175 25891 
2.44266 1 6800 
2 .52599 50133 
2.60291 80902 
2.67434 66617 

2.74101 33283 
2.80351 33283 
2.86233 68577 
2.91789 241 33 
2. 97052 39922 

3.02052 39922 
3.06814 30399 
3.11359 75853 
3.15707 58462 
3.1987 4 25129 

3.23874 25129 
3.27720 40513 
3.31424 10884 
3.34995 53741 
3.38443 81327 

3.41777 14660 
3.45002 95305 
3.48127 95305 
3.51158 25608 
3.54099 43255 

3.56956 57541 
3.5 97 34 35319 
3.62437 05589 
3.65068 63484 
3.67632 73740 

3.70132 73740 
3. 72571 76179 
3.74952 71417 
3. 77278 29557 
3.79551 02284 

3.81773 24506 
3.8394 7 1581l 
3.86074 81768 
3.88158 15102 
3. 90198 96 734 

3.92198 96734 d 
dn ln(11 - 1) ! * 

11 != (2 .. ) ! 11 11He-11]J (11) r (11) = (2 .. ) � 11 11- !e-"fl (11) i-(l l) =ln 11 -j:;(11) 

/J (11 ) /:;( I I )  
1.08443 755 0,57721 566 
1.04220 712 0,27 036 285 
1.02806 452 0.17582 795 
1,02100 830 0, 13017 669 
1.01678 399 0 ,10332 024 

1.01397 285 0.08564 180 
1.01196 776 0,07312 581 
1.01046 565 0.06380 006 
1.00929 843 0.05658 310 
1.00836 536 0.05083 250 

1.00760 243 0.04614 268 
1.00696 700 0.04224 497 
1.00642 958 0.03895 434 
1 .00596 911 0.03613 924 
1.00557 019 0.03370 354 

1. 00522 124 0.0315 7 539 
1.00491 343 0.02970 002 
1 .00463 988 0.02803 490 
1.00439 519 0.02654 657 
1.00417 501 0. 02520 828 

1.00397 584 0.02399 845 
1.00379 480 0.02289 941 
1.00362 953 0 ,02189 663 
1.00347 806 0.02097 798 
1. 00333 872 0.02013 331 

1.00321 011 0.01935 403 
1.00309 105 0.01863 281 
1 .00298 050 0.01796 342 
1.00287 758 0,01734 046 
1.00278 154 0,016 75 925 

1. 00269 170 0.01621 574 
1.00260 748 0 .01570 637 
1.00252 837 0.01522 803 
1 .00245 392 0.01477 796 
1 .00238 372 0.01435 374 

1.00231 744 0.01395 318 
1.00225 474 0.01357 438 
1 .00219 534 0.01321  560 
1.00213 899 0 .01287 530 
1.00208 546 0.01255 208 

1.00203 455 0.01224 469 
1 .00198 606 0.01 195 200 
1.00193 983 0 .01167 297 
1 .00189 570 0.01140 668 
1 .00185 354 0.0 1115 226 

1.00181 321 0.01090 895 
1.00177 460 0,01067 602 
1.00173 759 0,01045 283 
1.00170 210 0, 01023 879 
1.00166 803 0 .01003 333 

1 .00163 530 0 ,00983 596 

(2 .. ) !=2.50662 82746 31001 
¥-(11) compiled from H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, 2 vols. (Principia Press, 
Bloomington, Ind., 1933, 1935) (with permission) .  

•see page n. 
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(;AMMA AND DI<;AMMA FUJ\CTIOJ\S FOR I NTEt; ER A N D  I I ALF-Ji\TEt; ER VALl! ES Tuhlc� 6.:-J 

II 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
7 0  

71 
72  
73 
74 
75 

76 
7 7  
7 8  
7 9  
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 

91 
92 
93 
94 
95 

96 
97 
98 
99 

100 

1 01 

r (11) 

b4l 3,04140 '"" 
66 1 .55111  87533 
67 8.06581 75171 
69 4.27488 32841 
71) 2 . 3 0843 69734 

73) 1.26964 03354 
74l '.l 0998 58780 
76 4.05269 19505 
78 2.35056 13313 
80 1. 38683 1 1 855 

81) 8.32098 71127 • 

83� 5.07580 2 1 388 
85 3. 1 4699 7 3260 
87 1.98260 83154 
89) 1.2 6886 93219 

901 8.24765 05921 
92 5.44344 9 3908 
94 3. 647 1 1  1 0918 
96� 2.48003 5 5424 
98 1.71122 45243 ! 100 

101  
1 0 3  
1 05 

( 107 

109 
111 
1 13 
1 1 5  
116 

1. 19785 71670 
8, 50478 58857 
6.12 344 58377 
4. 47011 54615 
3. 30788 5441 5 

2 . 48091 40811 
1,88549 4 7017 
1.45183 0 9203 
1.13242 81178 
8.94618 2 1 308 { 118� 7.15694 5 7 046 

120 5. 79712 60207 
122� 4.75 364 33370 � 1 2 4  3. 94552 39697 
126) 3.31424 0 1 346 

128) 2.81710 4 1 1 44 
1 3 01 2,42270 95 384 
132 2 . 1 0775 7 2984 
134 1 .85482 64226 
136 1.65079 5 5 161 

138 1.48571 59645 
140 1.35200 1 5 2 77 
142 1 . 2 4384 14055 
144 1.1 5677 2 5071 
146 1. 08736 61567 

148) 1.03299 7 8488 
149! 9,91 677 93487 
151 9.6192 7 59682 
153 9.42689 0 4489 
155 9. 33262 1 5444 

( 1 57) 9.33262 1 5 444 

(11- 1) ! 

11 != (2.-) !n"H,-11/1 (n) 

•see page n. 

1/ r (u) 

- 65) 3.28794 942 
- 6 7� 6.44695 964 
- 68 1.2 3979 993 
- 70� 2. 33924 5 1 5  
- 72 4.33193 547 

- 74 7.87624 631 
- 75 1.40647 2 5 5  
- 7 7  2,46749 571 
- 79 4.25430 295 
- 81 7.21 068 296 

- 82) 1.20178 049 
- 84l l,9701} ,,, 
- 86 3.17763 2 19 
- 88 5.04386 062 
- 90 7.88103  221  

( - 91) 1.21246 649 
( - 93� 1.83707 044 � - 95 2.74189 619 

- 97 4.03220 028 
- 99) 5.84376 852 

( -101 8. 34824 074 � - 102 1.17580 856 
-104 1.63306 744 
- 1 06 2.23707 868 

( -108 3. 02307 930 

-110� 4.03077 240 
-112 5.30364 789 
- 114� 6.88785 441 
-116 8,83058 2 57 
-117) 1.11779 526 � -119� 1.39724 408 
-121 1.72499 269 
-123 2.10 364 962 � -125� 2.53451 761 
-127 3.01728 287 

-129� 3.54974 456 
- 1 31 4.12760 995 
-133� 4.74437 926 
- 1 35 5.39134 006 
- 1 37 6,05768 546 

-139 6. 73076 163 
-141 7. 39644 134 
-143 8. 03961 016 
- 145 8.64474 2 1 1  
-147 9. 19653 415 

- 149 9.68056 227 
-150 1.00839 190 
-152 1.03957 928 
-154 1. 060 79 519 
-156 1.07151 029 

( -158) 1 .07151  029 

1 / (n - 1) ! 

1' (11 + !) 

65) 2.16668 38 
67� 1.11584 21  
68 5.85817 1 2  
7 0  3.13412 16 
72) 1. 70809 63 

73 9.47993 44 
75 5.35616 29 
77 3.07979 37 
79 1.8016 7 93 
81) 1.07199 92 

82) 6.485 59 51 
84) 3.98864 1 0  
86� 2.49290 06 
88 1 . 58299 19 
90) 1.02102 98 

91) 6.68774 50  
93� 4.44 735 04 
95 3.00196 15  
97� 2.05634 36 
99 1,42915 88 

( 1 0 1  1.00755 7 0  
1 0 2  7 . 2 0 4 0 3  2 4  
104 5.22292 35 
1 06 3.83884 87 
108 2.85994 23  

( 1 10) 2.15925 64 
( 1 12 � 1.65183 1 2  
( 1 1 4  1.28016 9 2  
( 116� 1. 00493 28 
( 11 7  7.98921 57  � 119� 6.431 31 87 

1 2 1  5.241 5 2  47 
1 2 3� 4. 324 2 5  79 � 1 2 5  3.61075 53  
1 2 7) 3.05108 83 

' 1 29) 2.60868 05 
1 31 � 2.25650 86 
1 33 1.  97444 50 
1 35� 1.74738 38 
1 37 1.56390 85 � 1 39� 1.41533 72 
141 1.29503 36 
143� 1 . 19790 60 � 1 4 5  1.12004 22 
141) 1.05843 98 

1 49 1.01081 00 
1 5 0  9 .  75431 69 
152 9.51045 90 
1 5 4  9. 36780 21  
156 9.32096 31 

( 158) 9.36 756 79 

(11 - !) !  

Y- ( 11) 

3. 92198 96 734 
3.94159 75166 
3. 9 6082 82858 
3.97969 62103 
3.99821 47288 

4.01639 65470 
4.03425 36899 
4.05179 75495 
4.06903 89288 
4.08598 80814 

4.1 0265 47481 
4.1 1904 81907 
4.1 351 7  72229 
4. 1 5105 02388 
4.1 6667 52388 

4.18205 98542 
4.19721 1 3693 
4.2 1 2 1 3  674 2 5  
4.2 2684 26248 
4.24133 53785 

4.25562 10927 
4.26970 55998 
4.2 8359 44887 
4.29729 31188 
4.31080 66323 

4.32413 99657 
4. 33729 78604 
4.35028 48734 
4.3631 0  53862 
4. 37576 36140 

4.38826 36140 
4.4 0060 92931 
4.41280 441 50 
4.42485 26078 
4.43675 73697 

4.44852 20756 
4.46014 99825 
4.47164 42354 
4.48300 78718 
4.49424 38268 

4,50535 49379 
4.51634 39489 
4. 52721  35142 
4.53796 62 0 2 3  
4.54860 45002 

4.55913 08160 
4.56954 7482 7 
4.57985 67610 
4.59006 08426 
4.60016 185 2 7  

4.61016 18527 
d 

* dn ln (11 - 1) ! 

.r. ( I I )  

1.00163 530 
1.00160 383 
1.001 5 7  355 
1.00154 438 
1.00151  62 8 

1 .00148 919 
1.00146 304 
1.00143 780 
1.00141 341 
1.00138 984 

1.00136 704 
1.00134 498 
1 . 00132 362 
1.00130 292 
1.00128 286 

1.00126 34 1 
1.00124 455 
1.00122 623 
1.00120 845 
1.00119 118 

1.00117 439 
1.001 1 5  807 
1.00114 220 
1 . 00112 675 
1.001 1 1  172 

1.00109 709 
1.00108 283 
1.00106 894 
1.00105 540 
1.00104 220 

1 .00102 933 
1.00101 677 
1.00100 452 
1.00 099 255 
1.00098 087 

1 . 00096 946 
1.00095 831 
1. 00094 741 
1.00093 6 76 
1.00092 635 

1.00091 617 
1 . 00090 620 
1.00089 646 
1.0 0088 6Cfl 
1.00087 757 

1.00086 843 
1 . 00085 947 
1 .00085 070 
1 . 00084 210 
1.00083 368 

1.00 082 542 [( -J)2] 

.f: ( 11 )  

0 .00983 596 
0.00964 62 0 
0 . 00946 363 
0.00928 784 
0 . 00911 846 

0. 00895 514 
0 . 00879 758 
0 . 00864 546 
0. 00849 852 
0.00 835 648 

0, 00821 912 
0, 00808 619 
o. 00795 750 
0 , 00783 284 
0.00771 203 

0.00759 489 
0. 00748 125 
0. 00737 096 
0 . 00726 388 
0.00715 986 

0, 00705 878 
0.0 0696 052 
0. 00686 495 
0.00 677 197 
0 . 00668 148 

0.00 659 337 
0.00650 756 
0.00642 395 
0.00634 247 
0.00626 302 

O , Q0618 554 
0 . 00610 995 
0.00603 619 
0.00596 419 
0.00589 389 

0. 00582 522 
0,00575 814 
0. 00569 258 
0.00562 850 
0.00556 584 

0.00550 457 
0.00544 463 
0,00538 598 
0.00532 858 
0.00527 239 

0.00521 738 
0,00516 350 
0.00511 072 
0.00505 901 
0.00500 833 

0. 00495 866 [( g) 1] 
r (n)  

1 n - 1  
( ) (2 .. ) ' 11 'e- 11/1 11 >f(ll) =ln II f;l (11) (2.-) !=2.50662 82746 31001 
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Table 6.4. 

11 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

1 0  

1 1  
12 
1 3  
1 4  
1 5  

1 6  
1 7  
1 8  
1 9  
2 0  

2 1  
2 2  
23  
24 
25  

2 6  
27 
28  
2S 
30 

3 1  
3 2  
33  
34 
35 

36 
37 
38  
39 
40 

41 
42 
43  
44  
45 

46 
47 
48 
49 
50 

51 

log10  r (n) 
0,00000 000 
0. 00000  000 
0. 30103  000 
0.77815 125  
1.38021 I t'  

2.0791 8  1 2  
2.85733 2 5  
3 .  70243 05 
4,60552 05 
5,55976 3 0  

6. 55976 3 0  
7. 601 15 57 
8. 68033 70 
9. 79428 03 

1 0.94040 8 

1 2. 1 1 6500  
1 3. 320620  
14. 551 069 
1 5.806341 
1 7. 085095 

18.386125 
19.708 344 
21.050767 
22.412494 
23.792706 

25. 1 9 0 646 
26.605619 
28.036983 
29.484141 
30.946539 

32.423660 
33.915022  
35.420172 
36. 938686 
38.470 165 

40.014233 
41.570535 
43. 1 38737 
44.718520  
46.309585 

47. 9 1 1 645  
49.52442 9  
51 .147 67 8  
52.78 1 1 47 
54.424599 

56.077812 
57.740570 
59.412668 
61.093909 
62.784105  

64.483075 

log10 (n - 1) ! 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

LOGARITHMS OF THE GAMMA FUNCTION 

log10  r (n+ {) 

-0.04915 851  
+0. 07578 023  

0.44375 702 
0 .96663 576 
1. 60345 79 

2 .33045 66  
3.1 3208  89 
3 .99739 04 
4.91820 91 
5,88824 59 

6, 9 0248 63 
7. 95684 40 
9.0 4792 45 

1 0.17286 3 
1 1.3292 1  0 

1 2 . 514847 
1 3.727922 
1 4. 966804 
16.230045 
1 7. 51 6352 

18.824561 
2 0, 1 53619 
21. 502573 
22.870550 
24.256751 

25.6 60444 
27.080949 
28, 5 1 7642 
29.969940 
31.437301 

32. 9 19221 
34, 415228 
35.924878 
37.447757 
38.983473 

40.531658 
42. 091963 
43.664060 
45.247636 
46.842397 

48.448061 
5 0. 0 64362 
51 .691044  
5 3. 327866 
54.974597 

56.631014 
58.2969 08 
59.972075 
61.656322 
63. 349462 

65. 0 51318  
log10 (n-{) ! 

1og1 0 r (n+{) 
-0.05245 506 
+0.12363 620 

0.52157 621 
1. 06564 43  
1.  71885 68  

2.45921 95 
3.2721 3  28  
4 .14719  41 
5, 07661 30 
6.05433 66 

7.07552 59 
8.13622 37 
9 ,23313 38 

1 0.36346 8 
1 1 . 52483 6 

12 .715167  
1 3.932651 
: 5.175689 
16.442861 
17.732896 

1 9. 044649 
2 0. 377088 
2 1.729270 
2 3. 100338 
24.489504 

25.896045 
27.319290 
2 8. 75862 3 
30.21 3468 
31. 68329 0  

3 3. 167590 
34.665900 
36. 1 77784 
3 7.702829 
39.240648 

40.790876 
42.353169 
4 3.9272 0 0  
45.512661 
47.109258 

48. 7 1 67 1 3  
5 0.334761 
51.963150 
5 3.601639 
55.249999 

56,9080 1 1  
58.575464 
60.252157 
61. 937899 
63.632504 

65. 335796 
log10 (n-t) ! 

log1 0  r (n +f) 

-0. 04443 477 
+ 0. 17741 398 

0,60338 271 
1 . 1 6765 41 
1.83666 09 

2,58998 86 
3.41389 73 
4.29850 39 
5.23635 60 
6,22 1 63 2 7  

7. 24966 1 5  
8. 31660  83 
9.41927 06 

1 0. 55493 3 
11 .72126  5 

12 .916241 
1 4. 1 38090 
1 5. 385245 
1 6.65631 1 
17.950042 

19.265313  
20.60 1 1 05 
2 1.956492 
2 3.33062 9  
24.722740 

2 6. 1 32 1 09 
27.55 8078 
29,000035 
30.457412 
31.929681 

33.416347 
34.91 6950  
3 6.431 055 
37.958255 
39.498167 

41.050429 
42.614701 
44. 1 90658 
45.777995 
47.376420 

48.985659 
50.605448 
52.235536 
53.875686 
55.525670 

57.185269 
58.854276 
60.532491 
62. 2 19723 
63.915788 

65. 6205 1 0  
I ( ' , ' oglo n--a) . 

' 

fz(n) 
1 .00000  0 0 0  
0.96027 923  
0.94661 646  
0 ,93972  921  
0.93558 323 

0.93281 466 
0.93083 524 
0,92934 980 
0.92819 400  
0. 92726 9 1 0  

0.92651  221  
0 .  92588 137  
0.92 534 753 
0.92488 990  
0.92449 327  

0 .92414  6 1 9  
0.92383 9 9 3  
0,92356 769 
0,92332 409 
0.92310 485 

0,92290 649 
0,92272 615  
0.9225 6  149 
0.92241 055 
0.92227 169 

0.92214 350 
0.92202 481 
0.92191 460 
0.92181 198 
0. 92171  621 

0.92162  661  
0 .92154 262 
0 .92146 371 
0.92138 944 
0.92131  942 

0.92125  329 
0.92119  073 
0. 9 2 1 1 3  146 
0.92107 524 
0 .92102  182  

0.92097 101  
0.92092 262 
0.92 087 648 
0.92083 244 
0.92079 035 

0.92075 0 1 0  
0,92071 156 
0.92067 462 
0.92063 919 
0.92060 518 

0.92057 250 

In r(n) =ln (n- 1) (n-i) In n-n+fz(n) In 10=2.30258 509299 
log10  r(n) compiled from E. S.  Pearson, Table of  the logarithms of  the complete r-function, arguments 
2 to 1200. Tracts for Computers No. VIII (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1922) (with 
permission) . 



n 

5 1  
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

71 
72 
73  
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 

91 
92 
93 
94 
95 

96 
97 
98 
99 

100 

101  

log1 0  r (n) 
64. 483075 
66. 190645 
67.9 06648 
69. 630924 
71.363318 

73. 1 03681 
74.851869 
76.607744 
78.371172 
80. 142024 

81.920175 
83.705505 
85.497896 
87.297237 
89.1 03417 

90.916330 
92.735874 
94.561949 
96.394458 
98.2 33307 

100.0 7841 
101.92966 
103.78700 
105.65032 
1 07.51955 

109. 39461 
111.27543 
113.16192 
115.05401 
1 16.95164 

118.85473 
120.76321 
122.67703 
124.59610 
126.52 038 

128.44980 
130.38430 
132.32 382 
134.2 6830 
1 36.21769 

138.17194 
140.1 3098 
1 42.09477 
144. 06325 
1 46.03638 

148.01410 
149.99637 
151.98314 
153. 97437 
155.97000 

1 57.97000 

log10 (n-1) ! 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

LOGARITHMS OF THE GAMMA FUNCTION 

log1 0  r (n+f) 
65.051318 
66. 761717 
68.480496 
70.207494 
71.942561 

73.685548 
75.436313 
77.194720 
70.960637 
80. 733936 

82.514493 
84.302 190 
86.096910 
87.898542 
89.706978 

91.522113 
93. 343845 
95.172075 
97.006708 
98.84765 0 

100.69481 
102.54810 
104.40744 
106.27274 
108. 14393 

1 1 0. 0 2 091 
111.90363 
113.79200 
115.68594 
117.58540 

119.49029 
1 2 1.40056 
1 2 3.31614 
125.2 3696 
127.16296 

129. 09407 
131.03025 
132.97143 
1 34.91756 
136.86857 

138.82442 
140.78505 
142.75041 
144.72 044 
146.69511 

148.67435 
150.65813 
152.64639 
154. 63909 
156. 63619 

158.63763 

log10 (n-f) ! 

log1 0  r (n++) 
65. 335796 
67. 047603 
68.767762 
70.496116 
72.232512 

73.976805 
75.728854 
77.48852 2  
79.255677 
81. 030194 

82.811950 
84.600825 
86.396705 
88.1 99479 
90.009038 

91.825280 
93.648101 
95.477405 
97.313096 
99.155080 

101.00327 
1 02.85758 
1 04.71791 
106.58420 
108.45636 

110.33430 
112.2 1797 
1 14.10727 
116.00214 
117.90250 

119.80830 
121. 71946 
123.63591 
1 25.55760 
127.48445 

129.41642 
131. 35344 
133.29545 
135.24239 
137.19421 

1 39.15086 
141.11228 
143.07842 
145.04923 
147.02467 

149. 00467 
150.98920 
152.97820 
154.97164 
156.96946 

158.97163 
log1 0  (n-+) !  

log1 0  r (n+f) 
65.62 0510 
67.33372 0 
69.055256 
7 0. 784961 
72.522683 

74.268279 
76.021606 
77.782531 
79.550922 
81.326654 

83.1 09604 
84.899655 
86.696691 
88.500604 
90.311284 

92.128629 
93.9525 38 
95.782913 
97.619659 
99.462684 

101.31190 
103.1672 2 ' 
105.02855 
106.89582 
108.76895 

11 0.64785 
112.53246 
114.422 69 
11 6.31848 
118.2 1976 

120.12646 
122. 0 3850 
123.95583 
125.87838 
127.80610 

129.7389 1  
131. 67676 
1 33.61959 
135.56735 
137.51999 

139.47743 
141.43964 
143.40657 
145.37815 
147.35435 

149.33511 
151.32 039 
153.31013 
155.30430 
157.30285 

159.30574 
log10 (n-t) !  
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J2(n) 
0.92057 25 0  
0.92054 108 
0.92051 084 
0.92 048 173 
0.92045 367 

0.92042  661 
0.92040 051 
0.92 037 530  
0.92035 095 
0.92 032  741 

0.92 030 464 
0.92028 261 
0.92026 127 
0.92 024 061 
0.92022 057  

0 .92020  115 
0.92018 2 31 
0.92016 401 
0.92014 625 
0.9 2012 900 

0.92011  223  
0.92009 593  
0.92008 008 
0.92006 465 
0.92 004 964 

o.  92003 502 
0.92002 078 
0.92 000 69 0 
0.91999 338 
0.91998 019 

0.91996 733 
0.91995 479 
0.91994 254 
0.9 1993 059 
0.91991 892 

0.91990 752 
0.91989 638 
0.91988 550 
0.91987 486 
0.91986 446 

0.91985 428 
0.91984 433 
0.91983 459 
0.91982 5 05 
0.91981 572 

0.91980 659 
0.91979 764 
0.91978 887 
0.91978 028 
0.91977 186 

0.91976 361 

ln r (n) =ln (n- 1) != (n-+) ln n-n+f2(n) ln 10=2.30258 509299 
( C-l)2J 
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Table 6.5 AUXILIARY F UNCTIONS FOR GAMMA AND DIGAMMA FUNCTIONS 

x - 1  
o. 015 
o. 014 
0. 013 
o. 012 
0. 011 

o. 010 
o. 009 
o. 008 
o. 007 
o. 006 

o. o os 
o. 004 
o. 003 
o. 002 
o. 001 

o. 000 

Table 6.6 

h (x) h (x) h (x) 
1. 00125 077 0. 92018 852 0. 00751 875 
1. 00116 735 0. 92010 519 0. 00701 633 
1. 00108 391 0. 92002 186 0. 00651 408 
1. 00100 050 0. 91993 853 o. 00601 200 
1. 00091 708 0. 91985 520 0. 00551 008 

1. 00083 368 0. 91977 186 0. 00500 833 
1. 00075 028 0. 91968 853 0. 00450 675 
1. 00066 689 0. 91960 520 0. 00400 533 
1. 00058 350 0. 91952 187 0. 00350 408 
1. 00050 012 0. 91943 853 0. 00300 300 

1. 00041 675 o. 91935 52( 0. 00250 208 
1. 00033 339 0. 91927 187 o. 00200 133 
1. 00025 003 o. 91918 853 0. 00150 075 
1. 00016 668 o. 91910 520 0. 00100 033 
1. 00008 334 0. 91902 187 0. 00050 008 

1. 00000 000 0. 91893 853 0. 00000 000 
[(-�) 1] [(-�) 1] [(-:) 2] 

x!= (27r)!xxHe-xfi(x) 

r (x) (211" ) txx-!e-xfl (x) 

In r (x)=ln (x- 1 ) != (x-�) In x-x+h(x) 

,P(x) =ln x-j'a(x) 

(211")!=2.50662 82746 31001 

<x>=nearest integer to x. 

FACTORIALS FOR LARGE ARGUMENTS 

n n!  n n!  

67 
71 
77 
83 
91 

100 
111 
125 
143 
167 

200 
250 
333 
500 
1000 

00 

100 157 9. 3326 21544 39441 52682 600 1408 1. 2655 72316 22543 07425 
200 374 7. 8865 78673 64790 50355 700 1689 2. 4220 40124 75027 21799 
300 614 3. 0605 75122 16440 63604 800 1976 7. 7105 30113 35386 00414 
400 868 6. 4034 52284 66238 95262 900 2269 6. 7526 80220 96458 41584 
500 1134 1. 2201 36825 99111 00687 1000 2567 4. 0238 72600 77093 77354 r(n +l)  r(n+l)  
Compiled from Ballistic Research Laboratory, A table of the factorial numbers and their reciprocals 

from 1 !  to 1000! to 20 significant digits, Technical Note No. 381, Aberdeen Proving Ground, Md.(1951) 
(with permission) . 
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GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS Table 6.7 

x=l.O 
y � In r(z) J In r(z) !/ &i'ln r (z) J ln r(z) 

o. 0 o. 0 0000 00000 00 o.  00000 00000 00  s. o - 6, 13032 4 1445 53 3. B15B9 B5746 15 
0. 1 - o. OOB19 77805 65 - o. 05732 29404 17  5, 1 6. 27750 24635 B4 3. 97816 38691 88 
0, 2 - o. 0 3247 62923 18 - 0. 11230 22226 44  5. 2 6, 42487 30533 35 4. 14237 74050 B6 
0, 3 - o. 0 7194 62509 00  - 0. 1 6282 06721 68 5. 3 - 6. 5 7242 85885 29 4. 30850 21885 83 
0, 4 - o. 1 2528 93748 21 o. 20715 58263 16 5, 4 - 6. 72016 21547 03 4. 47650 25956 68 

0, 5 - 0, 19094 54991 87 o. 24405 82989 05  5 . 5 - 6. 86B06 72180 48 4. 64634 42978 70 
0. 6 - o. 26729 00682 14  - o. 27274 38104 9 1  5 . 6 - 7. 01613 75979 76 4, 81799 41933 05 
o. 7 - o. 35276 8690B  60 - o. 29282 63511  87  5. 7 - 7, 1 6436 74421 06 4. 99142 03424 89 
o. 8 - o. 44597 87835 49 - o. 30422 56029 76 s. a - 7. 31275 12034 30  5. 16659 19085 37 
0 . 9  - o. 54570 51286 05 - o. 30707 43756 4 2  5 . 9  7 .  46128 36194 29 5. 34347 91013 53 

1. 0 - o. 65092 31993 02 - o. 30164 03204 6B 6. 0 - 7. 60995 96929 51  5, 52205 31255 15 
1. 1 - o. 7607B 3958B 41  - o. 2BB26 66142 39 6. 1 - 7. 75877 46746 55 5. 7022B 61315 35 
1. 2 - o. 87459 04638 95 - o. 26733 05805 81 6. 2 - 7. 90772 40468 9a 5. 88415 11702 39 
1. 3 - o. 99177 27669 59 - o. 23921 67a44 65 6. 3 - a. 05680 35089 04 6. 06762 21500 13 
1. 4 - 1. 11186 45664 26 - a. 20430 07241 49 6. 4 - a. 206oo a9631 oo 6. 25267 37967 05 

1. 5 - 1. 2344a 30515 47 - o.  16293 97694 BO 6, 5 - B. 35533 65025 11  6, 4392B 16159 76  
1. 6 - 1. 35931 22484 65 - o. 11546 B7935 89 6. 6 - B. 5 0478 23991 25 6. 62742 1B579 12 
1. 7 1. 4a608 96127 57 - a. 06219 B69a3 29 6. 7 - a. 65434 30931 23 6. 81707 14837 44 
1. 8 - 1, 61459 53960 00 - a. oo341 66314 11 6. a - a. ao401 51829 10 7. 00820 81345 02  
1. 9 - 1. 7 4464 42761 74 + a. 06061 2a742 95 6, 9 - a. 95379 5415a 79 7. 20081 01014 93 

2. a - 1. 87607 a7864 31  0. 12964 63163 1 0  7 . 0 - 9, 1036a 0679a 32 7. 39485 629a4 36 
2. 1 - 2. 0 0876 41504 71 0. 20345 947.38 33  7. 1 - 9. 25366 79950 15 7. 59032 6235 1  84 
2. 2 2. 1 4258 42092 96 0. 28184 56584 26 7. 2 9. 40375 45067 08 7. 7B719 99928 77 
2, 3 - 2. 27743 81922 04 o. 36461 40489 5 0  7, 3 - 9, 55393 747a3 21 7. 98545 a2004 68 
2. 4 - 2. 4 1323 81411 a4 o. 45158 81524 4 1  7 . 4 - 9, 7 0421 42849 72 B. 18508 20125 03 

2. 5 - 2. 54990 6842 4  95 a. 54260 44058 52 7. 5 - 9, 85458 24074 86 a. 3B605 JOBBO B9 
2. 6 - 2. 68737 61537 50  o. 63751 09190 46  7. 6 - 10 .  00503 9426 7 90 B. 5BB35 35709 62 
2. 7 - 2. a255a 564 1 1  91  o .  73616 63516 79 7.  7 -10 . 1555B 30la6 86 a. 79196 60705 87 
2. 8 - 2. 9 6448 14617 89 a. 83a43 89130 9 6  7. a - 10 .  30621 094B9 4B a. 99687 36442 29 
2. 9 - 3. 10401 54399 01  o.  94420 54 730 39 7. 9 -10 .  45692 106a7 39 9. 20305 97799 25 

3. 0 3. 24414 42995 90 1. 05335 07710 69 a. a -10 . 60771 13103 15 9. 41050 a3a03 12 
3. 1 - 3. 38482 90223 77 1. 16576 671;32 86 B. 1 - 1 0. 7585 7 96a29 95 9. 61920 37472 42 
3. 2 - 3. 52603 4306 7 09 1. 2al35 17459 32  8. 2 - 10 .  90952 42693 78 9. 82913 05671 62 
3. 3 - 3. 6 6772 81104 as 1. 40001 02965 76 8, 3 -11.  06054 32217 92 10. 04027 38971  80 
3. 4 - 3. 80988 1261a 23 1. 52165 22746 73 8. 4 -11. 21163 47589 48 10. 25261 91518 09 

3. 5 - 3. 9 5246 71261 B9 1. 64619 26242 69 B. 5 - 1 1. 36279 7162B 04  10 .  46615 20903 24 
3. 6 - 4. 09546 13204 51  1 .  77355 09225 9 1  8. 6 - 11. 51402 87756 02 10. 680B5 BB04 7  12 
3. 7 - 4. 23884 14660 71 1. 90365 10190 19  a. 1 -11. 66532 79970 81 10. a96 72 57081 77 
3. 8 - 4, 38258 69752 28 2. 03642 07096 9 3  8. 8 -11. 81669 32B18 48 11. 11373 95241 57 
3. 9 - 4. 52667 88647 16 2. 17179 14436 OS a. 9 - 11. 96812 31369 01  11. 33188 72758 53 

4. 0 - 4. 67109 95934 09 2. 30969 80565 73  9. 0 - 12.  11961 61192 81 11. 55115 62762 02  
4. 1 - 4, B15B3 29197 96 2. 45007 B5299 4 7  9. 1 -12.  27117 08338 6 7 11.  77153 41183 09 
4. 2 - 4. 9 60B6 37766 a7 2. 592B7 37713 19  9 . 2 - 12. 42278 59312 81 11.  99300 86662 85 
4. 3 - 5. 10617 81606 63 2. 73802 7414B 20  9 . 3 -12. 57446 0 1059 OB 12. 21556 80464 79 
4. 4 - 5. 25176 30342 30 2. 8854B 56389 27 9 . 4 -12. 72619 20940 29 12. 43920 06390 90 

4, 5 - 5. 39760 62389 84 3, 03519 69999 22 9 . 5 - 12. 87798 06720 44 12. 66389 50701 28 
4, 6 - s. 5 4369 64183 04 3. 18711 22793 89 9, 6 -13.  02982 46547 89 12. 88964 02037 08 
4. 7 - 5. 69002 29483 73 3. 34118 43443 27  9 .  7 -13 . 18172 28939 51 13. 11642 51346 66 
4. 8 - 5. 83657 58764 54 3.  4973b 8018b 15 9. 8 -13.  333b7 427b5 47 13. 3 4423 91814 17 
4. 9 - 5. 98334 58b55 32 3. b55b1 99647 12  9 ,9  - 13.  4856 7 77234 95  13. 57307 18794 55  

5. 0 - 6. 13032 41445 53 3. 81589 85746 15  10. 0 - 13. 63773 21882 47 13.  80291 29742 30  

Linear interpolation will yield about three figures ; eight-point interpolation will yield about eight figures . 

For z outside the range of the table, see Examples 5-8. 

&i' ln r (z)=ln l r (z) I f in r(z) =arg r (z) 
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Table 6.7 GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

y :fi In r (z) J' In I'(z) y Sf In r(z) .f In r(z) 
o. 0 - o. 04987 24412 60 o. 00000 00000 00 5. 0 - 5, 9 6893 91493 52 3. 96198 63258 60 
0, 1 o. 05702 02290 38 - o. 04206 65443 76 5. 1 6. 1 1415 43840 05 4. 12446 68364 90 
o. 2 - o. 07824 35801 68 - o. 08230 97383 9a 5. 2 - 6. 25959 935a5 61 4, 28888 73284 ao 
o. 3 - 0. 11291 43470 17 - o. 11905 06275 1a 5. 3 - 6. 40526 53566 40 4. 45521 12743 47 
0, 4 - 0. 1600a 21257 99 - 0. 15086 79240 09 5. 4 6. 5 5114 414aO 20 4. 62340 34819 04 

0. 5 - o. 2185a 96 764 09 - 0. 17666 11398 43 5. 5 - 6. 69722 79531 a9 4. 79343 00232 04 
o. 6 - o. 2a718 99839 43 - 0. 19566 167aa 64 5, 6 - 6. 84350 94110 69 4. 96525 a1683 6 7 
o. 7 - o. 36464 38731 53 - o. 20740 35526 60 5. 7 - 6. 9a998 15495 70 5. 13885 63238 91 
o. 8 - o. 44978 a3131 87 - 0. 21167 10325 55 5. 8 - 7. 13663 77586 96 5, 3 1419 39750 77 
0. 9 - o. 54157 54093 11  - o. 20843 91333 0 0  5. 9 - 7. 28347 17659 19 5. 49124 16322 40 

1. 0 - o. 6390a 78153 48 - 0. 19781 78257 67 6. 0 - 7. 43047 76136 25 5. 66997 07803 94 
1, 1 - o. 74153 80620 74 - 0. 18000 55175 74 6. 1 - 7. 57 764 96383 95 5. 85035 3a321 46 
1. 2 - o. 84825 85646 26 - 0. 15525 33222 12 6, 2 - 7. 72498 24519 72 6. 0 3236 40835 50 
1. 3 - o. 95868 73364 97 - o. 12383 93047 3a 6. 3 - 7. 87247 09237 3a 6. 2 1597 56726 90  
1. 4 - 1. 07235 26519 67 - o. 08605 08957 0 0  6. 4 - 8. 02011 01645 61 6. 40116 35407 92 

1. 5 - 1. 18885 84815 22 - o. 04217 34907 1 1  6. 5 - 8. 1 6  7a9 55118 88 6, 58790 33956 67 
1. 6 - 1. 30787 15575 95 + 0. 00751 65191 79 6. 6 - a. 3 1582 25159 69 6. 77617 16 773 32 
1, 7 - 1. 429 1 1  03402 04 o. 06275 56777 30 6. 7 - 8. 4 63a8 69271 17 6. 9 6594 55256 30 
1. 8 - 1. 55233 58336 1 1  0. 12:329 53847 15 6. 8 - 8. 6 1208 46838 95 7. 15720 27497 24 
1. 9 - 1. 6 7734 405 72 49 o. 18890 25358 69 6. 9 - 8. 76041 19021 72 7. 34992 17993 20 

2. 0 - 1. 80395 99248 63 o. 25935 93780 23 7. 0 - 8. 90886 48649 60 7. 54408 17375 09 
2. 1 - 1. 9 3203 22878 13 o. 33446 29085 79 7. 1 - 9. 0 5744 00129 63 7. 73966 22151 13 
2. 2 - 2. 06142 99239 46 o. 41402 40321 50 7. 2 - 9. 20613 39357 92 7. 93664 34464 25 
2. 3 - 2. 19203 82866 29 o. 49786 66085 82 7. 3 - 9. 3 5494 33637 73 8. 13500 61a62 70 
2. 4 - 2. 32375 68617 0 1  o .  58582 64745 04 7. 4 - 9. 5 0386 5 1603 25 a. 33473 110a2 11  

2 .  5 - 2. 45649 70097 26 o. 6 7775 04868 09 7. 5 - 9. 65289 63148 29 a. S35ao 17a42 76 
2. 6 - 2. 5901a 01959 43 o. 77349 56148 9 1  7 .  6 - 9. a0203 39359 83 8. 73819 86648 33  
2 .  7 - 2. 72473 65306 67 o. 87292 80949 66 7. 7 - 9. 95127 52455 81 8. 94190 50606 84 
2. 8 - 2. 86010 35591 81 o. 9 7592 26515 07 7. 8 - 10, 1 0061 75726 94 9. 14690 4125 1  a4 
2. 9 - 2. 99622 52529 98 1. 08236 17a59 08 7. 9 - 10. 25005 83482 21 9. 35317 94376 0 1  

3 .  0 - 3. 13305 11644 50 1. 19213 51297 05 a. o - 10. 39959 50997 80 9. 56071 49872 49 
3, 1 - 3. 27053 57144 30 1.  30513 88581 77 8. 1 - 10. 54922 54469 17 9.  76949 51583 85 
3. 2 - 3. 40863 75892 32 1.  42127 51595 43 a. 2 - 10. 69894 70966 06 9. 97950 4715a 43 
3. 3 3. 54731 92273 03 1. 54045 17547 76 a. 3 - 10.  a4875 78390 24 10, 19072 87913  49 
3. 4 - 3. 68654 63804 1 7  1. 66258 14631 9 4  a .  4 - 10. 99865 55435 72 10. 40315 28704 84 

3. 5 - 3. 82628 77368 25 1. 78758 18092 68 8. 5 - 11. 14863 81551 3a 10. 61676 27a02 52 
3. 6 - 3. 9 6651 45962 20 1. 9 1537 46664 26 B.  6 - 1 1. 29870 36905 72 10. 83154 46772 22 
3. 7 - 4. 10720 05882 64 2. 0 4588 59340 24 a. 1 - 11. 44885 02353 71 11.  04748 50362 14 
3.  8 - 4, 2483 2 14278 81 2. 1 7904 52440 32 8. 8 - 11. 59907 59405 42 11.  26457 06394 86 
3. 9 - 4. 38985 47017 40 2. 3 1478 56943 26 8. 9 - 11. 74937 90196 53 11.  48278 85664 18 

4. 0 - 4. 53177 96812 84 2. 45304 36058 25 9. 0 - 11. 89975 77460 43 11. 70212 61836 32 
4. 1 - 4. 67407 71584 70 2. 59375 83010 13 9, 1 - 12. 05021 04501 a3 11. 92257 11355 62 
4. 2 - 4. 816 72 93009 a3 2. 736a7 19016 54 9. 2 - 12. 20073 55171 aa 12. 14411 13354 15 
4. 3 - 4. 95971 95242 44 2 •. 88232 9 1437 48 9. 3 - 12. 35133 13a44 58 12. 36673 49565 33  
4. 4 - 5. 10303 23 779 21 3. 03007 72080 09 9. 4 - 12. 5 0199 65394 43 12. 59043 04241 06 

4. 5 - 5. 24665 34450 28 3. 18006 55643 29 9. 5 - 12. 65272 95175 33 12. a1518 64072 43 
4, 6 - 5. 39056 92519 72 3. 33224 58288 43 9. 6 - 12. 80352 89000 52 13. 04099 18113 65 
4. 7 - 5, 53476 7 1881 64 3. 48657 16324 07 9. 7 - 12, 95439 33123 60 13, 26783 57709 12 
4. 8 - 5, 67923 54339 89 3. 64299 84993 84 9 . 8 - 13. 10532 14220 44 13. 49570 76423 49 
4, 9 - 5. 82396 28961 29 3. 80148 37357 79 9. 9 - 13. 25631 19372 14 13. 72459 69974 44 

s. o - 5. 9 6893 91493 52 3. 9 6198 63258 60 10. 0 - 13. 40736 36048 74 13. 95449 36168 27 
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GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS Table 6.7 

:r=l.2 

y .'ii' ]n r (z) J In r (z) y :Jf In r (z) .f In r (z) 
0, 0 - o. OB537 40900 03 o. 00000 00000 00 5. 0 - 5. B0731 526 72 B5 4. 10609 64053 70 
0. 1 - o. 09169 75124 13 - o. 0 2B65 B4973 21 5. 1 - 5. 95057 66519 39 4. 26BB3 00575 53 
0. 2 - 0. 1 1050 B9067 B6 - o. 055B6 39903 67 5. 2 - 6. 09410 47211 91 4. 43349 40204 01 
0 . 3 - 0. 14135 09532 62 - o. OB025 91592 09 5. 3 - 6. 237BB 94064 Bl 4. 60005 230B9 91 
0 . 4 - 0. 1B352 07443 57 - 0 . 10066 0565B 03 5. 4 - 6. 3Bl92 11972 10 4. 76B47 02339 50 

o. 5 - o. 23614 326BB 51  - 0. 1 1610 77219 B7  5. 5 - 6. 5 2619 11003 B2 4, 93B71 43339 56 
0, 6 - o. 29B24 9B509 35 - o. 1 25BB 00935 13 5. 6 - 6. 6 7069 0603B 24 5, 11075 23127 64 
o. 7 - o. 36B84 83560 49 - o. 1294B 6B069 2B 5.  7 - 6. 8 1541 16425 9B 5. 2B455 29803 68 
O . B - o. 44697 73B64 90  - o. 1 2663 B0564 16 5. B - 6. 96034 656B2 97 5. 4600B 619BO 02 
0. 9 - o. 53174 22756 96  - o. 1 1720 7727B 71 5. 9 - 7. 1 054B Bl209 15 5. 63732 2B266 55 

1. 0 - o. 62233 46Bl4 B7 - o. 10119 4B344 90 6. 0 - 7. 250B2 94030 54 5. Bl623 467BB 41 
1. 1 - 0. 71B03 95313 44 - o. 0 7B6B B5726 52 6. 1 - 7. 39636 3B562 29 5. 996 79 44733 73 
1. 2 - o. 8 1B23 34133 20 - o. 04983 92764 14 6. 2 - 7. 5420B 52390 70 6. 17897 57929 16 
1.  3 - o. 92237 79303 7B - o. 0 14B3 57562 65 6. 3 - 7. 6B79B 76072 4 7 6. 36275 30441 11 
1. 4 - 1. 03001 06294 B6 + o. 02611 15201 47 6. 4 - 7. B3406 52949 57 6. 54Bl0 14200 B3 

1 . 5 - 1. 14073 52341 62 o. 0727B 23932 61 6. 5 - 7. 9B031 2B97B 26 6. 73499 6B651 55 
1. 6 - 1. 25421 22047 39 0. 1 2495 51937 3B 6. 6 - B. 126 72 525 70 99 6. 92341 60416 24 
1. 7 - 1. 37015 0 1536 37 0. 1 8241 2 1090 01 6. 7 - 8. 27329 74450 10 7. 11333 62984 34 
l . B - 1. 48B29 B3245 09 o. 24494 25273 4B 6. B - 8. 42002 47512 17 7.  30473 56416 32 
1, 9 - 1. 60844 0 157B 57 o. 3 1234 49712 35 6. 9 - B. 56690 26 702 20 7.  49759 27064 69 

2. 0 - 1. 7303B 7B6BO 93 o. 3B442 B0719 73 7. 0 - B. 7 1392 6BB96 74 7. 6918B 67310 43 
2. 1 - 1. B5397 79144 B7 o. 46101 09100 B7 7. 1 - 8. B6109 32795 24 7. BB759 75313 B6 
2. 2 - 1. 9 7906 72374 3 2  0. 54192 294B4 3 1  7. 2 - 9. OOB39 7B81B 89 8. 08470 54778 77 
2. 3 - 2. 10553 01371 17  �. 62700 37140 16 7. 3 - 9 . 155B3 69016 37 B. 2B319 14729 22 
2. 4 - 2. 23325 56B4B 33 o. 71610 2333B 39 7. 4 - 9. 30340 66975 9B B. 4B303 69297 94 

2. 5 - 2. 36214 55727 43 o. B0907 69945 69 7. 5 - 9. 45110 37743 60 B. 6B422 37525 82 
2. 6 - 2. 49211 23232 46 o. 905 79 43715 71 7. 6 - 9. 59B92 47746 0 1  B .  BB673 43171 55 
2 . 7 - 2 .  62307 77928 95 1. 00612 90561 43 7. 7 - 9. 74686 64719 23 9. 09055 14530 96 
2. B - 2. 75497 19177 39 1. 1 0996 29987 33 7. B - 9. B9492 57641 3B 9. 29565 B4265 39 
2. 9 - 2. BB773 1656B 77 1. 2171B 497B4 62 7. 9 - 1  o. 04 309 96669 B4 9. 50203 B923B 50 

3. 0 - 3. 02130 00992 07 1. 32769 01044 lB B. O - 10. 1913B 530B2 31  9. 7096 7 70361 OB  
3 .  1 - 3. 15562 57049 65 1. 44137 93510 29 B. l -10. 33977 99221 46 9. 91B55 72443 36 
3. 2 - 3. 29066 16590 00 1. 55Bl5 9127B 6B B. 2 - 10. 48828 OB443 04 10. 12B66 44054 34 
3. 3 - 3. 42636 53170 56 1.  6 7794 OBB29 56 B. 3 - 10. 636BB 5506 7 01 10. 3399B 373B7 77 
3, 4 - 3. 56269 77297 54 1. B0064 07379 67 B. 4 - 10. 7B559 14331 66 10, 55250 OB134 40 

3. 5 - 3. 69962 32317 85 1.  9 2617 9 1533 49 B. 5 - 10. 93439 62350 3B 10. 76620 15360 05 
3.  6 - 3. B 3710 90B60 24 2. 0544B 06211 B4 B. 6 -11 .  OB329 76070 93 10. 9Bl07 213B9 38 
3. 7 - 3. 97512 51741 07 2. 1B547 33B36 OB B. 7 - 1 1. 23229 33237 11  11. 19709 91694 76 
3. B - 4. 11364 37264 61 2. 3 190B 91746 67 B. B - 11.  3 B13B 12352 53 11. 41426 94790 19 
3. 9 - 4. 25263 90B59 57 2. 45526 29B35 70 B. 9 - 11.  53055 92646 46 11. 63257 02129 90 

4, 0 - 4. 3920B 75003 42 2. 59393 2B374 55 9 . 0 -11.  679B2 54041 57 11 .  B519B BB011 32 
4, 1 - 4. 53196 69393 70 2, 73503 96019 03 9. 1 - 11. B2917 77123 44 12. 07251 29482 35 
4. 2 - 4, 67225 69332 23 2. B7B52 67976 01 9. 2 -11 .  97B61 43111 70 12. 29413 06252 4B 
4. 3 - 4, B 1293 B4293 30 3. 02434 04316 B6 9. 3 -12. 12B13 33B32 7B 12. 516B3 00607 77 
4. 4 - 4. 95399 36651 50 3.  17242 B8424 26 9. 4 -12.  27773 31694 04 12. 74059 97329 36 

4. 5 - 5. 09540 6054B 3 6  3.  32274 25560 43 9. 5 -12. 42741 19659 29 12. 96542 B3615 35 
4, 6 - 5. 23716 008BO 20 3,  47523 41545 72 9 . 6 -12.  5 7716 Bl225 64 13. 19130 49005 92  
4 .  7 - 5. 37924 12391 93 3. 629B5 Bl537 79 9. 7 -12.  72700 00401 42 13. 41B21 B5311 47 
4, B - 5. 52163 5BB63 97 3 .  7B657 08902 31 9 . B -12.  B7690 616B5 35 13. 64615 B6543 64 
4. 9 - 5. 66433 123Bl 00  3 .  9 4533 04167 32 9. 9 -13 .  026BB 50046 6B 13. B7511 4BB49 16 

5,  0 - 5. B0731 52672 B5 4. 1 0609 64053 70 10. 0 - 13.  17693 50906 3B 14. 10507 70446 23 
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y 
o. o 
0. 1 
0. 2 
0. 3 
0. 4 

o. 5 
0. 6 
o. 7 
0. 8 
0, 9 

1. 0 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1, 4 

1. 5 
1. 6 
1. 7 
1. 8 
1. 9 

2. 0 
2. 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 7 
2. 8 
2. 9 

3, 0 
3. 1 
3 . 2 
3. 3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. 8 
3. 9 

4. 0 
4. 1 
4. 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4. 7 
4. 8 
4, 9 

5. 0 

.'X In r (z) 
- 0. 10817 48095 08 
- 0. 11383 61080 85 
- 0. 13070 20b36 90 
- o. 15843 10081 49 

o. 19649 12771 78 

- o. 24420 93680 45 
- o. 30082 34434 02 
- o.  36553 39002 19 
- o. 43754 53407 27 
- o. 51609 74046 40 

- o. 60048 45154 05 
- o. 69006 62005 12 
- o. 78427 03001 02 
- o. 88259 13601 03 
- o. 98458 61322 90  

- 1 .  08986 76158 1 6  
- 1 .  19809 86148 0 4  
- 1 .  3 0898 54162 8 2  
- 1. 42227 19237 14 
- 1 .  53773  44011 63 

- 1. 65517 68709 10 
- 1,  77442 71431 9 1  
- 1 .  89533 34239 2 8  
- 2. 0 1776 14331  3 4  
- 2. 14159 19646 87  

- 2. 266  7 1  88222 04 
- 2.  39304 70725 18 
- 2. 52049 15659 3 7 
- 2. b4897 56 799 18 
- 2.  77843 02497 0 3  

2 .  90879 26554 06  
- 3.  04000  60402 26 
- 3. 17201 86387 60  
- 3. 30478 31979 94 
- 3. 43825 64765 0 5  

- 3. 5 7239 88099 0 7  
- 3 .  7 0 7 1 7  37325 19 
- 3. 84254 76469 59 
- 3. 9 7848 95346 9 5 
- 4. 11497 07016 98 

- 4.  25196 45543 ] 8 
- 4. 38944 64012 12  
- 4. 52739 32778 30 
- 4.  66578 37904 84 
- 4. 80459 79774 65 

- 4. 94381 71850 33 
- 5.  08342 39564 42 
- 5. 22340 19323 94 
- 5. 36373 57615 52  
- 5. 50441 10199 3 1  

- 5 .  64541 41381 33  

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

,/'=1.3 
.f In r(z) y :X In r(z) .f ln r(z) 

0. 00000 00000 00 5. 0 - 5. 64541 41381 33 4. 24823 90621 27 
- 0. 01671 99199 34 5. 1 - 5. 78b73 23355 37 4. 4112b 31957 95 
- o .  03225 84033 35  5. 2 - 5. 92835 3560b b6 4. 57620 b6023 6 7 
- o. 04549 95427 81 5. 3 - 6. 07026 64370 51 4. 74303 39118 17  
- a.  05544 822% o6 5. 4 6. 21246 02140 03 4. 91171 10050 12  

- o .  06126 78750 55 5. 5 - 6. 35492 47217 66 5. 08220 49501 77 
- o. 0 6229 79103 48 5. 6 - 6. 49765 03305 97 5. 25448 39434 7 2  
- o .  05805 28252 04 5. 7 - 6. 64062 79133 72 5. 42851 72533 5 0  
- o. 04820 73993 35  5. 8 - 6. 78384 88113 55 5. 60427 51684 12  
- o. 03257 37450 94 5. 9 - 6. '92730 48028 21 5. 78172 89485 09 

- o. 0 1107 52190 48 6. 0 - 7. 07098 80742 52 5. 96085 07788 45  
+ o. 0 1627 90894 04 6. 1 - 7. 21489 11938 62 6, 14161 37268 52 

o. 04941 70710 23 6. 2 - 7. 35900 70872 13 6. 32399 17016 49 
o. 08822 25250 96 6. 3 - 7. 50332 90147 58 6. 50795 94158 99  
0. 1 3255 01649 50 6. 4 - 7. 64785 05510 98 6, 69349 23498 81 

0. 18223 70479 17 6. 5 - 7. 79256 55658 27  6. 88056 6 7176  38  
0. 23711 099 20 47  6. 6 - 7. 93746 82058 02 7. 06915 94350 45 
o. 29699 65855 44 6. 7 - a. 08255 28787 24 7. 25924 80896 7 6  
o .  36171 93463 93 6. 8 - a. 22781 42379 l3 7. 45081 09123 .38 
o. 43110 85022 51 6. 9 - B. 3 7324 7 1681 76 7. 64382 67501 b4 

o .  50499 87656 b 7 7. 0 - B. 51884 67726 68 7. 83827 50411 67 
o. 58323 13926 09 7. 1 - 8. 66460 83606 78 a. 03413 57901 5 0  
o .  66565 4 7394 6 7 7. 2 - 8. 81052 74362 48 B. 23138 95458 9 1  
o .  75212 44759 3 0  7 .  3 - a. 95659 9 6875 66 8. 43001 73795 19 
o .  84250 356 70 42 7. 4 - 9. 1 0282 09770 73 8. 63000 08640 04 

o. 93666 21049 03 7. 5 - 9. 24918 73322 19 8. 83132 2054b 9 7  
1.  03447 70464 53 7. 6 - 9. 39569 49368 29 9. 03396 34708 43 
1. 1 3583 18965 15 7. 7 - 9. 54234 01230 14 9. 23790 80780 23  
1,  24061 63628 56  7. 8 - 9. 68911  93636 11 9. 44313 92714 58 
1. 3 4872 60013 87 7. 9 - 9. 83602 92650 88 9. 64964 08601 22 

1. 4 6006 18633 96  8, 0 - 9, 98306 65608 89 9. 85739 70516 25  
1. 57453 01525  07  8. 1 - 10. 13022 81051 96 10. 06639 24378 12  
1. 69204 18960 57 8. 2 - 10. 27751 08670 60 10. 27661 19810 47  
1. 81251 26335 69  8, 3 - 1 0, 42491 19248 88 10. 48804 10011 24 
1. 9 3586 21235 97 8. 4 - 10. 57242 84612 54 10. 70066 51627 9 1  

2 .  0 6201 40693 37 8. 5 - 10. 72005 77580 15 10. 9 1447 04638 39 
2. 19089 58627 45 8. 6 - 10. 86779 71917 09 11. 12944 32237 3 0  
2 .  32243 83465 44 a. 1 - 11. 01564 42292 16 11. 34557 00727 24 
2. 4 5657 55932 86 8. 8 - 1 1. 16359 64236 64 11. 56283 79415 0 0  
2 .  59324 47004 59 8. 9 - 1 1. 3 1165 14105 b3 11. 78123 40512 20 

2. 73238 56006 34 9. 0 - 1 1. 45980 69041 59 12. 00074 59040 23 
2. 8 7394 08855 80 9. 1 - 1 1. 60806 0 6939 74 12. 22136 12739 3 1  
3 .  01785 56433 48 9. 2 - 11. 75641 0 6415 49 12. 4430b 81981 38 
3 . 16407 73073 22 9. 3 - 11, 90485 46773 52 12. 66585 49686 64 
3. 3 1255 55163 23 9. 4 - 12. 05339 07978 49 12. 88971 01243 5 1  

3. 4 6324 19848 78 9. 5 - 12. 20201 70627 34 13. 11462 24431 99  
3. 61609 03828 59  9. 6 - 12. 35073 15923 02 13. 34058 09350 03 
3. 77105 62237 32 9.  7 - 12. 49953 25649 49 13. 5675 7 48342 95 
3. 9 2809 67607 19 9. 8 - 12. 64841 82148 10 13. 79559 35935 62 
4. 08717 08902 55 9. 9 - 12. 79738 68295 12 14. 02462 6876 7 33  

4 .  24823 90621  27  10. 0 - 12. 94643 67480 34 14. 25466 45529 28 
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GAMMA FUNCTIO� FOR COMPLEX ARGUMENTS Table 6.7 

r=l.4 
y :% In r (z) f ln r(z) y M in r (z) f In r (z) 

o. o - 0. 1 1961 29141 72 o. 00000 00000 00 5. 0 - 5. 48319 80511 50 4. 38842 59888 87 
0 . 1 - 0 . 1 2473 2 1357 76 - o.  00597 40017 43 5. 1 - 5. 62258 51037 75 4. 55177 72808 10 
0 . 2 - 0. 14000 01552 88 - o. 0 1097 08056 66 5. 2 - 5. 76231 08530 59 4. 71703 54898 14 
0 . 3 - 0. 1 6515 59551 89 - o. 0 1405 93840 03 5. 3 - 5. 9 0236 26637 68 4. 88416 59286 80 
0 . 4 - o. 19978 93616 12  - o. 0 1439 47989 49 5. 4 - 6. 04272 85898 90  5.  05313  51119 86  

o. 5 - o. 24337 34438 09 - o. 0 1124 72025 18 5. 5 - 6. 18339 73257 62 5. 22391 06968 84 
0. 6 - o. 29530 16779 62 - o. 00401 77865 38 5. 6 - 6. 3 2435 81614 1 1  5 .  39646 14275 3 5  
o .  7 - o. 35492 46161 10  + o. 00775 78473 84  5 .  7 - 6. 46560 09417 01 5.  57075 70829 41 
o .  8 - o. 42158 20669 55 o. 02441 65124 32 5. 8 - 6. 60711 60288 99 5. 7 46 76 84279 33 
0 . 9  - o .  49462 85345 46 o. 04618 11610 42 5. 9 - 6. 74889 42683 24 5. 92446 716 70 92  

1. 0 - o. 57345 12921 03 0 . 07317 82199 73 6. 0 - 6. 89 092 69567 80 6. 10382 59013 94 
1 . 1 - o. 65748 16506 41 o. 10545 58409 92 6. 1 - 7. 03320 58135 18 6. 28481 80874 01  
1. 2 - o. 74620 06322 98 0. 14300 11986 37  6. 2 - 7. 1 7572 29534 78 6. 46741 79988 09 
1. 3 - o. 83914 04638 04 0. 18575 57618 52 6. 3 - 7. 3 1847 08625 98 6. 65160 06901  96 
1. 4 - 0. 9 3588 32199 21  o. 23362 80933 40  6. 4 - 7. 46144 23750 25 6. 83734 19628 28 

1. 5 - 1. 03605 77156 27 o .  28650 41540 26  6. 5 - 7. 60463 06520 25 7.  02461 83323 73 
1 .  6 - 1. 13933 54742 88 o. 34425 53337 92  6. 6 - 7. 74802 9 1624 64 7. 2 1340 69984 03 
1 . 7 - 1. 24542 63479 49 0. 4 0674 45404 87 6. 7 - 7. 89163 16647 23 7. 40368 58155 6 7 
1. 8 - 1. 35407 41615 64 o. 47383 07041 21  6. 8 - 8. 03543 21899 02 7. 59543 32663 20 
1. 9 - 1. 46505 26007 14 o. 54537 20299 26 6. 9 - 8. 17942 50262 34 7.  78862 84351 12 

2. 0 - 1. 57816 14562 85 o. 62122 82885 81 7. 0 - 8. 32360 47045 82 7. 98325 09839 40 
2. 1 - 1. 69322 32702 19 o. 7 0126 23803 49 7. 1 - 8. 46796 59849 44 8. 17928 11291 83 
2. 2 - 1. 81008 03838 54 o. 78534 13608 50 7. 2 - 8. 61250 38438 82 8. 37669 96196 29 
2. 3 - 1. 92859 23663 09 o. 87333 70735 61 7. 3 - 8. 75721 34627 90 8. 57548 77156 28 
2 . 4 - 2. 04863 37884 08 0 . 9 6512 64991 00  7 .4  - 8.  9 0209 02169 54  8 .  77562 7 1692 98  

2. 5 - 2. 17009 23032 73 1. 0 6059 19035 92  7. 5 - �. 04712 96653 17 8. 97710 02057 23 
2. 6 - 2. 29286 69947 17 1 .  15962 08468 95 7. 6 - 9. 19232 75409 21  9 . 17988 95050  80 
2 .  7 - 2 .41686 69570 58 1. 26210 60952 18 7. 7 - 9. 33767 97419 53 9. 38397 81856 34 
2. 8 - 2. 54201 00734 84 1 .  36794 54704 02 7. 8 - 9. 48318 23233 58 9. 58934 97875 68 
2. 9 - 2. 66822 19640 86 1. 47704 16591 47 7. 9 - 9. 62883 14889 78 9. 79598 82575 76 

3. 0 - 2. 79543 50784 95 1. 58930 19987 43 8. 0 - 9. 77462 35841 76 10 . 00387 79341 91 
3. 1 - 2. 92358 79116  75 1. 70463 82510 60 8. 1 - 9. 92055 50889 05 10. 21300 35337 97 
3. 2 - 3. 05262 43245 92 1 .  82296 63729 35 8. 2 - 10. 06662 26112 05 10. 42335 01372 94 
3 . 3 - 3. 1 8249 29542 7 1  1 .  9 4420 62885 89 8. 3 -10. 21282 28810 76 10 . 63490 31773 72 
3 . 4 - 3. 31314 6 7001 61  2. 06828 16678 10 8. 4 - 10. 35915 27447 20 10. 84764 84263 58 

3. 5 - 3. 44454 22757 38 2. 19511  97123 13 8 . 5 -10. 5 0560 9 1591 10 11 .  0615 7 19846 19 
3.  6 - 3. 57663 98160 2 1  2. 3 2465 09517 7 0  8. 6 - 10. 65218 91868 81  11.  27666 02694 74  
3. 7 - 3. 70940 25331 00 2. 45680 90502 77  B. 7 - 10. 79888 99915 05 11.  49290 00045 92  
3. 8 - 3. 84279 64130 02 2. 59153 06235 98  8. 8 - 10. 94570 88327 39 11 . 71027 82098 57 
3. 9 - 3. 976 78 99482 49 2. 72875 50671 88 8. 9 - 11 .  09264 30623 27 11 . 92878 21916 70 

4. 0 - 4. 1 1135 39012 79 2. 86842 43947 56 9. 0 - 11. 23969 01199 39 12.  14839 95336 59 
4. 1 - 4. 24646 10946 69 3. 0 1048 30870 18  9. 1 -11 . 38684 75293 27 12. 36911  80877 89 
4. 2 - 4. 3 8208 62246 5 1  3. 15487 79501 77  9 . 2 - 11 . 53411 28946 97 12. 59092 59658 40 
4. 3 - 4. 51820 56949 47 3.  30155 79836 24 9 . 3 -11 .  68148 38972 65 12. 81381 15312 39 
4. 4 - 4. 65479 74683 75 3. 45047 42563 18 9. 4 - 11 .  82895 82920 01  13. 03776 33912  29  

4 .  5 - 4. 79184 09340 18  3.  60157  97913  33 9. 5 -11 . 9 7653 39045 38 13. 26277 03893 53 
4. 6 - 4. 9 2931 67880 70 3.  75482 94580 1 3  9. 6 - 12 . 12420 86282 47 13. 48882 15982 45 
4. 7 - 5. 06720 69267 30 3.  9 1017 98712 52 9 .  7 - 12. 27198 04214 52 13. 7 1590 63127 03 
4. 8 - 5. 20549 43497 23 4. 06  758 92973 81 9. 8 - 12. 41984 73048 02 13. 94401 40430 46 
4. 9 - 5. 34416 30732 30 4.  22701 75662 27 9 . 9  - 12. 5 6780 73587 55 14. 17313 45087 16 

5. 0 - 5. 48319 80511 5 0  4. 38842 59888 8 7  10. 0 - 12 .  71585 87212 03 14.  40325 76321 42 
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Table 6.7 GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX A RGUMENTS 

1'=1.5 
y J1 1n r (z) .f In r(z) y &t in r(z) .f In r (z) 

o. o - 0. 12078 22376 35 o. 00000 00000 00  5. 0 - 5. 32063 00229 09 4. 5 2667 02683  19 
0. 1 - 0. 12545 03928 11  o. 00378 68415 10 5. 1 - 5. 45809 92990 12 4. 69038 46594 51  
0. 2 - 0. 13938 53175 79 o. 00839 39012 17 5. 2 - 5. 59594 21987 69 4. 85599 23475 89 
0. 3 - 0. 16238 37050 76 o. 0 1460 80536 11 5. 3 - 5. 73414 48816 77 5. 02345 93914 30 
0. 4 - o. 19412 35254 45 o. 02315 34211 15 5. 4 - 5. 87269 42552 05 5. 19275 29984 42 

o. 5 - o. 23418 63474 70 o. 03466 89612 75 5. 5 - 6. 0 1 157 79223 61 5. 36384 14702 24 
0. 6 - o. 28208 36136 63 o. 04969 46638 36 5. 6 - 6. 15078 413:H 33 5. 53669 41510 65 
o. 7 - o. 33728 34790 33 o. 0 6866 64150 66 5. 7 6. 29030 17435 55 5. 7 1128 13794 95 
0. 8 - o. 39923 54301 20 o. 09191 83319 43 5. 8 - 6. 43012 01693 96  5. 88757 44426 18 
o. 9 - o. 46 739 08704 08 o. 1 1969 06415 60 5. 9 - 6. 5 7022 93551 39 6. 06554 55330 63 

1. 0 - o. 54121 8868-5 47 0. 15214 09934 52 6. 0 - 6. 7 1061 97369 14 6. 24516 77083 65 
1. 1 - o. 62021 70896 71 0. 18935 73091 01 6. 1 - 6. 85128 22117 36 6.  42641 48526 40 
1. 2 - o. 7039 1 84698 97 o. 23137 07067 73 6. 2 - 6. 99220 81085 6 7 6. 60926 16403 83 
1. 3 - o. 79189 44573 28 0. 27816 75270 32 6. 3 - 7. 1 3338 91616 09 6. 79368 35022 65 
1. 4 - o. 88375 56946 74 o. 32969 99180 52 6. 4 - 7. 2 7481 74856 07 6. 9 7965 65928 01 

1. 5 - o. 97915 09391 81 0. 38589 47712 67 6. 5 - 7. 41 648 55529 97 7. 1 6715 77597 60  
1. 6 - 1. 07776 48736 4 7 o. 44666 10201 49 6. 6 - 7. 55838 61727 29 7. 3 5 616 45152 22 
1. 7 - 1. 17931 53061 81 o. 51189 54441 75 6. 7 7. 70051 24706 26 7. 54665 50081 65 
1. 8 - 1. 28355 01134 19 o. 58148 71805 09 6. 8 - 7. 84285 78711 49 7. 7 3860 79984 87 
1. 9 - 1. 39024 41643 92 o. 65532 11610 93 6. 9 - 7. 9 8541 60804 40 7.  93200 28323 86 

2. 0 - 1, 49919 63725 85 o. 73328 06816 9 1  7. 0 - 8. 12818 10705 51 8. 12681 94190 02 
2. 1 - 1. 61022 69592 23 o. 8 1524 92850 60 7. 1 - B. 27114 70647 52 B. 32303 82082 45 
2. 2 - 1. 72317 49667 28 o. 9 0111 21116 92 7. 2 - B. 41430 85238 40 B. 52064 01697 48 
2. 3 - 1. 83789 60327 9 6  o .  99075 68430 94 7, 3 - B. 5 5766 01333 52 B. 7 1960 67728 67 
2. 4 - 1. 95426 04180 7 1  1 .  08407 43370 9 2  7. 4 - 8. 70119 67916 34 8. 9 1991 99676 60 

2, 5 - 2. 07215 12706 83 1. 18095 90329 08 7. 5 - 8. 84491 35986 81 9. 12156 21668 12 
2. 6 - 2. 19146 31061 38  1. 28130  9 1860 05  7. 6 - B. 9 8880 58456 98 9. 32451 62284 17 
2. 7 - 2. 31210 04795 77 1. 38502 69784 97 7. 7 - 9. 1 3286 90053 22 9. 52876 54395 97 
2. 8 - 2. 43397 68277 27 1. 49201 85397 98 7. 8 - 9. 2 7709 87224 65 9. 73429 35008 92 
2. 9 - 2. 55701 34593 17 1. 60219 39035 70 7. 9 - 9. 42149 08057 13 9. 94108 45113 82 

3. 0 - 2. 68113 86746 74 l. 71546 69204 6 7 B. 0 - 9, 5 6604 12192 67 10. 14912 29545 01 
3. 1 - 2. 80628 69972 89 1. 83175 51411 18 8. 1 - 9. 7 1074 60753 60 10. 35839 36845 06 
3. 2 - 2. 9 3239 85022 62 l. 95097 96800 61 8. 2 - 9. 85560 16271 36 10.  56888 19135 53 
3. 3 - 3. 05941 82284 63 2. 07306 50684 28 a. 3 - 10. 0 0060 42619 46 10. 78057 31993 69 
3. 4 ' - 3. 18729 56630 57 2. 19793 91011 06 8. 4 - 10. 14575 04950 41 10. 99345 34334 60 

3. 5 - 3. 31598 42885 64 2. 3 2553 26824 38 8. 5 - 10. 29103 69636 22 11. 20750 88298 51  
3 .  6 - 3. 44544 11840 65 2. 45577 96733 92 B. 6 - 10. 43646 04212 40 ll. 42272 59143 12 
3. 7 - 3. 57562 66733 1 0  2 .  58861 6 7421 82 B. 7 - 10.  58201 77325 09 11. 63909 15140 53 
3. 8 - 3. 70650 40135 44 2. 72398 32197 35 B. 8 -10. 72770 58681 09 11. 85659 27478 60 
3. 9 - 3. 83803 9 1197 27 2.  86182 09608 36 8. 9 - 10. 87352 19000 17 12. 07521 70166 56 

4. 0 - 3. 97020 03195 9 3  3. 00207 42115 08 9. 0 -11.  0 1946 29973 44 12. 29495 19944 46 
4. 1 - 4. 10295 81356 2 6  3. 14468 94828 47 9. 1 -11. 1 6552 64215 28 12. 5 1578 56196 58 
4. 2 - 4. 23628 50905 75 3. 28961 54314 23 9. 2 - 11. 31170 95229 33 12. 73770 60868 20 
4. 3 - 4. 37015 55336 09 3. 43680 27461 51  9. 3 -11.  45800 9736 7 84 12. 96070 18385 99 
4. 4 - 4. 50454 54845 89 3. 58620 40415 07 9. 4 - 11. 60442 45796 38 13. 18476 15581 47 

4. 5 - 4. 63943 24943 0 0  3. 73777 37568 62 9.  5 -11. 75095 16459 94 13. 40987 41617 61 
4.  6 - 4. 77479 55187 5 1  3 .  89146 80616 79 9. 6 - 11. 89758 86050 76 13. 63602 87918 31  
4 .  7 - 4. 91061 48059 1 1  4 .  0 4724 47663 05 9. 7 - 12. 04433 31977 78 13. 86321 48100 75 
4. 8 - 5. 04687 17934 63 4. 20506 32380 55 9. 8 - 12. 1 9118 32337 59 14. 09142 17910 27 
4. 9 - 5. 18354 90163 32  4. 3 6488 43223 09  9. 9 - 12. 3 3813 65886 95 14. 32063 95157 82 

5. 0 - 5. 32063 00229 09 4. 52667 02683 19 10, 0 -12. 48519 12016 51 14. 55085 79659 84 



y .'1f' ln r (z) 
o. o - o. 1 1259 17656 97 
0. 1 - o. 1 1687 93076 07 
0 . 2 - o. 12968 70233 13 
0 . 3 - o. 1 5085 38452 14 
0, 4 - o. 18012 29875 82 

o. 5 - o. 2 1715 76591 72 
o. 6 - o. 26155 99560 50 
o. 7 - o. 3 1289 07142 69 
o. 8 - o. 37068 83847 40 
0, 9 - o. 43448 55339 80 

1. 0 - o. 50382 21960 58 
1. 1 - o. 57825 58588 66 
1. 2 - 0. 65736 82809 44 
1. 3 - o. 74076 95833 61 
1. 4 - o. 82810 0 1661 20 

1 .  5 - o. 9 1903 10002 05 
1 .  6 - 1. 0 1326 27864 52 
1 .  7 - 1. 1 1052 43845 66 
1. 8 - 1. 21057 08228 70 
1 . 9 - 1. 31318 1 1 150 50 

2. 0 - 1. 4 1815 60399 85 
2. 1 - 1. 52531 59861 47 
2. 2 - 1. 63449 89215 98  
2 . 3 - 1. 7 4555 85219 99 
2. 4 - 1. 85836 24696 22 

2 . 5 - 1. 9 7279 09238 15 
2. 6 - 2. 08873 51557 24 
2. 7 - 2. 2 0609 63358 10  
2. 8 - 2. 3 2478 44606 95 
2 . 9 - 2. 44471 74052 94 

3. 0 - 2. 56582 00865 46 
3. 1 - 2. 68802 37258 40 
3.  2 - 2. 81126 5 1983 53  
3.  3 - 2. 93548 64586 59 
3. 4 - 3. 06063 40331 69 

3 . 5 - 3. 18665 85710 48 
3.  6 - 3. 31351 44463 00  
3. 7 - 3 .  44115 94046 3 1  
3. 8 - 3. 5 6955 42495 22  
3. 9 - 3. 69866 25626 62 

4. 0 - 3. 82845 04545 47 
4, 1 - 3. 9 5888 63415 67 
4. 2 - 4. 08994 07464 23 
4. 3 - 4. 22158 61190 90  
4, 4 - 4. 35379 66759 32 

4. 5 - 4. 48654 82548 65 
4. 6 - 4. 61981 81847 38 
4. 7 - 4. 75358 516 73 33  
4. 8 - 4. 88782 91705 81  
4. 9 - 5. 02253 13317 74 

5. 0 - 5. 1 5767 38696 89 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

.r= l.6 
J' In r(z) y M in r (z) 

o. 00000 00000 00 5. 0 - 5. 15767 38696 89 
0. 0 1272 17953 1 1  5. 1 - 5. 29324 00046 70 
0 . 02614 08547 67 5. 2 - 5. 42921 38858 50 
o. 04092 98346 69 5. 3 - 5. 56558 05247 6 7 
o. 05771 47266 93 5. 4 - 5. 70232 57347 10 

o. 0 7705 74009 90 5. 5 - 5. 83943 60752 49 
o. 09944 39491 75 5. 6 - 5. 9 7689 88014 04 
0. 12527 90746 90 s. 7 - 6. 1 1470 18170 24 
o. 1 5488 59553 99 5. 8 - 6. 25283 36319 59 
o. 18851 04588 8 7  5. 9 - 6. 39128 33226 66 

o. 22632 83631 44 6. 0 - 6. 53004 04959 33 
o. 26845 42738 89 6. 1 - 6. 66909 52554 28 
o. 3 1495 1 1405 00  6. 2 - 6, 80843 81708 20 
o. 3 6583 95580 78 6. 3 - 6. 94806 02492 33 
o .  4 2110 63293 75 6. 4 - 7. 08795 29088 41 

o. 48071 20031 31 6. 5 - 7. 22810 79544 00  
o .  54459 72874 22  6. 6 - 7. 36851 75545 64 
o. 6 1268 83586 73 6. 7 - 7. 50917 42208 19 
o. 68490 1 1588 51 6. 8 - 7. 65007 07879 17 
o .  76114 48080 60 6, 9 - 7. 79120 03956 68 

o. 84132 42695 09 7. 0 - 7. 93255 64719 90  
o .  92534 23984 61  7. 1 - B. 07413 27171 08 
1. 0 1310 14934 56 7. 2 - 8. 21592 30888 20 
1 . 1 0450 44515 88 7. 3 - 8. 35 792 17887 3 2  
1. 19945 56127 07 7. 4 - 8. 50012 32493 99 

1. 29786 13618 36 7. 5 - 8. 64252 21222 97 
1 .  39963 05453 39 7. 6 - B. 785 11 32665 62 
1. 5 0467 47448 81  7.  7 - 8. 92789 17384 38 
1. 61290 84436 93 7. 8 - 9. 07085 27813 87 
1 .  7 2424 9 1120 48 7. 9 - 9. 21399 18168 02 

1. 83861 72327 21  8. 0 - 9. 35730 44352 92  
1 .  95593 62824 65 8. 1 - 9. 50078 63884 89 
2 .  07613 26817 55 8. 2 - 9. 64443 35813 39 
2. 19913 57221 55 8 . 3 - 9. 78824 20648 48 
2. 3 2487 74784 1 7  8. 4 - 9. 93220 80292 58 

2. 45329 27106 82 8. 5 -10. 07632 77975 98  
2 .  58431 87608 0 0  8. 6 - 10. 22059 78196 20 
2 .  71789 54457 96 8. 7 - 10. 36501 46660 67 
2. 85396 49506 80 8. 8 - 10 .  5095 7 50232 55 
2. 99247. 17222 46 8. 9 - 10. 65427 56879 66 

3. 13336 23649 89 9. 0 - 10. 79911 35626 1 1  
3 .  27658 55399 89 9. 1 - 10. 9 4408 56506 53 
3.  42209 18672 73 9 . 2 -11. 08918 90522 76 
3. 56983 38320 36 9. 3 -11. 23442 09602 86 
3.  71976 56948 92  9 . 4 -11 . 37977 86562 21  

3.  87184 34062 62  9 . 5 - 11. 52525 95066 64 
4. 02602 45248 92  9. 6 -11 .  6 7086 09597 45 
4. 18226 81404 46 9. 7 - 11 . 8 1658 05418 2 1  
4 .  34053 48000  81  9. 8 -11 . 96241 58543 24 
4. 50078 64388 72 9 . 9  - 12. 1 0836 45707 60 

4.  66298 63139 40 10. 0 - 12. 25442 44338 60 
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Table 6.7 

J' In r (z) 
4. 66298 63139 40 
4. 82709 89421 23 
4. 99309 00410 26  
5. 16092 64732 77  
5.  33057 61938 2-9 

5. 50200 82001 33  
5. 67519 24850 30 
5. 85009 99922 08 
6. 02670 25740 71 
6. 20497 29518 79 

6. 38488 46780 37 
6. 56641 21003 90 
6. 74953 03284 11 
6, 93421 52011 79 
7.  1 2044 32570 25 

7. 30819 17047 52 
7. 49743 83963 44 
7. 68816 18010 64 
7. 88034 09808 67 
B. 07395 55670 43 

a. 26898 57380 27 
B. 46541 21983 05 
B. 66321 61583 45 
8. 86237 93155 10 
9. 06288 38358 78 

9 .  26471 23369 30 
9. 46784 78710 61 
9. 67227 39098 48 
9. 87797 43290 61 

10. 08493 33943 44 

10. 29313 574 75 61 
10. 50256 63937 51 
10. 71321 06886 60 
10. 92505 43268 3 1  
1 1 .  1 3808 33302 08 

11 . 35228 40372 42 
1 1. 5 6764 30924 55 
11. 78414 74364 58 
12.  0 0178 42963 80 
12. 22054 11767 06 

12.  44040 58504 89 
12. 66136 63509 22 
12. 88341 09632 56 
13. 10652 82170 40 
13. 33070 68786 75 

13. 55593 59442 57 
13. 78220 46327 06 
14. 00950 23791 60 
14. 23781 88286 23 
14. 46714 38298 57 

14. 69746 74295 03 
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Table 6.7 

y Jf In f(z) 
o. o - o. 09580 76974 07 
0. 1 - o. 09977 01624 55 
0. 2 - 0. 1 1161  35203 43 
o. 3 - 0. 13120 82417 20 
0. 4 - o. 15834 6 7099 4 3 

0. 5 - o. 19275 44989 43 
o. 6 - o. 23410 41754 11  
o .  7 - o. 28203 01468 3 0  
o. 8 - o. 33614 32007 35  
0. 9 - o. 39604 36829 33  

1. 0 - a. 46133 26441 19  
1. 1 - o. 53162 06562 7B 
1. 2 - o. 6a653 43029 30 
1. 3 - o. 68572 05552 37 
1. 4 - o. 76BB4 9361a 19 

1. 5 - a. 85561 481.34 n 
1. 6 - o. 94573 52538 42  
1. 7 - 1. a3895 26210 76  
1. 8 - 1. 13503 13039 83 
1. 9 - 1. 23.3 75 66975 90  

2. o' - 1. 33493 36116 09 
2. 1 - 1. 43838 46369 05 
2. 2 - 1. 54394 85411 53  
2. 3 - 1. 65147 87389 10 
2. 4 - 1. 76084 18623 15 

2. 5 - l. B7191 64452 44 
2. 6 - 1. 98459 17246 80 
2.  7 - 2. 09876 65571 99  
2. 8 - 2. 2 1434 84448 82  
2. 9 - 2. 33125 26629 53 

3. 0 2. 44940 14805 61  
3. 1 - 2. 56872 34658 89 
3. 2 - 2. 6B915 286 70 03 
3. 3 - 2. 81062 90603 59 
3. 4 - 2. 93309 60594 79 

3. 5 - 3. 05650 20770 24 
3. 6 - 3. 18079 91341 .33 
3. 7 - 3. 3 0594 27115 9 3  
3. 8 - 3. 43 189 14379 84 
3. 9 - .3. 55860 68105 24 

4. 0 - 3. 686a5 29448 47 
4. 1 - 3. 81419 63503 82 
4. 2 3. 943aO 57284 13 
4. 3 - 4. a7245 17902 59 
4. 4 4. 2025a 70933 22  

4. 5 4. 33314 58930 01 
4. 6 - 4. 46434 40a87 52  
4 .  7 4. 59607 87027 47 
4. 8 - 4. 72832 85697 79 
4. 9 - 4. 86107 34372 2 6  

5. 0 - 4. 99429 42740 24 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

.e=1.7 
f In r(z) 

o. 00000 00000 00 
a .  02095 53101 47 
o.  04250 99781 99 
o. 06524 48506 20 
o. 08970 54480 34 

0. 1 1638 8247.3 83 
0. 145 73 09476 06 
0. 17B10 7010B 82 
o.  2 1382 422B4 B5 
o. 25.312 66649 29 

0. 29619 9 1243 57 
o. 34317 32455 42 
o.  39413 44205 39 
o. 44912 BB915 BO 
o.  5aB17 05624 B2 

o.  57124 72307 84 
o.  63832 60866 03 
o .  70935 84280 02 
o .  78428 36123 89 
o.  8630.3 23a52 04 

o.  94552 91 079 51 
1. 0.3169 46541 .37 
1 . 12144 72591 94 
l.  2 1470 42030 73 
l.  3 1138 27144 41 

1 .  4 1140 07152 26 
1 . 5 1467 73744 45 
1 .  62113 35114 76 
1 .  73069 18813 34 
1.  84327 73 680 71 

l.  95BB1 71071 34 
2. 07724 05531 98 
2. 19B47 95064 74 
2. 3 2246 81077 41 
2. 44914 28100 87 

2. 5 7844 23336 16 
2 .  7103a 76a79 6 7 
2. 84468 17a64 22 
2. 98150 97744 80 
3. 1 2073 89551 42 

.3. 26231 83125 99 
3 .  40619 87555 93 
3. 55233 29614 33 
3. 70067 5301.3 46 
3 . 85118 17677 02 

4. 00380 99034 45 
4. 15851 87339 90 
4. 3 1526 87017 23 
4. 4 7402 16031 94 
4. 63474 05290 18 

4. 79738 98064 85 

y 
5. 0 
5. 1 
5. 2 
5. 3 
5. 4 

5. 5 
s. 6 
s. 7 
5. 8 
5. 9 

6. 0 
6. 1 
6. 2 
6. 3 
6. 4 

6, 5 
6. 6 
6. 7 
6. 8 
6. 9 

7. 0 
7. 1 
7. 2 
7. 3 
7. 4 

7. 5 
7. 6 
7. 7 
7. 8 
7. 9 

8. 0 
8. 1 
8. 2 
B. 3 
8. 4 

8. 5 
8. 6 
8. 7 
8. 8 
8. 9 

9. 0 
9. 1 
9. 2 
9. 3 
9. 4 

9, 5 
9. 6 
9. 7 
9. 8 
9. 9 

10. 0 

&f! In r (z) 
- 4. 99429 42740 24 
- 5. 1 2797 31077 a1 
- 5. 26209 29486 79 
- 5. 39663 77210 79 
- 5. 53159 21994 12 

- s. 66694 19505 53 
- 5. 80267 32805 14 
- 5. 9 3B77 .31B55 2B 
- 6. 07522 93070 61 
- 6. 21202 98903 76 

- 6. 34916  37463 25 
- 6. 4B662 02160 75 
- 6. 62438 9 13B5 04 
- 6. 76246 OB200 42 
- 6. 9a082 6006 7 27 

- 7. 0394 7 58582 98 
- 7. 17840 19241 47 
- 7. 3 1759 61209 77 
- 7. 45705 07120 18 
- 7. 596 75 82B76 82 

- 7. 73671 17475 34 
7. 87690 428.34 81 

- 8. 0 1732 93640 69 
- B. 15 79B 07198 22 
- 8. 29885 23295 23 

- 8. 43993 84073 80 
- B. 58123 33910 02 
- 8. 72273 19301  22 
- 8. 86442 B8760 30 
- 9. 00631 92716 3B 

- 9. 14839 B3421 51 
- 9. 29066 14862 98 

9. 43.310 42680 75 
- 9. 57572 24089 73 
- 9. 71851 17806 54 

- 9. 86146 B3980 47 
- 1a. aa45B 84128 32 
- 1a. 14786 81a72 85 
- 10. 29130 38884 74 
- 10. 43489 22B27 58 

- 10. 5 7862 993a5 96 
- 10. 72251 35816 27 
- 10. 86654 aoqoa 14 
- 1 1. 01a70 641aO 32 
- 11. 15500 95918 83 

- 11. 29944 67777 28 
- 11. 444a1 51979 25 
- 11. 58871 216 74 47 
- 11. 7.3.353 50824 9 1  
- 11. 87848 14� 72 43  

- 12. a2354 &7208 09 I 

./ ln r (z) 
4. 79738 98064 85  
4 .  96193  49448 28 
5. 1 2834 25830 88 
5. 29658 04404 97  
5 .  46661 72692 9 1  

5 .  6.3842 28098 55  
s. B1196  77481 0 3  
5 .  9B722 36749 B B  
6, 16416 304BO 45  
6 .  34275 9154B 66 

6. 5229B 607B4 05 
6.  70481 B6640 24 
6. 8B823 248B1 89 
7. 07320 3B287 20 
7. 25970 96365 25 

7. 44 772 75087 22  
7. 6.3723 56630 84  
7 .  82821 29137 39 
a.  02063 86480 35 
B. 21449 28045 3 7 

B. 40975 58520 62 
B. 60640 87697 25 
a. 80443 30279 13 
9, 003B1 05701 63 
9.  20452 37958 73 

9. 40655 55438 14 
9. 60988 90763 93 
9. 81450 80646 38 

10. 02039 65738 46 
10. 22753 90498 84 

10. 43592 03060 85 
10. 64552 55107 28 
10. 85634 01750 59 
1 1. 06B35 01418 23 
1 1. 28154 15743 0 0  

11. 49590 09457 89 
11. 71141 5a295 5 2  
1 1. 928a7 a8891 58  
12. 14585 58692 4 6  
1 2. 36475 75866 4 7  

12. 58476 39218 81 
12. aa586 3a1a9 93 
13. a2804 32377 08 
13.  25129 32259 06  
13. 47560 18.323 8 6  

1 3 .  70095 81399 1 6  
1 3 .  92735 14505 4 7  
14. 15477 12791 9 0  
1 4  • .38.320 73474 2.3 
14. 61264 95775 5 1  

14. 84308 80868 6 8  



GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

GAMMA FUNCTIO� FOR COMPLEX ARGUMENTS 

:r� l.8 
y .Jl ! • t  r (z) f ln r (z) y Yt In r (z) 

o. 0 - o. 07108 38729 14 o. 00000 00000 00 5. 0 - 4. 83a45 68451 13 
0. 1 - a. a7476 57386 86 a. a2858 63331 36 5. 1 - 4. 96226 53555 54 
a. 2 - o. 08577 55297 a9 o. 05769 292a9 31  5. 2 - 5. a9454 72216 7a 
0. 3 - 0. 10400 76857 32 o.  08782 58538 9 1  5. 3 - 5. 22728 53433 89 
o. 4 - o. 1 2929 22486 30 0. 1 1946 40495 57  5. 4 - 5. 3 6a46 35143 73 

0. 5 - o. 16140 31015 52 0. 15304 83729 82 5. 5 - 5. 49406 63619 68 
0. 6 - o. 20006 82029 53  o. 18897 35429 70 5. 6 - 5. 62807 92920 13 
o. 7 - o. 24498 08149 51 o. 22758 31014 17 5. 7 - 5. 76248 84380 56 
o. 8 - o. 29581 07721 71 o. 26916 73612 58 5. 8 - 5. 89728 06145 63 
0. 9 - o. 35221 50 a 54 25 a. 31396 39650 50 5. 9 - 6. 03244 32737 64 

1. 0 - a . 4 1384 67690 74 o. 36216 05120 09 6. a - 6. 1 6  796 44658 02 
1. 1 - a. 48036 32669 52 o. 41389 86472 00 6. 1 - 6. 30383 28019 a5 
1. 2 - o. 55143 15880 74 o. 46927 90315 88 6. 2 - 6. 44a03 74202 92 
1. 3 - o. 62673 30272 43 o. 52836 66950 54 6. 3 - 6. 5 7656 79546 04 
1. 4 - o. 70596 59713 a3 o.  59119 6385 7 23 6. 4 - 6. 71341 45a46 23 

1. 5 - o. 78884 75850 80 o. 65777 76436 6� 6. 5 - 6. 85056 76a9a 92 
1. 6 - o. 87511 45440 57 o. 72809 94297 11  6. 6 - 6. 98801 82204 65 
1. 7 - o. 9 6452 30468 26 o.  80213 42229 48 6. 7 - 7. 1 2575 76814 17 
1. 8 - 1. 05684 83111 80  o. 87984 15616 08  6. 8 - 7. 26377 77a29 87 
1. 9 - 1. 15188 37223 02  o. 9 6117 10434 30 6. 9 - 7. 40207 03441 98 

2. 0 - 1. 24943 97659 29 1. 04606 4826 7 65 7. 0 - 7. 54062 79930 63 
2. 1 - 1. 34934 28469 99 1. 13445 96865 98  7. 1 - 7. 6 7944 33488 49 
2. 2 - 1. 45143 4a669 35 1.  22628 86841 72 7. 2 - 7. 8185a 94055 06 
2. 3 - 1. 55556 80105 11  1. 3 2148 25078 65 7. 3 - 7. 95781 94361 78 
2. 4 - 1. 66161 15761 22  1. 41997 05387 49 7. 4 - 8. 09736 69787 03 

2. 5 - 1. 76944 28703 84 1. 52168 16884 90  7. 5 - 8. 23714 58220 35 
2.  6 - 1. 87895 0 1786 38 1. 62654 5a508 69 7. 6 - 8. 37714 99935 16 
2.  7 - 1. 99003 10163 61 1. 73449 04020 35 7. 7 - 8. 51737 37469 39 
2. 8 - 2. 10259 12619 95 1. 84544 85788 28 7. 8 - 8. 65781 15513 42 
2. 9 - 2. 21654 43688 12 1. 9 5935 17594 45 7. 9 - 8. 79845 808a4 75 

3. 0 - 2. 33181 06516 27 2. 0 7613 36663 29 8. 0 - a. 93930 82029 08 
3. 1 - 2. 44831 66432 13 2. 19572 97074 49 8. 1 - 9. 08035 69727 14 
3 . 2 - 2. 56599 45147 78 2. 3 18a7 70690 52 8. 2 - 9. 22159 962a7 08 
3. 3 - 2. 68478 15548 41 2. 44311 47704 17 8. 3 - 9. 36303 15461 81 
3. 4 - 2. 80461 97009 53 2. 57078 36890 62 8. 4 - 9. 50464 83091 2a 

3. 5 - 2. 92545 5119a 19 2. 70102 65631 50 8. 5 - 9. 64644 56228 63 
3. 6 - 3. a4723 78253 42 2.  83378 79764 9a 8. 6 - 9. 78841 93471 63 
3. 7 - 3. 16992 13469 31  2 .  969a1 43304 a5  8. 7 - 9. 93a56 54816 43 
3. 8 - 3. 29346 24159 89 3. 1 a665 38058 79 8. 8 - 1a.  07288 a1596 a& 
3. 9 - 3. 41782 06949 39 3. 24665 63186 51  8. 9 -10. 2 1535 96421 85 

4. a - 3. 54295 85286 89 3. 38897 34693 93 9. 0 - 1a. 35800 03128 a1 
4.  1 - 3. 66884 07212 13 3. 53355 84906  21 9 . 1 -10. 5a079 86719 24 
4. 2 - 3. 79543 43338 26 3. 68036 61916 47 9. 2 - 1a. 64375 13321 a5 
4. 3 - 3. 9227a 85a28 21 3. 8 2935 29025 75 9. 3 - 10. 78685 5a132 6 7 
4. 4 - 4. 05063 42744 24 3. 9 8047 64181 31  9. 4 - 10. 9 3010 65382 43 

4. 5 - 4. 17918 44552 05 4. 1 3369 59419 14 9. 5 -11.  0 735a 28285 39 
4. 6 - 4. 30833 34763 48 4. 28897 2a315 17  9. 6 -11. 2 17a4 090a3 1 2  
4. 7 - 4. 438a5 727a3 a6 4. 44626 65448 66 9.  7 - 11. 36071 78605 47 
4. 8 - 4. 56833 3 1585 96  4. 60554 25879 92  9. 8 -11.  5a453 a9a34 33 
4. 9 - 4. 69913 97495 61 4. 7 6676 44644 38 9. 9 - 11. 64847 73069 06  

5. a - 4. 83a45 68451 13 4. 9 2989 76263 84 1a. o - 11. 79255 44293 69 
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Table 6.7 

f ln r (z) 
4. 92989 76263 84 
5. 0949a 86275 8a 
5. 26176 5a781 a4 
5. 43043 56009 62 
5. 60088 97905 12 

5. 773a9 81726 78 
5. 94703 2 1669 16 
6. 1 2266 40498 86 
6. 29996 69207 68 
6. 47891 46681 58 

6. 65948 19384 99 
6. 84164 41059 65 
7. 02537 72437 42 
7. 2 1065 80966 53 
7. 39746 40550 43 

7. 58577 31298 85 
7. 77556 39290 39 
7. 96681 56346 11 
a. 15950 79813 46 
a. 35362 12360 30 

8. 54913 61778 15 
8. 74603 40794 54 
a. 94429 66893 74 
9. 14390 62145 64 
9.  34484 53042 25 

9.  547a9 70341 42 
9.  75a64 48917 54 
9. 95547 27618 74 

10. 16156 49130 30 
10. 3689a 59844 02 

10. 57748 09733 12 
10. 78727 52232 56 
10. 99827 44124 32 
1 1. 21046 45427 62 
11. 42383 19293 59 

11. 63836 31904 38 
11. 854a4 52376 37 
12. 07086 52667 34 
12. 28881 a7487 37 
12. 50786 94213 31 

12. 728a2 92806 69 
12. 94927 85734 79 
13. 1716a 57894 90 
13. 39499 96541 43 
13. 61944 91215 87 

13. 84494 33679 42 
14. a7147 17848 17 
14. 29902 3973a 75 
14. 52758 97368 21 
14. 75715 90776 29 

14. 98772 2 1889 61 



286 GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

Table 6.7 GAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENT!S 

.r:=1.9 
y !3£ In r (z) ./ In r (z) y !3£ In r(z) ./ In r(z) 

o. o - o. 0 3898 42759 23 o. 00000 00000 00 5. 0 - 4. 66612 81728 77 5. 06052 77830 38 
0. 1 - o. 04242 16648 18 o. 03569 47077 36 5. 1 - 4. 79608 44074 24 5. 22603 70297 75 
0. 2 - o. 05270 43596 13 o. 07184 49288 73 5. 2 - 4. 92654 53878 64 5. 39337 36626 27 
0. 3 - o. 06974 53071 16  0. 10889 51730 33 5. 3 - 5. 05749 30552 47 5. 56250 72499 47 
0. 4 - o. 09340 38158 25 0. 14726 87453 39 5. 4 - 5. 1889 1  02823 5 1  5 .  73340 8 2 6  7 9  93 

o. 5 - 0. 12349 16 727 26 o. 18735 90383 60 5. 5 - 5. 3 2078 08121 05 5. 90604 80662 49 
o. 6 - o. 15978 08372 30 o. 22952 28050 02 5. 6 - 5. 45308 92008 98 6. 08039 88340 38 
o. 7 - o. 20201 20244 82 o. 2 7407 56544 06 5. 7 - 5. 58582 07663 21  6 .  25643 35684 02 
0. 8 - o. 24990 35004 09 o. 32128 97690 64 5. 8 - 5. 71896 15389 41 6. 43412 60432 49 
0. 9 - o. 30315 95035 34 o. 37139 36389 55 5. 9 - 5. 85249 82177 50 6. 61345 07797 49 

1. 0 - o. 36147 78527 10 o. 42457 34706 81  6. 0 - 5. 98641 81289 78 6. 79438 30179 35 
1. 1 - o. 42455 64621 1 1  o .  48097 58618 37 6. 1 - 6. 12070 91879 56 6. 97689 86894 96 
1. 2 - o. 49209 86372 39 0. 54071 13247 70 6. 2 - 6. 25535 98637 85 7. 16097 43917 16  
1. 3 - o. 56381 7 1504 20 o. 60385 82827 52 6. 3 - 6. 39035 91465 66 7. 34658 73625 14 
1. 4 - o. 63943 71834 98 o. 6 7046 72268 81  6 .  4 - 6. 52569 65169 71 7.  53371 54565 59 

1. 5 - o. 7 1869 82795 42 o. 74056 47971 47 6. 5 - 6. 66136 19179 75 7. 72233 71224 13 
1. 6 - o. 80135 54698 30 o. 81415 76239 52 6. 6 - 6. 79734 57285 54 7. 91243 13806 57  
1 .  7 - O. BB717 97447 03 o .  B9123 5B296 55 6. 7 - 6. 93363 B7392 01  B. 10397 7B029 64 
l. B - o. 9 7595 B0247 42 0. 9 7177 61401 47 6. B - 7. 07023 21291 12  8 .  29695 64920 BO 
1. 9 - 1. 06 749 276B7 53 1. 05574 45936 43 6. 9 - 7. 20711 74449 04 B. 49134 B0626 65 

2. 0 - 1. 16160 13318 68 1. 14309 88592 34 7. 0 - 7. 34428 65807 56 8. 68713 36229 72 
2. 1 - 1. 25B11 51641 B3 1. 23379 01934 57 7. 1 - 7. 48173 1759B 49 B. 8B429 47573 07 
2. 2 - l. 356B7 B9195 14 1. 32776 50714 39 7. 2 - 7. 61944 55170 lB 9. OB2Bl 35092 45 
2. 3 - 1. 45774 95259 72 l. 42496 65323 75 7. 3 - 7. 75742 06B25 11  9. 2B267 23655 74  
2 .  4 - 1. 56059 52554 63 1. 52533 527B7 2B 7. 4 - 7. B9565 03667 B7 9.  483B5 42409 11 

2. 5 - 1. 66529 4B176 1 1  1 .  62BB1 05662 0 6  7 .  5 - B. 03412 79462 62 9. 68634 24629 BB 
2. 6 - l. 77173 64947 5 1  1.  73533 09179 B O  7. 6 - B. 172B4 70499 43 9. 89012  075B5 45 
2. 7 - 1. 87981 73280 00 1.  844B3 46926 69 7. 7 - B. 3 1180 15468 79 10. 09517 32398 33  
2. B - l. 9 B944 23595 BO 1. 95726 05315 67 7. B - B. 4509B 55343 75 10. 3014B 43916 76 
2. 9 - 2. 10052 39332 16 2. 0 7254 7706B OB 7 . 9  - B. 59039 33269 1 4  10. 50903 90590 64 

3. 0 - 2. 2 129B 10520 42 2. 19063 63BB7 13 B. O - 8. 73001 94457 32 10. 71782 24352 7B 
3. 1 - 2. 32673 B7919 77 2. 31146 7B475 36 8. 1 - B. B69B5 B6090 10 10. 92782 00504 91 
3. 2 - 2. 44172 77675 72 2. 4349B 46022 00 B. 2 - 9. 00990 57226 3 1  1 1 .  13901 7760B 3 9  
3. 3 - 2 . 5 57BB 3646B 15 2. 56113 05263 9B B. 3 - 9. 15015 5B714 69 11. 35140 17379 39 
3. 4 - 2. 6 7514 67111  4B 2. 6B985 09205 60 8. 4 - 9. 29060 43111  75 1 1. 56495 84588 29 

3. 5 - 2. 79346 14569 24 2. B2109 25566 19 B. 5 - 9. 43124 64604 23 11. 77967 46963 13 
3. 6 - 2. 91277 62346 3B 2. 954BO 37012 40 B. 6 - 9. 57207 78935 85 11. 99553 75096 B7 
3. 7 - 3. 03304 29224 14 3. 09093 41220 9 1  B .  7 - 9. 71309 4333B 13 12. 2 1253 42358 42 
3. B - 3. 15421 66305 10 3. 22943 50BOB 91 B. B - 9. B5429 16464 97 12. 43065 24B07 06 
3. 9 - 3. 27625 54337 96 3. 3 7025 93162 16 B. 9 - 9. 99566 5B330 75 12. 649BB 01110 27 

4. 0 - 3. 39912 01294 42 3. 5 1336 10185 24 9. 0 - 10. 13721 30251 72 12. 87020 52464 75 
4. 1 - 3. 52277 40173 OB 3. 65B69 57993 21  9. 1 -10. 27892 94 790 52 13.  09161 62520 42 
4. 2 - 3. 6471B 27007 49 3. B0622 06560 50 9. 2 - 10. 420B1 15703 58 13. 31410 17307 41 
4. 3 - 3. 77231 39057 B4 3. 955B9 39339 63 9. 3 - 10. 5 6285 57B91 26 1 3. 53765 05165 78 
4. 4 - 3. B9B13 7316 7 71 4. 10767 52B59 66 9. 4 -10. 70505 B7350 54 13. 76225 16677 B5 

4. 5 - 4. 02462 44269 53 4. 26152 56312 41 9. 5 - 10. B4741 71130 OB 13. 9B7B9 44603 16  
4 .  6 - 4. 15174 B4023 59 4. 41740 71132 72 9. 6 - 10.  9B992 772B7 64 14. 2 1456 B3B15 73 
4. 7 - 4. 2794B 39577 56 4. 5752B 30577 67 9. 7 -11 . 1 3258 74849 48 14. 44226 3 1243 75 
4. B - 4. 407BO 72434 44 4. 73511 79308 60 9. B - 11. 27539 33771 93 14.  67096 B5811 36 
4. 9 - 4. 53669 5741B 3B 4. B96B7 72979 01 9. 9 -11 .  41B34 24904 66 14. 90067 483B2 65 

5. 0 - 4. 66612 Bl72B 77  5. 06052 77B30 3B  10. 0 - 11. 5 6143 19955 88 15. 13137 21707 60 
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GAMMA FUNCTIO� FOR COMPLEX ARGUMENTS Table 6.7 

.1'=2.0 
y .'it ln r (z) .f In r (z) y !% In r (z) .f In r (z) 

0. 0 o. 00000 00000 00 o. 00000 00000 00 5. 0 - 4. 50127 58755 42 5.  18929 9.3415 bO 
0. 1 - o. 00.322 2b151 39 o. 042.34 57120 74 5. 1 - 4. b2939 8879b 82  5 • .35533 82031 27  
0. 2 - o. 0 128b 59357 41 o .  08509 3.3372 Ob 5. 2 - 4. 75805 70222 52 5.  52.318 54439 b2 
0. 3 - o. 02885 74027 79 o. 1 28b3 b1223 10 5 . 3 - 4. 88723 13522 7b 5. b9281 1b137 1 1  
o. 4 - o. 05107 93722 b2 0 . 1 7335 05507 97 5.  4 - 5 .  01b90 38831 33 5.  86418 81052 00  

0 . 5 - o. 0 7937 372.35 3 0  o. 21958 93100 9 5  5. 5 - 5. 14705 75299 57 b. 03728 7 1248 73 
0. 6 - o. 11354 77183 40 o .  2b 76 7 5b897 80 5, b - 5. 2776 7 60518 81  6. 21208  16640 30 
o .  7 - o. 15338 Ob308 81  o. 31789 9b132 02  5 .  7 - 5. 40874 39987 03 b. 38854 54709 43 
o. 8 - o. 198b3 Obb2b 31 o .  3 7051 53392 47 5. 8 - 5. 54024 b6615 82  6. 56665 30238 56 
0. 9 - o. 24904 17059 b6 o. 42574 07261 44 5. 9 - 5. 67217 00274 24 6. 74b37 95048 97 

1 .  0 - o. 30434 96090 22 o .  48375 78429 30 6. 0 - 5. 80450 07366 29 6. 92770 07748 95 
1 . 1 - o. 36428 77010 76 o .  54471 46524 35 6. 1 - 5. 93722 60439 25 7. 11059 3.3491 13 
1. 2 - o. 42859 14442 42 o. 60872 74700 17 6. 2 - 6. 07033 37820 3 1  7. 29503 43738 76 
1. 3 - o. 49700 21701 52 o. 6 7588 39160 88 6. 3 - 6. 20381 23278 98 7.  48100 16040 81  
1. 4 - o. 56926 99322 58 o .  74624 61166 63 6. 4 - 6. 33765 05713 36 7. b684 7 3.3815 76 

1. 5 - o. 64515 55533 76 0 . 81985 39537 67 6. 5 - 6. 47183 78858 22  7. 85742 86143 76  
1 . 6 - o. 72443 19760 33 o. 896 72 82178 63 6. 6 - 6. 60636 41013 16  8 .  04784 67567 00  
1. 7 - o. 80688 50339 42 o. 9 7687 35612 07 6. 7 - 6. 74121 94789 19 8. 23970 77898 07 
1 . 8 - o. 89231 37613 78 1 .  06028 1 1909 26 6. 8 - b. 87b39 46872 45 8. 43299 22035 86 
1 . 9  - 0 .  98053 03476 69 1 . 14693 12720 53 b. 9 - 7. 0 1 188 07803 50 8. 627b8 09788 99 

2. 0 - 1. 07135 98302 14 1 .  236 79 50341 04 7. 0 - 7. 1476b 91771 18  B.  82375 55706 27 
2. 1 - 1. 1b463 96040 42 1. 32983 b5907 26 7. 1 - 7. 28375 16419 82 9. 02119 78914 05 
2. 2 - 1. 26021 88108 76 1 .  42601 44920 94 7. 2 - 7. 42012 02668 81  9. 21999 02960 14 
2. 3 - 1. 35795 76568 48 1. 5 2528 30352 04 7. 3 - 7. 55b 76 74543 62 9. 42011 55664 09 
2. 4 - 1 . 45772 66961 57 1 .  62759 33595 36 7. 4 - 7. b9368 59017 46 9. 62155 68973 45 

2. 5 - 1. 55940 61080 61 1 .  73289 43555 35 7. 5 - 7. 83086 85862 69 9. 82429 78825 87 
2. 6 - 1. 66288 49866 52 1 .  84113 34120 22 7.  6 - 7. 96830 87511  38 10.  02832 25016 83 
2 .  7 - 1. 76806 06566 1 7  1. 95225 702b4 63 7. 7 - 8. 10599 98924 3b 10. 23361 51072 54 
2. 8 - 1. 87483 80234 65 2. 06621 12994 71 7. 8 - 8. 24393 57468 08 10. 44016 04128 09 
2. 9 - 1. 98312 89631 02 2. 18294 23322 91 7. 9 - 8. 38211 02798 83 10.  64794 34810 35 

3. 0 - 2. 09285 17530 93 2. 30239 65434 6 7 8. 0 - 8. 52051 76 753 6 7 10.  85694 97125 60 
3. 1 - 2. 20393 05460 64 2. 4 2452 09185 18  8. 1 - 8. 65915 23247 82  11 .  06 716 48351 59  
3 .  2 - 2. 31629 48844 77 2. 54926 32043 52 8. 2 - 8. 79800 88177 87 11 .  27857 48933 86 
3. 3 - 2. 42987 92551 37 2. 6 7657 20582 60 8. 3 - a. 93708 19330 47 11 .  49116 62386 10  
3.  4 - 2. 54462 26813 03 2. 80639 71597 50 8. 4 - 9. 07636 66296 28 11.  70492 55194 45 

3. 5 - 2. 66046 83499 73 2. 9 3868 92920 59 8. 5 - 9. 21585 80388 55 11. 9l983 96725 52 
3. 6 - 2. 77736 32717 84 3.  07340 03990 47 8. 6 - 9. 35555 14566 37 12.  13589 59137 86 
3.  7 - 2. 89525 79709 78 3. 2 1048 36221 88 8. 7 - 9. 49544 2.3361 92  12. 35308 17297 01  
3. 8 - 3. 0 1410 62029 30 3.  34989 33215 16  8. 8 - 9. 63552 62811 84 12.  5 7138 48693 62 
3. 9 - 3. 1 3386 46968 42 3.  49158 50837 57 B. 9 - 9. 77579 90392 11  12.  79079 33364 76 

4. 0 - 3. 25449 29213 81 3.  63551 57202 41 9. 0 - 9. 91625 64956 49 13. 01129 53818 23 
4. 1 - 3. 3 7595 28711 45 3. 78164 32567 78 9 . 1 - 10 .  05689 466 78 12  13 .  23287 94959 63 
4. 2 - 3. 49820 88720 59 3. 9 2992 69172 45 9 . 2 - 10 . 19770 9b994 20  13 .  45553 44022 19 
4. 3 - 3. 62122 74039 03 4. 08032 71023 23 9 . 3 - 10 . 33869 78553 49 13. 6 7924 90499 21 
4. 4 - 3 .  74497 69383 89 4. 23280 53645 8 1  9. 4 -10. 47985 55166 49 13. 90401 2b078 95 

4. 5 - 3. 86942 77912  99 4. 38732 43808 43 9 . 5 -10.  62117 91758 12  14. 12981 44581 93 
4. 6 - 3. 99455 19873 65 4. 54384 79226 20  9 . 6 - 10. 76266 54322 81  14. 35664 41900 46 
4. 7 - 4. 1 2032 3 1366 90  4. 70234 08252 48  9 .  7 - 10 . 90431 09881 75 14. 58449 15940 42 
4. 8 - 4. 246 7 1  63216 20 4. 86276 89562 20 9 . 8 -11 . 04611 26442 29 14. 81334 66565 09 
4. 9 - 4. 37370 79930 87 5.  025 09 91831 32 9 . 9 - 11 .  18806 72959 27 15. 04319 95540 92 

5. 0 - 4. 50127 58755 4 2  5. 1 8929 93415 6 0  1 0 .  0 -11.  33017  19298 2 7  1 5 .  27404 06485 3 4  
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Table 6.8 DIGAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS x�l.O 
y Jf',.(z) .f f(z) y i'f(z) ff(z) o.o -0.57721 56049 0.00000 5.0 1.61278 48446 1.47080 

0.1 -0.56529 77902 0.16342 5.1 1.63245 69889 1.47276 
0.2 -0.53073 04055 0.32064 5.2 1.65175 20861 1.47464 
0.3 -0.47675 48934 0,46653 5.3 1.6 7068 42228 1.4 7646 
0.4 -0.40786 79442 0,59770 5.4  1.68926 67162 1.47820 

0.5 -0.32888 635 72 o. 71269 5,5 1. 70751 21687 1.47989 
0.6 -0.24419 65809 0.81160 5.6 1. 72543 2 5175 1.48151 
0.7 -0.1 5733 61258 0.89563 5.7 1. 74303 90807 1.48308 
0.8 -0.07088 34022 0. 96655 5.8 1. 76034 25988 1.48459 
0.9 +0.01 345 20154 1.02628 5.9 1. 77735 32733 1.48605 

1.0 0,09465 03206 1.0766 7 6.0 1. 79408 08018 1.48746 
1.1 0.17219 05426 1.1 1938 6.1 1.81053 44105 1.48883 
1.2 0.24588 65515 1.1 5580 6.2 1.82672 28842 1.49015 
1.3  0.31576 20906 1. 187(17 6.3 1.84265 45939 1.49143 1.4 0.38196 28134 1.21413 6.4 1.85833 75219 1.49267 

1,5 0.44469 79402 1.23772 6.5 1.87377 92858 1.49387 
1.6 0.50420 34618 1.25843 6.6 1.88898 71602 1.49504 
1. 7  0.56072 00645 1.27675 6. 7 l. 90396 80964 1.49617 
1.8 0.61448 06554 1.29306 6.8 1.91872 87422 1.49727 
1.9 0.665 70 39172 1.30766 6.9 1.93327 54582 1.49833 

2.0 o. 7 1459 15154 1.32081 7.0 1.94761 43346 1.49937 
2.1 o. 76132 74328 1.33271 7.1 1.  96175 12062 1.50037 
2 .2 0.80607 84807 1.34353 7.2 l. 97569 16663 1 . 50135 
2.3 0.84899 54079 1.35341 7.3 1 .  98944 10799 1.50230 
2.4 0.89021 42662 1.36246 7.4 2.00300 45959 1.50323 

2.5 o. 92985 78387 1.37080 7.5 2.01638 7 1 585 1.50413 
2.6 o. 96803 70243 1.37849 7.6 2.02959 35177 1.50501 
2.7 1.00485 21252 1. 38561 7.7 2.04262 82397 1.50586 
2.8 1.04039 40175 1.39222 7.8 2.05549 57159 1.50669 
2.9 1.07474 51976 1.39838 7.9 2.06820 01717 1.50751 

3.0 1.10798 07107 1.40413 8.0 2.08074 56 749 1.50830 
3.1 1.14016 89703 1.40951 8.1 2.09313 61434 1.50907 
3.2 1.17137 24783 1.41455 8.2 2.10537 53524 1.50982 
3.3 1.20164 84581 1.41928 8.3 2.11746 69410 1.51056 
3.4 1.23104 94107 1.42374 8.4 2.12941 44191 1.51127 

3.5 1.25962 36033 1.42794 8.5 2.14122 11731 1 . 51197 
3.6 1.28741 54995 1.43191 8.6 2.1 5289 04718 1.51266 
3.7 1.31446 61381 1.43566 a. 1 2.16442 54716 1.51332 
3.8 1.34081 346 79 1.43922 8.8 2.17582 92217 1.51398 
3.9 1.36649 26435 1.44259 8,9 2.18710 46687 1.51462 
4.0 1.39153 62879 1.44580 9.0 2.19825 46616 1.51524 
4.1 1.41597 47255 1.44885 9,1 2.20928 19555 1.51585 4.2 1.43983 61892 1.45175 9.2 2.22018 92160 1.51645 4.3 1.46314 70060 1.45452 9.3 2.23097 90229 1.51703 4.4 1.48593 17620 1,457 1 6  9.4 2 .24165 38740 1.51760 

4.5 1.50821 34505 1.45969 9.5 2.25221 61882 1.51816 4.6 1.53001 36052 1.46210 9.6 2.26266 83093 1.51871 
4.7 1.55135 24197 1.46441 9.7 2.27301 25085 1.51925 
4.8 1.57224 88550 1.46663 9.8 2.28325 09877 1.51978 
4.9 1.59272 07370 1.46876 9.9 2.29338 58823 1.52029 

5.0 1.61278 48446 1.47080 10.0 2.30341 92637 1.52080 [C-�)2] [(-�)5] [C-g) lJ 
f ,.(l+iy) =�rcoth 1ry-2� f(z) to 5D, computed by M. Goldstein, Los Alamos Scientific Laboratory. 

AUXILIARY FUNCTION FOR :�,.(l +iy) 
y - 1  J4(y) <y> y- 1  }4(y) <y> 
0.11 0,00100 956 9 0,05 0,00020 839 20 
0,10 0,00083 417 10 0,04 0.00013 335 25 
0,09 0,00067 555 11 0,03 0.00007 501 33 
0,08 0,00053 368 13 0.02 0.00003 333 50 
0,07 0.00040 853 14 o.o1 0,00000 833 100 
0,06 0,00030 011 17 o.oo 0,00000 0 00 00 [C-:)2] £!4',.(1 +iy) =ln y+ j4(y) [(-:)2] 

<y>=nearest integer to y. 



GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 289 
DIGAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS Table 6.8 

x = l . l  x = l.2 
y &N(z) ./V;(z) y &N(z) .fV;(z) !/ 9tY.. (z) .?y..(z) !/ .'3£Y..(z) .fy..(z) 

0.0 -0 42375 o.ooooo 5.0 1.61498 1.45097 o.o -0.28904 0.00000 5.0 1.61756 1.43125 
0.1 -0.41451 0.14258 5.1 1.63457 1.45332 0.1 -0.28169 0.12620 5.1 1.63705 1.43396 
0.2 -0.38753 0.28082 5.2 1.65378 1.45557 0.2 -0.26014 0.24926 5.2 1.65617 1.43658 
0.3 -0.34490 0.41099 5.3 1.67264 1.45774 0.3 -0.22578 0.36640 5.3 1.67494 1.43910 
0.4 -0.28961 0.53042 5.4 1.69115 1.45983 0.4 -0.18064 0.47552 5.4 1.69336 1.44152 

0.5 -0.22498 0.63764 5.5 1. 70933 1.46184 0.5 -0.12710 0.57530 5.5 1. 71146 1.44386 
0.6 -0.15426 o. 73229 5.6 1.72718 1.46378 0.6 -0.06753 0.66517 5.6 1. 72924 1.44612 
0.7 -0.08023 0.81484 5.7 1.74473 1.46565 0.7 -0.00412 o. 74519 5.7 1.74672 1.44829 
o.8 -0.00509 0.88630 5.8 1.76197 1.46746 o.8 +0.06130 0.81589 5.8 1. 76390 1.45039 
0.9 +0.06954 0.94792 5.9 1.77893 1.46921 0.9 0.12730 0.87806 5.9 1. 78079 1.45243 

1.0 0.14255 1.00102 6.0 1. 79561 1.47090 1.0 0.19280 0.93260 6.0 1. 79740 1.45439 
1.1 0.21327 1.04687 6.1 1.81201 1.47253 1.1 0.25707 0.98046 6.1 1.81375 1.45629 
1.2 0.28131 1.08660 6.2 1.82815 1.47411 1.2 0.31960 1.02252 6.2 1.82983 1.45813 
1.3 0.34649 1.12119 6.3 1.84404 1.47565 1.3 0.38012 1.05960 6.3 1.84567 1.45991 
1.4 0.40880 1.15146 6.4 1.85968 1.47713 1.4 0.43846 1.09240 6.4 1.86126 1.46164 

1.5 0.46829 1.17810 6.5 1.87508 1.47857 1.5 0.49459 1.12153 6.5 1.87661 1.46331 
1.6 0.52507 1.20169 6.6 1.89025 1.47996 1.6 0.54851 1.14752 6.6 1.89173 1.46493 
1.7 0.57930 1.22269 6.7 1.90519 1.48132 1.7 0.60028 1. 17082 6.7 1.90663 1.46651 
1.8 0.63111 1.24148 6.8 1.91992 1.48263 1.8 0.64999 1.19179 6.8 1.92132 1.46803 
1.9 0.68067 1.25839 6.9 1.93443 1.48391 1.9 0.69774 1.21074 6.9 1.93579 1.46952 

2.0 0.72813 1.27368 7.0 1.94874 1.48515 2.0 o. 74362 1.22794 7.0 1.95006 1.47096 
2.1 0.77363 1.28755 7.1 1.96284 1.48635 2.1 0. 78775 1.24362 7.1 1.96413 1.47236 
2.2 0.81730 1.30021 7.2 1.97675 1.48752 2.2 0.83022 1.25796 7.2 1.97800 1.47372 
2.3 0.85928 1.31179 7.3 1.99047 1.48866 2.3 0.87114 1.27112 7.3 1.99169 1.47505 
2.4 0.89967 1.32243 7.4 2.00401 1.48977 2.4 0.91060 1.28323 7.4 2.00519 1.47634 

2.5 0.93858 1.33224 7.5 2.01736 1.49085 2.5 0.94868 1.29442 7. 5 2.01852 1.47760 
2.6 0.97610 1.34131 7.6 2.03054 1.49190 2.6 0.98546 1.30478 7."6 2.03167 1.47882 
2.7 1.01234 1.34972 7.7 2.04356 1.49292 2.7 1.02103 1.31441 7.7 2.04465 1.48001 
2.8 1.04736 1.35753 7.8 2.05640 1.49392 2.8 1.05546 1.32337 7.8 2.05746 1.48117 
2.9 1.08124 1.36482 7.9 2.06908 1.49489 2.9 1.08881 1.33173 7.9 2.07012 1.48230 

3.0 1.11405 1.37162 8.o 2.08160 1.49584 3.0 1.12113 1.33955 8.0 2.08262 1.48341 
3.1 1.14586 1. 37800 8.1 2.09397 1.49676 3.1 1.15250 1.34688 8.1 2.09496 1.48448 
3.2 1.17671 1.38398 8.2 2.10619 1.49767 3.2 1. 18295 1. 35377 8.2 2.10716 1.48553 
3.3 1.20667 1.38960 8.3 2.11826 1.49855 3.3 1.21254 1.36024 8.3 2.11921 1.48656 
3.4 1.23578 1.39489 8.4 2.13019 1.49940 3.4 1.24132 1.36635 8.4 2.13111 1.48756 

3.5 1.26409 1.39989 8.5 2.14198 1.50024 3.5 1.26932 1.37211 8.5 2.14288 1.48853 
3.6 1.29164 1.40461 8.6 2.15363 1.50106 3.6 1.29659 1.37756 8.6 2.15451 1.48949 
3.7 1.31847 1.40907 8.7 2.16515 1.50186 3.7 1.32315 1.38272 8.7 2.16601 1.49042 
3.8 1.34461 1.41331 8.8 2.17654 1.50265 3.8 1.34905 1. 38761 8.8 2.17738 1.49133 
3.9 1.37010 1.41732 8.9 2.18780 1.50341 3.9 1.37432 1. 39226 8.9 2.18862 1.49222 

4.0 1.39496 1.42114 9.0 2.19893 1.50416 4.0 1.39898 1.39667 9.0 2.19973 1.49310 
4.1 1.41924 1.42478 9.1 2.20995 1.50489 4.1 1.42306 1.40088 9.1 2.21073 1.49395 
4.2 1.44294 1.42824 9.2 2.22084 1.50561 4.2 1.44659 1.40489 9.2 2.22160 1.49478 
4.3 1.46611 1.43154 9.3 2.23161 1.50631 4.3 1.46959 1.40871 9.3 2.23236 1.49560 
4.4 1.48876 1.43469 9.4 2.24228 1.50699 4.4 1.49209 1.41236 9.4 2.24301 1.49640 

4.5 1.51092 1.43771 9.5 2.25283 1.50766 4.5 1.51410 1.41586 9.5 2.25354 1.49718 
4.6 1.53261 1.44059 9.6 2.26326 1.50832 4.6 1.53565 1.41920 9.6 2.26397 1.49794 
4.7 1.55384 1.44335 9.7 2.27360 1.50896 4.7 1.55676 1.42240 9.7 2.27429 1.49869 
4.8 1.57463 1.44600 9.8 2.28382 1.50960 4.8 1.57743 1.42547 9.8 2.28450 1.49943 
4.9 1.59501 1.44854 9.9 2.29395 1.51021 4.9 1.59769 1.42842 9.9 2.29461 1.50015 

5.0 1.61498 1.45097 10.0 2.30397 1.51082 5.0 1.61756 1.43125 10.0 2.30462 1.50085 [( -:)2] [(-:)2] [(-g)5] [(-�) 1] [(-:) 1] [ (-:)1] [ ( -g)5] [(-�) 1] 
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Table 6.8 DIGAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 
x = l .3 X '=  1 .4 

y 8£./;(z) Jl/;(z) y Bf,P(z) J,p(z) y fJi,P(z) Jl/;(z) y i!.N(z) J,p(z) 
o.o -0.16919 0.00000 5.0 1.62 052 1.41163 0,0 -0.06138 0. 0 0000 5.0  1,62386 1,39213 
0.1 -0. 16323 0.11303 5.1 1.63990 1.41472 0,1 -0. 05 646 0, 10223  5 .1  1.64311 1,39559 
0.2 -0.14567 0.22372 5.2 1.65891 1.41769 0,2 -0.04192 0,20269 5,2 1.66200 1 .39891 
0.3 -0,11748 0.32997 5.3 1.67758 1.42055 0,3 -0,0 1844 0,29974 5,3 1.68055 1,40211 
0.4 -0.08009 0.43011 5.4 1.69591 1.42331 0,4 +0,01295 0,39204 5, 4  1.69878 1.40519 

0.5 -0,03520 0 .52298 5.5 1.  71392 1.42597 0,5 0,05100 0 ,47862 5,5 1.  71 668 1.40817 
0.6 +0.01541 0.60796 5.6 1. 73161 1.42853 0,6 0,09436 0, 55886 5,6  1. 73428 1.41103 
0.7 0,07003 0.68491 5.7 1. 74900 1.43101 0,7 0,14171 0,63250 5,7 1.  75158 1.41380 
0,8 0,12718 o. 75404 5.8 1. 76611 1.43340 0,8 0.19183 0,69957 5.8 l. 76860 1.41648 
0.9 0.18561 0.81582 5.9 1. 78292 1.43571 0.9 0.24367 o. 76033 5.9 1.7 8533 1.41907 

1.0 0.24434 0,87085 6. 0 1. 79947 1.43794 1.0 0.29635 0,81517 6. 0 1. 80180 1. 42157 
1.1 0.30262 0.91983 6.1 1.815 75 1.44011 1,1 0.34918 0,86457 6.1 1.81800 1.42399 
1.2  0,35994 0,96341 6,2 1 .83177 1.4422 0  1.2 0.40163 0,90903 6.2 1.83395 1.42634 
1.3 0.41593 1.00227 6.3 1.84754 1. 44423 1.3 0.45331 0,94907 6,3 1.84966 1.42861 
1.4 0.47035 1.03698 6.4 1.86308 1.44619 1.4 0.50395 0,98517 6.4 1 .86513 1.43081 

1.5 0.52310 1. 06809 6.5 1.87837 1.4481 0 1.5 0.55336 1. 01778 6.5 1.88036 1.43294 
1.6 0.57409 1. 09605 6.6 1.89344 1.44995 1.6 0.60144 1. 047 30 6,6 1.89537 1.43502 
1.7 0.62333 1.12126 6,7 1.90829 1.45174 1.7 0.64811 1, 07409 6.7 1.91017 1.43702 
1.8 0.67084 1. 14409 6,8 1.92293 1.45348 1.8 0.69337 1. 09849 6,8 1.9247 5  1.43898 
1.9 o. 71667 1.16483 6,9 1.93735 1.45517 1.9 o. 73722 1.12075 6,9 1.93912 1 . 44087 

2.0 o. 76087 1. 18373 7, 0 1.95158 1. 45681 2. 0 0.77968 1. 14113 7, 0 1,95330 1.44271 
2.1 0.80353 1.2 0102 7.1 1.96560 1.45841 2 . 1  0.82078 1. 15984 7.1 1 .96727 1 , 44450 
2.2 0.84470 1. 21688 7.2 1.97944 1.45996 2 . 2  0.86058 1.17707 7.2  1 .98106 1.44625 
2.3 0.88447 1.23148 7.3 1.99309 1.46147 2 . 3  0.89913 1.19296 7. 3 1.99467 1.44794 
2.4 0.92290 1.24495 7.4 2.00655 1.46294 2.4 0.93647 1 .20768 7.4 2 .00809 1 .44959 

2.5 0,96007 1.25743 7,5 2.01984 1.46438 2 . 5  0.97265 1.22133 7.5 2 .02134 1. 45119 
2.6 0.99604 1.26900 7,6 2. 03296 1.46577 2 .6  1 .00775 1.23402 7.6 2 ,03442 1.45276 
2.7 1.03088 1.27976 7,7 2. 04591 1.4671 3 2 .7  1.04179 1,24585 7.7 2,04733 1.45428 
2,8 1.06464 1.28980 7, 8 2. 05869 1.46845 2. 8 1. 07484 1. 25689 7.8 2. 06008 1.45576 
2.9 1 . 09739 1.29918 7. 9 2.07131 1.46974 2 .9  1.1 0693 1.26723 7.9  2,07267 1.45721 

3.0 1.12917 1.30797 8. 0 2. 08378 1.47100 3.0 1. 13813 1.27693 8.0 2.08510  1.45862 
3.1 1. 16004 1. 31621 8. 1 2. 09610 1.47223 3.1 1 .16846 1.28604 8.1 2.09739 1 .46000 
3.2 1.19005 1.32 396 8.2 2.10827 1.47342 3.2 1.19797 1 ,29461 8.2 2.10952 1.46134 
3.3 1.21923 1.33126 8. 3 2 .1202 9  1.47459 3, 3 1 .22 670 1.30269 8. 3 2.12151 1. 46266 
3.4 1.24763 1. 33814 8.4 2 .132 1 7  1.47573 3.4 1.25469 1. 31032 8.4 2.13337 1.46394 

3.5 1.27529 1. 34464 8. 5 2. 1 4391 1.47685 3 .5  1.28196 1. 31753 8. 5 2. 1 4508 1.46519 
3. 6 1.30223 1.35080 8.6 2.1 5552 1.4 7794 3. 6 1.30855 1. 32436 8.6 2 ,15666 1,46641 
3.7 1.32851 1.35663 8,7 2. 16700 1.47900 3.7 1.33450 1. 33084 8.7 2 .16811 1.46760 
3.8 1.3541 3  1.36216 8.8 2 .17834 1.48004 3.8 1.35983 1.33699 8.8 2 . 1 7943 1.46877 
3.9 1. 37915 1.36742 8.9 2.18956 1.48106 3.9 1. 38456 1. 34283 8.9 2 .19063 1 .46991 

4.0 1.40357 1.37242 9,0 2.2 0066 1.48205 4. 0 1.40873 1, 34840 9, 0 2 .20170 1.47103 
4.1 1.42744 1.37718 9.1 2.2 1163 1.48302 4. 1 1.43235 1.35370 9,1 2 .212 65 1.47212 
4.2 1.45077 1. 38172 9.2 2 .22249 1.48397 4.2 1.45546 1, 35876 9.2 2 .22349 1.47319 
4.3 1.47358 1. 38606 9.3 2.2 3323 1.48490 4. 3 1. 47806 1.36359 9.3  2.2 3421 1.47423 
4. 4 1.49590 1. 39020 9.4 2.24386 1.48582 4.4 1.50019 1.36821 9.4 2.24481 1.47525 

4.5 1.51775 1.39416 9.5 2.25437 1.48671 4.5 1.52185 1. 37263 9.5 2 .25531 1.47626 
4.6 1.53914 1.39795 9,6 2.2 6478 1.48758 4.6 1. 54307 1.37686 9 .6  2 .26570 1.47724 
4. 7 1.560 1 0  1.40158 9. 7 2.27508 1.48844 4. 7 1. 56387 1. 38092 9 .7  2 .27598 1.47820 
4.8 1.58064 1.40507 9,8 2.28528 1.48927 4. 8 1.58425 1. 38481 9.8 2.28616 1.47914 
4.9 1.60078 1. 40841 9.9 2.29537 1.49010 4.9 1.60425 1. 38854 9.9  2 .2%2 3 1 .48006 

5.0 1.62052 1.41163 1 0.0  2.30537 1.49090 5.0 1.62 386 1,39213 1 0.0 2. 30621 1.48096 

[( -;)2] [C -5
3) 1] [C -35)5] [( -35)2] [C -:)I] [C -44)8] [C -35)5] [C -35)2] 
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DIGAMMA FUNCTION FOR COMPLEX A RGUMENTS Table 6.8 

x = l .5 x=  1 .6 
y :?II 1/;(z) ..1 1/l(z) y !U 1/;(z) ..1 1/;(z) y 3£1/;(z) ..1 1/l(z) y :Yil/I(Z) ..11/l(z) 

o. o 0.03649 o.ooooo 5 .0  1.62756 1.37278 o.o  0.12605 0.00000  5 ,0  1.63162 1 .3535 7  
0 . 1  0.04062 0,09325 5.1 1.64667 1.37658 0.1 0.12955 0.08566 5.1 1.65057 1.35773 
0.2 0.05284 0.18511 5.2 1.66543 1.38025 0.2 0,13995 0.17023 5.2 1 .66919 1.36173 
0.3 0.07266 0.27432 5.3 1 .68386 1 .38378 0.3 0,15 687 0.25268 5.3 1 .687 48 1 .36558 
0.4 0.09932 0.35978 5.4 1.  70196 1. 38719 0.4 0.17976 0.33214 5.4 1. 7 0546 1. 36930 

0. 5 0.13189 0.44066 5.5 1 .71976 1.39047 0.5 0.2 0790 0.40789 5.5 1.  72313 1.37289 
0.6 0 .16935 0 .51640 5.6 l. 73725 1 .39364 0,6 0.24050 0 .47942 5.6 1.74051 1 .37635 
0.7 0.21064 0.58668 5 .7  1.  75445 1 .39670 0.7 0.27 674 0. 54642 5.7 1.75760 1. 37969 
0.8 0.25479 0.65144 5.8 1.  77137 1. 39965 0.8 0.31581 0. 60875 5.8 1.77441 1. 38293 
0.9 0.30091 o. 71078 5.9 1. 78801 1.40251 0.9 0.35697 0.66642 5.9 1.  79095 1. 38605 

1 .0  0.34824 o. 76494 6. 0 1.80439 1.40528 1.0 0.39957 0.71957 6.0 1.80724 1. 38908 
1.1 0.39614 0.81424 6.1 1.82051 1.40796 1.1 0.44305 o. 7 6840 6.1 1.82327 1.39200 
1.2  0.44411 0.85907 6.2 1. 83638 1.41055 1.2  0.48692 0,81319 6.2 1.83906 1. 39484 
1.3 0.49175 0.89980 6.3 1.85201 1.41306 1.3 0.53082 0.85423 6. 3 1.85460 1.39759 
1.4 0.5387 8 0.93684 6.4 1.86741 1 .41549 1 .4  0.57445 0.89183 6.4 1. 86992 1.40025 

1.5  0.58497 o. 97054 6.5 1.88258 1.41786 1 . 5  0.61757 o. 92629 6.5 1.88501 1.40284 
1.6 0.63018 1.00127 6.6 1.89752 1.42015 1 .6  0.66001 0.95790 6.6 1.89989 1.40534 
1.7  0,67432 1,02932 6.7 1.91225 1 .42 2 37 1.7  0.70 1 67 o.  98693 6.7 1.91455  1 .40778 
1.8  a.  71732 1.05500 6.8 1.92677 1.42453 1.8  o. 742 44 1 .01363 6.8 1 .92900 1.41014 
1.9 o.  75916 1. 07855 6.9 1.94109 1 .42 663 1 .9  o. 78228 1. 03824 6.9 1.94326 1.41244 

2 . 0  0.79983 1,10020 7.0 1.95521 1.42866 2 . 0  0 .82 1 1 5  1. 06096 7 .0  1.95731 1.41467 
2.1 0.83935 1.12015 7. 1 1.96914 1.43065 2 .1  0.85905 1. 08197 7.1 1.97118 1.41684 
2.2 0,87772 1. 13857 7,2  1.98287 1.43257 2 .2  0.89597 1 .10144 7.2 1.98487 1.41895 
2,3 0,91499 1.15563 7,3 1.99643 1.43445 2 .3  0.93193 1.1 1953 7.3 1.  99837 1.421 01 
2,4  0,95118 1.17146 7.4 2,00981 1.43628 2.4 0.96694 1.13635 7.4 2 .01169 1.42301 

2 .5  0.98634 1.18618 7 .5  2 .0230 1  1.43805 2.5 1 . 00102  1 .15204 7.5 2 .02485 1 .42496 
2 .6  1 ,02050  1.19990 7.6 2. 03604 1.43978 2.6 1 .03421 1,16668 7.6 2.03784 1.42686 
2.7 1.05370 1.21271 7. 7 2. 04891 1.44147 2 .7  1 .06653 1.18039 7.7 2.05066 1.42871 
2.8 1 .08598 1.22469 7.8 2 . 06162 1 .44312 2.8 1 . 09801 1.19324 7.8 2 . 06332 1.43051 
2.9 1.11738 1.23592 7.9 2.07417 1.44472 2.9 1 .12867 1. 20530 7.9 2. 07583 1.4322 7  

3.0 1. 14794 1.24647 8. 0 2. 08657 1.44628 3.0 1.1 5856 1 .21664 8. 0 2.08819 1.43398 
3.1 1 .177 69 1.25639 8.1 2 . 09 882 1.44781 3 .1  1 .18770  1 .22733 8.1 2 . 10040 1.43565 
3.2 1.20667 1.26574 8.2 2 .11092 1.44930 3.2 1 .21611 1 .23741 8.2 2 .11246 1.43728 
3. 3 1.2 3491 1.27457 8.3 2 .12288 1.45075 3.3 1.24383 1.24693 8.3 2 .12439 1. 43888 
3.4 1.26245 1. 28290 8.4 2 .13470 1.45217  3 .4  1.27089 1.25594 8.4 2 .13617 1.44043 

3.5 1.28931 1.29080 8.5 2 .14638 1.45355 3.5 1.29731 1. 2 6448 8.5 2. 14782 1.44195 
3.6 1.31552 1.29828 8.6 2 .15794 1 .45491 3.6 1.32311 1.27257 8.6 2.15934 1 .44344 
3.7 1.34112 1.30537 8. 7 2 .16936 1.45623 3.7 1. 34833 1.28026 8,7 2.17073 1.44489 
3.8 1.36612 1.31212 8.8 2.18065 1.45753 3.8 1.37297 1.28757 8,8 2 ,18199 1.44631 
3.9 1.39055 1.31853 8.9 2.19182 1.45879 3.9 1. 39707 1 .29454 8.9 2 .19313 1 .4477 0  

4.0 1.41443 1.32464 9.0 2 .20286 1.46003 4. 0 1.42065 1.30117 9.0  2,2 0415 1.44905 
4.1 1.43779 1.33047 9.1 2 .21379 1.46124 4.1 1.44373 1.30750 9.1 2.21504 1.45038 
4.2 1.46065 1.33603 9.2 2 .22460 1 .46242 4.2 1.4b632 1.31354 9 .2  2 .22583 1.45168 
4.3 1.48302 1.34134 9.3 2 .23530 1.46358 4.3 1.48844 1.31932 9.3 2 .2 3650 1.45295 
4.4 1.50493 1.34642 9.4 2.24588 1. 46471 4.4 1 .51012  1. 32485 9.4 2.24706 1.45420 

4.5 1.52639 1.35128 9.5 2 .25635 1.46582 4.5 1.53136 1.33014 9.5 2 .25751  1.45542 
4. 6 1.54742 1.35594 9.6 2.26672 1.46691 4. 6 1.55219 1.33522 9.6  2.2 6785 1.45661 
4. 7 1.56804 1.36041 9.7 2.27698 1.46798 4.7 1.57262 1. 34009 9.7 2.27809 1.45778 
4.8 1.58826 1.36470 9.8 2 .28714 1.46902 4.8 1.59265 1. 34476 9.8 2 .28822 1.45892 
4.9 1.60810 1.36882 9.9 2.29720 1.47004 4.9 1.61232 1. 34925 9.9 2.29826 1.46005 

5.0 1.62756 1.37278 10.0 2.30716 1.47105 5.0  1.63162 1 .35357 10.0 2. 30820 1.46115 

[( -:) 1] [C -:)7] [( -35)4] [C -35)2] [( -44)9] [( -:)6] [( -;)4] [( -35)2] 

f 1/;( 1 .5 +iy) = !1r tanh 1ry-4Y;� i 
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Table 6.8 DIGAMMA FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

x = 1 .7 x = l .S 
y fJN(z) .Yor(z) y HN(z) .Yor(z) .1/ !Jf.Y(z) �r/(z) y !Jio�<(z) �.r(z) o.o 0.20855 0.0 0000 5 .0  1.63603 1.33453 o.o 0.28499 o.ooooo 5.0  1.64078 1.31566 

0.1 0.21156 0.0791 8 5,1 1.65482 1,33902 0.1 0.28760 0.07358 5.1 1.65939 1. 32048 
0.2 0.22050 0.15747 5.2 1.67328 1 .34335 0.2 0.29537 0.14644 5.2 1.67769 1 .32513 
0.3  0.23511 0.23407 5.3 1.69142 1.34752 0.3 0.30809 0. 2 1792 5.3 1.69567 1 .32961 
0.4 0.25494 0.30824 5.4 1. 7 0926 1.35154 0.4 0.32541 0,28740 5.4 1. 71336 1.33393 

0.5 0.27945 0.37937 5.5 1. 72680 1 .35543 0.5 0 .34693 0.35437 5.5 1.  73076 1.33810 
0.6 0.30803 0.44701 5 .6  1. 74405 1.35918 0.6 0.37215 0.41842 5.6 1. 74787 1.34213 
0.7 0.34001 0.51086 5 . 7  1 .  76102 1. 36280 0.7 0.40053 0.47928 5.7 1. 76472 1. 34603 
0.8 0.37474 0.57074 5.8 1.77772 1.36630 0.8 0.43155 0.53675 5.8 1.  78130 1.34979 
0.9 0.41161 0.62661 5.9 1. 79416 1.36969 0.9 0,46469 0,59076 5.9 1. 79762 1 .35344 

1.0 0.45005 0,67852 6.0 1.81034 1.37297 1.0  0 .49947 0,641 31 6.0 1.81369 1. 35697 
1.1 0.48957 0,72661 6.1 1.82627 1.37614 1.1 0.53546 0.68847 6.1 1.82952 1.36038 
1.2 0.52973 o. 77107 6.2 1.84196 1 .37922 1.2 0.57226 o. 73237 6.2  1.84511 1. 36369 
1 .3  0.5 7018 0,81211 6.3 1.85742 1 .38220 1.3 0,60955 o. 77316 6 • .3 1.86047 1.36690 
1.4 0.61063 0.84996 6.4 1.87266 1 .38509 1.4 0.64706 0,81103 6.4 1.87561 1. 37001 

1.5 0.65085 0.88488 6.5 1.88767 1 .38789 1.5 0.68455 0.84617 6.5 1.89053 1. 37303 
1.6 0.69065 0.91 710  6.6 1.90246 1 • .39061 1.6 o.  72184 0.87877 6.6 1.90525 1 • .37596 
1.7 o. 72990 0.94685 6.7 1.91705 1 • .39326 1 .7  o. 75879 0.90903 6.7 1.91975 1 .37881 
1.8 0.76849 0.97436 6,8 1.93143 1. 39582 1.8 o. 79528 0.93713 6.8 1.93406 1. 38158 
1.9 0.80636 0.99982 6.9 1.9456:-' 1. 39832 1.9 0.83122 0.96326 6.9 1.94817 1. 38426 

2.0 0.84345 1.02342 7.0 1,95961 1.40074 2.0 0.86655 0.9875 7  7. 0 1.96210 1.38688 
2.1 0.8797 3 1.04533 7.1 1.97342 1.40310 2.1 0.90123 1.01022 7. 1 1.97583 1.38942 
2.2 0.9151 9 1. 06570 7.2 1. 98704 1.40539 2.2 0,93523 1.03136 7.2 1.98939 1. 39189 
2.3 0.94981 1. 08468 7.3 2 .00048 1.40762 2.3  0.96853 1, 05110 7.3 2.00277 1.394.30 
2.4 0.98362 1.10238 7.4 2 .01 375 1.40980 2.4 1.00111 1.06957 7.4 2.01598 1 .39664 

2.5 1.01661 1.11 893 7. 5 2.02685 1.41191 2.5 1.03299 1. 08687 7.5 2. 02903 1. 39892 
2.6 1.04879 1.13441 7. 6 2.03979 1.41398 2.6 1. 06416 1.10.310 7.6 2.04191 1 . 40115 
2.7 1.08020 1. 14893 7. 7 2.05256 1.41599 2.7 1. 0946.3 1.118.36 7.7 2.05463 1.40332 
2.8 1.11084 1.16257 7.8 2. 06518 1.41794 2.8 1.12442 1. 1327 0  7.8 2.06719 1.40543 
2.9 1.14075 1.17539 7. 9 2.07764 1.41986 2.9 1.15353 1.14622 7.9 2.07960 1.40749 

3. 0 1.1699.3 1.18747 8. 0 2.08996 1.42172 3.0 1.18200 1.15898 8.0 2.09187 1.40950 
3.1 1.19842 1.19886 8.1  2.1 0212 1.42354 3.1 1.20982 1.17103 8.1 2.1 0399 1.41146 
3.2 1.22625 1.20962 8.2 2.11415 1.42531 3.2 1.2 3703 1.18243 8.2 2.11597 1.41338 
3.3 1.25342 1.21981 8.3 2.1260.3 1.42704 3.3 1.26363 1.19322 8. 3 2.12781 1.41525 
3.4 1.27997 1.22945 8.4 2.1.3778 1.42874 .3.4 1.28965 1.20345 8.4 2.13952 1.41708 

3.5 1.30592 1.23859 8.5 2.149.39 1.4.3039 .3.5 1..31511 1.21317 8.5 2.15109 1.41886 
3.6 1.3.3129 1.24727 8. 6 2.16087 1.43200  .3. 6 1 • .34003 1.22241 8.6 2.16253 1.42061 
3.7 1 • .35610 1.2555.3 8.7 2.17222 1.4.3358 3.7 1. 36441 1.23119 8.7  2.17385 1.42231 
3.8 1.38037 1.26.338 8.8 2.18345 1.43513 .3. 8 1 • .38829 1.2.3956 8.8 2.18504 1.42398 
3.9 1.4041.3 1.27087 8.9 2 .19456 1.43664 3.9 1.41168 1.24754 8.9 2.19611 1.42561 

4.0 1.42 738 1.27800 9.0 2.20555 1.4.3811 4.0 1.4.3459 1.25516 9.0 2.20707 1.42720 
4.1 1.45015 1.28481 9.1 2.21642 1.43956 4.1 1.45704 1.26243 9.1 2.21790 1 . 42876 
4.2 1.47246 1.29132 9. 2 2.22717 1.44097 4.2 1.47904 1.26939 9.2 2.22862 1.43029 
4.3 1.49432 1.29755 9.3 2.2.3781 1.44235 4.3 1.50062 1.27605 9.3 2.23923 1 .4.3178 
4.4 1.51574 1.30351 9.4 2.248.34 1.44371 4.4 1.52178 1.28242 9.4  2.24974 1.43324 

4.5 1. 5.3675 1.30922 9.5 2.25877 1.44503 4.5 1.54254 1.28854 9.5 2.2601.3 1.43468 
4.6 1.557.36 1 • .31470 9.6 2.26908 1.44633 4.6 1.56292 1.29440 9.6 2.27042 1 .4.3608 
4.7 1.5 7758 1.31996 9. 7 2.27930 1.44760 4.7 1.58291 1.30004 9. 7 2.28061 1.43745 
4.8 1.59742 1.32501 9.8 2.28941 1.44885 4.8 1.60255 1.30545 9.8 2.29069 1.43880 
4.9 1.61690 1.32986 9.9 2.29942 1.45007 4.9 1.62183 1.31065 9.9 2.30068 1.44012 

5. 0 1.63603 1.33453 10. 0 2 • .309.3.3 1.45127 5.0 1.64078 1 • .31566 10.0 2.31057 1.44142 

[( -:) 7] [( -44)5] [( -35)4] [( -:)2] [( -l)6] [( -:)4] [( -;)4] [( -35)2] 
* 

•see page n. 



y 
o.o 
0.1 
0,2 
0.3 
0.4 

0.5 
0,6 
o. 7 
0,8 
0,9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1. 7 
1,8 
1,9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2. 7 
2.8 
2.9 

3,0 
3.1 
3.2 
3.3 
3.4 

3.5 
3.6 
3.7 
3.8 
3.9 

4.0 
4,1 
4,2 
4.3 
4.4 

4.5 
4.6 
4.7 
4.8 
4,9 

5,0 

:lfl{;(z) 
0.35618 
0. 35847 
0.36528 
0.37644 
0, 39169 

0,41071 
0.43309 
0,45842 
0.48625 
0.51614 

0,54770 
0.58053 
0.61431 
0.64872 
0, 68351 

o. 71846 
o. 75338 
o. 78814 
0,82261 
0,85669 

0,89031 
0.92342 
0,95598 
0, 98795 
1. 01932 

1.05008 
1. 08022 
1 .10975 
1. 13867 
1.16698 

1. 19470 
1,22184 
1.24841 
1.27442 
1.29990 

1. 32485 
1, 34929 
1.37324 
1. 39670 
1.41970 

1,44226 
1 .46437 
1, 48606 
1.50734 
1. 52822 

1.54872 
1.56885 
1.58861 
1,60803 
1.62710 

1,64585 [(-:)6] 

Jl{;(z) 
o. 00000 
0, 06870 
0,1 3681 
0,20377 
0.26908 

0. 33229 
0. 39306 
0,45110 
0. 50624 
0.55838 

0,60749 
0.65359 
0,69677 
o. 73714 
0.77483 

0.80999 
0,84278 
0,87335 
0,90188 
o. 92851 

0,95338 
0,97664 
0,99840 
1. 01879 
1, 03792 

1. 05588 
1. 07278 
1. 08868 
1 ,10367 
1. 11782 

1. 13119 
1. 14384 
1. 15583 
1. 16719 
1. 17798 

1.18823 
1. 19798 
1.20727 
1.21613 
1.22458 

1.23265 
1.24037 
1. 24775 
1.25482 
1.26160 

1.26810 
1,27434 
1.28033 
1,28610 
1.29164 

1,29698 [(-:)4] 

GAMMA FUNCTION AND RELATED FUNCTIONS 

DIGAMMA FL'NCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

x = I .9 
y 

5,0  
5.1  
5.2 
5.3 
5.4 

5,5 
5.6 
5,7 
5,8 
5.9 

6,0 
6.1 
6.2 
6.3 
6.4 

6.5 
6,6 
6.7 
6.8 
6.9 

7,0 
7.1 
7.2 
7.3 
7.4 

7.5 
7,6 
7.7 
7.8 
7.9 

8,0 
8.1 
8.2 
8.3 
8,4 

8.5 
8.6 
8,7 
8,8 
8.9 

9.0 
9 ,1  
9 .2  
9 .3  
9.4 

9.5 
9.6 
9.7 
9 ,8  
9.9 

10.0  

9fl{;(z) J' l{;(z) !J 'ifl{;(z) 
1.64585 1.29698 o.o 0.42278 
1.66428 1.30212 0,1  0.42480 
1.68240 1.30707 0,2 0.43081 
1. 70022 1.31185 0,3 0.44068 
1.71775 1.31647 0.4 0.45420 

1. 73500 1.32092 0.5 0.47111 
1. 75197 1.32522 0,6 0.49110  
1 .  76868 1.32938 0,7 0.51380 
1. 78513 1.33341 0,8 0.53887 
1.80133 1.33730 0.9 0.56594 

1.81728 1.34107 1.0 0,59465 
1.83300 1.34473 1.1 0,62468 
1,84848 1.34827 1,2 0.65572 
1.86374 1.35170 1.3 0,68751 
1.87878 1.35503 1.4 o. 71980 

1.89361 1.35826 1.5 o. 75239 
1.90824 1.36140 1.6 o.  78510 
1.92266 1.36445 1.7 0.81779 
1,93688 1.36 741 1.8 0,85033 
1,95092 1.37029 1.9 0.88262 

1,96476 1.37308 2.0 0.91459 
1.97843 1.37581 2.1 0.94617 
1.99192 1.37846 2.2 0.97731 
2,00523 1.38104 2.3 1,00798 
2.01838 1.38355 2.4 1.03814 

2.03136 1.38599 2.5 1,06779 
2.04418 1.38838 2.6 1.09690 
2,05684 1.39070 2.7 1,12548 
2.06935 1.39297 2.8 1.15352 
2,08171 1.39518 2.9 1.18102 

2.09393 1.39734 3.0 1.20798 
2.1 0600 1. 39944 3.1 1.23442 
2.1 1793 1.40149 3.2 1.26034 
2.12973 1.40350 3.3 1,28575 
2.14139 1.40546 3.4 1,3106 7 

2.15292 1.40738 3.5 1.33510 
2.16432 1,40925 3.6 1,35905 
2.17560 1.41108 3.7 1.38254 
2.18675 1.41286 3.8 1,40558 
2.19778 1.41461 3.9 1.42818 

2.20870 1.41632 4.0 1.45036 
2.21950 1.41800 4.1 1.47212 
2.23019 1 .41964 4.2 1.49348 
2.24077 1.42124 4.3 1,51446 
2.25124 1.42281 4.4 1.53505 

2.26160 1.42435 4.5 1.55527 
2.27186 1.42586 4.6 1.57514 
2.28202 1.42733 4.7 1,59466 
2.29207 1.42878 4.8 1.61385 
2,30203 1,43020 4.9 1,63270 

2.31190 1.43159 5.0 1.65125 [ ( -g)4] [ (-g)2] [(-:)5] 
/1{;(2 . ) 1 th 1+3y2 ' +ty =•" co "ll----;--2y(l+y2) 

J' >/;(z) 
0.00000 
0,06441 
0.12833 
0.19130 
0.25288 

0.31269 
0,37042 
0.42583 
0.47874 
0,52904 

0.57667 
0,62165 
0,66400 
o. 70380 
o. 74116 

o. 77618 
0,80899 
0,83973 
0,86853 
0,89551 

0.9208: 
0.94454 
0,96681 
0.98775 
1.00743 

1,02597 
1.04344 
1.05992 
1.07548 
1.09020 

1.10413 
1.11733 
1. 12985 
1.14174 
1.15304 

1. 16379 
1.17403 
1. 18379 
1.19310 
1.20200 

1.21050 
1.21864 
1.22643 
1.23389 
1.24105 

1.24792 
1.25452 
1.26086 
1.26696 
1.27283 

1.27849 [ (-:)3] 
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Table 6.8 
x = 2.0 

y Jfl{;(z) .?l{;(z) 
5.0 1.65125 1.27849 
5.1 1,66948 1.28394 
5.2 1,68742 1.28919 
5.3 1. 70506 1.29426 
5.4 1. 72242 1.29916 

5,5 1. 73951 1.30389 
5,6 1. 75633 1,30846 
5.7 1. 77290 1.31288 
5,8 1. 78921 1.31715 
5.9 1.80528 1.32129 

6,0 1.82111 1.32530 
6.1 1,83671 1.32918 
6,2 1,85208 1.33295 
6.3 1.86723 1.33660 
6.4 1.88217 1.34015 

6.5 1,89690 1.34358 
6.6 1.91143 1.34692 
6,7 1. 92576 1.35017 
6.8 1,93990 1.35332 
6.9 1. 95385 1.35639 

7,0 1.96761 1.35937 
7.1 1,98120 1.36227 
7.2 1.99462 1.36509 
7.3 2.00786 1 .36784 
7.4 2,02094 1,37052 

7.5 2.03385 1.37313 
7.6 2,04661 1.37567 
7.7 2.05921 1.37815 
7,8 2.07167 1.38056 
7.9 2. 08397 1.38292 

8,0 2.09613 1.38522 
8.1 2. 10815 1.38746 
8.2 2.12003 1.38966 
8,3 2.13178 1.39180 
8.4 2.14339 1.39389 

8,5 2.15487 1. 39593 
8.6 2. 16623 1.39793 
8.7 2.17746 1. 39988 
8.8 2.18858 1.40179 
8.9 2,19957 1.40366 

9.0 2.21 045 1.40548 
9,1 2.22121 1.40727 
9.2 2,23187 1,40902 
9.3 2.24241 1.41074 
9.4 2.25284 1.41241 

9.5 2.26318 1.41406 
9,6 2.27340 1,41566 
9.7 2.28353 1.41724 
9.8 2.29356 1.41879 
9.9 2.30349 1.42030 

10.0 2.31332 1.42179 [ (-g)4] [ ( ·-g)3J 
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7. Error Function and Fresnel Integrals 
Mathematical Properties 

7

.

1

. Error Function 

Definitions 
7

.

1

.

1 

In 

7

.

1

.

2 

the path of integration is subject to the 

restriction arg t�a with la i<i as t � oo  along the 

path. (a=i is permissible if f?lt2 remains bounded 

to the left.) 

. I  

0 . 2  

Integral Representation 

(.fz>o) 

.6 . 8  1 .0 1 .2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 

• f ..  • FIGURE 7.1.  y=l Jz 
e -e dt. 

p=2(1)6 

Series Expansions 

2 "' ( - l) nz2n+I 
7

.

1

.

5 

erf z= r; 2: ' ( ) -., 1r n=O n. 2n+ l 
7

.

1

.

6 

7

.

1

.

7 

7

.

1

.

8 

2 _,2 � 2n 
2n+1 =- e � z 

-{; n=O 1 · 3 . . . (2n+l) 

For In-l(x) , see chapter 

10

. 

7

.

1

.

9 

7

.

1

.

10 

7

.

l

.

ll 

7

.

1

.

12 

.7 

.6 

.5 

.4 

.3 

.2 

0 

Symmetry Relations 

erf (-z) =-erf z 

w( -z)=2e-•2 -w(z) 

w(z) = w(-z) 

-x• rz t• FIGURE 7.2. y=e Jo e dt. 
p=2(1)6 

297 
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4 
5 

10 

7.1.13 

FIGURE 7.3. Altitude Chart of w(z) . 

Inequalities [7.1 1], [7. 17) 

(For other inequalities see [7 .2].) 

Continued Fractions 7

.

1

.

14 

�-0 

2.6 

2.2 

I . B  

1 . 4  

1 .0 

. G  

. 2  

- .2 
- .6 

ze•2 f"' e_'2dt=-1 1/2 _1 3/2 _!.. . . . (::Jtz>O) 
t z+ z+  z+ z+ z+ 

(Jz � O) 

x�n> and Hk"> are the zeros and weight factors of 
the Hermite polynomials. For numerical values 
see chapter 

25

. 

Value at Infinity 7

.

1

.

16 

erf z�l ( z� oo in !arg z l<i) 

Maximum and Inflection Points for Dawson's 
Integral [7 .31] 

f"' 2 F(x) = e-:r2 J o e' dt 

7.1.17 F\.92413 88730 . . .  ) = .54104 42246 . .  . 7 

.

1

.

18 

F(l .50197 52682 . . .  ) = .42768 66160 . .  . 

Derivatives 
7

.

1

.

19 

dn+l ,. 2 -!  
dzn+l e

rf Z=( - 1) ...fi H,.(z) e 
7

.

1

.

20 
(n=O, 1 ,  2 , . . .  ) 

w<n+2l (z) +2zw<n+t> (z)+2(n+l)w<nl (z) =0 

w<o> (z)=w(z) , 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 
' 2i w'(z) = -2zw(z) +  ..,fir 

(For the Hermite polynomials Hn(z) see chapter 
22

.

) 

Relation to Confluent Bypergeometric Function (see 
chapter 13) 

7

.

1

.

21 

erf z=�M G, �� -z2)=� e-! M(t ,  �� z2) 

The Normal Distribution Function With Mean m and 
Standard Deviation u (see chapter 26) 

(t-m)3 7

.

1

.

22 

u�21r J�., e -2;2 dt=� (l +erf (x�)) 

Asymptotic Expansion 
7

.

1

.

23 

, � )m 1 · 3 . . .  (2m - 1 )  
{ize •  erfc Z "-' 1 +  � (- 1 (Zz2)m m=l ( z� oo ,  Jarg zi< 7) 
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If R,.(z) is the remainder after n terms then 

7.1.24 

R ( ) = (-1) " 1 ·  3 . . .  (2n- 1)  0 
n Z (2z2)n 1 

f "' ( t )-n-! 6= J o e-1  1+ z2 dt ( iarg z \<�) 
( iarg z \<�) 

For x real, R,(x) is less in absolutE� value than 
the first neglected term and of the same sign. 

Rational Approximations 2 (0 :.:;;x< co )  

7.1.25 

erf x= l - (a1t+azt2+a3t3) e-z2+E (x) , 1 t= -l +px 

p= .47047 
7.1.26 

a1 = .34802 42 az= - .09587 98 
aa= .74785 56 

erf X= 1- (a1t +a2t2+a3t3+a4t4+a6t5) e-·x2+e(x) , 

t=l+
l 
px 

/ E (X) I ::;; 1 .5 X 10-7 
p= .32759 11  a1 = .25482 9592 

az= - .28449 6736 a3= 1 .42141 3741  

7.1.27 

7.1.28 

a4=- 1 .45315 2027 a5= 1 .06140 5429 

at= .278393 
aa= .000972 

az= .230389 
a,= .078108 

erf x= l 1 -t (x) [1 +a1x+a2:t+ · . . +a6x6]16 ·E 

/ E (x) 1 ::;ax 10-7 
at=-07052 30784 
aa= .00927 05272 
as= .00027 65672 

a2= .04228 20123 
a4= .00015 20143 
ae= .00004 30638 

2 Approximations 7.1 .25•7.1 .28 are from C. Hastings, Jr., 
Approximations for digital computers. Princeton Univ. 
Press, Princeton, N. J., 1955 (with permission) . 

Infinite Series Approximation for Complex Error 

7.1.29 
Function [7.19) 

-z2 
erf (x+iy) =erf x+-2

e [ ( 1 - cos 2xy) +i sin 2xy] 'li"X 

where 

fn(x, y) =2x-2x cosh ny cos 2xy+n sinh ny sin 2xy 
gn (x, y)=2x cosh ny sin 2xy+n sinh ny cos 2xy 

\ e (x , y) / � 10-16/ erf (x+iy) / 

7.2. Repeated Integrals of the Error Function 

Definition 
7.2.1 

i" erfc z=J."' 
in-1 erfc t dt (n=O, 1 , 2 , . . . ) 

7.2.2 

Differential Equation 

d2y dy -+2z --2ny=0 dz2 dz 

y=Ai" erfc z+Bi" erfc ( -z) 
(A and B are constants.) 

Expression as a Single Integral 

7 .2.3 i" erfc 

Power Series a 

7.2.4 

Recurrence Relations 
7 .2.5 

i" erfc z=-� i"-1 erfc z +2
1 

i"-2 erfc z n n 
(n=1 , 2 , 3 , . . .  ) 

7.2.6 

2(n+ 1) (n+2) i"+2 erfc z 

= (2n+ 1 +2z2)i" erfc z-� i"-2 erfc z 

(n= l ,  2 ,  3, . . .  ) 

a The terms in this series corresponding to k=n+ 2, 
n + 4, n + 6, . . .  are understood to be zero. 
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Value at Zero 
7

.

2

.

7 

(n= - 1 ,  0, 1 ,  2, . . .  ) 

1.0 

1.8 

FIGURE 7.4. Repeated Integrals of the Error Function. 

u=2·r( .!J-+1) i• erfcx 
n=O, 1, 2, 4, 8, 14, 22 

Derivatives 7

.

2

.

8 

!!_ i" erfc z=-i"- 1 erfc z dz 7

.

2

.

9 
(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 

d" dz" (e'• erfc z) = (- 1)"2"n! e '2i" erfc z 

(n=O,  1 , 2 , . . .  ) 
Relation to Hhn(z) (see 19.14) 7

.

2

.

10 

i" erfc z 
Relation to Hermite Polynomials (see chapter 22) 

Relation to the Confluent Hypergeometric Function 
(see chapter 13) 7

.

2

.

12 

· n f _ - z• [ 1 M(n+ 1 1 2) 1 er c z-e 
( ) -2- ' 2' z 

2"r �+ 1 2 

Relation to Parabolic Cylinder Functions (see 
chapter 19) 7

.

2

.

13 

7

.

2

.

14 
Asymptotic Expansion 

' n 2 e- '2 "" ( - l)m(2m +n) ! 
1 erfc z ,.., r= (2 )"+! 2: 1 ! (2 ) 2m -v7r Z m =O n.m. Z 

(z� oo ,  \ arg z i <
3;) 

7 

.

3

. Fresnel Integrals 

Definition 

The following functions are also in use : 

Auxiliary Functions 
7

.

3

.

5 

j(z)=[�-S(z)J cos (i z2)-G-O(z)J sin (i z2) 7

.

3

.

6 

g(z)=[�-C(z)J cos (� z2)+G-S(z)J sin (� z2) 
Interrelations 

7

.

3

.

7 
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7

.

3

.

9 

C(z)=�+f(z) sin (� z2)-g(z) cos (� z2) 
7

.

3

.

10 

S(z)=�-j(z) cos (; z2)-g(z) sin (; z2) 

7

.

3

.

11 

7

.

3

.

12 

7

.

3

.

13 

y 

.8  

Series Expansions 

(7r 2) "' ( - l) n7r2n 
4n+l O(z) =cos 2 z � 1 · 3 . . .  (4n+l ) z 

( ) "' ( 1) "' 2n+l + • 7r 2 """ - 7r 4n+3 sm - z £....J z 2 n=o 1 · 3 . . .  (4n+3) n.._� 
_ "' ( - l)n(7r/2) 2n+l 4n+3 S(z)-� (2n+1) ! (4n+3) z 

FIGURE 7.5. Fresnel Integrals. 

u=C(x) ,  y=S(x) 

7

.

3

.

14 

S(z)=-cos - z2 � 
-

z4n+3 
(7r ) "" ( l) n7r2n+l 

2 n=O 1 · 3 . . .  (4n+3) 
+ • (7r 2) -.0 (- 1) n7r2n 4n+l sm 2 z i;;6 1 . 3 . . . (4n+l) z 7

.

3

.

15 

C2 (z) =J112(z) +J512 (z) +J912 (z) + . . . 7 

.

3

.

16 

S2(z) =J312(z) +J112 (z) +Ju12 (z) + . .  . 

For Bessel functions Jn+u2 (z) see chapter 
10

. 

Symmetry Relations 7

.

3

.

17 

0(-z)=-C(z) , S(-z)=-S(z) 7

.

3

.

18 

C(iz) =iC(z) , S(iz)=-iS(z) 7

.

3

.

19 

c(z)=O(z) , S(z)=S(z) 

7

.

3

.

20 

7

.

3

.

21 

Value at Infinity 

1 C(x)�, 

Derivatives 

dj(x) --=-1rxg(x) dx ' 

Relation to Error Function (see 7.1.1, 7.1.3) 7

.

3

.

22 

C(z) +iS(z)=1�i erf [f (1-i) z] 

=1�i { 1-eii z• w [ � (l+i) z]} 
7

.

3

.

23 

g(x)=9t'{ 1�i w [f (1+i)x]} 
7

.

3

.

24 

j (x) =f { 1�i w [ f (l+i) x]} 

Relation to Confluent Hypergeometric Function (see 
chapter 13) 

7

.

3

.

25 

) . ) M (1 3 . 1r 2) C(z +�S(z =z 2' 2' � 2 z 

Relation to Spherical Bessel Functions (see chapter 10) 
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Asymptotic Expansions 
7

.

3

.

27 

"' m 1 · 3 . . . (4m-1 )  7l'Zj(z) ....... 1 +�1 
(- 1)  (7l'z2) 2m (z� co ,  l arg z l< �) 7

.

3

.

28 

( ) � (- l)m l · 3 . . . (4m+l) 1l'Zg Z "' £.....; ( 2 )2m+l  m=O 7l'Z ( z� co , l arg z l< �) 

If R�!l (z) , R�Kl (z) are the remainders aftern terms 
in 

7 

.3.27, 

7 

.3.28, respectively, then 

7

.

3

.

30 

R <gl fN\ = (-l ) n 1 · 3 . . . (4n+1 )  (J<Kl D � (1l'z2) 2n ' 

()<gl 1 f "' e-t tzn+
t 

dt ( l arg z l<7l') r (2n+J) ) 0 I +( 2 t  )2 4 
11'Z2 7

.

3

.

31 

IOU' I<I ,  IO<'l i<I ( 1 arg z l �  �) 
For x real, R�tl (x) and R�'l (x) are less in absolute 
value than the first neglected term and of the 
same sign. 

Rational Approximations 4 (0 � x � "' )  7

.

3

.

32 

1 + .926x f(x) 2+1 .792x+3. 104r+E(x) 7

.

3

.

33 

1 
g(x) =2+4. 142x+3.492x2+6.670x3+ E (x) 

I E (x) I � 2X lo-a 
(For more accurate approximations see [7 . 1] . )  7

.

4

. Definite and Indefinite Integrals 

For a more extensive list of integrals see [7 .5] , 
(7 8], [7. 1 5] .  7

.

4

.

1 
• CX) ,-r e-t�dt-...;r 
J o  2 

4 Approximations 7 .3.32, 7 .3.33 are based on those given 
in C. Hastings, Jr., Approximations for calculating Fresnel 
integrals, Approximation Newsletter, April 1956, Note 10. 
[See also MTAC 10, 173, 1956. ]  

7

.

4

.

2 

i
"' ��- &2-ac b e- (at2+2bt+cldt =- � e -a- erfc r: 

o 2 a va 7

.

4

.

3 

7

.

4

.

4 

(9Pa>O; n=O, 1 , 2, . . . ) 7

.

4

.

5 

(9Pa>O;n=0, 1 , 2, . . . ) 
7

.

4

.

6 

e-at2 cos (2xt)dt=- � e -a-i
"' 

1� :r2 
0 . 2 a 7

.

4

.

7 

. .  

i
"' 

1 ix/ .Ja e-at2 sin (2xt)dt =- e-z2ia et2dt 
0 {a 0 

7

.

4

.

8 

7

.

4

.

9 

i., e-atdt 11' r::: -:=-- =- e•• erfc vaz 
o {t (t+z) {Z 

(9Pa>O, z �O, Iarg zl<r) 7

.

4

.

10 

* 

7

.

4

.

11 

e , '��' ax2 f C  i"' -at2dt 

0 t2+r =2x e er c vax 

(x real, y>O) 

• See page n. 
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7.4.14 

f .. (x-t) e- t2dt 1r..l"w(x+iy) -.. (x-t)2+y2 
7.4.15 

(x real, v>O) 

f"' W- (x2-y2)]e- t2dt -� gt!w(x+iy) )0 t4-2(r-y2) t2+ (x2+y2) 2-2 y-ix 
(x real, y>O) 

7.4.16 

f "' 2xye-t2dt -� Jw(x+iy) 
Jo t4-2(x2-y2) t2+ (x2+y2) 2-2 y-ix 

7.4.17 

i"' 1 � a e-at erf bt dt=- e4b2 erfc -
o a 2b 

(x real, y>O) 

(&la>O, /arg b l<i) 
7.4.18 

7.4.24 J:"' e -at sin t(t2) dt=iD-c(���)J 

7.4.25 

("' e-at.Jt, j2 { [1 ( /2ab)] · Jo t2+b2 dt=1r"'V b 2-C -v-;- cos (ab) 
+[�-s(  .J2;b)J sin (ab) } (&la>O, gt!b>O) 

7.4.26 

i"' .jt��a��2) �� {[�-s( �2;b)J cos (ab) 

-[�-0( �2;b)J sin (ab) } (gt?a>O, gt!b>O) 
7.4.27 

i"' 1 fo"' e-atC(t)dt=� {[�-s(�)Jcos (a2�) sin (2at) erfc bt dt=- [1-e- <alb>2] (a>O,gt!b>O) J c " " o 2a 

7.4.19 

f "' � 1 /-b 
J o 

e-at erf,jbt dt=a,-v a+b 
7.4.20 i"' e-at erfc I. dt=� e -2..fiib 
7.4.21 

i.. ( �V e-2({CiC+·./b"c) 
0 e <a- b> t erf c {at+ -t dt -Jb(.;U,+.;b) 

7.4.22 

i"' e-at cos (t2)dt=��{G-s(���)Jcos(�) 
-[�-0(� ��)]sin (�)} (&la>O) 

7.4.23 

J:"' e -at sin (t2)dt=��{[�-c(���)] cos (�) 
+G-s (���)] sin (�)} (&i'a>O) 

-[�-o(;)J sin (�)} 
7.4.28 

i .. e -atS(t)dt=� {D-o(;) J cos (;:) 
+[�- s (;)J sinG:)} 

7.4.29 

7.4.30 

1 2a(-Ja2+ 1-a)! .,ja2+ 1 
(gt?a>O) 

1 2a(.,ja2+ 1 +a)! .,ja2+ 1 
(&la>O) 

7.4.31 i"' {[�-ocoJ+[�-s(t)J}at=� 
7.4.32 
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7.4.33 7.4.38 

J e -atzt-�dx=: [ e24b erf (ax+�) 
+e-24b erf (ax-�) ]+const. (a¢0) 

7.4.34 
=�� { C0S e2�(W)c[ �a! (ax+b)] 

f -alz'�d ..fii -a2z2+� [ (b+ · ) + · (b2-<W)s[ _ /2 ( +b)]}+ t e z1 x=-4a e x• w x tax sm -a- 'V a1r ax cons . 

+w (--x
b + iax)]+const. (a ¢0) 

7.4.35 J erf xdx=x erf x+ � e-z2+const . 
7.4.36 

J eaz erf bx dx=� [ eax erf bx-e=• erf ( bx-2�) J 
7.4.37 

J eaz erf �� dx=�{ eaz erf �� 

+const . (a¢0) 

+ const. (a¢0) 

7.4.39 

={ia { cos e2�(W) s [�a: (ax+b) J 
- sin e2 

a (W) a[{!;. (ax+b)]}+const. 

7.4.40 J C(x)dx=xC(x)-� sin (� x2)+const. 

7.4.41 J S(x)dx=xS(x)+� cos (� x2)+const. 

Numerical Methods 

7.5. Use and Extension of the Tables 

Example 1. Compute erf .745 and e-< ·746>2 
using Taylor's series. 

With the aid of Taylor's theorem and 7.1.19 
it can be shown that 

erf (x0+ph)=erf x0 

+ J-r e-�ph [1-phxo+�pW(2ro-l)]+E 

e- <zo+phl2=e-� [ 1-2phx0+ pW (2:zfo-1) 

-� p3h3Xo(2:zfo-3) ]+71 

where l E I< 1 .2 X 10-10, l11 l< 3.2 X 10-10 if h= 10-2, 
IP I � !. With Xo= .74, p=.5 and using Table 7.1 

erf .745= .70467 80779+ (.5) (.00652 58247) X 
[1 - {.005) (.74) + (.00000 83333) (.0952)) 

e - (.745)2= .J; (.65258 24665) [ 1- .0074 2 

= . 70792 8920 

+(.000025) (.0952) + (.00000 00833) (.74) (1 .9048) l 
= .57405 7910. 

As a check the computation was repeated with 
Xo= .75, p=-.5. 

Example 2. Compute erfc x to 5S for x=4.8. 
We have 1/r= .0434028. With Table 7.2 and 

linear interpolation in Table 7 .3, we obtain 

erfc 4.8= 4�8 (1 .1 1253) (10-10) (.552669) f 
= (1 . 1352) 10- 11• 
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Example 

3

. Compute e-x• i'"
e1'dt to 58 for 

x= 6.5. 

With 1 /z2= .0236686 and linear interpolation 
in Table 

7

.

5 

ru e-<6•5!1
J 0 e12dt= (.506143) /(6.5) =' .077868. 

Example 4. Compute i2 erfc 1 .72 using the recurrence relation and Table 

7

.

1

. 

By 
7

.

2

.

1

, using Table 

7

.

1

, 

i-1erfc 1 .72 = .05856 50. 

Using the recurrence relation 
7

.

2

.

5 

and Table 

7

.

1 

erfc 1 .72 = - (1 .72) (.01499 72) +  (.5) (.05856 50) 
= .0034873 

i2 erfc 1 .72= - (.86) (.0034873) + (.25) (.01499 72) 
= .0007502. 

Note the loss of two significant digits. 
Example 

5

. Compute i� erfc 1 .72 for k= 1,  2, 3 by backward recurrence. Let the sequence w'!f(x) (p.=m, m - 1 ,  . . .  , 1, 0, 
- 1) be generated by backward use of the recurrence relation 

7 

.

2

.

5 

starting with W:::+2 =0, w;::+t = 1 .  Then, for any fixed k, (see [7.7]) ,  

(x>O) . 

With x= 1 .72, m= 15 we obtain 

p w�1(1.72) p w�(1.72) p w�1(1.72) p w�'(l.72) 

1 7  0 12 (3) 2. 1011 7 (7\ 2. 5879 2 (11) 1.  2920 
16 1 11 (4) 1.  3831 6 (8) 1. 5569 1 (11) 6. 0064 
15 3. 44 10 (4) 9. 8005 5 (8) 8. 9787 0 �12) 2. 5830 
14 (1) 4. 3834 9 (5) 6. 4143 4 (9) 4. 9570 -1 13) 1. 0087 
13 (2) 2. 5399 8 (6) 4. 1666 3 (10) 2. 6031 

2 2 From Table 

7

.

1 

we have .,fir e- <L 72> = .058565. 
Thus, 
i erfc 1 .72 ""' (.058565) (6.0064 X 1011)/1 .0087 X 1013 

=3.4873 X l0-3 
i2 erfc 1 .72 ""' (.058565) (1 .2920 X 1011)/1 .0087 X 1013 

= 7.5013 X I0-4 
i3 erfc 1 .72 ""' (.058565) (2.6031 X l010)/1 .0087 X 1013 

= 1 .51 14 X 10-4• 
Example 6. Compute 0(8.65) using Table 

7

.

8

. With x=8.65, 1 /x= . 1 15607 we have from Table 
7

.

8 

by linear interpolation 
](8.65) = .036797, g(8.65) = .000159. 

From Table 4.6 

sin (� x2)= - .961382, cos (� x2)= - .275218. 

Using 
7

.

3

.

9 

0(8.65) = .5+ (.036797) (- .96 1382) 
- (.000159) ( - .275218) = .46467. 

Example 

7

. Compute 81 ( 1 . 1 )  to lOD. Using 
7

.

3

.

8 

and 
7

.

3

.

10 

we obtain by 6-pt interpolation in Table 

7

.

8 

8t ( 1 . 1 ) =8 ( 1 . 1  -J�) 
=8(.87767 30169) = .31865 571 72. 

Example 

8

. Compute 82(5.24) to 6D. Enter Table 

7

. 

7 

in the column headed by u. Using Aitken's scheme of interpolation 
!1. St(U) 

5. 20310 58 . 43280 06 . 03689 42 
5. 31808 80 . 41573 97 -. 07808 80 . 42732 63 
5. 08938 01 . 45093 88 . 15061 99 691 63 . 42718 63 
5. 43432 70 . 39999 44 -. 111432 70 756 60 6 52 . 4271 7 71 
4. 97691 11 . 46990 94 . 26308 89 674 79 9 39 61 . 42717 67 

82(5.24) = .427 177 
Example 

9

. Compute 82(5.24) using Taylor's series and Table 

7 

.

8

. Using 
7

.

3

.

21 

we can write Taylor's series forj2 (u) 

= j ( �Z:) and g2 (u)=g ( �2:) in the form 
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g2(u)=-[cl +c2 (u-uo) 

+ �� (u-u0)2+ �� (u-u0)3+ . .  ] 
where 

(k=O, 1 ,  2, . . . ) . 

Consulting Table 7.8 we chose Uo= 1/.185638 
=5.386819, thus having u-u0=5.24-5.386819 
=-. 146819. From Table 7.8 

j2(Uo) = . l68270, g2(u0) = .014483. 
Hence, applying the series above, 

]2(5.24) = . 170436, g2(5.24) = .015030. 
Using the 4th formula at the bottom of Table 7.8 

82(5.24) = .5- (.170436) (.503471) 
- ( .015030) (- .864012) = .42718. 

Example 10. Compute 82(2) using 7 .3.16. Generating the values of JnH(2) as described in chapter 10 we find 
82(2) =Ja/2(2) +J712(2) +Ju/2(2) +Jls/2(2) + . . .  

= .49129 + .06852 + .00297 + .00006 = .56284. 
Example 11. Compute i"" Yo?) dt by numerical 

integration using Tables 9.1 and 7.8. [Y0(t) is the Bessel function of the second kind defined in 9.1.16. ] We decompose the integral into three parts 
r.. at riO at r.. ... at 

J 1  Yo(t) T= J1 Yo(t) T+ J10 [Y0(t) -Y0(t)] T 

where 
+ f"" Yo(t) dt 

J 1o t 

sin (t-!.) 
... ( 9 ) 4 Yo(t) = 1-128t2 � 

( 75 ) cos (t-i) 
- 1-128t2 8t.Jtrl, 

represents the first two terms of the asymptotic expansion 9.2.2. 

By numerical integration, using Table 9.1, 

f lO dt 
J1 Y0(t) T=.41826 00. 

Using the fact that the remainder terms of the asymptotic expansion are less in absolute value than the first neglected terms, we can estimate 
I f "" [Yo(t) -Yo(t) ] dt l � � f"' [32 . 52 . 72 t-11/2 J 1o t 'J ;. j 10 212 . 4! 

Finally, 
+32 . 52 . 72 . 92 -13/2] d -7 

21s . 5! t t=7.33X 10 . 

f "" ... dt 14659 
J 10 Yo(t) t;= 6720 .J2"[1-C2(10)-82(10) ] 

5953819 cos 10-sin 10 
2688000 .Ji(.); 
23107 cos 10+sin 10 
2150400 .Ji(.); -.02298 78, 

using Tables 7.8 and 4.8. Hence 
J: .. Y0(t) �t = .41826 00- .02298 78= .39527 22. 

The answer correct to 8D is .39527 290 (Table 
11.2) . 

Example 12. Compute w(.44+ .67i) using bivariate linear interpolation. By linear interpolation in Table 7.9 along the x-direction at y= .6 and y= .7 
w(.44+ .6i) � .6(.522246+ . 167880i) + .4 (.498591 

+ .202666i) = .512784 + . 181794i 

w(.44+ .7i) � .6 (.487556+ . 147975i)+ .4 (.467521 + . 179123i) = .4 79542 + . 160434i. 

By linear interpolation along the y-direction at x= .44 
w(.44+ .67i) � .3 (.512784+ . 181794i) + .7 (.479542 

+ . 160434i) = .489515 + . 166842i. 
The correct answer is .489557+ . 166889i. 

Example 13. Compute f!.lw(z) for z= .44+ .61i. Bivariate linear interpolation, as described in 
Example 12, is most accurate if z lies near the center or along a diagonal of one of the squares of the tabular grid [7.6] . It is not as accurate for 
z near the midpoint of a side of a square, as in this example. However, we may introduce an auxil-
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iary square (see diagram) which contains z close to its center. Bivariate linear interpolation can then be applied within this auxiliary square. The values of w(z) needed at Z= 11, and z= s2 are easily approximated by the average of the four neighboring tabular values. Furthermore the parts to be used are given by 
l zo- Xd + l zo- X2 1 
I zo-si i=p1 p2, I zo-121 P11-p2 

where z= zo+ . 1 (p1 +ip2) . Thus, with Zo= .4 + .6i, 

II= .45+ .65i, 12= .45+.55i, PI _:_ .4, p2= . 1 ,  we get from Table 7.9 

&lw(sl) :::::: ! (.522246 + .498591 + .487556 + .467521 )  
= .493979 

&lw(s2) :::::: ! ( .522246 + .498591 + .56 1252 + .533157) 
= .528812 

&lw(z) """ [1 - (.4 +  . 1 ) ] {  [1- (.4- . 1 )] .522246 
+ (.4- . 1 ) .528812 ) + (.4 + . 1) X 

{ [ 1-(.4 - . 1)] .493979+(.4-. 1).498591 }  = .509789. 

The correct answer is .509756. Straightforward bivariate interpolation gives .509460. 
Example 14. Compute .fw(.39+ .6 1i) to 6D using Taylor's series. Let Z = .39 + .6 1i, z0 = .4+ .6i. From 7.1.20, and using Table 7.9, we have 
w(z0) = .522246+ . 167880i 

w' (zo) = - .21634+ .36738i, z-z0= (- 1 +i) 10-2 
!w" (zo) = - .2 15- . 185i, (z- z0)2 = -2iX 10-4 

.fw(z) = . 1 67880-.002 1634- .0036738 
+ .00004�10= . 162086. 

Example 15. Compute w(.4 - 1 .3i) . From 7 .1.11, 7 .1.12 

w(.4- 1 .3i) =w(- .4- 1 .3i) =2e- L4-Lail 2 
---;�---=-- w(.4 + 1 .3i) . 

Using Tables 7.9, 
4

.

4 

and 
4

.

6 

w(.4- 1 .3i) =4.33342 +8.04201i. 

Example 16. Compute w(7+2i) . Using the second formula at the end of Table 7.9 

(7+2 ") = (-2+7 ") ( .5124242 w � � 44.72474+28i 
.05176536 ) . + 42.27525+28i = .021853+ .075010t. 

Example 17. Compute erf (2 +i) .  From 7.1.3, 7.1.12 we have 
erf z= 1 -e-•2w(iz) = 1 -eu2-x2(cos 2xy 

-i sin 2xy)w(y+ix) 
Using Tables 7.9, 

4

.

4

, 

4

.

6 (z=x+iy) . 

erf (2 +i) = I - e-3 (cos 4-i sin 4)w( 1+2i) 

= 1 . 003606- .01 12590i. 

Example 18. Compute s� (G+i)-/2} 
From 7 .3.22, 7 .3.8, 7 .3.18 we have 

si (z) =!- 1-i 
ei•2w [c1 +i) _E_J 2 4 -v'2 

1 +i - j·2 [c · I) 
z J - 4  e w �- -v'2 · 

Setting z =G+i) -y'2 and making use of 7.1.11, 
7.1.12, and Table 7.9 

s� (G+i) -v'2)= 
i 1 - i  2 ( 3 . . 3) (1+3 ·) -2-4 e- cos 2-� sm z w 2 2 � 

+1 +i 2 ( 3+ . .  3) (3+ 1 ·) 4 e cos 2 � sm 2 w 2 2 � 
=- .990734- .681619i. 

Example 19. Compute i"" e- 014> 12-31 cos (2t)dt 
using Table 7 .9 • Setting b=y+ix, c=O in 7.4.2 and using 7.1.3, 
7.1.12 we find 
f"" e -at2-2yt cos (2xt)dt=! - /� &lw cx+iy) Jo 2 � a � 

(a>O, x, y real) . Hence from Table 7.9 

i"" e - 014> t•-at cos (2t)dt= -{1r &lw(2+3i) = .231761 . 
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Table 7 . 1  ERROR FUNCTION AND ITS DERIVATIVE 

� p- J'2 erf 1· 
2 .2 

erf .1: .1' ./' -·- e-.J 
, 1T  ' 1T  

o. 00 1. 12837 9 1 671 o. 00000 00000 o.  5 0  0. 87878 2 5789 o. 5 2049 98778 
o. 01 1. 12826 63348 o. 01128 34156 o. 51 0. 86995 15467 o. 52924 36198 
o. 02 1. 12792 79057 0. 02256 45747 o.  52  0. 861 03 70343 0. 5 3789 86305 
o. 03 1. 12736 40827 0. 03384 12223 o.  53 0. 85204 34444 o. 54646 40969 
o. 04 1. 12657 5 2 040 o. 04511 11061 o. 5 4  0 .  84297 5 1 8 1 3  o .  5 5 4 9 3  92505 

0. 05 1. 12556 17424 0. 05637 19778 0. 55  0. 83383 66473 o. 56332 33663 
o. 06 1. 12432 43052 o. 06762 15944 o. 56 o. 82463 22395 o.  57161 57638 
o. 07 1. 12286 36333 o. 07885 77198 o. 57 0. 81536 63461 o. 57981 58062 
0. 08 1. 12118 06004 o. 09007 812')8 o.  58 o. 80604 33431 o. 58792 29004 
0. 09 1. 11 927 6 2 1 2 6  o .  10128 05939 o. 59 o. 79666 75911 o. 59593 64972 

o. 10 1. 11715 1 6068 o. 11246 29160 o. 60 o. 78724 34317 o. 60385 60908 
o. 11  1. 11480 80500 0. 12362 2 8962 o. 61 o. 77777 51846 0. 61168 12189 
0. 12 1. 11224 69379 0. 1 3475 83518 o. 62 o. 76826 71442 o. 61941 1 46 1 9  
0 .  1 3  1. 10946 97934 o. 14586 71148 o.  63 o.  75872 35764 0. 62704 64433 
o. 14 1. 1 0647 82654 o. 15694 70331 o. 64 o. 74914 871 61 o. 63458 58291 

0.  15 1. 1 0327 41267 0. 16799 59714 o. 65 0. 73954 67634 0. 64202 93274 
0. 1 6  1. 09985 92726 o.  1 7901 1 81 32 o. 66 o. 72992 18814 o. 64937 66880 
0. 17 1. 09623 57192 o.  18999 24612 o. 67 o. 72027 81930 o. 65662 77023 
o. 18 1. 09240 56008 o. 20093 5 8390 o. 68 0. 71 061 97784 o. 66378 22027 
0. 19 1. 08837 1 1 683 o. 21183 98922 o. 69 o. 70095 06721 o. 6 7084 00622 

o.  20 1. 08413 47871 0. 2 2 270 2 5892 o. 70 o. 69127 48604 0. 67780 1 1938 
0. 2 1  1 .  07969 89342 o. 23352 19230 o. 71 o. 68159 62792 o. 68466 55502 
o.  22  1. 07506 61963 o. 24429 59116 o. 72  o. 6 7191 88112 o.  69143 31231 
0.  2 3  1. 0702 3 926 7 2  0 .  2 5 5 0 2  25996 o. 73 o. 66224 62838 0. 69810 39429 
0. 24 1. 06522 09449 0. 26570 00590 o. 74 0. 65258 24665 o. 70467 80779 

o. 25 1. 06001 41294 0. 27632 63902 o. 75  0. 64293 1 0692 o. 7 1 1 1 5  56337 
o. 26 1. 05462 18194 o.  28689 97232 o. 76 0, 63329 57399 0, 71753 6 7528 
o.  27 1. 04904 71098 0. 29741 82185 o.  77 0. 62368 00626 o. 72382 16140 
o. 28 1. 04329 31885 o.  30788 00680 o. 78 o. 61408 75556 o. 73001 04313 
o.  29 1. 03736 33334 o. 31828 34959 o. 79 0. 60452 16696 o. 73610 34538 

o. 30 1. 03126 09096 0, 3 2 862 67595 o. 80 0. 59498 57863 o. 74210 09647 
o. 31 1. 02498 9365 7 0. 33890 81503 o. 81 o. 58548 32161 o.  7 4800 32806 
o. 32 1. 01855 22310 0. 34912 59948 o. 82 0. 57601 71973 o. 75381 07509 
o. 33 1. 01195 31119 o.  35927 86550 o. 83 o. 56659 08944 o. 75952 37569 
o. 34 1. 00519 5 6887 o. 36936 45293 o. 84 'J. 55720 73967 o. 76514 2 7 1 1 5  

o .  3 5  o .  9 9 8 2 8  37121 0. 37938 20536 o.  85  0. 54786 97173 o. 77066 80576 
o. 36 o. 99122 10001 o.  38932 97011 0. 86 o. 53858 07918 o. 77610 02683 
o. 37 o. 98401 1 4337 o. 39920 59840 o. 87 0. 52934 34773 o. 78143 98455 
o. 38 0. 97665 89542 0. 40900 94534 o. 88 0. 52016 05514 o.  78668 73192 
o.  39 0. 96916 75592 0. 41873 87001 o. 89 o. 5 1 1 0 3  47116 o.  79184 32468 

o. 40 o. 96154 12988 o.  42839 23550 o.  90 0. 50196 85742 o. 79690 82124 
o. 41 o.  95378 42727 o.  43796 90902 0, 91 o. 49296 46742 o. 80188 28258 
o.  42 o. 94590 06256 0. 44746 76184 o. 92 0, 48402 54639 o. 80676 772 1 5  
o .  43 o. 93789 45443 0, 45688 66945 o. 93 o. 4751 5  33132 o. 8 1 1 5 6  35586 
o. 44 o.  92977 02537 o. 46622 5 1 1 5 3  o. 94 0. 46635 05090 o. 81627 10190 

o.  45 o.  9 2 1 5 3  20130 o.  47548 17198 o. 95  0. 45761 92546 o. 82089 08073 
o. 46 o. 91318 41122 o.  48465 5 3900 0. 96 o. 44896 16700 o. 82542 36496 
o. 47 0, 90473 08685 o. 49374 50509 o. 97 0. 44037 97913 o.  82987 02930 
0. 48 o. 89617 66223 0. 50274 96707 o. 98 o. 43187 55710 0,  83423 1 5 043 
o. 49 o. 88752 57337 o. 51166 82612 o.  99 o.  42345 08779 o. 83850 80696 

o. 50 o. 87878 2 5789 0. 5 2 049 98778 1. 00 o. 4 1 5 1 0  74974 o. 84270 07929 

[(-g)3] [(-:)1] [( -:)1] [(-:)1] 
See Example I .  

f 
2 �- 2 er :r= .J7i- 0 ,- t dt -: = 0.88622 69255 



:r 

' 1. 00 
1. 01 
1. 02 
1. 03 
1. 04 

1 ,  05 
1. 06 
1. 07 
1. 08 
1. 09 

1. 10 
1. 1 1  
1. 1 2  
1. 13 
1. 14 

1. 15 
1. 1 6  
1 .  1 7  
1. 1 8  
1. 1 9  

1. 2 0  
1 .  2 1  
1 .  2 2  
1 .  2 3  
1 .  2 4  

1. 2 5  
1 .  2 6  
1. 2 7  
1 .  2 8  
1 .  2 9  

1 .  30 
1. 31 
1. 32 
1. 33 
1. 3 4  

1 .  3 5  
1. 36 
1. 37 
1 . 3 8  
1. 3 9  

1. 4 0  
1 .  4 1  
I. 42 
1. 43 
1. 44 

1. 45 
1 .  46 
1. 47 
1. 48 
1 .  49 

1. 50 

2 2 
� e- r  {i 

0. 41510  74974 
o. 40684 71315 
o.  39867 13992 
0. 39058 18368 
0, 38257 98986 

0. 37466 6957 0 
0. 36684 43034 
o. 359 1 1  31488 
0. 35147 46245 
o. 34392 9782 7 

o. 33 647 95978 
o. 32912 4966 7 
o. 32 1 86 67103  
0. 3 1 470 5 5742 
0, 30764 2 2 2 99 

o. 3006 7 72759 
o. 29381 1 2389 
0. 28704 45748 
0, 28037 76702 
o.  27381 08437 

o. 2 6734 43470 
0, 26097 83664 
0. 2 5471 30243 
o. 2 4854 83805 
0. 24248 44335 

o. 2 3652 1 1 2 2 4  
0. 2 30 65 83281 
0. 2 2 489 58748 
0. 2 1923 35317 
o.  2 1367 1 01 45 

o. 20820 79868 
0. 20284 40621 
o.  19757 88048 
0. 19241  17326 
o.  18734 2 31 72 

o. 18236 99865 
o. 1 7749 41262 
o.  17271 40811 
0, 1 6802 91568 
o. 16343 86216 

o. 1 5 894 1 7 07 7  
o .  1 5 4 5 3  76130 
o. 15022 55027 
o.  14600 45107 
0. 14187 37413 

o.  1 3783 2 2 708 
0, 1 3387 91486 
o. 1 3001  33993 
0. 1 2 6 2 3  40239 
o. 12254 00011  

o .  1 1 893 02892 [(-g) l] 
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erf :r 

0, 84270 07929 
0. 84681 04962 
o.  85083 80177 
0. 85478 42115 
0. 85864 99465 

o. 862 43 61 061 
0. 86614 35866 
o. 86977 32972 
o.  87332 61 584 
o. 87680 3 1 0 1 9  

0. 88020 50696 
0. 88353 30124 
0. 88678 789 0 2  
0. 88997 06704 
0. 89308 2 32 7 6  

o .  89612 38429 
o. 89909 62029 
o.  9 0 2 0 0  03990 
0. 90483 74269 
o. 90760 82860 

0, 91031 39782 
o.  91295 55080 
0. 91553 388 1 0  
o .  91805 0 10 4 1  
0. 92050  5 1 84 3  

o .  92290  01283 
o. 9 2 5 2 3  59418 
o.  92751 36293 
o. 92973 41930 
o.  93189 86327 

0. 93400 79449 
o. 93606 31228 
0. 93806 51551  
0. 94001  50262 
o.  94191  37153 

0. 94376 21961 
0. 94556 14366 
0. 94731 23980 
0. 94901 60353 
0. 95067 32958 

0. 95228 51198 
0. 95385 24394 
o. 95537 61786 
o.  95685 72531 
o.  95829 65696 

0. 95969 50256 
0. 961 05 35095 
0, 9 6 2 37 28999 
0. 96365 40654 
o.  96489 78648 

o. 96610 51465 [( -g)l] 

;!: 

1. 50 
1 .  51  
1. 52 
1. 53 
1. 54 

1 .  55 
1. 56 
1. 5 7  
1 .  58 
1. 59 

1. 60 
1 .  61 
1. 62 
1. 63 
1. 64 

1. 65 
1. 66 
1. 67 
1. 68 
1. 69 

1. 70 
1. 7 l  
1. 7 2  
1. 7 3  
1 .  7 4  

1 .  7 5  
1 .  76 
1. 77 
1. 78 
1. 79 

1. 80 
1 .  81 
1. 82 
1. 83 
1. 84 

1. 85 
1. 86 
1. 87 
1. 88 
1. 89 

1. 90 
1 .  9 1  
1. 9 2  
1. 9 3  
1 .  94 

1. 95 
1. 96 
l.  97 
1. 98 
1. 99 

2. 00 

2 i 
�r·:.:: p - x  
\' 11"  

o. 1 1 893 02892 
o. 11540 38270 
o. 11195 95356 
0. 10859 63195 
0. 1 0531 30683 

0. 1 0 2 1 0  86576 
0. 09898 19506 
0, 09593 1 7995 
0. 09295 70461 
0. 09005 65239 

o. 08722 9 0586 
o. 08447 34697 
o. 08178 857 1 1  
o. 07917 31730 
o.  07662 6082 1 

0. 07414 6 1 034 
o. 07173 20405 
0. 06938 26972 
o. 06 709 68781 
0. 06487 33895 

o. 06271 1 0405 
0. 06060 86436 
0. 05856 50157 
o.  05657 89788 
0. 05464 93607 

0. 05277 49959 
0. 05095 47262 
0. 04918 74012 
0. 04747 18791 
o.  04580 7027 4 

o. 04419 17233 
0. 04262 48543 
o. 041 1 0  53185 
0. 0 3963 20255 
0. 03820 38966 

0. 03681 98653 
o. 03547 88774 
0. 03417 9892 0 
0. 03292 1 8811 
0. 03170  38307 

o. 03052 47404 
o. 02938 36241 
o. 02827 95101  
o.  02721 14412 
o. 02617 84752 

0. 02517 96849 
o. 02421 41583 
0. 02328 09986 
0. 02237 93244 
o. 02150 82701 

o.  02 066 69854 [(-g)l] 
0.88622 69255 
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Table 7.1 

erf .v 

0, 96610 51 465 
o. 96727 67481 
o. 9684 1  34969 
o. 96951 62091 
o. 97058 56899 

o. 97162 2 7 333 
o. 972 62 81220 
0. 97360 26275 
o.  97454 70093 
0, 97546 20158 

0, 97634 83833 
0. 97720 68366 
0. 97803 80884 
o. 97884 28397 
o. 97962 1 7795 

o. 98037 55850 
o. 98110 492 1 3  
o. 98181 0441 6  
o .  98249 27870 
0. 98315 2 5869 

o. 98379 04586 
0. 98440 70075 
0. 98500 28274 
0. 98557 84998 
o. 98613 45950 

0, 98667 16712 
o.  987 1 9  02752 
o. 98769 09422 
0. 98817 41959 
o. 98864 05487 

o. 98909 05016 
o. 98952 45446 
o. 98994 31565 
0. 99034 68051 
0. 99073 59476 

o. 99 1 1 1  1 0301 
0, 99147 24883 
o. 99182 07476 
o. 99215  6222 8  
o. 99247 93184 

0. 99279 04292 
o. 99308 99398 
o. 99337 82251 
o. 99365 56502 
o. 99392 25709 

o. 99417 93336 
o.  99442 62755 
o.  99466 37246 
0. 99489 20004 
o.  99511 14132 

o. 99532 2 2 6 5 0  [( -g)4] 
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Table 7.2 

X 

2.00 
2.01 
2.02 
2.03 
2.04 

2.05 
2,06 
2.07 
2.0 8 
2.09 

2 . 1 0  
2 . 1 1  
2 . 1 2  
2 . 1 3  
2.14 

2.15 
2 ,16  
2 .17  
2, 1 8  
2,19 

2 , 2 0  
2 . 2 1  
2.22 
2.23 
2.24 

2,25 
2.26 
2.27 
2,28 
2.29 

2 .30  
2,31 
2.32 
2,33 
2 . 34 

2.35 
2.36 
2.37 
2.38 
2.39 

2.40 
2.41 
2.42 
2.43 
2.44 

2,45 
2,46 
2.47 
2.48 
2,49 

2.50 

2. e - .r' 
,'11" 

- 2) 2. 0666 985 
... 2� 1 .985 4 636 
- 2 1 .  9070 402 
- 2 � 1.8313 482 
- 2 1. 7583 088 

- 2 1.6878 448 
- 2 1.6198 806 
- 2 1 . 5543 422 
- 2 1.49 1 1  571 
- 2 1. 4302 545 

- 2 1.3715 650 
- 2 1. 3150 2 0 7  
- 2 1 . 2 605 554 
- 2 1 .2081  043 
- 2 1 . 1 57 6  041 � 2 � 1 . 1 089 930 
- 2 1 . 0622 108 
- 2� 1.0171  986 � - 3 9. 7389 9 1 0  
- 3 9 . 3 2 2 5  6 2 3  

! _ r· 9221 551 
- 3 8. 5372 378 � - 3 8. 1672 930 
- 3 7.8118 164 
- 3) 7.4703 176 � _ 3r. 1423 190 
- 3 6.8273 562 � - 3 6. 5249 776 
- �� 6. 2347 440 
- 3 5. 9562 287 � - � 5 . 6890 172 

5.4327 069 � - 3 5.1869 067 
- 3 4,95 1 2  374 
- 3 4, 7253 306 

- 3) 4. 5 088 292 
- 3� 4. 30 1 3  869 
- 3 4. 1 02 6  681 
- 3 3.91 2 3  473 
- 3) 3. 7301 092 

- 3 3.5556 487 
- 3 3, 3886 700 
- 3 3. 2288 871 
- 3 3. 0760 2 3 0  
- 3 2. 9298 098 

- 3 2. 7899 886 
- 3 2.6563 089 
- 3 2, 5285 285 
- 3 2. 4064 136 
- 3 2. 2897 383 

( - 3) 2.1782 842 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

DERIVATIVE OF THI<: ERROR FUNCTION 
2 e- i' 2 e- .c' 2 e-i' X J: X ' lr  

2 . 5 0  _ 3r. 1782 842 3. 00 � - 4 � 1 . 3925 305 3.50 - 6 5 . 3994 268 
2.51  - 3 2. 0718 409 3. 0 1  - 4 1 . 3 1 1 3  047 3.51 - 6 5.0338 887 
2 .52 - 3 1.9702 048 3.02 � - 4) 1 .2345 698 3 . 52 - 6 4,69 2 1  589 
2 . 5 3  - 3� 1. 8731 8 0 0  3. 03 - 4� 1.162 0  929 3. 5 3  - 6 4. 3727 5 3 0  
2.54 - 3 1. 7805 771 3. 04 ( - 4 1 . 0936 52 1  3.54 - 6 4.0742 749 

2.55  - 3 1.6922 1 36 3.05  � - 4� 1 . 0290 362 3.55 - 6 3. 7954 1 1 3  
2.56 - 3 1.6079 137 3.06 - 5 9.6804 434 3.56 - 6 3.5349 275 
2 .57  - 3 1 . 5275 078 3.07 � - 5 � 9 . 1 048 542 3.57 - 6 3.2916 626 
2 . 58 - 3 1. 4508 325 3.08 - 5 8.5617 765 3.58 - 6 3. 0645 257 
2.59 - 3 1. 377 7 304 3. 09 - 5 8. 0494 817 3. 59 - 6 2.8524 914 

2 . 60 r 3 1. 3080 5 0 0  3. 1 0  - 5 7. 5663 267 3. 60 - 6 2 . 6545 968 
2.61 - 3 1 .2416 455 3. 1 1  - 5 7 . 1 1 0 7  499 3. 61 - 6 2 . 4699 374 
2.62 - 3 1 . 1 783 764 3. 1 2  - 5 6.6812 674 3, 62 - 6 2.2976 636 
2.63 - 3 1. 1 181 075 3 . 1 3  - 5 6.2764 699 3.63 - 6 2 . 1 369 782 
2.64 - 3 1. 0607 090 3. 1 4  - 5 5.8950 187 3.64 - 6 1.9871 328 

2,65 - 3 1 . 0060 5 5 8  3. 1 5  - 5 5. 5356 429 3.65 - 6 1.8474 2 5 0  
2.66 - 4 9.5402 778 3. 1 6  - 5 5.1971 360 3,66 - 6 1 .  7 1 7 1  961 
2,67 - 4 9. 0450 949 3. 1 7  - 5 4. 8783 532 3.6 7 - 6 1 . 5958 281 
2,68 - 4 8. 5738 992 3. 1 8  - 5 4.5782 082 . 3.68 - 6 1.4827 416 
2,69 - 4 8.1256 247 3. 19 - 5 4.2956 707 3.69 - 6 1 . 3773 933 

2. 70 - 4� 7, 6992 476 3.20  - 5 � 4. 0297 636 3. 70 � - 6� 1.2792 741 
2 . 71 4 7.2937 850 3.21 - 5 3. 7795 604 3. 71 - 6 1 . 1879 068 
2 . 72 - 4 � 6. 9082 932 3.22 _ 5r. 5441 831 3.72 � - 6� 1 . 1 0 2 8  445 
2.73 - 4 6. 5418 671 3.23 - 5 3.3227 997 3. 73 - 6 1. 0236 686 
2. 74 - 4 6, 1936 378 3 . 2 4  - 5 3.1 146 2 1 7  3 .  74 - 7 9.4998 6 79 

2 , 75 - 4 5,8627 725 3. 2 5  - 5 2,9189 025 3.  75 - 7} 8.8143 219 
2. 76 - 4 5. 5484 722 3.26 - 5 2. 7349 351 3.  76 - 7 8. 1766 120 
2.77 - 4 5 . 2499 7 1 3  3.27 - 5 2.5 620 500  3. 77 - 7 7.5835 232 
2 . 78 - 4 4. 9665 360 3.28 .- 5 2. 3996 1 3 5  3 .  7 8  - 7 � 7 . 032 0 473 
2. 79 - 4 4. 6974 632 3.29 - 5 2.2470 263 3. 79 - 7 6. 5193 709 

2.80 r 4 4. 442 0 794 3.30 - 5 � 2,1037 2 1 0  3,80 - 7 6. 0428 629 
2 , 81 - 4 4, 1997 400 3. 31 - 5 1 .  9691 613 3,81 - 7 5,6000 632 
2.82 - 4 3,9698 274 3.32 - 5 T.8428 397 3. 82 - 7 5 .1886 725 
2.83 - 4 3. 7 5 1 7  508 3. 3 3  - 5) 1 .  7242 768 3.83 - 7 4.8065 419 
2.84 - 4 3. 5449 449 3.34 - 5 ) 1 . 61 3 0  192 3,84 - 7 4.4516 637 

2.85 - 4 3. 3488 688 3.35 - 5) 1. 5086 387 3. 85 r 7 4.1221  624 
2. 86 - 4 3.1630 053 3. 36 - 5 � 1.4107 306 3,86 - 7 3,8162 867 
2 . 87 - 4 2.9868 598 3. 37 - 5 1. 3189 127 3,87 - 7 3. 5324 013 
2 . 88 - 4 2.8199 597 3.38 - 5 1 . 2328 243 3,88 - 7 3.2689 796 
2 , 89 - 4 2.6618 533 3.39 - 5) 1 . 1 5 2 1  246 3. 89 - 7 3.0245 971 

2,90 - 4 2. 5121 089 3. 40 ! - 5 1. 0764 921 3. 90 _ 7r · 7979 245 
2 . 9 1  - 4 2 . 3703 144 3. 41 - 5 1 . 0 056 235 3.91 - 7 2. 5877 2 1 8  
2.92 - 4 2. 2360 761 3.42 - 6 9. 3923 243 3,92 - 7 2. 392 8 327 
2 . 93 - 4 2 . 1 090 1 84 3. 43 - 6 8. 7704 910 3.93 - 7 2.2121 788 
2.94 - 4 1.9887 824 3. 44 ( - 6 8. 1881 894 3.94 - 7) 2. 0447 548 

2.95 - 4) 1 , 87 5 0  262 3.45 � - 6) 7. 6430 199 3.95 ( - 7 1 . 8896 240 
2 , 96 _ ·r · 7674 2 3 1  3.46 - ·r-1327 2 1 1  3.96 r 7 1. 7459 1 3 5  
2.97 - 4 1 . 6656 619 3.47 � - 6 6.6551 62 0 3.97 - 7 1.6128 098 
2,98 - 4 1. 5694 459 3. 48 - 6 6. 2 083 353 3.98 - 7 1.4895 557 
2 . 99 - 4 1. 4784 919 3.49 - 6 5. 7903 503 3.99 - 7 1.3754 458 

3.00 ( - 4) 1 . 3925 305 3. 5 0  ( - 6 )  5 . 3994 268 4. 00 ( - 7)  1. 2698 235 �� = 0.88622 69255 
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DERIVATIVE OF THE ERROR FUNCTION Table 7.2 

� e-r 2 e- r _g_ e- X'  2 e- r X X ;I: X ·{Ir ../if 

4. 0 0  - 7 1. 2 698 235 4. 50 � - 9 1.8113  059 5.00 -11 1. 5670 866 5,50 r,·r-2 2 3 3  160 
4,01 - 7 1 .1720  776 4,51 - 9 1 . 6552 434 5.01 -11 1.4178 1 69 5.51 -14 7.3659 906 
4.02 - 7 1 . 0816 394 4.52 � - 9 1.5123  248 5.02 -11 1.2825 089 5.52 -14 6.5967 265 
4.03 - 8 9.9797 993 4. 53 - 9 1 . 3814 699 5. 03 - 1 1  1 . 1 598 820 5.53 -14 5,9066 187 
4. 04 - 8 9,2060 694 4.54 - 9 1 . 2 6 1 6  849 5 . 04 -11 1. 0487 702 5.54 -14 5.2876 480 

4. 05 - 8r-4906 2 8 1  4. 55 - 9 1 . 1 5 2 0  559 5.05 -12 � 9,4811 285 5.55 r· 4. 7325 943 
4.06 - 8 7,8292 207 4.56 - 9 1 . 0517 423 5,06 -12 8, 5694 483 5.56 -14 4.2 349 585 
4, 07 - 8 7.2 178 923 4. 57 -10 9.5997 127 5,07 -12 � 7.7438 839 5,57 -14 3. 7888 9 1 7  
4 , 0 8  - 8 6.6529 674 4. 58 -10 8. 7603 2 64 5, 08 -12 6.9964 533 5,58 -14 3.3891 310 
4. 09 - ·  8 6. 1 3 1 0  3 1 3  4. 59 - 1 0  7 . 9 9 2 7  363 5 . 09 -12 6. 3198 998 5.59 -14 3. 0309 422 

4, 1 0  - 8 )  5. 6489 1 2 1  4.60 ro 7.2909 450 5, 1 0  ! -12r 7 076 270 5,60 rl4r-7 1 00 675 
4.11  - 8) '"2036 639 4. 61 - 1 0  6,6494 435 5.11  -12 5.1536 405 5.61 -14 2 . 4226 780 
4. 1 2  - 8 4.7925 5 1 7  4,62 - 1 0  6. 0631 7 2 4  5. 12 � -12 4. 6524 937 5,62 -14 2 . 1 65 3  317 
4. 1 3  - 8 4. 4130 364 4.63 -10 5. 5274 864 5.13  -12 4. 1 992 391 5.63 -14 1.9 349 346 
4, 1 4  - 8 4 .  0627 618 4, 64 -10 5. 0381 209 5. 1 4  -12 3 .  7893 835 5.64 -14) 1.7287 067 

4.15 ( - 8) 3. 7395 41 4 4,65 riO 4.591 1 621 5.15  -12 3. 4188 470 5.65 rl4) 1 . 5441 m 
4.16 r 8r.4413 471  4. 66 -10 4. 1830 187 5 . 1 6  -12 3.0839 257 5,66 -14� 1.3790 2 06 
4. 1 7  - 8 3. 1662 9 7 7  4.67 -10 3.8103 962 5.17  -12 2. 7812 580 5.67 -14 1.2313 037 
4. 1 8  - 8 2 . 9 1 2 6  4 9 0  4, 68 - 1 0  3. 4702 727 5.18 -12 2. 5077 937 5.68 -14 1 . 0991 900 
4. 1 9  - 8) 2.6787 841 4,69 ( -10 3. 1598 772 5.19 -12 2.2 607 652 5,69 -15) 9.81 05 529 

4.20  r 8 2 . 4632 041 4. 70 - 1 0  2 . 8766 694 5,20 ( -121 ' " 0 376 626 5.  70 -15 8.7544 193 
4. 2 1  - 8 2. 2 645 204 4.  71 - 1 0  2. 6183 2 0 7  5. 2 1  � - 1 2  1.8 362 094 5. 71 -15 7. 8 1 0 4  192 
4. 2 2  - 8 2 . 0814 463 4. 72 - 1 0  2. 3826 9 7 3  5,22 -12 1. 6543 420 5.72 -15 6.9668 183 
4,2 3  - 8 1.9127 901  4.  7 3  - 1 0  2 . 1 678 441 5.23 -12 1.4901 896 5, 73 -15 6.2130 917 
4, 2 4  - 8 1. 7574 484 4. 74 - 1 0  1 . 9 7 1 9  7 0 2  5 . 2 4  ( - 1 2  1.3 42 0 568 5. 74 -15 5.5398 0 1 3  

4. 25 r 8 1 . 6143 994 4, 75 -10 � 1 . 7934 357 5.25 -12 1.2 084 075 5,75 r5 4.9 384 851 
4. 2 6  - 8 1.4826 974 4.  76 -10 1 . 6307 388 5,26 -12 1. 0878 501 5,76 -15 4. 4015 583 
4.2 7  - 8 1 , 3614 673 4.  77 - 1 0� 1. 4825 049 5, 27 -13 9,7912 433 5. 77 -15 3.9222 232 
4,2 8  - 8 1 . 2498 993 4. 78 -10 1. 3474 759 5,28 -13 8. 8 1 08 899 5, 78 -15 3.4943 893 
4.29 - 8 1. 1472 445 4. 79 -10 1.2245 007 5. 2 9  -13 7.9271 093 5. 79 -15 3. 1 1 2 6  008 

4.30 - 8 1 . 0528 102  4. 80 -10 1 . 1 125 261  5. 30 -13 7.1305 505 5,80 -15� 2.7719 710 
4.31 - 9 9, 6595 598 4.81 -10 1 . 0 105 888 5.31 -13 6.4127 516 5.81 -15 2. 4681 247 
4.32 - 9 8,8608 977 4.82 -11 9. 1 780 821 5.32 -13 5. 7660 568 5, 82 -15 2.1971 447 
4, 3 3  - 9 8. 1266 442 4.83 -11 8. 3337 894 5.33 -13 5.1 835 412 5.83 -15� 1.9 555 249 
4. 34 - 9 7.4517 438 4.84 - 1 1  7. 5656 500 5,34 -13 4,6589 42 3 5,84 -15 1. 7401 279 

4. 35 r 9 6.8315 2 6 0  4,85 -llr-8669 377 5. 35 ( -Br- 1 865 979 5, 85 -15 1 . 5481 468 
4. 36 - 9 6.2616 772 4.86 -11 6.2315 074 5. 36 r13 3.7613 895 5,86 -15 1 ,3770  708 
4. 3 7  - 9 5, 7382 144 4.87 -11 5. 6537 456 5.37 -13 3.3786 9 1 3  5.87 -15 1 . 2 246 543 
4,38 - 9 5,2574 6 03 4.88 -11 5. 1 285 259 5.38 -13 3. 0343 233 5.88 -15 1 . 0888 898 
4.39 - 9 4.8160 2 1 0  4. 89 -11 4. 65 1 1  6 75 5. 39 -13 2. 7245 096 5,89 - 1 6  9.6798 2 4 1  

4 . 4 0  _ 9r.4107 6 4 7  4. 90 -llr-2173 976 5.40 l -13r4458 396 5,90 r6 8. 6032 81 7 
4. 41 - 9 4, 0388 0 1 8  4.91 -11 3. 8233 166 5.41 -13 2. 1952 336 5,91 -16 7. 6449 380 
4.42 - 9 3.6974 673 4,92 -1 1 3. 4653 660 5. 42 -13 1. 9699 1 1 2  5.92 -16 6.  7919  883 
4.4 3  - 9 � 3.3843 033 4. 9 3  -11 3. 1402 998 5.43 � -13 1 .  7673 627 5,93 -16 6. 0329 959 
4, 44 - 9 3. 0970 439 4,94 -11 2 . 8451 570 5.44 -13 1 . 5853 234 5.94 -16 5. 3577 479 

4.45 ( - 9 2 . 8336 002  4.95 -11 2. 5772 379 5.45 -13 1 .4217  499 5,95 -16 4. 7571 261 
4.46 r 9 2,592 0 474 4.96 -11 2.3340 811 5.46 -13 1. 2747 989 5,96 -16 4,2229 913 
4. 47 - 9 2. 3706 1 1 8 4. 9 7  - 1 1  2. 1 1 34 428 5. 47 -13 1. 1 42 8  081  5,97 -16 3. 7480 80 1 
4,48 - 9 2 . 1676 596 4, 98 -11 1 . 9132 785 5.48 -13 1 . 0242 785 5,98 -16 3.3259 113 
4,49 - 9 1 . 9816 862 4,99 -11 1 .  731 7 254 5,49 -14 9.1 785 895 5,99 -16 2.9507 038 

4. 50 ( - 9) 1.8113  059 5. 00 ( -11) 1.5670 866 5.50 ( -14) 8, 2233 1 60 6, 0 0  ( -16) 2 .6173 012 �; = 0.88622 69255 
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Table 7.2 

X 1 e-.r' ,-
... 71" 

6.00 � -16) 2.6173 012 
6. 01 -16� 2.3211 058 
6,02 � -16 2. 0580 187 
6,03 -16) 1.8243 864 
6,04 -16) 1. 6169 533 

6.05 � -16) 1.4328 188 
6. 06 -16� 1. 2693 992 
6,07 r -16 1.1243 934 
6,08 -17) 9.9575 277 
6,09 -17) 8. 8165 340 

6,10 -17) 7. 8047 211 
6.1 1  -17� 6.9076 453 
6.12 -17 6. 1124  570 
6,1 3  -17� 5.4077 268 
6.14 -17 4. 7832 911 

6.15  � -17 4.2301 135 
6.16 -17 3, 7401 616 
6.17 � -17 3.3062 970 
6,18 -17 2.9221 768 
6.19 -17 2.582 1  666 

6,2 0 -17) 2. 2812 620 
6.2 1  -17) 2.0150 194 
6.22 -17� 1.  7794 936 
6,23 -17 1.5711 830 
6.24 -17 1. 3869 801 

6.25 r17 1.2241 281 
6.2 6  -17 1. 0801 812 
6.27 -18 9.5297 064 
6.28  -18 8.4057 325 
6.29 -18 7.4128 42 1 

6.30 -18� 6.5359 252 
6.31 -18 5. 761 5 92 5 
6.32 -18� 5. 0779 819 
6.33 -18 4. 4745 863 
6.34 -18 3. 9421 013 

6.35 ( -18� 3.4722 886 
6.36 � -18 3, 0578 557 
6.37 -18� 2.6923 486 
6.38 -18 2.3700 568 
6.39 ( -18 2. 0859 281 

6.40 r18) 1.8354 945 
6,41 -18� 1. 6148 045 
6.42 -18 1.4203 650 
6.43 -18 1.2490 883 
6.44 ( -18) 1. 0982 455 

6.45 ( -19) 9. 6542 574 
6,46 � -19 � 8,4849 924 
6,47 -19 7.4558 503 
6.48 -19 6. 5502 224 
6.49 ( -19) 5. 7534 461 

6. 50  ( -19) 5. 0525 800 
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X 

6.50  
6 .51  
6. 52 
6. 53 
6,54 

6, 55  
6, 56 
6,57 
6,58 
6.59 

6.60 
6.61 
6,62 
6. 63 
6.64 

6,65 
6.66 
6.67 
6.68 
6.69 

6. 70 
6.  7 1  
6,72 
6,73 
6. 74 

6. 75 
6. 76 
6.77 
6. 78 
6,79 

6,80 
6.81 
6. 82 
6.83 
6.84 

6,85 
6,86 
6,87 
6.88 
6,89 

6, 90 
6.91 
6,92 
6.93 
6.94 

6,95 
6,96 
6.97 
6,98 
6.99 

7,00 

2 ' --c= e-x 
..,,71" � -19) 5. 0525 800 

-19 3.8942 418 
-19r. 4362 038 

( -19 3.4178 066 
( -19) 2,  9990 603 

-19) 2. 6310 921 
-19! '" 3078 100 
-19 2. 0238 447 
-19 1.7744 651 
-19 1. 5555 031 

-19 1. 3632 874 
-19 1. 1945 852 
-19 1 . 0465 500 
-20 9.1667 618 
-20 8,0275 879 

-20 7. 0285 758 
-20 6. 1526 575 
-20 5. 3848 212  
-20  4. 7118  664 
-2 0 4. 1221  880 

-20 3.6055 852 
-20 3.1530 937 
-20 2. 7568 372 
-20 2,4098 972 
-2 0 2 .1061 973 

-20 1 .8404 021 
-20 1 .6078 278 
-20 1 .4043 634 
-2 0 1.2264 013 
-20 1.0707 765 

-21 9.3471 286 
-21 8. 1577 565 
-21 7 .1183 018 
-21 6. 2100  515 
-21 5.4166 048 

( -21 4. 7235 904 
( -21 4. 1 184 183 � -21 3.5900 610 

-21 3. 1288 615 
( -21 2.  7263 649 

-21r- 3751 704 
-21 2. 0688 010 
-21 1 .8tll5 892 
-21 1. 5685 776 
-21) 1. 3654 297 

( -21) 1. 1883 540 1 -21 ! '" 0340 356 
-22 8.  995 7 684 
-22 7. 8244 565 

( -22 6,8042 96 7 

( -22)  5. 9159 630 -

:r 

7. 00  
7 .01  
7.02 
7.03 
7. 04 

7. 05 
7.06 
7.07 
7.08 
7. 09 

7.10 
7.11 
7.1 2  
7. 1 3  
7.14 

7.15  
7.16 
7.17 
7.18 
7.19 

7.20 
7.21 
7.22  
7.2 3  
7.24 

7.25 
7.26 
7.27 
7.28 
7.29 

7.30 
7.31 
7.32 
7.33 
7.34 

7.35 
7.36 
7.37 
7.38 
7.39 

7.40 
7.41 
7.42 
7.43 
7.44 

7.45 
7.46 
7.47 
7.48 
7.49 

7.50 

-22 
-22 
-22 
-22 
-22 

-22 
-22 
-22 
-22 
-22 

-22 
-22 
-22 
-23 
-23 

2 ' -;= e-x 
"'' 'II" 

5. 9159 630 
5.1425 768 
4.4694 005 
3.8835 679 
3.3738 492 

2.9304 450 
2. 5448 057 
2 ,2094 736 
1.9179 450 
1.6645 491 

1.4443 426 
1.2530 171 
1. 0868 181 
9.4247 516 
8. 1713 928 

-23� 7. 0832 963 
-23 6.1388 620 
-23� 5. 3192 876 
-23 4,6082 095 
-23 3.9913 893 

-23 3.4564 408 
-23 2.9925 904 
-23 2.5904 701  
-23 2 .2419  351 
-23 1.9399 057 

-23 1. 6782 295 
-23 1.451 5  608 
-23 1�2552 558 
-23 1 .0852 815 
-24 9. 3813 574 

-24 8. 1 077  830 
-24 7.0057 026 
-24 6.0522 159 
-24 5,2274 546 
-24 4. 5141 841 

-24 3.8974 577 
-24 3.3643 153 
-24 2.9035 220 
-24 2.5053 400 
-24 2.1613 315 

-24r-8641 859 
-24 1 .6075 712 
-24 1. 3860 036 
-24 1 .1947 351  
-24)  1. 0296 557 

-25 8.872 0 826 
-25 7.6431 480 
-25 6,5831 250  
-25 5.6689 820 
-25 4.8808 021 

( -25) 4.2013  654 2 = 0.88622 69255 

X 1 e-x' � 
7.50 ! -25r-2013  654 
7.51 -25 3.6157 871 
7. 52 -25 3.1112 033 
7.53 -25 2 . 6  764 989 
7.54 ( -25 2 .302 0  719 

7.55 -25! '.9796 292 
7.56 -25 1. 7020 094 
7. 57 -25 1 .4630 299 
7.58 -25 1 .2573  541 
7.59 -25) 1.0803 765 

7.60 -26� 9,2812 353 
7.61 -26 7. 9716 752 
7.62 -26� 6.8455 216  
7 .63  -26 5 .8772  834 
7.64 -26 5. 0449 849 

7. 65 -26� 4. 3296 844 
7.66 -26 3. 7150  594 
7. 67 -26� 3.187 0  466 
7.68 -26 2.  7335 323 
7.69 -26 2 .3440 839 

7. 7 0  � -26 2, 0097 185 
7. 71 -26 1. 7227 031 
7. 72 � -26 1 . 4763 822 
7.73 -26 1 .2650 285 
7. 74 -26 1.0837 147 

7. 75 -27� 9.282 0 251  
7 .  76  -27 7.9484 723  
7 .77  -27  6. 8051 505  
7 .  78 -27� 5.8251 2 09 
7. 79 -27 4. 9852 310 

7.80 1 -27r2655 868 
7. 81 -27 3.6490 970 
7. 82 -27 3.1 2 1 0  820 
7.83 -27 2 .6689 356 
7.84 ( -27 2.2818 346 

7.85 -27 1.9504 883 
7.86 -27 1 . 6669 2 36 
7.87 -27 1 .4242 990 
7.88 -27 1 .2167 456 
7.89 -27 1 .0392 297 

7.90 -28! ".8743 478 
7.91 -28 7. 5766 022 
7.92 -28 6.4673 396 
7.93 -28 5.5193 762 
7.94 -28) 4. 7094 204 

7.95 ( -28) 4.0175 202 
7.96 ! -28r-4265 874 
7.97 -28 2 .  9219 899 
7.98 -28 2.4912 008 
7.99 -28 2 .1234 982 

8. 00 ( -28) 1.8097 068 



X 

8.00 
8. 01 
8.02 
8.03 
8.04 

8.05 
8. 06 
8. 07 
8. 08 
8,09 

8. 1 0  
8.11 
8.12 
8. 13 
8.14  

8 .15  
8. 16  
8.17 
8. 18  
8. 1 9  

8.2 0  
8.2 1  
8.22 
8.2 3  
8.2 4  

8.25 
8.26 
8.2 7  
8.28 
8.29 

8.30 
8.31 
8.32 
8. 33 
8.34 

8.35 
8.36 
8.37 
8.38 
8.39 

8.40 
8.41 
8.42 
8.43 
8.44 

8.45 
8.46 
8. 47 
8.48 
8.49 

8.50 

2 - e-x' ,r.;;. � � -28� 1. 8097 068 
-28 1. 5419 762 � -28 1. 3135 913 
-28� 1.1188 091 
-29 9.5271 911  ! -29! "' 1 1 1 2  334 
-29 6. 9043 382 � -29 5.8758 453 
-29 4. 9995 601 

( -29) 4.2531 077 (29 ! " 6173 797 
-29 3. 0760 612 
-29 2 . 6152  245 
-29 2. 2229 829 

( -29) 1 .8891 933 � -29 � 1. 6052 025 
-29 1. 3636 296 

( -29 1.1581 801 
( -30� 9.  8348 778 
( -30 8.3497 786 � -30) 7.0875 167 

-30r. 0148 71,  { -30  5. 1035 431  
-30  4.3294 2 62 
-30 3. 6719 947 

! -30 3. 1137  725 
-30 2. 6398 841 
-30 2 .2376 697 
-30 1.8963 577 

( -30 1. 6067 846 

-30� 1. 361 1 569 
-30 1 .1528  476 
-31 � 9. 7622 228  
-31  8.2649 206  
-31  6.9958 7 1 0  � -31 5.9204 954 
-31 5. 0094 199 � -31 4.2376 977 
-31 3. 5841 456 

( -31 3. 0307 803 (31)  2.5623 380 
-31 � 2. 1658 657 
-31 1 .8303 736 
-31 1. 5465 399 

( -31) 1.3064 586 

r3T . 1 034 263 
-32 9. 3176 012  
-32 7. 8664 369 
-32 6. 6399 552 
-32 5. 6035 774 

( -32) 4. 7280 139 
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� p - :r' 
2 

e-x' 
2 2 

X X ,- X ;- e - .r 
, .. 7r ,, ,. , ,. 

8.50 � -32 � 4.  7280 139 9.00  r36) 7.4920 734 9.50 � -40 � 7.2007 555 
8. 51  -32  3 .  9884 601  9. 0 1  -36! '.2572 800 9 .51 -40 5.9541 351 
8.52 ( -32 � 3.3639 141 9.02 -36 5.2249 519  9.52 � -40 � 4.9223 495 
8.53 � -32 2. 8365 973 9.03 -36 4. 362 0 651 9 .53  -40  4. 0685 471  
8.54 -32 2.3914 628 9. 04 -36 3.6409 535 9.54 -40 3. 362 1 678 

8. 55 ( -32 2 .0157  780 9.05 � -36� 3.0384 441 9.55 (40 ! 2.777 8  742 
8.56 r" 1.6987 713 9. 06 -36 2.5351  317 9.56 -40 2.2946 629 
8.57 -32 1.4313 316 9.07 � -36� 2.1147  690 9.57 -40 1.8951 272 
8. 58 -32 1 .2057 541 9.08 -36 1. 7637 559 9.58 -40 1. 5648 437 
8.59 -32 1. 0155 245 9 .09 -36) 1.4707 105 9.59 ( -40)  1 .2918 638 

8.60 ( -33r-5513 598 9. 10  ( -36) 1 .2261 088 9. 60 � -40) 1 .0662 907 
8.61 r" 7.1993 468 9. 11  � -36� 1.0219 837  9.61 -41 � 8. 7992 901 
8.62 -33 6. 0598 819 9.12 -37 8. 5167 148 9.62 � -41 7.2599 363 
8. 63 -33 5. 0997 438 9, 1 3  -37) 7. 0959 960 9. 63 -41 5. 9886 802 
8. 64 -33) 4. 2908 734 9 .14  ( -37) 5 .9110  925 9.64 -41) 4.9390 403 

8.65 ( -33) 3.6095 760 9.15  ( -37� 4.9230 619 9.65 � -41 } 4.0725 570 
8.66 ! -33r-0358 465 9 ,16  ( -37  4. 0993 592  9.66 -41 3,3574 141 
8.67 -33 2 .5527 988 9.17 ( -37}  3.4127 918  9 .67  -41  2 .7672 971 
8.68 -33 2. 1461 817 9,18 � -37} 2.8406 437 9.68 ( -41 2 .2804 460 
8.69 -33 1.8039 709 9, 1 9  -37} 2. 3639 423 9.69 ( -41 1.8788 710  

8.7 0  ( -33) 1. 5160 2 2 8  9 . 2 0  � -37) 1.9668 449 9. 70 � -41) 1 .5477 017 
8.  71 � -33) 1 .2737 818 9 .21  -37) 1.6361 251  9 .71  -41r .2746 493 
8.72 -33 � 1. 0700 339 9.22 { -37� 1. 3607 427 9.72 -41 1. 0495 600 
8. 73 -34 8. 9869 668 9.23 -37 1.1314 847 9.73 � -42 8.6404 628 
8.74 ( -34 7.5464 360 9,24 -38 9.4066 395 9. 74 -42 7.1118 055 

8.  75 -34)  6. 3355 422 9.25 ( -38) 7.8186 802 9.  75 (42)  5,8524 252 
8. 76 -34� 5.3178 836 9,26 ( -38� 6.4974 888 9.76 -42 � 4.8150 968 
8.77 -34 4.4627 957 9.27 � -38 5. 3984 710 9.77 -42 3. 9608 401 
8. 78 -34) 3. 7444 525 9 ,28 -38� 4. 4844 496 9. 78 -42 3.2574 87 3 
8. 79 -34) 3.1411 074 9,29 -38 3. 7244 373 9. 79 ( -42) 2. 6784 979 

8. 80 ( -34� 2. 6344 525  9.30 ! -38! '.0926 112 9.80  � -42 � 2 . 2 019 782 
8.81 r34 2 .2090 784 9.31 -38 2. 5674 566 9.81 -42 1.8098 720 
8.82 -34� 1.8520 1 72 9.32 � -38 2 .131 0  5 2 0  9.82 -42 � 1. 4872 907 
8.83 -34 1.5523 585 9.33 -38 1. 7684 718 9.83 � -42 1.2219 600 
8.84 -34 1. 3009 248 9. 34 -38) 1. 4672 880 9.84 -42) 1. 0037 632 

8.85 � -34) 1. 0899 975 9.35 r38! 1 .2111  545 9.85 ( -43) 8.2436 338 
8. 86 -35r. 1308 655 9. 36 -38 1. 0094 602 9. 86 � -43� 6. 7689 179 
8.87 -35 7.6473 600 9. 37 -39 8. 3703 932 9.87 -43 5 .5569 047 
8. 88 ( -35 6.4036 010  9.38 -39 6.  9392 997 9.88 -43 4. 5609 970 
8.89 ( -35 5. 3610 534 9,39 ( -39} 5. 7517 311  9 .89  ( -43) 3. 7428  271  

8. 90 -35) 4.4873 418 9.40 ( -391 "7664 456 9.90 -43)  3.0708 096 
8. 91 -35t 7552 711  9.41  � -39 3. 9491 520  9. 9 1  -43! '.5189 471 
8.92 -35 3.1420 030 9.42 -39 3.2713 439 9.92 -43 2. 0658 489 
8.93 -35 2.6283 611 9.43 -39 2. 7093 286 9.93 -43 1. 6939 130  
8.94 -35 2. 1982 476 9.44 ( -39) 2.2 434 186 9.94 -43 1 .3886 628 

8.95 ( -35r-8381 516 9.45 r39) 1 .8572 574 9.95 � -43)  1 .1 381 922 
8. 96 � -35 1 . 5367 357 9.46 -39! 1, 5372 589 9.96 -44� 9.3271 204 
8, 97 -35 1. 2844 884 9. 47 -39 1 .2721  404 9,97 { -44 7.6417 477 
8. 98 -35 1. 0734 315 9 . 48 -39 1.0525 343 9.98 -44� 6.2596 629 
8. 99 -36} 8.9687 435 9.49 -40 8.  7066 400 9.99 -44 5.1265 162 

9, 00 ( -36) 7.4920 734 9.50  ( -40) 7.2007 555 1 0. 00 ( -44) 4.1976 562 ¥ = 0.88622 69255 
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Table 7.3 

x-2  
o .  250 
o .  245 
0. 240 
0. 235 
0. 2 3 0  

o. 225 
o .  220 
0 . 215 
0 .  210 
o .  205 

0. 200 
o. 195 
0. 190 
o.  185 
0. 180 

0. 175 
0. 1 70 
0. 165 
0. 160 
0. 155 

o. 150 
0. 145 
0 . 140 
0. 135 
0. 13.0 

0. 1 25 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

COMPLEMENTARY ERROR FUNCTION 

XC7 2 erfc X 
0. 51079 14 
o.  51163 07 
0 . 51247 67 
o.  5 1 332 94 
o. 51418 90 

0. 51505 55 
o. 51 592 92 
o. 51 681 01 
o. 51769 83 
o.  51859 40 

o. 51949 74 
0. 52 040 85 
0. 52132 75 
0. 52225 45 
o.  52318 98 

o. 52413 33 
0. 52508 55 
o. 52604 63 
o.  52701 59 
0. 5 2799 46 

0. 52898 25 
o.  52997 98 
0. 5 3098 67 
o. 53200 35 
o. 53303 02 
o. 5 3406 72 [( -

3
6) 1] 

<x> 
2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
3 
3 

3 
3 
3 
3 
3 

3 

x-2  
0 . 125 
0. 120 
0. 1 1 5 
0. 110 
0. 1 05 

0. 100 
0 . 095 
0 . 090 
0 . 085 
0 . 080 

0. 075 
0 . 070 
0. 065 
0. 060 
0 . 055 

0. 050 
o .  045 
0. 040 
0. 035 
0 . 030 

0 . 025 
0 . 020 
0 . 015 
0. 010 
0 . 005 

0 . 000 

xex2 erfc X 
0. 5 3406 72 
o. 53511 47 
0. 5 3617 29 
0. 5 3724 20 
o. 5 3832 23 

0. 5 3941 41 
0. 54051 76 
0. 54163 32 
0. 54276 11 
o. 54390 16 

o. 54505 51 
0. 54622 19 
o.  54740 24 
o.  54859 69 
o.  54980 58 

0. 551 02 95 
0. 55226 85 
0. 55352 32 
0. 55479 41 
0. 55608 17 

0. 55738 65 
0. 55870 90 
o. 56005 00 
0. 56140 99 
0. 56278 96 

0. 56418 96 
[C -:)3] 

See Example 2. 

<x> =nearest integer to x. 

n erfc -vn1r n erfc �n1r 
1 0. 01218 88821 84803 6 0. 00000 00008 25422 2 0. 00039 27505 88282 7 0. 00000 00000 33136 3 0. 00001 41444 02689 8 0. 0 0000 00000 01343 4 0. 00000 05351 64662 9 0. 00000 00000 00055 5 0. 00000 00208 26552 10 0. 00000 00000 00002 

2 L "'  erfc X = r= e-t2dt = l - erf x v1f x 
erfc �ni compiled from 0. Emersleben, Numerische Werte des Fehlerintegrals ftir �n1r, 
Z. Angew. Math. Mech. 31, 393-394, 1951 (with permission) . 

<x> 
3 
3 
3 
3 
3 

3 
3 
3 
3 
4 

4 
4 
4 
4 
4 

4 
5 
5 
5 
6 

6 
7 
8 
10 
14 

I)() 



ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

REPEATED INTEGRALS OF THE ERROR FUNCTION 

2n C' 1) · 11 f r 2+ 1 er c ,!' 

X n = l  n =2 n =3 
o. 0 1. 00000 1. 00000 1. 00000 
0. 1 � - 1! B. 32738 � - 1� 7. 93573 r 1r- 62409 
o. 2 - 1 6, a5245 - 1 6. 22654 - 1 5. 74aa2 
o. 3 - 1) 5. 5693a � - 1� 4. a2a42 - 1 4. 2a565 
o. 4 - 1) 4. 46aa4 - 1 3. 69906 - 1 3. 15756 

o. 5 f - 1 3. 53a55 - 1� 2. 79a59 ( - 1 2. 29a46 
o. 6 - 1 2. 76388 - 1 2. 09021 r 1 1. 65244 
o. 7 - 1 2. 12a69 - 1 1. 54061 - 1 1. 17295 
o. a � - 1 1. 61601 - 1 � 1. 12021 - 2 8. 21802 
o. 9 - 1 1. 20884 - 2 a. 03288 - 2 5. 68138 

1. 0 - 2 8. 90739 r ,  5. 67901 - 2 3. a7449 
1. 1 - 2 6. 46332 - 2 3. 95711 - 2 2. 60573 
1. 2 - 2 4. 61706 - 2 2. 716a6 - 2 1. 72776 
1. 3 - 2 3. 24613 - 2 1. a3748 - 2 1. 1291a 
1. 4 - 2 2. 24570 - 2 1. 223aa - 3 7. 27211 

1. 5 - 2 1. 52836 - 3 a. 02626 - 3 4. 61400 
1. 6 - 2 1. 02305 - 3 5. 1a140 - 3 2. a8347 
1. 7 - 3 6. 7340a - 3 3. 29192 - 3 1. 77452 
1. 8 - 3 4. 35805 - 3 2. 05795 - 3 1. 07519 
1. 9 - 3 2. 77245 - 3 1. 26566 - 4 6. 412a1 

2. 0 - 3 1. 73350 - 4 7. 65644 - 4 3. 76431 
2. 1 - 3 1. 06515 - 4 4. 55498 - 4 2. 17431 
2. 2 - 4 6. 43074 - 4 2. 66457 - 4 1. 23562 
2. 3 - 4 3. 81436 - 4 1. 53245 - 5 6. 90731 
2. 4 - 4 2. 22250 - 5 8. 66372 - 5 3. 79773 

2. 5 - 4 1. 27195 - 5 4. a1417 � - 5) 2. 05339 
2. 6 - 5 7. 14929 - 5 2, 62896 - 5� 1. 09167 
2. 7 - 5 3. 94619 - 5 1. 41072 - 6 5. 70591 
2. a - 5 2. 13aa2 - 6 7. 43784 � - 6� 2. 93172 
2. 9 - 5 1. 13a20 - 6 3. a5260 - b 1. 4a058 

3. 0 - 6 5. 94664 - 6� 1. 96029 � - 7� 7. 34a67 
3. 1 - 6 3. 05003 - 7 9. 79725 - 7 3. 5a429 
3. 2 - 6 1. 53562 - 7 4. 80916 - 7 1. 71780 
3. 3 - 7 7. 5a899 - 7) 2. 31835 � - 8) 8. oa871 
3. 4 - 7 3. 6a109 - 7) 1. 0974a - a) 3. 74180 

3. 5 - 7 1. 75241 - a) 5. 1 014a - 8� 1 . 70036 
3. 6 - a a. 1a726 _ ·r 32831 - 9 7. 5a967 
3. 7 - a 3. 75373 - a 1. 04329 - 9 3. 32733 
3. a - 8 1. 6a883 - 9 4. 58945 - 9� 1. 43260 
3. 9 - 9 7. 45575 - 9 1. 9a190 -10 6. 05736 

4. 0 - 9 3. 22966 -10 a. 40124 -10 2. 51501 
4. 1 - 9 1. 37267 -10 3. 49560 -10 1. 02533 
4. 2 -10 5. 72405 -10 1. 42757 -11 4. 10427 
4. 3 -10 2. 341a1 -11 5. 72196 -11 1. 61297 
4. 4 -11 9. 39929 -11 2. 250a5 -12 6. 22316 

4. 5 -11 3. 70102 rl2 a. 6a930 rl2 2. 35705 
4. 6 -11 1. 42960 -12 3. 291a4 -13 a. 7634a 
4. 7 -12 5. 4170a -12 1. 22375 -13 3. 19826 
4. 8 -12 2.; 01353 -13 4. 46407 -13 1. 14567 
4. 9 -13 7. 34149 -13 1. 59785 -14 4. 02809 

5. 0 ( -13) 2. 62561 ( -14) 5. 61169 ( -14) 1. 3a99a 

[2'' r (�+l)l l 
( -1 ) 5. 641a9 5a355 ( -1) 2. 50000 00000 ( -2) 9. 40315 97258 

See Examples 4 and 5 .  
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Table 7.4 

n =4 
1. 00000 �- 1r. 36220 

- 1 5. 36163 � - 1 � 3. a6125 
- 1 2. 74a94 � - 1� 1. 93408 
- 1 1. 34438 
- 2) 9. 22962 � - 2 � 6. 25650 
- 2 4. 18643 � - 2� 2. 76442 
- 2 1. aoo92 
- 2 1. 15720 � - 3� 7. 33229 
- 3 4. 58017 

- 3 2. 81992 
- 3 1. 71085 
- 3 1. 02261 
- 4 6. 02074 
- 4 3. 49094 r 41 1. 99301 
- 4 1. 12014 
- 5 6. 19670 
- 5� 3. 37364 
- 5 1. 80727 r 6) 9. 52500 
- 6� 4. 93a1a 
- 6 2. 51807 
- 6� 1 . 26274 
- 7 6. 22654 - 7} 3. 01a70 
- 7 1. 43a74 
- 8 6. 74044 
- 8) 3. 10379 
- 8) 1. 40460 

- 9� 6. 24636 
- 9 2. 72947 
- 9� 1. 17184 
-10 4. 94271 
-10 2. 04aOO 

-1 1� a. 33554 
-11 3. 33230 
-11} 1. 30837 
-12 5. 04508 
-12 1. 91041 

-13� 7. 10366 
-13 2. 59364 
-14 9. 29786 
-14� 3. 27252 
-14 1. 1 3080 

( -15) 3. 83592 

( -2) 3. 12500 
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Table 7.4· 

X 
o. 0 
0. 1 
o. 2 
o. 3 
o. 4 

o. 5 
a. 6 
o. 7 
o. 8 
o. 9 

1. 0 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 

1. 5 
1. 6 
1. 7 
1. 8 
1. 9 

2. 0 
2. 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 7 
2. 8 
2. 9 

3. 0 
3. 1 
3. 2 
3. 3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. 8 
3. 9 

4. 0 
4. 1 
4. 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4. 7 
4. 8 
4. 9 

5. 0 

n = 5  
l. 00000 l - 11 7. 13475 

- 1 5. 03608 
- 1 3. 51572 
- 1 2. 42671 

- 1� 1 . 65569 
- 1 1. 11630 - 2 7. 43528 - 2) 4. 89121 
- 2) 3. 17704 

( - 2� 2. 03707 l - 2 1. 28901 
- 3 8. 04765 
- 3) 4. 95614 
- 3) 3. 01008 

( - 3� 1 . 80252 
( - 3 1. 06403 { - 4 6. 19032 
- 4) 3. 54870 
- 4) 2. 00419 

- 4 1. 11492 
- 5 6. 10810 
5 3. 29497 

- 5 1. 74988 
- 6 9. 14767 

- 6 4. 70641 
- 6 2. 38278 
- 6 l. 18695 
- 7 5. 81672 
- 7 2. 80391 

- 71 1. 32935 
- 8 6. 19798 
- 8 2. 84151 
- 8 1. 28082 
- 9 5. 67576 

9) 2. 47236 
- 9) 1 . 05855 
-10) 4. 45435 
-10) 1. 84200 
-11) 7. 48503 � -11) 2. 98854 
-11) 1. 17234 
-12) 4. 51802 
( -12) 1. 71044 
( -13) 6, 36069 

-13) 2. 32332 
-14) 8. 33482 
-14) 2. 93656 
-14) 1. 01604 
-15) 3. 45215 

( -15) 1. 15173 

( -3) 9. 40315 97258 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

REPEATED INTEGRALS OF THE ERROR FU�CTION 

" (n ) . 2 r 2 +] 1 n erfc X 

n = 6 
1 . 00000 

( - 1) 6. 93283 
( - 1) 4. 75548 
( - 1) 3. 22652 
( - 1 ) 2. 16478 

- 1) 1. 43588 
- 2) 9. 41309 
- 2) 6. 09742 
2) 3. 90166 

- 2) 2. 46567 � - 2) 1. 53850 
3) 9. 47623 

- 3) 5. 76033 
( - 3) 3. 45489 
( - 3) 2. 04411 
( 3� l. 19278 l - 4 6. 86307 
- 4 3. 89303 
- 4) 2. 17663 
4) 1. 19930 ! - 5 6. 51088 

- 5 3. 48211 
- 5 1. 83427 
- 6 9. 51547 
- 6 4. 86044 

- 6) 2. 44418 
- 6) 1. 20988 
- 7� 5. 89435 
- 7 2. 82592 
- 7 1. 33308 ! - 81 6. 18684 
- 8 2. 82454 
- 8 1. 26835 
( - 9 5. 60145 
( - 9 2. 43265 � - 9� l. 03880 
-10 4. 36132 
-10 1. 80009 
( -ll) 7. 30331 
( -1 1) 2. 91245 l -11) 1. 14149 
-12) 4. 39668 
-12� 1. 66412 
-13 6. 18894 
-13 2. 26147 

n = 10 
1. 00000 l- 1) 6. 28971 

- 1) 3. 91490 
- 1) 2. 41089 
1) 1. 46861 

( - 2� 8. 84744 
( - 2 s. 27007 
( - 2 3. 10323 
( - 2) 1. 80600 
( - 2) 1. 03859 � - 3) 5. 90062 
- 3l 3. 31130 
- 3 1. 83510 
( - 3 1. 00415 
( - 4 5. 42413 

( - 4� 2. 89186 l - 4 1. 52145 
- 5 7, 89765 
- 5) 4. 04407 
5) 2. 04244 

- 5 1. 01722 
- 6 4. 99509 
- 6 2. 41807 
- 6 1. 15378 
- 7 5. 42553 

- 7� 2. 51397 
- 7 1. 14766 
- 8 5, 16116 
- 8) 2. 28612 
- 9) 9. 97266 

- 9 4. 28380 
- 9 1. 81176 
-10 7. 54345 
-10 3. 09165 
-10 1. 24712 

-11! 4. 95086 
-11 1. 93401 
-12 7. 43354 
-12 2. 81094 
-12 1. 04564 l -13} 3. 82601 
-13 1. 37691 
-14 4. 87328 
-14) 1. 69612 
-15) 5. 80461 

-14! 8. 1 1851 -15) 1 . 95316 
-14 2. 86315 -16) 6. 46126 
-15 9. 91898 -16� 2. 10125 
-15 3. 37534 -17 6. 71719 
-15 1. 12815 -17 2. 11065 

( -16) 3. 70336 ( -18) 6. 51829 [2nr (�+ 1 )ll 
( -3) 2. 60416 66667 ( -6) 8. 13802 08333 

n = l l 
1. 00000 ! - 1 � 6, 15727 

- 1 3. 75188 
- 1 2. 26201 
- 1) 1 . 34906 l - 2) 7. 95749 
- 2) 4. 64127 
- 2) 2. 67626 
- 2) 1. 52533 
( - 3) 8, 59126 � - 3) 4. 78106 
- 3) 2. 62835 
- 3) 1. 42708 
( - 4) 7. 65146 
( - 4) 4. 05030 

( - 4) 2. 11641 
( - 4) 1, 09146 � - 5) 5. 55435 
- 5) 2. 78871 
5) 1. 38116 ! - 6) 6, 74666 

- 6) 3. 24987 
- 6� 1. 54350 
- 7 7. 22681 
- 7 3. 33519 � - 7 1. 51693 
- 8 6. 79864 
- 8 3. 00212 
( - 8 l. 30595 
( - 9 5. 59577 � - 9 2. 36143 
-10 9. 81330 
-10 4. 01541 
( -10 1. 61759 
( -11 6. 41479 � -11� 2. 50393 
-12 9, 61928 
-12 3, 63661 
( -12) 1. 35283 
( -13) 4. 95149 ! -13) 1. 78294 
-14) 6, 31544 
-14) 2. 20038 
-15) 7. 54020 
( -15) 2. 54109 � -16� 8. 42124 
-16 2. 7�419 
-17 8. 79230 
( -17) 2. 76954 
( -18) B. 57626 

( -18) 2. 61062 

( -6) 1. 69609 66316 



ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEIJRALS 

DAWSON'S INTEGRAL Table 7.5 

:r 
2l x 2 e- x 0 et dt a; 

'l z  2 
e - x 0 e1 dt x-2 

2l X t2 xe-x 0 e dt <x> 
o. 00  O. DOOOO 00000 1. 00  0. 53807 95069 o. 250 D. 60268 0777 2 
o. 02 0. 01999 46675 1. 02 0. 53637 44359 o. 245 o. 60046 6027 2 
o. 04 0. 03995 73606 1. 04 0. 53431 71471 o. 240 0. 59819 8606 2 
o. 06 0. 05985 62071 1. 06 0. 53192 50787 o. 235 D. 59588 1008 2 
o. 08 o. D7965 95389 1. 08 0. 52921 57454 o. 230 D. 59351 6018 2 

0. 1 0  o. 09933 59924 1. 1 0  0. 52620 66800 o. 225 D. 59110 6724 2 
o. 12 fl.  11885 46083 1. 12 0. 52291 53777 o.  220 0. 58865 6517 2 
0. 14 0. 13818 49287 1. 14 0. 51935 92435 o. 215 D. 58616 9107 2 
0. 16 o. 15729 70920 1. 16 0. 51555 55409 o. 210  0. 58364 8516 2 
0. 18 0. 17616 19254 1. 18  0. 51152 13448 o. 2 05 0. 58109 9080 2 

o. 20  0. 19475 1 0334 1. 20 0. 50727 34964 o. 200 0. 57852 5444 2 
o. 22 0. 21303 68833 1. 22 0. 50282 85611 o. 195 0. 57593 2550 2 o. 24 0. 23099 28865 1. 24 0. 49820 27897 0. 190 0. 57332 5618 2 
o. 26  0. 24859 34747 1. 26 0. 49341 20827 0. 185 D. 57071 0126 2 
o. 28 0. 26581 41727 1. 28 0. 48847 19572 0. 180 o. 56809 1778 2 

o. 30 0. 28263 16650 1. 30 0. 48339 75174 0. 175 0. 56547 6462 2 
o. 32 0. 29902 38575 1. 32 0. 47820 34278 o. 170 o. 5 6287 0205 2 
o. 34 0. 31496 99336 1. 34 0. 47290 38898 0. 1 65 0. 56027 9114 2 
o. 3 6  0. 33045 04051 1. 36 0. 46751 26208 0. 160 o. 55770 9305 3 
o. 38 0. 34544 71562 1. 38 0. 46204 28368 o. 155 o .  55516 6829 3 

o. 40 0. 35994 34819 1. 40 0. 45650 72375 0. 150  0. 55265 7582 3 
o. 42 0. 37392 41210 1. 42 0. 45091 79943 0. 145 o. 55018 7208 3 
o. 44 0. 38737 52812 1. 44 0. 44528 6741 0 0. 140 0. 54776 0994 3 
o. 46 0. 40028 46599 1. 46 o. 43962 456 70 o. 135 D. 54538 3766 3 
o. 48 0. 41264 14572 1. 48 0. 43394 20135 0. 130  0. 54305 9774 3 

o. 50 0. 42443 63835 1. 50 0. 42824 90711 0. 1 25 0. 54079 2591 3 
0. 52 0. 43566 16609 1. 52 0. 42255 51804 0. 1 2 0  D. 53858 5013 3 
o. 54 0. 44631 1 0184 1. 54 0. 41686 92347 0. 115  o .  53643 8983 3 
o. 56 0. 45637 96813 1. 56 o. 41119 95842 0. 110  0. 53435 5529 3 
o. 58 0. 46586 43551 1. 58 0. 40555 40424 0. 1 05 D. 53233 4747 3 

o. 60 0. 47476 32037 1. 60 0. 39993 98943 0. 100  0. 53037 5810  3 
o. 62 0. 48307 58219 1. 62 0. 39436 39058 o. 095 0. 52847 7031 3 
o. 64 0. 49080 32040 1. 64 0. 38883 23346 o. 090 o. 5266'3 5967 3 
o. 66 0. 49794 77064 1. 66 0. 38335 09429 o. 085 0. 52484 9575 3 
o. 68 0. 50451 30066 1. 68 o. 37792 50103 o. 080 o. 52311 4393 4 

o. 7 0  0. 51050 40576 1. 70 0. 37255 93490 o. 075 0. 52142 6749 4 
o. 72 o. 51592 7 0382 1. 72 0. 36725 83182 o. 070 0. 51978 2972 4 
o. 74 0. 52078 93010 1. 74 0. 36202 58410 o. 065 0. 51817 9571 4 
o. 76 0. 52509 93152 1. 7 6  0. 35686 54206 o. 060 0. 51661 3369 4 o. 78 0. 52886 66089 1. 78 0. 35178 01580 o. 055 0. 51508 1573 4 

o. 80 o. 53210 17071 1. 80 0. 34677 27691 o. 050 0. 51358 1788 4 
o. 82 0. 53481 60684 1. 82 0. 34184 56029 o. 045 o. 51211 1971 5 
o. 84 0. 53702 20202 1. 84 0. 33700 06597 o. 040 0. 51 067 0372 5 o. 86 0. 53873 26921 1. 86 0. 33223 96091 o. 035 0. 50925 5466 5 
o. 88 0. 53996 19480 1. 88 0. 32756 38080 o. 030 o. 5 0786 5903 6 

o. 90  0. 54072 43187 1. 9 0  0. 32297 43193 o. 025 0. 5 0650 0473 6 
0. 92 0. 54103 49328 1. 92 0. 31847 19293 o. 020 o. 50515 8078 7 
0. 94 0. 54090 94485 1. 94 o. 31405 71655 o. 015 D. 5 0383 7717 8 
o. 96 0. 54036 39857 1. 96 0. 30973 03141 o. 010 0. 50253 8471 1 0  
o .  98 0. 53941 5 0580 1. 98 o. 3 0549 14372 o. 005 0. 50125 9494 14 

1. 00 0. 53807 95069 2. 00 o. 30134 03889 o. 000 0. 50000 0000 00 [( -:)7] [( -:)4] [( -:)8] 
See Example 3.  <x> =nearest integer to x. 
Compiled from J. B. Rosser, Theory and application of Joz e-x'dx and Joz e-P'ifdy Joy ,-:r2d.r. 

Mapleton House, Brooklyn, N.Y., 1948; and B. Lohmander and S. Rittsten, Table of the 
function y=e-x'J0x e1

'
dt, Kungl . Fysiogr. Sallsk. i Lund Forh. 28, 45-52, 1958 (with permission) .  
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Table 7 .6  
r (D J; ,-t'dt 

X 
r (D J; ,-t' dt X 

r (D J: ,-t'dt 

r (n f: ,-,• dt 
X 

0. 00 o. o o o o o  00 o. 70 o.  7 2 2 76 69 1 . 40 0. 98973 5 4  
0 .  0 2  0. 0 2 2 3 9  6 9  o. 7 2  o.  7 3 842 4 9  1 .  4 2  0.  99109 36 
0. 0 4  0. 04479 3 1  o. 74 0. 75360 3 4  1 .  44 0 . 99229 7 0  
0. 06 o.  0 6718 72 o. 7 6  o.  76829 1 2  1 . 4 6  0 . 99335 9 7  o. 08 0. 08957 63 o. 78 o. 78247 88 1. 48 0 . 99429 49 

0. 1 0  0. 1 1 1 9 5  6 7  o.  80 o. 7961 5 78 1.  5 0  o .  99511 4 9  
0. 1 2  0 . 1 34 3 2  3 6  o. 82 0. 80932 16 1.  5 2  o .  9 9 583 1 4  
0. 1 4  0. 1 5667 1 1  o.  84 0 . 82196 48 1. 5 4  0 . 99645 52 
0. 1 6  0. 1 7899 2 2  o .  86 0 . 83408 41 1 . 56 o. 99699 62 
0. 1 8  0. 2 01 2 7  9 0  o .  88 0. 84567 7 3  1.  5 8  0 . 99746 3 8  

0. 2 0 o. 2 2 3 52 24 o. 90 0. 8 5 6 74 42 1 .  60 0 . 99786 63 
o.  2 2  o .  2 4 57 1  2 4  o. 9 2  o. 86728 6 2  1 .  62 0 . 99821 1 6  
o. 24 0. 26783 8 0  o. 94 0 . 87730 62 1. 64 0 . 99850 65 
o. 2 6  0. 2 89 8 8  7l o. 96 0. 88680 89 1 .  66 o. 99875 7 5  
o.  2 8  0. 3 1 1 84 7 0  0. 9 8  0 . 89580 O S  1 .  6 8  o. 99897 0 3  

o. 3 0  0. 3 3 3 7 0  3 7  1 .  0 0  0. 90428 86 1. 7 0  0 . 99914 99 o. 32 0. 3 5544 2 6  1 . 0 2  o. 9 1 2 2 8  2 5  
0. 3 4  0. 37704 8 2  1 .  0 4  0 . 91979 2 7  
o. 3 6  0. 3 9 8 5 0  4 5  1 .  0 6  o .  92683 1 1  
o .  3 8  0. 41979 4 5  1 .  0 8  0. 93341 06 

0 . 40 8: :���g �� 1 . 1 0  0. 93954 5 6  1 .  7 0  0 . 99914 9 9  o .  42 1 . 1 2  0. 94525 09 1.  74 0 . 99942 7 5  o .  44 0. 48248 96 1 . 1 4  0. 9 50 54 2 7  1 .  7 8  0 .  99962 OS 
0. 4 6  0 . 5 0 2 9 3  51 1 . 1 6  0. 9 55 4 3  7 6  1 .  82 o. 99975 2 6  o .  48 o. 5 2 3 1 2  25 1 . 1 8  0 . 95995 3 0  1 .  8 6  0 . 99984 1 4  

0 . 50 0 . 54303 28 1 . 2 0  o .  9 64 1 0  64 1.  9 0  0 . 99990 0 1  o. 5 2  0. 5 62 64 6 6  1 . 22 0. 96791 62 1. 9 4  0 . 99993 82 
0. 5 4  0 . 58194 4 6  1 .  2 4  0. 97140 0 5  1 .  9 8  o. 999 9 6  2 4  
0.  56 0. 60090 8 0  1 .  2 6  0. 97457 79 2 .  02 0 . 99997 76 o. 58 0 . 61951 7 8  1 .  2 8  0. 97746 66 2 . 0 6  o .  99998 6 9  

o .  60 o. 63775 5 7  1.  3 0  0. 98008 48 2. 1 0  0. 99999 2 5  o.  62 0. 65560 3 9  1 .  32 o.  98245 07 2 . 1 4  0. 99999 5 7  o.  64 o. 61304 52 1 .  34 o. 98458 18 2 . 1 8  0. 99999 77 o. 66 o.  69006 30 1 .  36 o. 9 8649 52 2 .  22 o. 99999 87 o.  68 o. 7 0664 1 8  1 . 38 0 . 98820 77 2 . 26 0. 99999 93 

o .  7 0  o.  722 7 6  69 1 . 4 0  0 . 989 7 3  5 4  2.  3 0 . o. 99999 9 7  

[( -:)6] [( -55)7] [< -:)1] 
r ��to.S9297 95116 

Compiled from M. Abramowitz, Table of the integral .('" e-u3du, J. Math. Phys. 30, 162-168, 1951 
(with permission) . 0 



ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

FRESNEL INTEGRALS 

X 

o. 00 
o. 02 
o. 04 
o. 06 
o. 08 

0. 10 
0. 12 
0. 14 
0. 16 
0. 18 

o. 20 
o. 22 
o. 24 
o. 26 
o. 28 

o. 30 
o. 32 
o. 34 
a. 36 
o. 38 

o. 40 
o. 42 
0. 44 
o. 46 
a. 48 

o. 50 
a.  52 
o. 54  
o .  56  
o .  58 

a.  60 
0. 62 
a. 64 
o. 66 
0. 68 

o. 70 
o. 72 
o. 74 
a. 76 
a. 78 

a. 80 
a. a2 
a. 84 
a. 86 
o. 88 

a. 90 
0. 92 
o. 94 
0. 96 
o. 98 

1. 00 

C(x)= fox cos (2 t2) dt 
S(x)= J� sin (2 tz) dt 

u=2 x2 C(:r)=Cz(u) S(x)=Sz(u) 
o. 00000 00 o. 00000 00 o. ooooo 00 
0. 00062 83 o. 02000 00 o. 00000 42 
0. 00251 33 o. 04000 00 0. 00003 35 
0. 00565 49 0. 05999 98 0. 00011 31 
o. 01005 31 0. 07999 92 o. 00026 81 

o. 01570 80 0. 09999 75 o. 00052 36 
0. 02261 95 o. 11999 39 o. 00090 47 
0. 03078 76 0. 13998 67 o. 00143 67 
0. 04021 24 0. 15997 41 o. 00214 44 
0. 05089 38 0. 17995 34 0. 00305 31 

o. 06283 19 0. 19992 11 0. 00418 76 
0. 07602 65 0. 21987 29 0. 00557 30 
o. 09047 79 0. 2 3980 36 o. 0072 3  40 
0. 10618 58 0. 25970 70 0. 00919 54 
o. 12315 04 o. 27957 56 o. 01148 16 

0. 14137 17 o. 29940 10 o. 01411 70 
a. 16084 95 a. 31917 31 o. 01712 56 
o. 18158 41 0. 33888 06 o. 02053 11 
0. 20357 52 0. 35851 09 a. 02435 68 
0. 22682 30 o. 37804 96 o. 02862 55 

o. 25132 74 0. 39748 08 0. 03335 94 
0. 27708 85 0. 41678 68 0. 03858 02 
a. 30410 62 0. 43594 82 o. 04430 85 
0. 33238 05 0. 45494 40 o. 05056 42 
0. 36191 15 0. 47375 10 a .  05736 63 

a.  39269 91 0. 49234 42 o.  06473 24  
0. 42474 33 0. 51069 69 o. 07267 89 
0. 45804 42 o. 52878 01 0. 08122 06 
0. 49260 17 0. 54656 30 o. 09037 08 
a.  52841 59 o. 56401 31 0. 10014 09 

0. 56548 67 o. 58109 54 0. 11D54 02 
0. 60381 41 o. 59777 37 0. 12157 59 
0. 64339 82 a. 61400 94 0. 13325 28 
0. 68423 89 0. 62976 25 0. 14557 29 
o. 72633 62 o. 64499 12 0. 15853 54 

a .  76969 02 0. 65965 24 0. 17213 65 
o. 81430 08 0. 67370 12 0. 18636 89 
o. 86016 81 0. 68709 20 o. 20122 21 
o. 90729 20 0. 69977 79 0. 21668 16 
0. 95567 25 a .  11111 13 a .  2 3272 88 

1. 00530 96 o. 72284 42 0. 24934 14 
1. 05620 35 a. 73312 83 o. 26649 22 
1. 10835 39 o. 74251 54 o. 28414 98 
1. 16176 10 o. 75095 79 o. 30227 80 
1. 21642 47 o. 75840 90 0. 32083 55 

1. 27234 50 o. 76482 30 o. 33977 63 
1. 32952 20 a. 77015 63 o. 35904 93 
1 .  38795 56 o. 77436 72 0. 37859 81 
1. 44764 59 a. 77741 68 o. 39836 12 
1. 50859 28 a. 77926 95 0. 41827 21 

1. 57079 63 o. 77989 34 0. 43825 91 

[C-:)2] [C-:)2] [C-g)s] 
See Example 8. 

,z For x--+O :C(x) � x-40 x5 11"' 'JI"'3 S(x) �6 x3-336 x7 

•J', 

1. 00 
1. 02 
1. 04 
1. 06 
1. 08 

1. 10 
1.  12 
1. 14 
1. 16 
1. 18 

1. 20 
1 .  22 
1 .  24 
1. 26 
1. 28 

1 .  30 
1.  32 
1. 34 
1. 36 
1. 38 

1. 40 
1. 42 
1 .  44 
1. 46 
1. 48 

1. 50 
1.  52 
1.  54 
1 .  56 
1. 58 

1 .  60 
1 .  62 
1.  64 
1. 66 
1. 68 

1. 70 
1. 72 
1. 74  
1 .  76  
1. 78 

1. 80  
1. 82 
1. 84 
1. 86 
1. 88 

1. 90 
1. 92 
1 . 94 
1. 96 
1. 98 

2 .  00 

Table 7.7 

Cz(u) =  1 rcos_ t dt=c(�2u) ..J2" 0 .Jt " 
1 rsin t ( �2u) Sz(u)= ..J2; 0 .Ji dt=S --;;:-

u=2x2 
1. 57079 63 
1. 63425 65 
1. 69897 33 
1. 76494 68 
1. 83217 68 

1. 90066 36 
1. 97040 69 
2. 04140 69 
2. 11366 35 
2. 18717 68 

2. 26194 67 
2. 33797 33 
2. 41525 64 
2. 49379 62 
2. 57359 27 

2. 65464 58 
2. 73695 55 
2. 82052 19 
2. 90534 49 
2. 99142 45 

3. 07876 08 
3. 16735 37 
3. 25720 33 
3. 34830 95 
3. 44067 23 

3. 53429 17 
3. 62916 78 
3. 72530 06 
3. 82268 99 
3. 92133 60 

4. 02123 86 
4. 12239 79 
4. 22481 38 
4. 32848 64 
4. 43341 56 

4. 53960 14 
4. 64704 39 
4. 75574 30 
4. 86569 87 
4. 97691 11 

5. 08938 01 
5. 2 0310 58 
5. 31808 80 
5. 43432 70 
5. 55182 25 

5. 67057 47 
5. 79058 36 
5. 91184 91 
6. 03437 12 
6. 15814 99 

6. 28318 53 

[C-:)2] 

C(x)=Cz(u) 
o. 77989 34 
o. 77926 11  
o .  77735 01 
0. 77414 34 
o. 76963 03 

0. 76380 67 
o. 75667 60 
o. 74824 94 
o. 73854 68 
o. 72759 68 

o. 71543 77 
o. 70211 76 
o. 68769 47 
o. 67223 78 
o. 65582 63 

a. 63855 o5 
o. 62051 11 
o. 60181 95 
0. 58259 73 
a. 56297 59 

0. 54309 58 
o. 52310 58 
0. 50316 2 3  
D. 48342 80 
D. 46407 05 

o. 44526 12 
o. 42717 32 
0. 40997 99 
o. 39385 29 
D. 37895 96 

0. 36546 17 
o.  35351 20 
a .  34325 29 
o. 33481 32 
o. 32830 61 

o. 32382 69 
o. 32145 02 
o. 32122 83 
0. 32318 87 
o. 32733 25 

a. 33363 29 
0. 34203 39 
0. 35244 96 
0. 36476 35 
0. 37882 93 

o. 39447 05 
o.  41148 24 
o. 42963 33 
o. 44866 69 
o. 46830 56 

0. 48825 34 
[C-:)3] 

S(:r) =Sz(u) 
o. 43825 91 
0. 45824 58 
0. 47815 08 
0. 49788 84 
0. 51736 86 

0. 53649 79 
0. 55517 92 
o. 57331 28 
0. 59079 66 
o. 60752 74 

0. 62340 09 
o. 63831 34 
0. 65216 19 
0. 66484 56 
o.  67626 72 

0. 68633 33 
o. 69495 62 
o. 70205 50 
o. 70755 67 
o. 71139 77 

a. 71352 51 
o. 71389 77 
o. 71248 78 
o. 7D928 16 
D. 70428 12 

o. 6975D 50 
o. 68898 88 
a. 67878 67 
a. 66697 13 
0. 65363 46 

o. 63888 77 
0. 62286 07 
0. 60570 26 
o. 58758 04 
0. 56867 83 

o. 54919 60 
a. 52934 73 
0. 50935 84 
0. 48946 49 
a. 46990 94 

0. 45093 88 
0. 43280 06 
o. 41573 97 
0. 39999 44 
o. 38579 25 

o. 37334 73 
0. 36285 37 
a. 35448 37 
0. 34838 30 
0. 34466 65 

0. 34341 57 
[C-:)3] 
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Table 7.7 

X C(:r) 
2. 00 0. 48825 34 
2. 02 o. 50820 04 
2. 04 o. 52782 73 
2. 06 0. 54681 06 
2. 08 0, 56482 79 

2. 10 o. 58156 41 
2. 12 0, 59671 75 
2. 14 o. 61000 60 
2. 16 o. 62117 32 
2. 18 o. 62999 53 

2. 20  o .  63628 60 
2. 22 o. 63990 31 
2. 24 o.  64075 25 
2. 26 0, 63879 28 
2, 28 o. 63403 83 

2, 30 o.  62656 17 
2. 32 o. 61649 45 
2, 34 o. 60402 69 
2. 36 o. 58940 65 
2. 38 o. 57293 44 

2. 40 o. 55496 14  
2, 42  o .  53588 11 
2. 44 o. 51612 29 
2. 46 0, 49614 28 
2. 48 o. 47641 35 

2. 50 0, 45741 30 
2. 52 0. 43961 32 
2. 54 o. 42346 72 
2, 56 o. 40939 65 
2. 58 o. 39777 9J. 
2. 60 o. 38893 75 
2. 62 o. 38312 73 
2. 64 o. 38052 80 
2, 66 0. 38123 50 
2. 68 o. 38525 32 

2. 70 o. 39249 40 
2. 72 o. 40277 39 
2. 74 o. 41581 68 
2. 76 o. 43125 85 
2. 78 o. 44865 46 

2, 80 0, 46749 17 
2. 82 o. 48720 04 
2, 84 o. 50717 21 
2, 86 0. 52677 66 
2. 88 o. 54538 21 

2. 90 o. 56237 64 
2. 92 o. 57718 78 
2. 94 0. 58930 60 
2. 96 o. 59830 19 
2. 98 o. 60384 56 

3. 00 o. 60572 08 [(-:)5] 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

FRESNEL INTEGRALS 

0(:1') = j�x COS (;12) dl 

S(:I) .r C(J) 
o. 34341 57 3. 00 o. 60572 08 
0. 34467 48 3. 02 o. 60383 73 
0. 34844 87 3. 04 0, 59823 78 
o. 35470 04 3. 06 o. 58910 11 
0, 36334 98 3. 08 0, 57674 01 

0. 37427 34 3. 10 0. 56159 39 
o. 38730 37 3. 12 0. 54421 58 
0. 40223 09 3. 14 o. 52525 53 
0. 41880 45 3. 16 0. 50543 56 
0. 43673 63 3. 18 0. 48552 76 

0. 45570 46 3. 20 0, 46632 03 
0. 47535 85 3. 22 o. 44858 96 
0. 49532 41 3. 24 o. 43306 55 
o. 51521 11 3. 26 o. 42040 05 
0. 53462 03 3. 28 o. 41113 97 

0, 55315 16 3. 30 0. 40569 44 
o. 57041 28 3. 32 o. 40431 99 
0, 58602 84 3. 34 0, 40709 96 
0. 59964 89 3. 36 o. 41393 66 
0. 61095 96 3. 38 o. 42455 18 

0. 61969 00 3. 40 0, 43849 17 
o. 62562 11 3. 42 o. 45514 37 
o. 62859 38 3. 44 o. 47375 96 
0. 62851 43 3. 46 0, 49348 70 
o. 62535 98 3. 48 0. 51340 62 

o. 61918 18 3. 50 o. 53257 24 
0. 61010 76 3. 52 o. 55006 11 
0. 59834 06 3. 54 o. 56501 32 
o. 58415 75 3. 56 0. 57668 02 
0, 56790 42 3, 58 0. 58446 43 

o. 54998 93 3. 60 0. 58795 33 
0, 53087 53 3. 62 0. 58694 64 
o. 51106 79 3. 64 0. 58147 10 
0. 49110 35 3. 66 o. 57178 75 
0. 47153 52 3. 68 o. 55838 18 

0, 45291 75 3. 70 0, 54194 57 
0. 43578 98 3. 72 0. 52334 49 
0. 42066 03 3. 74 o. 50357 70 
0. 40798 90 3. 76 0, 48371 94 
0. 39817 24 3. 78 0. 46487 19 

0. 39152 84 3. 80 o. 44809 49 
0, 38828 41 3. 82 0. 43434 86 
o. 38856 43 3. 84 0, 42443 43 
o. 39238 50 3. 86 o. 41894 43 
o. 39964 80 3. 88 0, 41822 16 

o. 41014 06 3. 90 0. 42233 27 
0. 42353 87 3. 92 0. 43105 68 
0. 43941 39 3. 94 0. 44389 17 
o. 45724 45 3. 96 0. 46007 70 
0. 47643 06 3. 98 o. 47863 51 

0. 49631 30 4. 00 0. 49842 60 [(-:)4] [(-i)6] 

S(.r) = J� sin (2"12) dt 
S(J·) 

o. 49631 30 
0, 51619 42 
o. 53536 29 
o. 55311 95 
0. 56880 28 

o. 58181 59 
o. 59165 11 
0. 59791 29 
0. 60033 66 
0. 59880 34 

0, 59334 95 
0, 58416 97 
o. 57161 47 
o. 55618 06 
0. 53849 35 

0. 51928 61 
0, 49936 95 
0. 47960 04 
0, 46084 46 
0. 44393 82 

0. 42964 95 
o. 41864 11 
o. 41143 69 
0. 40839 28 
0. 40967 54 

o. 41524 80 
0. 42486 72 
o. 43808 83 
0. 45428 17 
o. 47265 92 

o. 49230 95 
o. 51224 12 
o. 53143 21 
0. 54888 15 
0. 56366 38 

0. 57498 04 
o. 58220 56 
0. 58492 61 
o. 58296 92 
o. 57641 91 

0. 56561 87 
0. 55115 74 
o. 53384 32 
0, 51466 22 
o. 49472 45 

o. 47520 24 
o. 45726 13 
0. 44198 92 
0. 43032 79 
o. 42301 17 

0. 42051 58 [(-i)6] 

J; 
4. 00 
4. 02 
4. 04 
4. 06 
4. 08 

4. 10 
4. 12 
4. 14 
4. 16 
4. 18 

4. 20 
4. 22 
4. 24 
4. 26 
4. 28 

4. 30 
4. 32 
4. 34 
4. 36 
4. 38 

4. 40 
4. 42 
4. 44 
4. 46 
4. 48 

4. 50 
4. 52 
4. 54 
4. 56 
4. 58 

4. 60 
4. 62 
4. 64 
4. 66 
4. 68 

4. 70 
4. 72 
4. 74 
4. 76 
4. 78 

4. 80 
4, 82 
4. 84 
4. 86 
4. 88 

4. 90 
4. 92 
4. 94 
4. 96 
4. 98 

5. 00 

C(J) 
o. 49842 60 
o. 51821 54 
o. 53675 05 
0. 55284 04 
o. 56543 47 

o. 57369 56 
o. 57705 88 
o. 57527 76 
0. 56844 74 
0. 55700 75 

o. 54171 92 
o. 52362 06 
0, 50396 08 
o. 48411 63 
0. 46549 61 

0. 44944 12 
o. 43712 50 
0. 42946 40 
0, 42704 39 
0. 43006 79 

0. 43833 29 
o. 45123 59 
0, 46781 05 
0, 48679 41 
o. 50671 95 

0. 52602 59 
o. 54318 11 
0. 55680 46 
0, 56578 27 
0, 56936 57 

o. 56723 67 
0. 55954 81 
o. 54691 86 
0, 53039 13 
0. 51135 38 

0, 49142 65 
o. 47232 71 
o. 45572 30 
o. 44308 30 
o. 43554 28 

0. 43379 66 
o. 43802 47· 
0, 44786 69 
0, 46244 40 
0, 48042 90 

0. 50016 10 
o. 51979 51 
o. 53747 34 
0. 55150 25 
0, 56051 94 

0, 56363 12 [(-i)7] 

8(.,) 
0. 42051 58 
o. 42301 99 
0. 43039 00 
0, 44217 81 
0, 45764 45 

0. 47579 83 
0. 49545 71 
0. 51532 14 
0. 53405 87 
o. 55039 41 

o. 56319 89 
o. 57157 23 
0. 57491 03 
o. 57295 47 
o. 56582 05 

o. 55399 59 
0. 53831 55 
o. 51990 77 
o. 50011 73 
o. 48041 08 

0. 46226 80 
o. 44707 06 
o. 43599 33 
o. 42990 86 
o. 42931 16 

o. 43427 30 
o. 44442 34 
0. 45897 36 
0. 47676 89 
0. 49637 56 

o. 51619 23 
o .  53457 97 
o .  54999 67 
0, 56113 28 
o. 56702 44 

0, 56714 55 
0, 56146 19 
0. 55044 52 
o. 53504 16 
o. 51659 82 

0. 49675 02 
o. 47728 00 
0, 45995 75 
o. 44637 74 
o. 43780 82 

o. 43506 74 
0. 43843 48 
o. 44761 56 
0. 46175 67 
0. 47951 78 

0, 49919 14 [(-i)8] 
For .1'>5 ���:j = 0 .5±( 0.3183099 - 0-��68) �: �i ·:) -( 0.10132 - 0·

_
;454) �: �� 12

) 
+ E (x) E(.l') 1<3 X 10-7 

sin (u) cos (u) C2 (u) ( 0.3) cos ( 0.748) sin 
For u>39 · c - = 0.5± 0.3989423 - �  -� -- - 0.19947 - -- ---·· H (u ) ,<,2 (u) u2 �u u2 11�11 E(u) i<3 X 10-7 
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AUXILIARY FUNCTIONS Table 7.8 

X 1r ,!_:2 h(u) 9(�')= 92(u) 
o. 00 0. 00000 00000 00000 o. soooo 00000 00000 0. 50000 00000 00000 o. 02 0. 00062 83185 30718 0. 49969 41196 39303 0. 48031 40626 54163 o. 04 0. 00251 32741 22872 0. 49880 88057 20520 0. 46125 51239 79101 0. 06 0. 00565 48667 76462 0, 49739 07811 66949 0. 44281 99356 00196 o. 08 0. 01005 30964 91487 0, 49548 44294 00553 0. 42500 33536 38036 
o. 10 0. 01570 79632 67949 0, 49313 18256 06624 0. 40779 85545 29930 0, 12 0. 02261 94671 05847 0, 49037 27777 82254 0. 39119 72364 96391 0. 14 0. 03078 76080 05180 0, 48724 48761 11561 0. 37518 98069 99885 0. 16 0. 04021 23859 65949 0. 48378 35493 31728 0. 35976 55566 09573 0. 18 0. 05089 38009 88155 0, 48002 21268 70713 0, 34491 28197 39391 
0. 20 0. 06283 18530 71796 0. 47599 19056 49140 0. 33061 91227 69034 o. 22 0. 07602 65422 16873 0, 47172 22205 45221 0. 31687 13200 89318 0. 24 0, 09047 78684 23386 0. 46724 05176 22164 0, 30365 57186 36191 o. 26 0. 10618 58316 91335 0, 46257 24293 12303 0, 29095 81914 92531 0. 28 0. 12315 04320 20720 0. 45774 18508 40978 0. 27876 42811 44593 
o. 30 0. 14137 16694 11541 0. 45277 10172 56087 0, 26705 92929 81728 o. 32 0. 16084 95438 63797 0. 44768 05805 06203 0. 25582 83796 24420 o. 34 0. 18158 40553 77490 0. 44248 96860 81319 0. 24505 66166 57772 o. 36 0. 20357 52039 52619 0. 43721 60487 95888 0. 23472 90703 35799 o. 38 0. 22682 29895 89183 0. 43187 60273 53913 0. 22483 08578 07150 
o. 40 0. 25132 74122 87183 0. 42648 46973 90789 0, 21534 72003 95520 0. 42 0. 27708 84720 46620 0, 42105 59227 36507 0. 20626 34704 48744 o. 44 0. 30410 61688 67492 0. 41560 24246 90070 0. 19756 52322 49727 o. 46 0. 33238 05027 49800 0. 41013 58491 35691 0. 18923 82774 60398 o. 48 0. 36191 14736 93544 0, 40466 68313 67950 0 . 18126 86555 47172 
o. 50 0. 39269 90816 98724 0, 39920 50585 25702 0. 17364 26996 13238 o. 52 0. 42474 33267 65340 0, 39375 93295 63563 0. 16634 70480 39628 o. 54 0. 45804 42088 93392 0, 38833 76127 15400 0. 15936 86623 13733 o. 56 0. 49260 17280 82880 0. 38294 71004 26771 0. 15269 48414 00876 o. 58 0. 52841 58843 33803 0. 37759 42617 52882 0. 14631 32329 91905 
o. 60 0, 56548 66776 46163 0. 37228 48922 35620 0. 14021 18419 37684 o. 62 0. 60381 41080 19958 0, 36702 41612 87842 0, 13437 90361 59907 o. 64 0, 64339 81754 55190 0. 36181 66571 25476 0. 12880 35503 06985 o. 66 0. 68423 88799 51857 0. 35666 64292 98472 0, 12347 44874 03863 o. 68 a. 72633 62215 0996o 0, 35157 70288 80259 0. 11838 13187 25611 
o. 70 o. 76969 02001 29499 0, 34655 15463 82434 0. 11351 38821 06517 o. 72 0. 81430 08158 10474 0. 34159 26474 67053 0. 10886 23788 79214 o. 74 0, 86016 80685 52885 0, 33670 26065 33192 0. 10441 73696 22082 o. 76 0. 90729 19583 56732 0. 33188 33382 57734 0. 10016 97688 77848 o. 78 0. 95567 24852 22015 0, 32713 64271 72503 0, 09611 08389 91866 
o. 80 1. 00530 96491 48734 0, 32246 31553 61284 0, 09223 21832 05037 o. 82 1. 05620 34501 36888 0. 31786 45283 60796 a. 08852 57381 237a2 o. 84 1. 10835 38881 86479 0. 31334 12993 49704 0. 08498 37656 77045 a. 86 1, 16176 09632 97506 0, 30889 39917 09068 0, 08159 88446 61614 o. 88 1. 21642 46754 69968 0, 30452 29200 36579 0. 07836 38619 62362 
o. 90 1. 27234 50247 03866 0, 30022 82096 95385 0. 07527 20035 30280 o. 92 1. 32952 20109 99200 0, 29600 98149 76518 0, 07231 67451 87932 0. 94 1. 38795 56343 55971 0. 29186 75359 51781 0, 06949 18433 26312 a. 96 1. 44764 58947 74177 0. 28780 10340 91658 0, 06679 13255 49021 0. 98 1. 50859 27922 53819 0, 28380 98467 20271 0. 06420 94813 13093 
1. 00 1. 57079 63267 94897 0. 27989 34003 76823 0. 06174 08526 09645 (C-:)2) [C-1�7] [C-1�8] 
See Examples 6, 7, and 9. 

O(:c)-� + f(x) sin {�x2) g(:r) cos {2x2) Oz (u)=� +fz(u) sin u-rf2(u) cos u 

8(x)-�-f(x) cos (2x2)-g(x) sin (2x2) 82(u)=�-J2(u) cos u-g2(u) sin u 
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Table 7.8 AUXILIARY FUNCTIONS 

x- 1 2 
f(J:) = fz (u) g(:r) = gz (u) u - 1 = -- <:r> <u> 7T;I'2 

1. 00 0. 63661 97723 67581 0. 27989 34003 76823 0. 06174 08526 09645 1 2 
o. 98 0. 61140 96293 81825 0. 27597 33733 36442 0. 05933 31378 64174 1 2 
o. 96 0. 58670 87822 13963 0. 27197 11505 76851 0. 05693 89827 01255 1 2 
o. 94 0. 56251 72308 63995 0. 26788 56989 47656 0. 05456 06112 91100 1 2 
o. 92 0. 53883 49753 31921 0. 26371 60682 37287 0. 05220 03510 52931 1 2 

0. 90 0. 51566 20156 17741 0. 25946 14023 65674 0. 04986 06317 93636 1 2 
o. 88 0. 49299 83517 21455 0. 25512 09512 80091 o. 04754 39838 94725 1 2 
o. 86 0. 47084 39836 43063 0. 25069 40835 25766 0. 04525 30354 03048 1 2 
o. 84 0. 44919 89113  82565 0. 24618 02994 44393 0. 04299 05078 69390 1 2 
o. 82 0. 42806 31349 39962 0. 24157 92449 31459 0. 04075 92107 68723 1 2 

o. 80 0. 40743 66543 15252 0. 23689 07256 57089 0. 03856 20343 27312 1 2 
o. 78 0. 38731 94695 08436 0. 23211 47216 24632 0. 03640 19405 75704 1 3 
o. 76 0. 36771 15805 19515 0. 22725 14019 06110 0. 03428 19524 44132 1 3 
o. 74 0. 34861 29873 48488 0. 22230 11393 53995 0. 03220 51407 19129 1 3 
0. 72 0. 33002 36899 95354 0. 21726 45250 44609 0. 03017 46086 88637 1 3 

o. 70 0. 31194 36884 60115 0. 21214 23821 60229 0. 02819 34743 19381 1 3 
o. 68 0. 29437 29827 42770 0. 20693 57789 65521 0. 02626 48498 36510 1 3 
o. 66 0. 27731 15728 43318 0. 20164 60404 80635 0. 02439 18186 13588 2 4 
o. 64 0. 26075 94587 61761 0. 19627 47584 00004 0. 02257 74093 32978 2 4 
o. 62 0. 24471 66404 98098 0. 19082 37987 55563 0. 02082 45674 44482 2 4 

o. 60 0. 22918 31180 52329 0. 18529 53067 79209 0. 01913 61240 35536 2 4 
o. 58 0. 21415 88914 24454 0. 17969 17083 86674 0. 01751 47623 30357 2 5 
0. 56 o. 19964 39606 14474 0. 17401 57076 89207 0. 01596 29821 58470 2 5 
o. 54 0. 18563 83256 22387 0. 16827 02799 47273 0. 01448 30628 73722 2 5 
o. 52 0. 17214 19864 48194 0. 16245 86594 19322 0. 01307 70253 60097 2 6 

o. 50 0. 15915 49430 91895 0. 15658 43216 36302 0. 01174 65939 24659 2 6 
o. 48 0. 14667 71955 53491 0. 15065 09597 56320 0. 01049 31590 42015 2 7 
o. 46 0. 13470 87438 32980 0. 14466 24548 29603 0. 00931 77420 66589 2 7 
o. 44 0. 12324 95879 30364 0. 13862 28400 34552 0. 00822 09631 52815 2 8 
o. 42 0. 11229 97278 45641 0. 13253 62592 29647 0. 00720 30137 00215 2 9 

o. 40 o. 10185 91635 78813 0. 12640 69204 94864 0. 00626 36346 49122 3 10 
o. 38 0. 09192 78951 29879 o. 12023 90456 93806 0. 00540 21018 72942 3 11  
o. 36  0. 08250 59224 98839 0. 1 1403 68174 47880 0. 00461 72197 27002 3 12 
D. 34  0. 07359 32456 85692 0. 10780 43252 41741 0. 00390 73235 12822 3 14 
o. 32 0. 06518 98646 9044D 0. 10154 55126 32988 0. 00327 02912 03254 3 15  

o .  30  0. 05729 57795 13082 D. 09526 41276 74844 0. 00270 35642 68526 3 17 
o. 28 0. 04991 09901 53618 O. D8896 36786 39974 0. 00220 41768 84885 4 20 
D. 26 0. 04303 54966 12048 0. 08264 73969 33180 0. 00176 87922 53708 4 23 
o. 24 0. 03666 92988 88373 0. 07631 82087 00913 0. 00139 37442 77909 4 27 
o. 22 0. 03081 23969 82591 0. 06997 87161 16730 0. 00107 50825 02743 5 32 

0. 20 0. 02546 47908 94703 0. 06363 11887 04012 0. 00080 86180 82883 5 39 
0. 18 0. 02062 64806 24710 0. 05727 75644 30652 0. 00058 99686 10701 6 48 
D. 16 0. 01629 74661 72610 0. 05D91 94597 59575 0. 00041 45999 18234 6 61 
o. 14 0. 01247 77475 384D5 0. 04455 81874 32960 0. 00027 78633 97799 7 80 
0. 12 0. 00916 73247 22093 0. 03819 47805 44642 0. 00017 50279 00844 8 109 

0. 10 0. 00636 61977 23676 0. 03183 00214 15118 0. 00010 13057 94484 10  157 
o. 08 D. 00407 43665 43153 0. 02546 44738 95252 0. 00005 18732 17470 13 245 
o. 06 O. D0229 18311 80523 0. 01909 85179 38105 0. 00002 18849 44630 17 436 
o. D4 0. 00101 85916 35788 0. 01273 23855 3977D O. ODOOO 64845 30524 25 982 
o. 02 O. Q0025 46479 08947 0. 00636 61974 14061 0. 00000 08105 69272 50 3927 

o. 00 0. 00000 OODDO ODOOO o. OOODO 00000 00000 0. 00000 00000 00000 00 00 

[(-�)6] [C-1�1] [C-1�1] 
C(.r) =� + f(x) sin (�x2 )-g(:r) cos (�x2) Cz(u) =� +fz(u) sin u-gz(u) cos u 

8 (x) =�-f(.r) cos (� :r2)-g(x) sin (�x2) 8z(u) =�-fz(u) cos u-gz(u) sin u 

<x>=nearest integer to x. 



y 
o.o 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 

0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

1,0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1, 7 
1.8 
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2.7 
2.8 
2.9 

3.0 

y 
0.0 
0.1 
0.2 
0,3 
0,4 

0,5 
0.6 
o. 7 
0.8 
0.9 

1.0 
1,1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1.7 
1,8 
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
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ERROR FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

.'?t'w(z) fw(z) 
x�O 

1.000000 0.000000 
0.896457 0.000000 
0,809020 0.000000 
o. 734599 0.000000 
0.670788 0.000000 

0.615690 0. 000000 
0,567805 0.000000 
0.525930 0.000000 
0.489101 0.000000 
0.456532 0.000000 

0.427584 0.000000 
0,401730 0.000000 
0.378537 o.oooooo 
0,357643 0.000000 
0.338744 0.000000 

0.321585 0,000000 
0.305953 0.000000 
0,291663 0,000000 
0.278560 0,000000 
0.266509 0.000000 

0.255396 0.000000 
0.245119 0.000000 
0.235593 0.000000 
0.226742 0.000000 
0.218499 o.oooooo 

0,210806 0.000000 
0.203613 o.oooooo 
0,196874 0,000000 
0.190549 0.000000 
0.184602 0. 000000 

0.179001 0.000000 

x�0.5 
o. 778801 0.478925 
0.717588 0.408474 
0.663223 0.350751 
0.614852 0.303124 
0,571717 0.263563 

0.533157 0.230488 
0.498591 0.202666 
0.467521 0.179123 
0.439512 0,159087 
0.414191 0.141945 

0.391234 0.127202 
0.370363 0,114460 
0,351335 0,103395 
0,333942 0.093744 
0.318001 0,085288 

0,303355 0.077851 
0.289866 0.071283 
0.277412 0.065461 
0,265890 0.060283 
0.255205 0.055661 

0.245276 0>051521 
0,236031 0,047804 
0.227407 0.044454 
0.219347 0.041428 
0.211800 0.038686 

0.204723 0.036196 
0.198074 0.033929 
0.191818 0.031859 
0.185924 0.029966 
0.180361 0.028231 

w(z)�e-z2 erfc ( -iz) z�x+iy 
.<?lw(z) Jlw(z) 9fw(z) Jw(z) .'iiw(z) Jw(z) 

x�O.l x�0.2 x�0.3 
o. 990050 0. 112089 
0.888479 0.094332 
0.80256 7 o. 080029 
o. 729337 0.068410 
0. 666463 0.058897 

0.612109 0.051048 
0,564818 0.044524 
0.523423 0.039064 
0.486982 0.034465 
0.454731 0.030566 

0.426044 0.027242 
0.400406 0.024392 
0.377393 0.021934 
0.356649 0.019805 
0.337876 0.017951 

0.320825 0.016329 
0.305284 0.014905 
o. 291072 o. 013648 
0.278035 0.012536 
0.266042 0.011547 

0,254978 0.010664 
0.244745 0.009874 
0.235256 0.009165 
0.226438 0.008526 
0.218224 0.007949 

0.210557 0.007427 
0,203387 0.006952 
0.196668. 0.006520 
0.190360 0.006125 
0.184429 0.005764 

0.178842 0.005433 

x�0.6 
o. 6976 76 0.535713 
0.651076 0.459665 o. 608322 o. 396852 
0,569238 0.344645 
0.533581 0.300989 

0,501079 0.264268 
0.471453 0.233206 
0,444434 0.206787 
0,419766 0.184200 
0.397216 0.164793 

0.376571 0.148036 
0.357637 0.133501 
0.340241 0.120838 
0.324229 0.109759 
0.309463 0.100026 

0.295820 o. 091443 
0.283192 0,083845 
0.271479 0.077096 
0.260598 0.071081 
0.250469 0.065701 

0.241025 0.060876 
0,232204 0.056534 
0,223952 0.052617 
0.216219 0.049073 
0.208961 0.045859 

0.202139 0.042936 
0.195117 0.040271 
0.189664 0.037836 
0.183950 0.035607 
0.178549 0.033561 

o. 960789 0.219753 
0.864983 0. 185252 
o. 783538 0.157403 
o. 713801 0. 134739 
0.653680 0.116147 

0.601513 0.100782 
0.555974 0.087993 
0.515991 0.077275 
0.480697 0.068235 
0.449383 0.060563 

0.421468 0.054014 
0.396470 0.048393 
0.373989 0.043542 
0.353691 0.039336 
0.335294 0.035671 

0.318561 0.032463 
0.303290 0.029643 
0.289309 0,027154 
0.276470 0.024948 
0.264648 0.022987 

0.253732 0.021236 
0.243628 0.019669 
0.234251 0.018260 
0.225531 0.016991 
0.217404 0,015845 

0.209813 0.014806 
0.202710 0.013862 
0.196050 0.013002 
0.189796 0.012216 
0.183912 0.011498 

0.178368 0.010839 

x� 0.7 
0.612626 0.576042 
0.580698 0.497744 
0.549739 0.432442 
0.520192 0.377688 
0.492289 0.331535 

0.466127 0.292432 
0.441712 0.259136 
0.418998 0.230646 
0.397906 0.206155 
0.378341 0.185005 

0.360200 0.166660 
0.343375 0.150681 
0.327766 0.136 706 
0.313273 0.124435 
0.299804 0,113620 

0.287274 0.104054 
0,275602 0.095563 
0.264718 0.088001 
0.254554 0.081245 
0.245050 0.075190 

0.236152 0.069748 
0.227810 0.064842 
0.219978 0.060409 
0.212616 0.056391 
0.205686 0.052741 

0.199155 0,049417 
0.192992 o. 046384 
0.187170 0.043608 
0.181662 0,041064 
0.176447 0.038728 

0.913931 0.318916 
0.827246 0.269600 
o. 752895 0.229653 
0.688720 0.197037 
0.632996 0.170203 

0.584333 0.147965 
0.541605 0.129408 
0.503896 0.113821 
0.470452 0.100647 
0,440655 0.089444 

0.413989 o. 079864 
0.390028 o. 071628 
0.368412 0. 064510 
0.348839 o. 058329 
0.331054 0.052936 

0.314839 0.048210 
0.300009 0.044051 
0.286406 0.040377 
0.273892 0.037118 
0.262350 0.034217 

0.251677 0.031626 
0.241783 0.029304 
0.232592 0.027217 
0.224033 0.025335 
0,21604 7 o. 023633 

0.208582 0. 022090 
0,201589 0,020687 
0.195028 0.019409 
0.188861 0.018241 
0,183056 0.017172 

0.177581 0. 016192 

x�0.8 
0.527292 0.600412 
0.509299 0.522932 
0.489710 0.457569 
0.469480 0.402194 
0,449244 0.355082 

0.429418 0.314828 
0.410264 0.280290 
0.391936 0.250532 
0.374518 0.224789 
0.358043 0,202429 

0.342511 0.182932 
0.327900 0. 165868 
0.314176 0.150877 
0.301294 0.137661 
0.289208 0.125971 

0.277869 0.115594 
0.267228 0.106355 
0.257237 0.098103 
0.247851 0,090710 
0.239027 o. 084068 

0.230724 0,078085 
0.222905 0.072680 
0.215535 0.067785 
0.208581 0,063342 
0.202013 0,059298 

0.195804 0.055610 
0.189928 0.052238 
0.184362 0.04915L 
0.179084 0,046315 
0.174074 0.043708 

Table 7.9 

9fw(z) fw(z) 
x�0.4 

0.852144 0.406153 
o. 777267 0.344688 
o. 712146 0.294653 
0.655244 0.253613 
0.605295 0.219706 

0.561252 0.191500 
0.522246 0.167880 
0,487556 0.147975 
0.456579 0.131101 
0.4�8808 0.116714 

0.403818 0.104380 
0.381250 0.093752 
0.360799 0.084547 
0.342206 0.076538 
0.325248 0.069538 

0.309736 0.063393 
0.295506 0.057978 
0,282417 0.053186 
0.270346 o. 048931 
0.259186 0.045139 

0.248844 0.041748 
0.239239 0.038706 
0.230300 0.035968 
0.221963 0.033498 
0.214172 0.031263 

0.206879 0.029234 
0.200039 0.027389 
0.193613 0.025706 
0.187566 0.024168 
0.181868 0.022759 

0.176491 0.021466 

x�0.9 
0.444858 0.610142 
0.439421 0.536087 
0.430271 0.472773 
0.418736 0.418491 
0.405763 0.371813 

0.392021 0.331544 
0.377977 0.296692 
0.363957 0.266427 
0.350182 0,240057 
0.336 799 0.217004 

0.323899 0.196 783 
0.311537 0.178990 
0.299741 0.163281 
0.288519 0.149370 
0.277865 0,137012 

0.267766 0.126002 
0.258203 0.116164 
0.249151 0.107348 
0.240586 0.099427 
0.232482 0.092291 

0.224813 0.085845 
0.217552 0.080009 
0,210676 0.074712 
0.204160 0.069894 
0.197982 0.065500 

0.192120 0.061486 
0.186554 0.057811 
0.181265 0.054439 
0.176237 0.051339 
0.171452 0,048485 

3.0 0,175105 0.026636 0.173437 0.031680 0.171502 0.036577 0.169315 0.041306 0.166895 0.0.45851 

See Examples 12-19. w(x)�e�x2+ � e-x2 fXet2dt ./r Jo 
w( -X+iy)�w(X+iy) w(x-iy)�2eY2-x2 (cos 2xy+i sin 2xy)-w(x+iy) 
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Table 7.9 ERROR FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

y 
o.o  
0.1  
0.2 
0.3 
0.4 

0.5 
0.6 
o. 7 
0.8 
0,9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1. 7 
1.8 
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2. 7 
2.8 
2.9 

3.0 

y 
o.o 
0.1 
0.2 
0.3 
0,4 

0.5 
0.6 
o. 7 
0.8 
0.9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1. 7 
1.8 
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2.7 
2.8 
2.9 

.CJfw(z) fw(z) 
x�l.O 

0.367879 0.607158 
0.373170 0.538555 
0.373153 0.478991 
0.369386 0.427225 
0.363020 0.382166 

0.354900 0.342872 
0.345649 0.308530 
0.335721 0.278445 
0,325446 0.252024 
0.315064 0.228759 

0.304744 0.208219 
0.294606 0.190036 
0.284731 0.173896 
0.275174 0.159531 
0.265967 0.146712 

0.257128 0.1 35242 
0.248665 0.124954 
0,240578 0.115702 
0.232861 0.107361 
0.225503 0.099824 

0.218493 0.092998 
0.211816 0.086801 
0.205457 0.081162 
0.199402 0.076021 
0.193634 0.071324 

0.188139 0.067024 
0.182903 0.063080 
0.177910 0.059456 
0.173147 0.056118 
0.168602 0.053041 

0.164261 0.050197 

x�l.5 
0.105399 0.483227 
0.134049 0.451763 
0.156521 0.421076 
0.173865 0.391665 
0.186984 0.363828 

0.196636 0.337720 
0.203461 0.313397 
0.207990 0.290847 
0.210664 0.270016 
0.211846 0.250823 

0.211837 0.233171 
0.210881 0.216954 
0.209182 0.202067 
0.206902 0.188403 
0.204177 0.175862 

0.201115 0.164349 
0.197806 0.153773 
0.194320 0.144054 
0.190717 0.135113 
0.187043 0.126883 

0.183335 0.119298 
0.179623 0.112302 
0.175930 0.105842 
0.172276 0.099870 
0.168674 0.094343 

0.165136 0.089222 
0.161669 0.084472 
0.158281 0.080061 
0.154975 0.075960 
0.151753 0.072142 

w(z)�e-z2 erfc ( -iz) z�x+iy 
.'!iw(z) fw(z) 0ew(z) Jw(z) [!.?w(z) Jw(z) 

x�l.l x�l.2 x�l.3 
0.298197 0.593761 
0.312136 0.532009 
0.319717 0.477439 
0.322586 0.429275 
0.321993 0.386777 

0.318884 0.349266 
0.313978 0.316128 
0.307816 0.286815 
0,300807 0.260847 
0,293259 0,237800 

0.285402 0.217306 
0.277407 0.199046 
0.269401 0.182742 
0.261476 0.168151 
0.253697 0.155066 

0.246112 0.143305 
0.238752 0.132711 
0,231635 0,123147 
0.224775 0.114495 
0.218176 0.106650 

0.211839 0.099523 
0.205760 0.093035 
0.199935 0.087116 
0.194356 0.081706 
0.189014 0.076753 

0.183901 0.072208 
0.179008 0.068031 
0.174324 0,064186 
0.169840 0.060639 
0.165546 0.057363 

0.161434 0.054331 

x�l.6 
0.077305 0.451284 
0.1 05843 0.426168 
0.128895 0.400837 
0.147272 0.375911 
0.161702 0.351803 

0.172820 0,328777 
0.181177 0.306990 
0.187245 0.286517 
0.191423 0.267378 
0.194049 0.249556 

0.195407 0.233009 
0.195734 0,217678 
0.195228 0.203494 
0.194053 0.190384 
0.192347 0.178275 

0.190222 0.167092 
0.187772 0.156765 
0.185073 0.147226 
0.182189 0.138412 
0.179172 0.130262 

0.176064 0,122723 
0.172901 0.115744 
0.169710 0.109277 
0.166513 0.103280 
0.163330 0.097713 

0.160175 0.092541 
0.157060 0.087732 
0.153993 0.083254 
0.150981 0.079082 
0.148030 0.075191 

0.236928 0.572397 
0.257374 0.518283 
0.270928 0.469488 
0.279199 0.42566 7 
0.283443 0.386412 

0.284638 0.351299 
0.283540 0.319910 
0.280740 0.291851 
0.276693 0.266757 
0.271752 0.244295 

0.266189 0.224168 
0.260213 0.206108 
0.253985 0.189878 
0.247628 0.175271 
0.241233 0.162100 

0.234870 0.150205 
0.228592 0.139441 
0.222436 0.129684 
0.216428 0.120822 
0.210587 0.112760 

0.204926 0.105411 
0.199452 0.098700 
0.194166 0.092562 
0.189072 0.086936 
0,184165 0.081773 

0.179444 0.077024 
0.174903 0.072651 
0,170538 0.068617 
0.166342 0.064890 
0.162310 0.061440 

0,158435 0.058243 

x�l.7 
0.055576 0.420388 
0.083112 0.400743 
0.105929 0.380161 
0.124612 0.359313 
0.139717 0.338676 

0.151751 0.318584 
0.161171 0.299261 
0.168379 0.280846 
0.173725 0.263418 
0.177513 0.247012 

0,180002 0.231630 
0.181414 0.217253 
0,181938 0.203847 
0,181733 0.191366 
0.180933 0.179762 

0.179651 0.168980 
0.177983 0.158969 
0.176008 0.149674 
0.173792 0.141045 
0.171390 0.133033 

0,168849 0.125590 
0.166206 0.118674 
0.163493 0.112243 
0.160737 0.106260 
0.157958 0.100689 

0.155175 0.095499 
0.152402 0.090660 
0.149649 0.086143 
0.146927 0.081925 
0.144243 0.077982 

0.184520 0.545456 
0.209431 0.499216 
0.227362 0.456555 
0.239793 0.417491 
0.247908 0.381908 

0.252654 0.349611 
0.254784 0.320368 
0.254895 0.293927 
0.253461 0.270040 
0.250858 0.248462 

0.247381 0,228967 
0.243266 0.211343 
0.238695 0.195398 
0.233813 0.180957 
0.228733 0.167863 

0.223542 0.155975 
0.218309 0.145167 
0,213086 0.135326 
0.207912 0.126353 
0.202818 0.118158 

0.197827 0.110662 
0.192953 0.103795 
0.1882 08 o. 097 495 
0.183599 0.091706 
0.179131 0.086378 

0.174805 0.081467 
0.170623 0.076933 
0.166582 0.072742 
0.162681 0.068863 
0.158916 0.065266 

0.155285 0.061926 

x�l.8 
0.039164 0.391291 
0.065099 0.376214 
0.087090 0.359721 
0.105522 0.342479 
0.120793 0.324985 

0.133288 0.307609 
0.143369 0.290613 
0.151366 0.274180 
0.157578 0.258431 
0.162268 0.243439 

0.165667 0.229244 
0,167977 0.215857 
0.169373 0.203272 
0.170003 0.191471 
0.169997 0.180425 

0.169465 0.170099 
0.168500 0.160457 
0.167183 0.151458 
0.165579 0.143063 
0.163746 0.135234 

0.161733 0.127931 
0.159580 0.121118 
0.157320 0.114761 
0.154982 0.108827 
0.152591 0.103285 

0.150165 0.098107 
0.147722 0.093265 
0.145274 0.088735 
0.142834 0.084493 
0.140411 0,080519 

.'!iw(z) fw(z) 
x�l.4 

0.140858 0.515113 
0.168407 0.476535 
0.189247 0.440005 
0.204662 0.405823 
0.215711 0.374110 

0.223262 0.344868 
0.228026 0.318022 
0.230578 0.293453 
0.231385 0.271015 
0.230826 0.250549 

0.229205 0.231897 
0.226 76 7 0.214902 
0.223710 0.199416 
0.220192 0.185299 
0.216340 0.172423 

0.212253 0.160668 
0.208014 0.149927 
0,203684 0,140103 
0.199315 0.131106 
0.194947 0.122858 

0.190608 0.115286 
0.186324 0.108325 
0.182112 0.101919 
0.177985 0.096015 
0.173954 0.090567 

0.170024 0,085532 
0.166201 0,080873 
0.162487 0.076557 
0.158883 0.072553 
0.155389 0.068834 

0.152005 0.065375 

x�l.9 
0.027052 0.364437 
0.051038 0.353066 
0,071811 0.340004 
0.089592 0.325873 
0.104641 0,311161 

0.117233 0.296240 
0.127644 0.281392 
0,136134 0.266823 
0.142949 0.252681 
0.148316 0.239067 

0.152418 0.226046 
0.155452 0.213656 
0.157569 0.201914 
0,158906 0.190821 
0.159585 0.180367 

0.159709 0.170534 
0.159369 0.161300 
0.158641 0.152637 
0.157593 0,144516 
0.156282 0.136908 

0.154757 0.129781 
0.153059 0.123108 
0,151224 0,116858 
0.149281 0.111003 
0.147256 0.105519 

0.145172 0.100378 
0.143045 0.095558 
0.140892 0.091037 
0.138725 0.086794 
0.136555 0.082809 

3.0 0.148618 0.068585 0.145144 0.071558 0.141602 0.074293 0.138012 0.076794 0.134391 0.079065 

See Examples I 2-19. w(x )�e-x2+ 2� e -xZ fx et2 dt ,)1r Jo 
w( -X+iJ)" w(X+iy) w(x-iy)�2eY2-x2 (cos 2xy+i sin 2xy)-w(x+iy) 



.Y 
o.o 
0.1 
0,2 
0.3 
0,4 

0,5 
0.6 
o. 7 
0,8 
0.9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2,5 
2.6 
2.7 
2.8 
2,9 

3.0 

y 
o.o 
0. 1 
0.2 
0.3 
0,4 

0,5 
0.6 
0, 7 
0.8 
0.9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1,4 

1.5 
1.6 
1. 7 
1.8 
1,9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2. 7 
2.8 
2,9 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

ERROR FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

Mw(z) Jw(z) 
x�2.0 

0.018316 0,340026 
0.040201 0.331583 
0.059531 0.321332 
0.076396 0. 309831 
0.090944 0.297529 

0,103359 0.284786 
0.113836 0.271881 
0.122574 0.259031 
0.129768 0.246396 
0.135600 0.234096 

0.140240 0.222213 
0.143840 0.210805 
0.146541 0.199904 
0.148466 0.189529 
0,149725 0.179687 

0,150415 0.170371 
0.150622 0.161 572 
0.150418 0.153274 
0.149870 0.145457 
0.149032 0.138100 

0.147953 0,131180 
0.146675 0,124674 
0.145234 0.118558 
0.143660 0.112810 
0.141982 0.107408 

0,140220 0.102329 
0.138395 0.097554 
0.136523 0,093062 
0.134619 o. 08883 7 
0.132693 0.084859 

0.130757 0.081113 

x�2.5 
0.001930 0.251723 
0.014698 0.250050 
0.026841 0.247092 
0.038226 0.243042 
0,048773 0.238092 

0.058437 0,232420 
0,06 7205 0.226190 
0,075088 0.219546 
0.082112 0.212614 
0,088317 0.205504 

o. 093751 0,198307 
0,098466 0.191099 
0,102518 0.183943 
0,105960 0.176889 
0.108848 0.169977 

0.111233 0.163237 
0.113165 0.156692 
0.114690 0.150359 
0.115851 0.144249 
0.116689 0,138368 

0.117239 0.132720 
0.117534 0.127305 
0.117606 0. 122121 
0.117481 0.117164 
0.117184 0.112428 

0.116737 0.107909 
0.116160 0.103597 
0.115471 0.099487 
0.114685 0.095570 
0,113816 0,091838 

w(z)�e-z2 erfc ( -iz) z�x+iy 
!!iw(z) fw(z) 9£w(z) ..lw(z) :flw(z) .fw(z) 

x�2.1 x�2.2 x�2.3 
0.012155 0.318073 
o. 031936 0.311886 
0.049726 0,303894 
0,065521 0.294574 
0.079385 0.284327 

0.091422 0.273482 
0.101765 0.262308 
0.110558 0.251016 
0.117948 0.239772 
0.124081 0.228703 

0.129097 0.217904 
0.133125 0.207442 
0.136286 0.197366 
0,138689 0.187705 
0.140432 0.178478 

0.141604 0.169691 
0.142283 0.161343 
0.142540 0.153429 
0.142434 0.145938 
0,142021 0.138855 

0.141347 0.132164 
0.140453 0.125849 
0.139375 0.119891 
0,138145 0.114272 
0.136789 0.108973 

0,135331 0.103977 
0,133791 0,099265 
0.132187 0.094822 
0.130533 0.090631 
0.128842 0.086677 

0.127125 0. 082944 

x�2.6 
0,001159 0.239403 
�.012635 0.238187 
0.023653 0.235838 
0.034087 0.232504 
0.043849 0.228337 

0.052885 0.223482 
0.061167 0.218077 
0.068691 0,212247 
0.075467 0.206103 
0.081521 0.199744 

0,086885 0.193255 
0.091598 0.186707 
0.095702 0.180163 
0.099243 0.173670 
0.102264 0.167270 

0.104811 0.160996 
0.106925 0.154872 
0.108647 0.148918 
0,110016 0.143147 
0.111067 0.137569 

0.111834 0.132191 
0.112347 0.127015 
0.112635 0.122042 
0.112723 0,117271 
0.112633 0,112699 

0.112389 0.108322 
0.112008 0,104136 
0.111508 0.100133 
0.110904 0,096309 
0.110210 0.092657 

0.007907 0.298468 
0.025678 0.293982 
0.041927 0,287771 
0.056586 0.280232 
0.069655 0,271710 

0.081182 0.262499 
0.091245 0,252844 
0.099943 0,242947 
0,107383 0,232968 
0.113679 0.223037 

0.118941 0.213253 
0.123277 0.203692 
0.126 788 0.194410 
0.129570 0.185446 
0.131709 0.176827 

0.133284 0.168569 
0.134367 0.160680 
0.135021 0.153161 
0,135305 0.146009 
0.135269 0.139217 

0.134959 0.132773 
0,134414 0.126667 
0.133669 0.120885 
0.132755 0. 115413 
0.131699 0.110236 

0,130524 0.105339 
0.129252 0.100709 
0.127900 0.096330 
0.126483 0,092189 
0,125016 0,088273 

0.123510 0.084568 

x�2.7 
0.000682 0,228355 
0.011037 0.227458 
0,021057 0.225569 
0.030626 0.222800 
0.039656 0.219268 

0.048090 0.215093 
0.055890 0.210387 
0.063043 0.205258 
0.069548 0.199804 
0,075416 0.194111 

0,080670 0.188258 
0.085338 0.182311 
0.089451 0.176328 
0.093044 0.170357 
0,096155 0,164438 

0.098820 0.158604 
0.101076 0.152882 
0.102957 0,147292 
0.104498 0.141851 
0.105730 0.136571 

0,106683 0,131459 
0.107386 0.126522 
0.107864 0.121762 
0.10�140 0.117180 
0.108238 0.112775 

0.108177 0.108546 
0.107975 0.104489 
0.107648 0.100601 
0,107213 0.096876 
0.106682 0.093310 

0.005042 0,281026 
0,020958 0.277795 
0,035728 0.272968 
0,049248 0.266865 
0.061473 0,259775 

0.072408 0.2519�3 
0.082092 0.243617 
0,090585 0.234952 
0.097963 0,226111 
0.104309 0.217219 

0.109709 0,208376 
0.114251 0.199660 
0.118019 0.191133 
0.121092 0.182840 
0.123548 0.174814 

0.125454 0.167078 
0.126877 0,159646 
0.127873 0.152526 
0.128495 0.145721 
0.128792 0.139229 

0.128805 0.133045 
0.128574 0.127161 
0.128130 0.121569 
0.127506 0.116258 
0.126726 0.11 1218 

0.125814 0,106436 
0.124792 0. 101901 
0.123676 0,097601 
0.122484 0.093523 
0.121229 0.089658 

0.119922 0.085992 

x�2.8 
0.000394 0,218399 
0,009778 0.217722 
0.018918 0.216181 
0.027707 0.213858 
0,036064 0,210843 

0,043930 0.207232 
0,051264 0.203119 
0.058046 0,198594 
0.064266 0.193741 
0,069927 0.188638 

0.075043 0.183354 
0,079632 0.177950 
0.083718 0.172480 
0,087328 0,166990 
0.090492 0,161519 

0.093239 0.156099 
0.095601 0.150758 
0.097608 0.145518 
0.099288 0.140395 
0.100671 0.135403 

0.101783 0.130553 
0.102649 0.125851 
0.103293 0,121303 
0.103737 0.116911 
0,104002 0.112676 

0.104105 0.108597 
0.104066 0.104674 
0.103898 0.100905 
0.103617 0.097284 
0.103236 0,093810 

Table 7.9 

.Oiw(z) Yw(z) 
x�2.4 

0.003151 0.265522 
0.017397 0.263201 
0.030792 0,259435 
0.043211 0,254478 
0.054585 0.248566 

0.064890 0.241914 
0.074132 0.234714 
0.082345 0.227129 
0.089576 0.219302 
0.095884 0.211349 

0.101336 0.203368 
0.105999 0.195438 
0.109942 0.187620 
0.113232 0.179965 
0.115935 0.172510 

0.118109 0.165281 
0.119812 0.158299 
0.121096 0.151576 
0.122010 0.145120 
0,122597 0.138933 

0.122897 0.133015 
0.122945 0.127363 
0.122773 0.121972 
0.122411 0.116834 
0.121884 0.111942 

0.121215 0.107286 
0.120424 0.102858 
0.119530 0.098648 
0.118548 0,094646 
0,117492 0.090842 

0.116375 0,087227 

x�2.9 
0.000223 0.209377 
0.008769 0,208854 
0.017134 0.207577 
0.025225 0.205607 
0,032967 0.203014 

0,040304 0.199873 
0,047194 0.196262 
0.053611 0.192256 
0,059543 0,187927 
0.064986 0.183344 

0.069944 0.178568 
0.074431 0,173654 
0.078462 0.168651 
0,082059 0.163603 
0.085245 0.158547 

0.088044 0.153515 
0.090482 0.148534 
0.092584 0.143625 
0. 094376 0.138807 
0.095882 0.134094 

0.097127 0.129498 
0.098133 0,125027 
0.098922 0.120688 
0.099513 0.116484 
0,099925 0.1 1 2419 

0.100177 0.108493 
0,100284 0.104707 
0.100261 0.101058 
0.100122 0.097546 
0.099879 0.094168 

3.0 0,112878 0.088283 0.109439 0.089170 0.106067 0.089898 0.102767 0.090479 0.099544 0.090921 

See Examples 12-19. 

w( -X+iy)�-w(x+iy) 

w(x)�e -x2+ J�e-x2J;et2 dt 

w(x-iy)�2ey2-xZ (cos 2xy+i sin 2xy)-w(X+iy) 

w[(1 +i)u ]�e-2iu2{ 1 + (i-1)[ c(��)+iS(��)J} 

327 



328 ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

Table 7.9 ERROR FUNCTION FOR COMPLEX ARGUMENTS 

w(z)�e-z2 erfc ( iz) z=x+iy 
�w(z) Jw(z) fJw(z) Jw(z) .Cfiw(z) fw(z) 2.£w(z) .lw(z) �w(z) .lw(z) 

y x �3.0 X 3.1 Xc 3 ,2 .t =3.3 x=3.4 
0.0 0.000123 0,201157 0,000067 0,193630 0,000036 0.1867 04 0,000019 0,180302 0,000010 0.1 74362 
0.1 0,007943 0.200742 0,007254 0,193292 0,0066 70 0.186421 0,006167 0,180061 0.005728 0.174152 
0,2 0.01 5627 0.1 99669 0,014338 0.192376 0.013225 0.185630 0, 012252 0.179369 0. 0 1 1 394 0.173542 
0,3 0,023095 0,197980 0,021250 0,190915 0.019639 0.184354 0.018222 0,178245 0,016966 0.172545 
0.4 0, 030279 0,195732 0,027929 0.188951 0.025862 0.182626 0.024032 0,176715 0.022403 0.171181 

0,5 0.037126 0,1 92984 0, 0 34328 0,186532 0.031849 0.180484 0,029643 0.174808 0,027670 0.169475 
0.6 0.043598 0,189798 0,040407 0,183709 0.037565 0.177970 0.035022 0,172560 0.032738 0,167455 
0.7 0,049665 0.186239 0.046141 0.180534 0.042983 0,175128 0.040144 0.170006 0,037582 0.165151 
0.8 0,055311 0.182368 o. 051509 0.177061 0,048083 0.172003 0,044989 0.167184 0,042185 0,162596 
0.9 0.060529 0,1 78243 0,056501 0,173340 0,052854 0.108637 0,049544 0,164132 0,046532 0.159821 

1.0 0.065318 0.173918 0,061114 0.169418 0,057289 0.165072 0.053801 0,1 60886 0.050615 0,156858 
1.1 0,069685 0,1 69445 0,065350 0.165339 0.061387 0.161349 0.057757 0.157480 0,054428 0,153738 
1.2 0.073641 0.1 64866 0.069216 0.161145 0.065151 0.157502 0,061413 0.153948 0.057971 0.150490 
1.3 0,077202 0,160223 0.072722 0.156872 0.068589 0.153567 0,064773 0.15 0320 0,061246 0.147141 
1.4 0,080385 0.155551 0,075883 0, 1 52553 0.071 7 1 1  0.149572 0.067844 0.146623 0,064258 0.143717 

1.5 0,083210 0.150880 0.078712 0.148217 0.074529 0.145545 0.070636 0,142882 0.067012 0,140239 
1.6 0,085697 0.146236 0.081229 0,143888 0.077055 0.141510 0,073158 0,139120 0.069518 0.136731 
1.7 0,087870 0.141640 0,083450 0.139588 0.079306 0.1 37488 0,075423 0,135357 0,071785 0.133209 
1.8 0.089749 0,137113 0,085394 0.135335 0.081297 0.133495 0.077445 0,131609 0.073823 0.129691 
1.9 0,091355 0.132667 0,087080 0.131 146 0.083044 0.129548 0.079236 0.127892 0,075646 0.126192 

2.0 0,092711 '0. 128317 0,088525 0.127031 0.084562 0.125660 0.080811 0,124219 0,077263 0,122723 
2.1 0,093835 0.124071 0.089749 0.123003 0,085867 0.121840 0.082182 0.120600 0.07 8687 0.119296 
2.2 0.094748 0.119936 0,09076 7 0,119068 0.086974 0.118099 0,083364 0.117045 0,079930 0.115919 
2.3 0.095467 0.1 1 5919 0,091597 0. 115233 0,087900 0.114442 0,084370 0,113560 0,081004 0.112602 
2.4 0,096010 0.112023 0,092255 0. 111503 0.088657 0.110875 0.085213 0,110153 0.081921 0.109349 

2,5 0,096393 0.108249 0.092754 0.107881 0.089259 0.107403 0.085905 0,106827 0.082690 0.106166 
2.6 0. 096632 0.1 04600 0.093110 0.104370 0,089719 0.104027 0.086458 0.103586 0,083324 0.103057 
2.7 0,096739 0. 101076 0.093336 0.100969 0.090050 0.100751 0.086883 0.100433 0,083832 0.100026 
2.8 0.096729 0.097674 0,093442 0.097680 0,090263 0.097575 0,087190 0,097369 0.084225 0,097073 
2.9 0,096613 0,094395 0,093442 0,094502 0,090368 0.094499 0.087391 0,094396 0.084511 0.094202 

3.0 0,096402 0.091236 0,093345 0,091434 0.090375 0.091523 0.087493 0.0 91513 0,084700 0.091413 

y X=3.5 X=3.6 X=3.7 x�3.8 Xco3,9 
o.o 0,000005 0,168830 o. 0000 02 0,1 63662 0.000001 0.158821 0,000001 0.154273 0,000000 0.149992 
0.1 0, 005340 0.168645 0,004995 0.163498 0.004685 0.158673 0.004406 0.154140 0,004153 0.149871 
0.2 0.010633 0.168102 0.009952 0.1630ll 0.009339 0.158235 0.008786 0.153743 0,008282 0.149510 
0.3 0.015846 0.167212 0,014841 0.162211 0.013935 0.157513 0.013115 0.153088 0,012368 0.148913 
0,4 0.020944 0.165990 0.019632 0.161 1 1 1  0.018446 0.156516 0.017370 0,152183 0.016389 0.148088 

0,5 0,025897 0.104456 0.024297 0,159725 0,022847 0.155260 0.021529 0,151040 0,020326 0.147044 
0,6 0.030677 0.162633 0,028812 0,158075 0. 027118 0.153760 0.025574 0,149672 0.024162 0.145792 
0.7 0,035263 0.1&0548 0, 033158 0.156181 0.031239 0,152034 0.029486 0,148094 0,027880 0.144346 
0.8 0.039637 0,158227 0,037316 0.154066 0.035195 0,150102 0.033253 0.146324 0,031469 0.142721 
0.9 0.043785 0.155698 0,041274 0.151755 0.038974 0.147985 0.036861 0,144380 0.034916 0.140931 

1.0 0.047698 0.152988 0.045023 0.149271 0,042565 0.145703 0,040301 0.142279 0.038212 0.1 38993 
1.1 0.051370 0, 1 50124 0.048556 0,146637 0,045962 0.143277 0.043567 0,140039 0,041352 0.1 36922 
1.2 0.054798 0.147132 0. 051869 0.143878 0.049161 0.140727 0.046653 0,137680 0.044328 0.134735 
1.3 0.057984 0.144038 0,054962 0. 141014 0.052159 0.1 380 74 0.049558 0,135218 0,047139 0.132448 
1.4 0.060928 0.140862 0.057835 0,13806 7 0.054958 0.135336 0.052279 0.132671 0,049783 0.130076 

1.5 0.063637 0.137628 0.060491 0,135056 0.057557 0.132530 0,054819 0.130054 0,052260 0,127633 
1.6 0,066116 0.134354 0,062936 0.131999 0.059962 0.129674 0.057179 0.127384 0,054572 0. 125133 
1.7 0.068374 0. 131058 0,065176 0.128913 0.062177 0.126782 0,059362 0,124673 0.056720 0,122591 
1.8 o. 070419 0.127755 0,067217 0.125812 0.064206 0.123869 0.061374 0.121935 0.058708 0.120016 
1.9 0.072260 0.124460 0,069068 0.122709 0.066058 0,120947 0.063219 0.119182 0,060540 0.117422 

2.0 0.073908 0. 121 185 0.070736 0, 119617 0.067738 0,118027 0.064903 0.116425 0,062222 0.114817 
2.1 0.075373 0.117940 0,072232 0. 116545 0,069254 0.115120 0.066433 0.113673 0,063759 0,112212 
2.2 o. 076666 0.1 1 4  735 0,073563 0. 113503 0.070615 0,112234 0,067815 0,110935 0,065156 0.10961 4 
2.3 0,077796 0. 1 1 1578 0.074739 0.110500 0.071829 0.109377 0.069058 0.108218 0,066420 0.1 07031 
2.4 0.078774 0.108474 0.07'5770 0. 107540 0.072902 0,106556 0.070166 0,105530 0.067556 0.104469 

2.5 0.079611 0.105431 0,076664 0,104631 0.073845 0,103777 0.071149 0,102875 0,068572 0.101935 
2.6 0.080316 0,102451 0,077430 0,101777 0.074663 0,101044 0.072013 0.100260 0,069474 0.099433 
2.7 0.080898 0.099538 0,078076 0,098981 0,075366 0.098362 0,072764 0,097688 0.07026 7 0.096968 
2.8 0.081366 0.096696 0,078612 0,096247 0.075961 0,095734 0,073411 0,095163 0,070959 0.094543 
2.9 0.081730 0,093927 0. 079044 0.093577 0.076455 0.093162 0.073959 0.092688 0,071555 0.092162 

3, 0 0.081996 0.091230 0,079381 0,090973 0.076855 0,090649 0.074415 0.090265 0.072061 0. 089826 

. ( 0.4613135 0.09999216 0.002883894) If X > 3·9 or Y > 3 w (z) =lZ z2-0.l90l635+ z2-1.7844927+ z2-5.5253437 +E
(z) E (z) l< 2 x l0- 6 

. ( 0.5124242 0.05176536) If X > 6 or y > 6 w (z) = Jz z2-0.2752551+z2-2.724745 +'7
(
z

) ITI(z) l < l0-6 * •see page n. 



n 
1 2 
3 4 5 

Xn 
1. 45061 616 2. 24465 928 
2. 83974 105 
3, 33546 074 
3. 76900 557 

ERROR FUNCTION AND FRESNEL INTEGRALS 

COMPLEX ZEROS OF THE ERROR FUNCTION 

erf Zn =O 
?/n 11 Xn 

1. 88094 300 6 4. 15899 840 
2, 61657 514 7 4. 51631 940 
3. 17562 810 8 4. 84797 031 
3. 64617 438 9 5. 1 5876 791 
4. 06a69 723 10 5. 45219 22a 

erf z, = erf ( -zn) =erf Zn =erf ( - 'Zn) =0 

Table 7.10 

Yn 
4. 43557 144 4. 78044 764 5. 10158 804 5. 40333 264 
5, 68883 744 

From H. E. Salzer, Complex zeros of the error function, J. Franklin Inst. 260, 209-211, 
1955 (with permission). 

n 0 
1 
2 
3 
4 

.rn a. oaao 
1. 7437 
2. 6515 3, 3208 
3, 8759 

COMPLEX ZEROS OF FRESNEL INTEGRALS 

C(zn) =0 Zn =.rn+i?Jn 

S(z�) =0 z�=.1:�+ iy� 
lin 

a. oooo 
a. 3057 
0. 2529 
o. 2239 
0. 2047 

* 
,!'n 

a. aaao 2. ao93 
2. 8335 
3. 4675 
4. a026 

Table 7. l l  

y; 
a. aaoa a. 2886 0. 2443 a. 2185 a. 2008 

5 4. 361 1 o. 1909 4, 4742 o. 1877 

n 
0 
1 2 
3 
4 
5 

c( ) c( ) c(_ ) c( _ ) c( . ) c( . ) c( - ) c( � ) 0 s Zn =s -zn =s z, =s - zn =s IZn =s - tzn =s -zzn =s ·1z11 = 

�- ln(.-.J4n �1)  
J'n::::.J4n - 1 .-2(4n � 1 )3/2 

(n>O) 

MAXIMA AND MINIMA OF FRESNEL INTEGRALS Table 7.12 

Mn = C(.J4n + 1) mn = C(.J4n + 3) M� = S(.J4n + 2) � = s(.J4n + 4) 
Mn rnn M; m; 

o. 779893 o. 321056 o. 713972 o. 343415 
o. 640807 o. 380389 o. 628940 o. 387969 
o. 605721 o. 404260 o. 600361 0, 408301 
o. 588128 o. 417922 0. 584942 o. 420516 
o. 577121 o. 427036 o. 574957 0. 428877 
0. 569413 0. 433666 o. 567822 o. 435059 

1 r2(4n+ 1)L3 1 ,..2(4n+3)L3 Mn--+-----·····- 111"_2_ .-3(4n+3)5/2 2 ,.3(4n+ 1)5/2 (n..,..,) 

, 1 ,..2(4n+2)L3 Mn-2+ r3(4n+2)5/2 
, 1 16,.2(n+1)L3 mn-z 32.-3(n+ 1)5/2 

From G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, 2d ed. Cambridge Univ. 
Press, Cam bridge, England, 1958 (with permission) . 
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8. Legendre Functions 
Mathematical Properties 

Notation 

The conventions used are z=x+iy, x, y real, and in particular, x always means a real number in the interval - 1  �x � + 1 with cos 8=x where 
8 is likewise a real number ; n and m are positive integers or zero ; 11 and p. are unrestricted except where otherwise indicated. Other notations are : 

n!Pn(x) P"(x) for (2n-l) ! !  

Pn,.(x) for ( - 1)"'P:'(x) 

T':(x) for ( - 1  )"'P':(x) 

J>:(x) for (-1)"'�
(2
n���:)!

m) !  P':(x) 

��(z) for P�(2) , O�(z) for Q�(z) 

O�(z) for e"rtQ�(z) 

Q�(z) for sin �"+u)r Q�(z) sm 111r 

(fftz>1) 

Various other definitions of the functions occur as well as mixing of definitions. 

8.1.1 
8.1. Dift"erential Equation 

d2w dw p.2 (l - z2) --2z -+[11(11+1)- -] w=O dz2 dz 1 - z2 
Solutions 

(Degree 11 and order p. with singularities at 
z= ± 1 ,  oo as ordinary branch points-p., 11 arbitrary complex constants.) 
P� ( z ) ,  � ( � ) - Associated Legendre Functions (Spher

ical Hannonics) of the First and Second Kinds 2 

larg (z± 1 ) 1<r, 
(z2- l)l"= (z- 1)l"(z+ l)l" 

(For P�(z), p.=O, Legendre polynomials, see chapter 22.) 

8.1.2 

P�(z) r (1�JJ.) [:
+
�J

" F( -11, 11+1 ; 1 -p.; 1 2 
2) 

Cl 1 -zl <2) 

(For F(a, b; c; z) see chapter 15.) 

( l z l>l) 

Alternate Fonns 

(Additional forms may be obtained by means of the transformation formulas of the hypergeometric function, see [8. 1] .) 

8.1.4 P�(z) =21'-lrl(z2-1) -li'{F( -�-�· �+�-�; �; 22) 
-2z 

F(�-�-�· 1+�-�; �; 22)} 
Cl z2 1<1)  

r G-�-�) r ( 1 +�-�) r (�+�-�) r ( -�-�) 

1 The functions Y;:"(ll, .,.)= � m.,.} P;:" (cos II) called surface harmonics of the first kind, tesseral for m< n and sectoral 
sm mrp 

for m=n. With 0 $11 $ r, O $ rp $ 2r, they are everywhere one valued and continuous functions on the surface of the 
unit sphere xl+ y2 + z2= I where x= sin II cos .,., y=sin ll sin .,. and z= cos 11.  

•See page n.  
332 
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8.1.7 

Wronskian 
8.1.8 

W{ P�(z) , Q�(z) } 
e 1�""22�"f c��+�+2) r c��+�+ 1) 
(1 -z2) r c��-�+2) r c��-�+ 1) 

8.1.9 W{Pn(Z) ,  Qn(z) } = - (z2-1) -- 1 

8.2. Relations Between Legendre F'unctions 

8.2.1 

8.2.2 

Negative Degree 

Q�._, (z) = f -1re1�"" cos v1rP�(z) 
+Q�(z) sin [7r(v+�) ] J /sin [1r(v-�) ] 

Negative Argument (J z ;;:: O) 
8.2.3 

P�(-z) = e"Ft."n(z) -� e- 1"" sin [1r(v -+-�) ]Q�(z) 
11" 

8.2.4 Q�(-z) = -e±t."Q�(z) 

8.2.5 

P;�"(z) 

8.2.6 

8.2.7 

8.2.8 

Negative Order 

Degree J.t + ! and Order 11 + ! 

(z2_1 ) 114e-t�>"Q�(z) 
( i1r) lt2r (v + ,i. +1) 

Q-v- i ( Z ) * -�-<-i (z2- l) ll2 

.. 

.. 

= - i (!7r) 112r ( -v-�) (z2- 1 ) 114e-MP�(z) 

8.3. Values on the Cut 

8.3.1 

P�(x) = ![ei1�>�"P�(x+iO) + e -tt,.rp� (x-iO) ] 

•see page n_ 

(Upper and lower signs according as ./z�O.) 

8.3.2 
P� (x)= e±li,rP�(x± iO) * 

8.3.3 
=ir-1e,-i�-<,.[e -11�'"Q�(x+iO) * 

-e11�'"Q�(x-i0) J * 
8.3.4 

Q�(x) =!e -1�""[e-11�""Q�(x+iO) +ei1�" .. Q�(x-i0) ] 

(Formulas for P:(x) and Q:(x) are obtained with 
the replacement of z- l by (1 -x) e±1", (z2- l )  by 
( l -x2)e±1 .. , z+ 1 by x+ 1 for z=x ± iO.) 

8.4. Explicit Expressions 
(X=COS 8) 

8.4.1 P0(z) = 1 

8.4.2 

Q0(z) =� In G+D 
8.4.3 P1(z) =z  

8.4.4 
, z (z-+-1) QJ (z) =- ln - - 1  

2 z-l  

8.4.5 

Po(X) = l  

Q0(x) =� I n  G��) 
= xF(!, 1 ;  j- ;  x2) 

P1(x) =x=cos 8 

Q1 (x) =- ln - -1 
x (1 +x) 
2 1 -x 

P2(z) = !(3z2- 1)  P2(x) = !(3r- 1)  
= H3 cos 28+ 1) 

8.4.6 

Q2(z) =�P2(z) ln G+!) Q2(x) = 

-� ex: 1) ln c+�)-�x 

8.5. Recurrence Relations 
(Both P: and Q� satisfy the same recurrence 

relations-) 
Varying Order 

8.5.1 

p�+ 1 (z) = (z2- l )  - t { (v-J.') zP:(z) - (v+ J.')P:-1 (z) } 
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8.5.2 

(z2- 1 )  dPJ;z) = (v+}.t) (v-}.1+ 1) (z2-l) lP�- 1 (z) 
-}.'ZP�(z) 

Varying Degree 
8.5.3 

(v-}.1+ 1)Pe+r (z) = (2v+ l ) zP� (z) - (v+}.I)Pe _1 (z) 
dP� (z) 

8.5.4 (z2-1 )  -jz= vzP� (z) - (v+}.t)P�- r (Z) 

Varying Order and Degree 

8.5.5 P�+I (z) =Pe- r (z) + (2v+ 1)  (z2- l)lP�- 1 (z) 
8.6. Special Values 

8.6.1 

P�(O) 

x=O 

= 2�11"-t cos [h(v+}.C.)] r (!v+ !�L+ !)/r (!v- !}.1+ 1) 
8.6.2 ' 

Q�(O) =  
-2�- 11r! sin [h(v+}.C.) ]r (!v+ !}.C.+ !)/r (!v- !}.1+ 1) 

8.6.3 [dPe(x)l = dx = o  

2�+!11"-! sin [!1r(ll+}.t) ]  r (!v+!}.t+ 1 )/r (!v- t}.l+ !) 
8.6.4 [dQe (x)l 

dx = o 

2�11"! cos [!1r(ll+}.t)] r(!v+ !}.C.+ l )/r (!v-!}.1+ !) 
8.6.5 

W{P� (x) Q�' (x) } 22�'r (!v+!}.l+ 1 ) r (tv+ !}.t+ !) 
v ' v x = O r (!v-!M+ 1 ) r (tv- t}.l+ t) 

8.6.6 

8.6.7 

8.6.8 

}.t=m= 1 , 2 , 3, . . .  

P:'(z) = (z2-I)!m dm;;;�z) ' 

P.'(x) = ( -1 )m(l -x2) lm dm:;�x) 

Q�(z) = (z2- 1) !m dmJ;�z), 

Q�(x) = (- l)m(1 -x2)!m �J;�x) 

}.t= ± t 

Pt{z) (z2-1 )  -r;4(21r) - 112 { [z+ (z2- I)ll2]•+t 

+[z+(z2-l) tl2]-'-•-t }  

•see page u. 

8.6.9 

p;l (z) = _ z - { [z+ (z2- 1 ) 112]•+t (2)1/2 ( 2 1) - 1/4 

11' 2v+l 
_ [z+ (z2- 1) t/2] -•-t }  

8.6.10 

8.6.1l 

Q;l(z) 

8.6.12 

Pt(cos 0)=(!11')-i (sin o) -! cos [(v+!)O] 

8.6.13 

QHcos o) - (t'n") l (sin o)-t !:lin [ (v+t)e] 

8.6.14 

P;l (cos 0) = (!11') -!(v+t) - 1 (sin e) -! sin [ ( v+t)e] 

8.6.15 

Q;t (cos 0)=(21T) l (2v+ 1) - 1 (sin e) -t cos [ {v+!)e] "' 

8.6.16 

8.6.17 

8.6.18 

8.6.19 

where 

}.1= -v 

2-•(sin e)• P;•(cos e) r (v+l )  

}.1=0, v=n 
(Rodrigues' Formula) 

2n-1 2n-5 
Wn-l(x) =t:"n P,.-r (x) +3(n-l )  Pn-s(x) 

2n-9 
+5(n-2) Pn-5(x) + · . . 

W -t (X) =O 
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11=0, 1 
8.6.20 [oP.�os O)J =2 In (cos to) 

II • = 0  

8.6.21 [oP.- I�cos O)J = -tan to-2 cot !O ln (cos to) 
V II  • • 0 

8.6.22 [oP.- I�cos O)J =- t tan to sin2 to+sin B ln (cos to) II • • I  

8.7. Trigonometric Expansions (0<0<7r) 

8.7 .1  P� (cos 0) =7r- 1122�+ 1 (sin o)� f (v+}.ltl ) � (p.+�hC��+:+ I h sin [ (v+J.�+2k+ l )O] f( v+:�) k =O k. ( v+:r)k 
8.7.2 Q� (cos 0) =7r1122�(sin 0)�' f (v+p.�- l ) i: (J.�+t) k (ll�p.+ l ) k cos [ ( v+p.+2k+ l)O] f ( v+ll ) k =O k!(v +2h 

8 7 3 1-> ( ") 22"+2 (n!) 2 [ . ( + ' + n+ l . ( ) 1 · 3 (n+l) (n-t-2) . ( " ) J . . " cos u =;c2n+l)1 sm n 1 )0 2n+:3 sm n+3 B+2f (zn+3) (2n+S) sm n+o O+ . . .  
22n+ 1 (n!) 2[ n+1 1 - 3  (n+ I ) (n+ 2) J 8.7.4 Q. (cos 0) (2n+ I ) !  cos (n+ l ) 0+2n+3 cos (n+3)0+ 21 (2n+3) (2n+S) cos (n+5)0+ . . . 

8.8. Integral Representations 

(z not on the real axis between - 1  an d - co )  

335 

8.8.1 P�(z) 2- • (z2- 1) -1�' J"' 
r (-v-J.�) f (v+ l )  0 (z+cosh t)�'- ·- 1 (sinh t )M1dt (;?}( -p.) >&t'v >-1) 

8.8.2 Q':(z) e;�:��;�' ��:�:!�� (z2 - I ) l�' i"' [z+ (z2- l ) l  cosh t ) - ·-�'- 1 (sinh t ) 2�'dt (&t'(v±w-1- 1 )>0) * 

8.8.3 Q. (z)=�J�1 (z- t) - 1P,. (t) dt= (-- 1 ) "+1 Q,. (-z) 
• 

(For o ther int egral representations see [8.2] . )  

8.9. Summation Formulas 
" 

8.9.1 (�- z) � (2m+  l )Pm (z)Pm W = (n+ l ) [P.+I WPn(z) -P,.(�)Pto+J (z) ] 
m =O 

" 
8.9.2 (�- z) :l: (2m+ I )P,. (z)QmW = I -- (n+ I ) [Pn+l (z) Q,.W -P,.(e)Q,.+t W l  m =O 

8.10. Asymptotic Expansions 

For fixed z and 11 and ;?} p.�co , 8.10.1-8.10.3 are asymptotic expansions if z is not on the real 
axis between -co and - 1  and + co and + 1 . (Upper or lower signs according as f z:<O. ) 

8.10.2 Q��'( ) - 1  i ,.  f (II+J.L+l ) (z+ l)l�' r ( ) [F < + · I +  . 1 + 1 )  • z - 2e " f (p.+ 1 ) z-l p.-11 -v , v 1 ,  p., 2 2z 
(z-1)�' · )] - e '�'�>"' 

z +I 
F(-11, 11+ 1 ;  l +p.; t-!z 

* See page n. 
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With J.L replaced by -J.L, 

8

.

1

.

2 

is an asymptotic expansion for P;11(z) for fixed z and 11 and fJll w-�oo if z is not on the real axis between -oo and - 1 . For fixed z and I' and !!lt11�oo , 
8

.

10

.

4 

and 
8

.

10

.

6 

are asymptotic expansions if z is not on the real axis between -oo and - 1  and + oo and + 1 ; 

8

.

10

.

5 

if z is not on the real axis between -oo and + 1 . 
8 10 4 

P,.(z) = (2�) -l(z2-1) -ti4 r (II+J.L+ 1) . • • .. r (ll+i) 

The related asymptotic expansion for P':...(z) may be derived from 
8

.

10

.

4 

together with 
8

.

2

.

1

. 
8 10 

7 P"( 0) r(II+J.L+1)  ( 1 . )-! [( + 1) 7r+�7rJ+0( - 1) • • • COS r(ll+t) 211" Slll 0 COS II 2 0-4 2 II 

For other asymptotic expansions, see [8.7] and [8.9]. 
8

.

ll

. Toroidal Functions {or Ring Functions) 

(Only special properties are given ; other properties and representations follow from the earlier sections.) 

8

.

ll

.

2 

� ( h )- r(n+ m+!) (sinh 77)m r.. (sin rp)2mdtp 
n-! cos 77 - r(n- m +t)2m)l7rr( m +t) Jo  (cosh 77+cos rp sinh 77)n+m+! 

� ( h ) - (- 1)mr(n+ !) f"' rosh mt dt 
8

·

ll

.

<t 

n -! cos 77 - r(n- m+ !) Jo (cosh 77+cosh t sinh ,) n+! 
* 

• See page 11. 

* 

(n >m) 
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8.12. Conical Functions 

(Only special properties are given ns other 
properties nnd represen tations follow from enrlier 
sections with v= - ! + i>. (>., a renl parameter) nnd 
z=cos 9.) 

8.12.1 

P - l+ t� (cos 9) 1 + 4x�; 1
2 

sin2 ; 
(4>.2+ F) (4>.2+32) . 4 9 

+ 2242 sm 2+ . . .  

8.12.2 P - t + t�(cos e) =P -1- t�(cos e) 

8.12.3 p-I+;�( cos e) =� f' cosh >.. tdt 
r Jo  ,12 (cos t-cos 9) 

8.12.4 i.. cos Xtdt 
Q_1"' t�(cos 9) =  ± i  sinh >..r 1 

o , 2(cosh t +cos 8) 

8.12.5 

f"' cosh Xtdt + J o .J2(cosh t-cos e) 

P -l+ t�( -cos 9) 

8.13.1 

cosh Xr -- [Q_ t+ t�(cos 9) +Q-H�(cos 8) ]  
11" 

8.13. Relation to Elliptic Integrals 
(see chapter 17) (Bl,.,>O) 

:> 2 
�

-2 (
�

z-T
) / _1 (z) =- - K --

11" z+ l z+ l 

8.13.2 P _ , (cosh '7)=[� c
1
osh �]- '

K (tanh �) 
8.13.3 Q-t (z) =�z! l K ( �z! l) 
8.13.4 Q_1(cosh 17) =2e-�12K(e - �) 

8.13.5 

2 
( 

2(z2- 1 ) "2 
) P,(z) =; (z+ .Jz2-l)iE z+ (z2- 1 ) 112 

8.13.6 Pt(cosh 77)=� e�12E (./l - r 2�) 1r 
8.13.7 

Q,(z) =z�z!1 K( �z!1) 

8.13.8 

8.13.9 

8.13.10 

8.13.ll 

-[2(z+ l) J IE ( �z!J 

2 
( 

/ 1 -x
) P - l (x) =; K 'V -2-

P -t (cos e) =� K (sin �) 

Q_t (X) =K ( {¥) * 

P1 (x) =� [2E ( �
l;x

)-K ( �
l;x

)] 

8.13.12 Qt(X) =K ( � l; x)-2E ( � l ;x) * 
8.14. Integrals 

8.14.1 J� P,(x) Qp(x)dx= [(p- v) (p + v + l ) J- 1 

8.14.2 J:"' Q.(x) QP(x)dx = [(p- 11) (p+ v+ l ) ] - 1 [�(P+ 1 )  -�(v+ 1 ) ]  (El(P+") > - 1 , P + " +  1 ;a!' O; 

* 

v, p -;C - 1 , -2,  - 3 ,  . . .  ) 

8.14.3 J"' [Q.(x) )2dx= (2., + 1 ) - 1�'(.,+ 1 )  (9fv> - !) 

8.14.4 s• P.(x)Pp(x)dx='; [ (p-.,) (p +v+ 1) ]- 1 {2 sin '��"" sin rp[�(.,+ 1 )  - �(p+ 1) ]+ w sin (rp- rv) } 
- 1 11" 

8.14.5 

8.14.6 

J1 [P ( ) ]2d w2 -2 (sin wv) 2 ,P' (v+ 1) * 

- 1 
• X X 

w2(v+ !) 

(p+ v+ 1 ;a!'O) 

J�, Q.(x) Qp(x)dx= [(p- ll) (p+ v+ 1 ) ]-1 { [1/J(v + 1) - ,P(p+ 1 ) ][1 + cos pw cos V7T] - ;.,. sin (v1r- p7r)} * 

(p+ v+ I ;a!'O ;  "• p ¢ - 1 , -2,  -3,  . . .  ) 

(v ¢ - 1 ,  - 2, - 3, . . .  ) 
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8

o

14

o

8 f�t.(x)QP(x)dx= [ (v-p) (p+v+1)] - 1 { 1-co:s (p?r-v?r)-; sin 1I'"JI cos 11'"J1[1f(v+1)-lf(p+1)]} 
(�v>O, �p>O, p¢v) 8

o

14

o

9 J 1 P,(x)Q.(x)dx=-! (2v+1) - 1 sin 2v�'(v+1) 
-1 11'" 

(m, n, l positive integers) 
8

o

14

o

10 8

o

l4

o

13 J�
1
[Pn'(x)j2dx=(n+!)-1 (n+m) !/(n-m) ! 

f 1 m 1- (-1) 1+n (n+m) !  
_1 
Q'::(x)P'{'(x)dx= ( -1) (l-n) (l+n+ 1) (n-m) ! 

8

o

14

o

ll J�
1
Pn'(x)P'{'(x)dx=0 (l ¢n) 

(l ¢m) 

8

o

14

o

16 

8

o

14

o

14 

J�
1 
(1-x2)- 1[P::'(x) ]2dx= (n+m) !/m(n-m)! 

8

o

14

o

15 

fol P.(x)xPdx ?rt2-p-1I' (1 + p) Jo I' (l+jp-jv) I' (jp+jv+i) 
(�p>-1) 

f.. 2-11?ri' (!a+!.u) I' {!a-!.u) Jo (sin t)a- 1P;"(cos t)dt r(!+!a+!v) I' (!a-!v)r (!.u+!v+l )r (!.u-!v+!) 

For other integrals, see [8.2), [8.4] and chapter 22

o 

Pn( cos & )  

. 5  

J 
FIGURE 8.1. P,.(cos 6) . n=0(1)3. 

-.5 

0 
/P� 

I 0 

FIGURE 8.2. P�(z) . n = l (l)3, z � l.  
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Pn(X) / / 

P:s / 'Y 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
I 

I 
I ,. 

PI! 
,. 

I , ' "  , .  ; 
I .. , .. 

I ,. .. , .. , I , , ; 
I , , 

; , 
I , 

I I 

I 
I 
I 
I , I 

I 
I ' 

I 
I 

I 
I 

2 

I I I I I 
I 

I I I 
I 

3 4 5 6 1 8 9 10 Po 
FIGURE 8.3. P,.(:c) . n=O(l)3, x � l. 

FIGURE 8.4. Q"(z) . n=0(1)3, x<l.  

X 

FIGURE 8.5. Q,. (x) . n=0(1)3, x>L 

Numerical Methods 

8.15. Use and Extension of the Tables 

Computation of P,.(x) 

For all values of x there is very little loss of 
significant figures (except at zeros) in using the 
recurrence relation 8.5.3 for increasing values of n. 

Example I. ComputeP,.(x) forx=.31415 92654 
and x=2.6 for n=2 (1)8. 
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n 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Pn(.31415 92654) 

1 
. 31415 92654 

- .  35195 59340 
- . 39372 32064 
. 04750 63122 
. 34184 27517 
. 15729 86975 

- . 20123 39354 
- . 25617 29328 

P,.(2.6) 

1 
2. 6 
9. 64 
40. 04 
174. 952 
786. 74336 
3604. 350016 
16729. 51005 
78402. 55522 Computing P8(x) using Table 22.9 carrying ten significant figures, P8(.31415 92654) =- .256f7 2933 and P8(2 .6)=78402.55526. 

Computation of Qn(X) 

For x< 1 , use of 8.5.3 for increasing values of n leads to yery little loss of significant figures. However, for x>1 , the recurrence relation 8.5.3 should be used only for decreasing values of n, after having first obtained Qn using the formulas in terms of hypergeometric functions. 
Example 2. Compute Qn(x) for x= .3141 5 92654 and n=0(1)4. With the aid of 8.4.2 and 8.4.4 we obtair, 

n Q,.(.31415 92654) 

0 . 32515 34813 
1 -. 89785 00212 
2 -. 58567 85953 
3 . 29190 60854 
4 . 5997 4 26989 

Using the results of Example l together with 
8.6.19. we find Q4(x) = !P4(x) ln G

+�)-Wa(x) 

where Wa=� P3+� P1 , giving Q4(.31 115 92654)= 
. 59974 26989. 

Example 3. Compute Q5(x) for x=2.6. 
T 

. l . f F(
v+2 v+1 . +3 , 1 ) en terms m t 1e ser1es · or 2' 2' v 2' Z2 of 8.1.3 are necessary to obtain nine significant figures giving Q5(2 .6) =4.8182 4468 X I0-5• Using 

8.5.3 with increasing values of n carrying ten significant figures we obtain 
n Q,.(2.6) 

0 . 40546 51081 
1 . 05420 928 
2 . 00868 364 
3 . 00148 95 
4 . 00026 49 
5 . 00004 81 

where Q0 and Q1 are obtained using 8.4.2 and 8.4.4. 

Computation of P ±t(x), Q±t(x) 

For all values of x, P ±! (x) and Q±!(x) are most easily computed by means of 8.13. 
Example 4. Compute Q-!(x) for x=2.6. Using 8.13.3 and interpolating in Table 17.1 for 

K(.S) , we find 
Q-! <2·6)=� x!1 K ( � x!1) 

= (.74535 59925) (1 .90424 1417) 

= 1 .41933 7751 . 

On the other hand, at least nine terms in the 
. f F (

v+2 v+ 1.  +3. 1 ) 
f 8 I 3 expansiOn o 2, -2-, v 2, z2 
o • • are 

necessary to obtain comparable accuracy . 
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Table 8.1 LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND P,(x) 
Po(x) = 1  P1(x) == x  

X arccos x P2(X) Pa(x) Pg(:r) PIO(X) 
o. 00 90, 00000 00 -0. 50000 o. ooooo 00 o. ooooo 000 -0. 24609 37 
o. 01 89, 42703 26 -0. 49985 -0. 01499 75 0, 02457 330 -0, 24474 14 
o. 02 88, 85400 80 -0. 49940 -0. 02998 00 o. 04893 045 -0. 24069 84 
o. 03 88. 28086 87 -0. 49865 -0. 04493 25 o. 07285 701 -0. 23400 69 
o. 04 87. 70755 72 -0, 49760 -0. 05984 00 o. 09614 188 -0. 22473 64 

0. OS 87. 13401 60 -0. 49625 -0. 07468 75 0, 11857 899 -0. 21298 35 
o. 06 86. 56018 72 -0. 49460 -0, 08946 00 0, 13996 890 -0, 19887 11 
o. 07 85. 98601 28 -0. 49265 -0. 1 0414 25 0, 16012 040 -0. 18254 68 
o. 08 85, 41143 43 -0. 49040 -0. 11872 00 0, 17885 206 -0. 1 6418 2 0  
o . 09 84. 83639 29 -0. 48785 -0. 13317 75 0, 19599 366 -0. 14397 02 

0, 10  84. 26082 95  -0. 48500 -0. 14750 00 0, 21138 764 -0. 12212 50 
0, 11 83. 68468 44 -0. 48185 -0. 16167 25  o . 22489 042 -0, 09887 86 
0. 12  83, 10789 74 -0. 47840 -0. 17568 00 o. 23637 363 -0. 07447 93 
0, 13 82. 53040 77 -0. 47465 -0, 18950 75 o. 24572 526 -0. 04918 90 
0. 14 81. 95215 37 -0. 47060 -0, 20314 00 o. 25285 070 -0. 02328 1 2  

0. 1 5  81, 37307 34 -0. 46625 -0, 21656 25 o. 25767 367 +0. 00296 18  
0, 16 80, 79310 38 -0. 46160 -0, 22976 00 o. 26013 706 o. 02925 20 
0. 17 80, 21218 10  -0. 45665 -0. 24271 75 o. 26020 358 o. 05529 81 
0. 18 79. 63024 02 -0, 45140 -0. 25542 00 o. 25785 632 o. 08080 85 
0, 19 79. 04721 58 -0. 44585 -0. 26785 25 o. 25309 918 0, 10549 42 

o. 20 78. 46304 10 -0. 44000 -0, 28000 00 o. 24595 712 0, 12907 20 
o. 21 77. 87764 77 -0, 43385 -0. 29184 75 o. 23647 631 0, 15126 74 
o. 22  77. 29096 70  -0, 42740 -0. 30338 00 o. 22472 407 0, 17181 75 o. 23 76. 70292 82 -0. 42065 -0. 31458 25 0. 21078 870 0, 19047 3 6  
o. 24 76. 11345 96 -0. 41360 -0. 32544 00 0. 19477 914 o. 2 0700 49 

o. 25  75. 52248 78 -0. 40625 -0. 33593 75 0. 17682 442 o. 22120 02 
o. 26 74. 92993 79 -0. 39860 -0. 34606 00 0. 1 5707 305 o. 23287 14 
o. 27 74. 33573 31 -0. 39065 -0, 35579 25 0, 13569 215 o. 24185 52 
o. 28 73. 73979 53 -0. 38240 -0. 36512 00 0, 11286 642 o. 24801 62 
o. 29 73. 14204 40 -0. 37385 -0. 37402 75 o. 08879 707 o. 25124 81 

o. 30  72 .  54239 69 -0. 36500 -0. 38250 00 o. 06370 038 0, 2 5147 63 
o. 31 71, 94076 95 -0. 35585 -0. 39052 25 o. 03780 634 o. 24865 91 
o. 32 71. 33707 51 -0. 34640 -0. 39808 00 +0. 01135 691 0. 24278 89 
o. 33  70, 73122 45 -0. 33665 -0. 40515 75 -0. 01539 566 o. 23389 3 7  
0, 34 70, 12312 59 -0. 32660 -0. 41174 00 -0. 04219 085 0. 22203 73 

o. 35 69,  51268 49 -0. 31625 -0. 41781 25 -0. 06876 185 0. 2 0732 00 o. 36 68. 89980 39 -0. 30560 -0. 42336 00 -0. 09483 780 0. 1 8987 83 
o. 37 68. 2 8438 27 -0. 29465 -0. 42836 75 -0. 12014 608 0. 16988 48 o. 38 67. 66631 73 -0. 28340 -0. 43282 00 -0. 14441 472 0. 14754 72 
o. 39 67. 04550 06 -0. 27185 -0, 43670 25 -0, 16737 489 0, 12310 73 

o. 40 66. 42182 15 -0. 26000 -0. 44000 00 -0. 18876 356 o.  09683 91 o. 41 65. 7951 6 52 -0. 24785 -0. 44269 75 -0. 20832 609 o. 06904 71 o. 42 65. 16541 25 -0. 23540 -0. 44478 00 -0. 22581 900 o. 04006 3 9  
o . 43 64, 53243 99 -0. 22265 -0. 44623 25 -0. 24101 269 +0. 01024 69 
o. 44 63, 89611 88 -0. 20960 -0. 44704 00 -0. 25369 426 -0, 02002 45  

o. 45 63,  25631 61 -0. 19625 -0. 44718 75 -0. 26367 022 -0. 05035 30 
o. 46 62. 61289 25  -0. 18260 -0. 44666 00 -0. 27076 932 -0, 080�2 72 
o. 47 61. 96570 35  -0. 16865 -0. 44544 25  -0, 27484 521 -0. 10952 64 
o. 48 61. 31459 80 -0. 15440 -0. 44352 00 -0. 27577 908 -0. 13752 51  
0, 49 60. 65941 84 -0. 13985 -0. 44087 75 -0. 27348 225 -0. 1 6389 87 

o. 50 60, 00000 00 -0. 12 500 -0. 43750 00 -0. 26789 856 -0. 18822 86 

[( -54)5] [( -3
5)4] [< -fl9J [( -64

)4] [< -64)4] 

P2(X) = H - 1+3x2) P3(x) ( - 3+5:r2) 

Pg(x) = 5�2 (1260 - 18480x2+72072xL 102960x6+48620xB) 

P!O(X) = 1;24 ( - 252+ 13860xL 120120x4+360360xL 437580x8+ 184756xl0) 

(n+l)Pn+! (X) = (2n+ l)xP,.(x) -nP,.-t(x) 
For coefficients of other polynomials, see chapter 22. 
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LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND P,.(x) Table 8.1 

Po(x) = 1  Pl (X) =X 

X arccos x P2(X) P3(X) P9(X) Pw(x) 
o. 50 60, 00000 00 -0, 12500 -0. 43750 00 -0. 26789 856 -0. 1 8822 86 
o. 51 59, 33617 03 -0. 1 0985 -0. 43337 25 -0. 25900 667 -0. 21 010 83 
0. 52 58. 66774 85 -0. 09440 -0, 42848 00 -0. 24682 215 -0. 22914 92 
o. 53 57. 99454 51 -0. 07865 -0. 42280 75 -0. 23139 939 -0. 24498 73 
o. 54 57, 31636 1 1  -0. 06260 -0. 41634 00 -0. 21283 321 -0. 25728 92 

o. 55 56. 63298 70 -0. 04625 -0. 40906 25 -0. 19126 025 -0, 26575 85 
o. 56 55. 94420 22 -0. 02960 -0. 40096 00 -0. 16686 0 0 0  -0. 27014 28 
o. 57 55, 24977 42 -0. 01265 -0. 39201 75 -0. 13985 552 -0. 27023 97 
o. 58 54. 54945 74 ... o. 0 0460 -0, 38222 00 -0. 1 1 05 1  366 -0. 2 6590 30 
o. 59 53, 84299 1 8  o .  02215 -0. 37155 25 -0, 07914 497 -0.  25704 92 

o.  60 53, 13010 24 0, 040 00 -0, 36000 00 -0, 04610 304 -0. 24366 27 
0,  61 52. 41 049 70 o. 05815 -0. 34754 75 -0, 01178 332 -0. 22580 16 
0, 62 51. 68386 55 o. 07660 -0. 33418 00 +0. 02337 862 -0. 20360 1 9  
o .  6 3  so. 94987 75 o. 09535 -0. 3 1 988 25 o. 05890 951 -0. 17728 1 6  
0, 64 so. 20818 05 0. 11440 -0. 3 0464 00 o.  09430 141 -0. 14714 41 

o.  65 49. 45839 81 0, 13375 -0. 28843 75 0, 12901 554 -0. 11358 05 
o. 66 48. 70012 72 0, 15340 -0. 27126 00 0, 1 6248 693 -0. 07707 01 
0, 6 7  47. 93293 5 2  0. 1 7335 -0. 25309 25 0, 19412 981 -0. 0381 8  08 
0. 68 47. 15635 69 0, 1 9360 -0. 23392 00 o. 22334 410 +0. 00243 30 
o. 69 46, 36989 11 o.  21415 -0. 21372 75 o. 24952 270 o. 04403 37 

a. 10 45. 57299 60 o.  23500 -0. 19250 00 o. 272 05 993 o. 08580 58 
0, 71 44. 76508 47 o. 25615 -0. 1 7 022 25 o. 29036 111 0. 12 686 31 
o. 72 43.  94551 96 0, 27760 -0. 14688 00 o. 3 0385 323 0, 16625 89 
o. 73 43, 1136 0  59 0 , 29935 -0. 12245 75 o. 31199 698 o. 2 0299 76 
o. 74 42, 26858 44 o. 32 140 -0, 09694 00 0, 31430 004 o. 23605 08 

o. 75 41. 40962 21 0, 34375 -0. 07031 25 o. 31033 185 o. 26437 45 
o. 76 40, 53580 21 0 . 36640 -0. 04256 00 0. 2 9973 981 o. 28693 19 
o. 77 39. 64611 11 0, 38935 -0. 01366 75 o. 28226 712 0. ·30271 79 
o. 78 38. 73942 46 0, 41260 +0. 01638 00 o. 25777 224 o. 31078 93 
o. 79 37. 81448 85 o. 43615 o. 04759 75 o. 22625 012 o. 31029 79 

o. 80 3 6. 86989 76 0. 46000 0, 08000 00 0, 1 8785 52 8 o. 30052 98 
o. 81 35. 90406 86 o. 48415 0. 11360 25 0, 14292 678 o. 28094 87 
o. 82 34. 91520 62 o. 50860 0. 14842 00 o.  09201 529 o.  25124 52 
o. 83 33. 90126 20 o. 53335 0. 1 8446 75 +0. 03591 226 o. 21139 19 
o. 84 32. 85988 04 o. 55840 o. 22176 00 -0. 02431 874 0. 16170 50 

o. 85 31. 78833 06 o. 58375 o. 26 031 25 -0. 08730 820 0, 1 0291 23 
o. 86 3 0. 68341 71 o. 60940 o. 3 0014 00 -0. 15134 456 +0. 03622 91 
o. 87 29. 54136 05 o.  63535 0. 34125 75 -0. 21433 544 -0. 03655 86 
o. 88 28. 35763 66 o. 66160 o. 38368 00 -0.  27376 627 -0, 11300 29 
o. 89 27. 12675 3 1  o .  6881 5 o. 42742 25 -0. 32665 61 0 -0. 1 8989 2 9  

o .  90 25. 84193 28 o. 71500 o. 47250 00 -0. 36951 049 -0. 26314 56 
o. 91 24. 49464 85 o. 74215 o. 51 892 75 -0. 39827 146 -0. 32768 58 
o. 92 23. 07391 81 o. 76960 o. 56672 00 -0. 40826 421 -0. 3773 1  58 
o. 93 21. 56518 50 o. 79735 o. 61589 25 -0. 39414 060 -0, 40457 43 
o. 94 1 9. 94844 3 6  o .  82540 o. 66646 00 -0. 34981 91 9 -0. 40058 29 

o. 95 18. 19487 23 o. 85375 o. 71843 75 -0. 2 6842 182 -0. 35488 03 
o. 96 16. 26020 47 o. 88240 o. 77184 00 -0. 1 4220 642 -0. 25524 34 
o. 9 7  1 4. 06986 77 o. 91135 o. 82668 25 +0. 03750 397 -0. 08749 40 
o. 98 11. 47834 09 o.  94060 o. 88298 00 o. 28039 609 +0. 1 6470 81 
o. 99 8, 1 0961 44 o. 97015 o. 94074 75 o. 59724 553 o. 52008 90 

1.  00 o. 00000 00 1. 0 0000 1 .  00000 00 1. 00000 000 1 .  00000 00 
[<-;>4] [< -:)2] [(-.r)l] [< -,f>2] 

1'2(x) = H - 1  +3x2) X P3(x) =2 ( -3+5x2) 
Pu(x) = 5�2 (1260-18480x2+72072x4 - 10296fu:6+4862fu:S) 

P!O(X) = 1�24 (-252+ 13860.1:2 - 12012fu:4+36036Qxli-43758fu:8+ 184756xl0) 
(n+ l)Pn+J(X) (2n+l)xP,.(x) - nPn-t(x) 

For coefficients of other polynomials, see chapter 22. 
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Table 8.2 

X 
o. 00 
o. 01 
o. 02 
o. 03 
o. 04 

o. 05 
o. 06 
o. 07 
o. 08 
o. 09 

0. 10 
0, 11 
0, 12 
0. 13 
0. 14 

0, 15 
0, 16 
0, 17  
0, 18 
0, 19 

o. 20 
o. 21 
o. 22 
o. 23 
o. 24 

o. 25 
o. 26 
0, 27  
o.  28 
o. 29 

o. 30 
0. 31 
o. 32 
o. 33 
o. 34 

o. 35 
o. 36 
o. 37 • 
o. 38 
o. 39 

o. 40 
o. 41 
o. 42 
o. 43 
o. 44 

o. 45 
0, 46 
o. 47 
0, 48 
o. 49 

o. 50 

LEGENDRE FUNCTIONS 

DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND P�(x) 
P((x) = l P�(x) = 3x 

P3(x) P4(x) P9(x) Pio(x) 
-1. 50000 0, 00000 00 2, 46093 75 o. 00000 00 
-1. 49925 -0. 07498 25  2 .  45.011 64 o. 27023 41 
-1. 49700 -0, 14986 00 2, 41773 75 o. 53765 93 
-1. 49325 -0. 22452 75 2. 36405 34 o. 79949 17  
-1, 48800 -0, 29888 00 2, 28948 35 1. 05299 82 

-1. 48125 -0. 37281 25 2, 19461 13 1, 29552 05 
-1. 47300 -0. 44622 00 2. 08018 11 1, 52449 98 
-1. 46325 -0, 51899 75 1, 94709 32 1. 73750 05 
-1. 45200 -0. 59104 00 1, 79639 87 1, 93223 25 
-1. 43925 -0. 66224 25 1. 62929 31 2, 1 0657 29 

-1, 42500 -0. 73250 00 1, 44710 87 2, 25858 73 
-1. 40925 -0, 80170 75 1, 25130 64 2, 38654 80 
-1. 39200 -0. 86976 00 1, 04346 68 2, 48895 24 
-1. 37325 -0. 93655 25 0, 82528 00 2. 56453 90 
-1. 35300 -1. 00198 00 0, 59853 47 2. 61230 18 

-1. 33125 -1, 06593 75 o. 36510 73 2. 63150 28 
-1. 30800 -1. 12832 00 +0. 12694 88 2. 62168 25 
-1. 28325 -1. 18902 25 -0. 11392 76 2, 58266 81 
-1. 25700 -1. 24794 00 -0. 35546 01 2, 51458 04 
-1. 22925 -1. 30496 75 -0. 59555 27 2. 41783 68 

-1. 20000 -1. 36000 00 -0. 83208 96 2. 29315 33 
-1. 16925 -1. 41293 25 -1. 06295 03 2, 14154 35 
-1. 13700 -1. 46366 00 -1. 28602 54 1. 96431 51 
-1. 10325 -1. 51207 75 -1. 49923 18 1, 76306 37 
-1. 06800 -1. 55808 00 -1. 70052 94 1. 53966 43 

-1. 03125 -1. 60156 25 -1. 88793 72 1, 29625 99 
-0. 99300 -1. 64242 00 -2, 05954 92 1, 03524 77 
-0, 95325 -1. 68054 75 -2. 21355 15 o. 75926 26 
-0. 91200 -1. 71584 00 -2. 34823 78 o. 47115 77 
-0. 86925 -1. 74819 25 -2. 46202 63 +0. 17398 30 

-0, 82500 -1. 77750 00 -2. 55347 51 -0. 12903 87 
-0, 77925 -1. 80365 75 -2, 62129 80 -0, 43453 90 
-0. 73200 -1. 82656 00 -2. 66437 95 -0. 73903 23 
-0. 68325 -1. 84610 25 -2. 68178 96 -1. 03894 72 
-0. 63300 -1. 86218 00 =2. 67279 74 -1. 33065 96 

-0. 58125 -1. 87468 75 -2. 63688 47 -1. 61052 81 
-0. 52800 -1. 88352 00 -2. 57375 82 -1. 87493 10 
-0. 47325 -1, 88857 25 -2, 48336 07 -2. 12030 43 
-0. 41700 -1. 88974 00 -2, 36588 14 -2. 34318 21 
-0. 35925 -1. 88691 75 -2. 22176 52 -2. 54023 74 

-0. 30000 -1. 88000 00 -2. 05172 01 -2. 70832 36 
-0. 23925 -1. 86888 25 -1. 85672 35 -2. 84451 75 
-0. 17700 -1. 85346 00 -1. 63802 69 -2. 94616 13 
-0. 11325 -1. 83362 75 -1. 39715 86 -3. 01090 51 
-0. 04800 -1. 80928 00 -1. 13592 50 -3. 03674 96 

+0. 01875 -1. 78031 25 -0. 85640 91 -3. 02208 63 
o. 08700 -1. 74662 00 -0. 56096 76 -2. 96573 83 
0, 15675 -1. 70809 75 -0. 25222 53 -2. 86699 80 
0, 22800 -1. 66464 00 +0. 06693 30  -2. 72566 30 
a. 30075 -1. 61614 25 a. 39337 29 -2. 54206 98 

0, 37500 -1, 56250 00 o. 72372 44 -2. 31712 34 [( -
3
4)2] [( -

4
4)6] [( -:)3] [( -:)5] 

P3(x)=H -3+15x2) P4(x) =� ( - 60+140x2) 

P9(x) = 5�2 (1260- 55440x2+360360xL720720x6+43758Qx8) 

P' 
X 

10(X) = 1024 (27720-480480x2+216216QxL350064<Jx8+184756Qx8) 

P�(x) = ;.::-:2 [xPn(X) - Pn+!(X) ] 



LEGENDRE FUNCTIONS 

DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND P�(x) 

X 
o. 50 
o. 51 
o. 52 
o. 53 
o. 54 

o. 55 
o. 56 
o. 57 
o. 58 
o. 59 

o. 60 
o. 61 
o. 62 
o. 63 
o. 64 

o. 65 
o. 66 
o. 67 
o. 68 
o. 69 

o. 70 
o. 71 
o. 72 
o. 73 
o. 74 

o. 75 
o. 76 
o. 77 
o. 78 
o. 79 

o. 80 
o. 81 
o. 82 
o. 83 
o. 84 

o. 85 
o. 86 
o. 87 
o. 88 
o. 89 

o. 90 
o. 91 
0. 92 
o. 93 
o. 94 

o. 95 
o. 96 
0, 97 
0, 98 
o. 99 

1. 00 

P3(x) 
o. 37500 
o. 45075 
o. 52800 
o. 60675 
o. 68700 

o. 76875 
o. 85200 
o. 93675 
1, 02300 
1. 11075 

1. 20000 
1. 29075 
1. 38300 
1. 47675 
1. 57200 

1, 66875 
1. 76700 
1. 86675 
1. 96800 
2. 07075 

2, 17500 
2. 28075 
2, 38800 
2. 49675 
2. 60700 

2. 71875 
2. 83200 
2. 94675 
3. 06300 
3. 1 8075 

3. 30000 
3. 42075 
3. 54300 
3, 66675 
3. 79200 

3. 91875 
4, 04700 
4. 17675 
4. 30800 
4. 44075 

4. 57500 
4. 71075 
4. 84800 
4. 98675 
5, 12700 

5. 26875 
5, 41200 
5. 55675 
5. 70300 
5. 85075 

6, 00000 [< -
3
4)2] 

P!(x) = l  P;(x) = 3x 

P�(x) P�(x) 
- 1. 56250 00 o. 72372 44 
- 1. 50360 75 1. 05439 75 
- 1. 43936 00 1. 38160 24 
- 1. 36965 25 1. 70137 21 
- 1. 29438 00 2. 00958 86 

- 1. 21343 75 2. 30201 29 
- 1. 12672 00 2. 57431 87 
- 1. 03412 25 2. 82213 05 
- 0, 93554 00 3, 04106 49 
- o. 83086 75 3. 22677 77 

- o. 72000 00 3. 37501 44 
- o. 60283 25 3. 48166 60 
- 0. 47926 00 3, 54283 00 
- 0, 34917 75 3. 55487 57 
- 0. 21248 00 3. 51451 63 

- 0, 06906 25 3. 41888 50 
+ o. 08118 00 3. 26561 84 

o. 23835 25 3. 05294 51 
0, 40256 00 2. 77978 03 
o. 57390 75 2. 44582 82 

o. 75250 00 2, 05168 93 
o. 93844 25 1. 59897 66 
1, 13184 00 1, 09043 73 
1. 33279 75 + 0. 53008 28 
1. 54142 00 - o. 07667 36 

1. 75781 25 - o. 72287 14 
1. 98208 00 - 1. 39984 93 
2. 21432 75 - 2. 09708 32 
2. 45466 00 - 2. 80201 52 
2. 70318 25 - 3, 49987 45 

2, 96000 00 ,_ 4. 17348 81 
3. 22521 75 - 4. 80308 26 
3. 49894 00 - 5, 36607 64 
3. 78127 25 - 5. 83686 10 
4. 07232 00 - 6, 18657 35 

4, 37218 75 - 6. 38285 68 
4. 68098 00 - 6, 38961 06 
4. 99880 25 - 6. 16672 97 
5. 32576 00 - 5. 66983 23 
5. 66195 75 - 4. 84997 54 

6. 00750 00 - 3. 65335 89 
6, 36249 25 - 2. 02101 73 
6. 72704 00 + 0, 11150 20 
7. 10124 75 2. 81447 18 
7.  48522 00 6, 16433 35 

7. 87906 25 10. 24405 70 
a. 28288 oo  15, 14351 59 
a. 69677 75 20, 95987 66 
9. 12086 00 27. 79800 16 
9. 55523 25 35. 77086 77 

10. 00000 00 45. 00000 00 [< -:)1] [< -l)2J 
Pa(x) = H  -3+15x2) P4(x) =g ( - 60+140x2) 

P9 (x) = 5�2 (1260- 55440x2 + 360360xL 720720x6 +437580x8) 

Table 8.2 

Pio(x) 
- 2. 31712 34 
- 2. 05232 40 
- 1. 74978 82 
- 1. 41226 67 
- 1. 04315 43 

- o. 64649 54 
- 0. 22698 16 
+ o. 21005 92 

o. 65868 10 
1. 11234 92 

1. 56397 82 
2. 00598 31 
2. 43034 08 
2. 82866 68 
3. 19230 45 

3. 51243 07 
3. 78017 74 
3. 98677 13 
4. 12369 16 
4. 18284 84 

4. 15678 18 
4, 03888 45 
3. 82364 72 
3. 50693 03 
3. 08626 20 

2. 56116 49 
1. 93351 26 
1. 20791 71 

+ o. 39215 05 
- o. 50239 96 

- 1. 46023 77 
- 2. 46122 91 
- 3. 48002 97 
- 4. 48547 21 
- 5. 43990 91 

- 6. 29851 03 
- 7. 00851 07 
- 7. 50840 93 
- 7. 72711 51 
- 7, 58303 90 

- 6, 98312 79 
- 5. 82184 03 
- 3, 98006 04 
- 1. 32394 73 
+ 2. 29628 14 

7. 04763 58 
13, 11571 11 
20. 70612 01 
30, 04600 25 
41. 38561 43 

55. 00000 00 [< -l)3] 

Pio(x) = 1;24 (27720-480480x2+2162160xL 3500640x6+1847560x8) 

P�(x) = ;�;2 [XPn(X) -Pn+i (x) ) 
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Table 8.3 

X Qo(x) 
o. 00 o. 00000 000 
o. 01 o. 01000 033 
o. 02 0. 02000 267 
o. 03 o. 03000 900 
o. 04 o. 04002 135 

o. 05 o. 05004 173 
o. 06 o. 06007 216 
o. 07 o. 07011 467 
o. 08 0. 08017 133 
o. 09 o. 09024 419 

0. 10 0, 10033 535 
0. 11 0, 11044 692 
0, 12  o. 12058 103 
0. 13 0, 13073 985 
0. 14  0. 14092 558 

0. 15 o. 15114 044 
0. 16 0, 16138 670 
0. 17 0. 17166 666 
0. 1 8  0. 18198 269 
0. 19 0, 19233 717 

o. 2 0  o. 20273 255 
0. 21  o. 21317 135 
o. 22 0. 22365 611 
o. 23  D. 23418 947 
o. 24 o. 24477 411 

o. 25 o. 25541 281 
0. 26 D. 26610 841 
D. 27 D. 27686 382 
o. 28 0. 28768 207 
o. 29 0. 29856 626 

o. 30  0. 30951 960 
o. 31 o. 32054 541 
o. 32 o. 33164 711 
o. 33 o. 34282 825 
o. 34 0, 35409 253 

o. 35 o. 36544 375 
D.  36 o. 37688 590 
o. 37 o.  38842 310 
o. 38 0. 40005 965 
o. 39 o. 41180 003 

o. 40 0. 42364 893 
o. 41 o. 43561 122 
o.  42 0. 44769 202 
o. 43 o. 45989 668 
0, 44 o. 47223 080 

o. 45 o. 48470 028 
0. 46 o. 49731 129 
0. 47 o. 51007 034 
0. 48  0. 52298 428 
0. 49 0. 53606 034 

o. 50 o. 54930 614 [< -:)2] 

LEGENDRE FUNCTIONS 

LEGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Qn(x) 
Ql (X) Q2(x) 

-1. 00000 000 o. 00000 000 
-0. 99990 000 -0. 01999 867 
-0. 99959 995 -0. 03998 933 
-0. 99909 973 -0. 05996 399 
-0. 99839 915 -0. 07991 463 

-0. 99749 791 -0. 09983 321 
-0. 99639 567 -0. 11971 169 
-0. 99509 197 -0. 13954 199 
-0. 99358 629 -0. 15931 602 
-0. 99187 802 -0. 17902 563 

-0, 98996 647 -0. 19866 264 
-0. 98785 084 -0. 21821 885 
-0. 98553 028 -0. 23768 596 
-0. 98300 382 -0. 25705 567 
-0. 98027 042 -0. 27631 958 

-0. 97732 893 -0. 29546 923 
-0. 97417 813 -0. 31449 610 
-0. 97081 667 -0. 33339 158 
-0. 96724 312 -0. 35214 699 
-0. 96345 594 -0. 37075 353 

-0. 95945 349 -0, 38920 232 
-0. 95523 402 -0. 40748 439 
-0. 95079 566 -0. 42559 062 
-0. 94613 642 -D. 44351 180 
-0. 94125 421 -0, 46123 857 

-0. 93614 680 -0. 47876 145 
-0. 93D81 181 -0. 49607 081 
-0. 92524 677 -0. 51315 685 
-0. 91944 902 -0. 53000 962 
-0. 91341 578 -0. 54661 900 

-0. 90714 412 -0. 56297 466 
-0. 90063 092 -0. 57906 608 
-0. 89387 293 -0. 59488 256 
-0. 88686 668 -0. 61041 313 
-0, 87960 854 -0. 62564 662 

-0. 87209 469 -0. 64057 159 
-D. 86432 1D8 -0. 65517 633 
-0. 85628 345 -D. 66944 887 
-0. 84797 733 -0. 68337 690 
-0. 83939 799 -0. 69694 784 

-0, 83054 043 -0. 71014 872 
-0. 82139 940 -0. 72296 624 
-0. 81196 93 5 -0. 73538 670 
-0. 80224 443 -0. 74739 600 
-0. 79221 845 -0. 75897 958 

-0. 78188 487 -0. 77012 243 
-0. 77123 681 -0. 78080 904 
-0. 76026 694 -0. 79102 336 
-0. 74896 755 -0. 80074 877 
-0. 73733 044 -0. 80996 804 

-0. 72534 693 -0. 81866 327 [< -55)4] [< -:)7] 
(l+x) Qo(x) = !  In 1 _x 

Q2(X) = 3xL l ln c+x) -� 4 1-x 2 

Qa(x) 
0, 66666 667 
o. 66626 669 
o. 66506 699 
o. 66306 829 
o. 66027 179 

0. 65667 917 
o. 65229 261 
o. 64711 475 
o. 64114 873 
o. 63439 817 

o. 62686 720 
0. 61856 044 
o. 60948 299 
0, 59964 048 
0, 58903 905 

o. 57768 532 
0, 56558 646 
o. 55275 016 
o. 53918 465 
0, 52489 868 

0, 50990 155 
o. 49420 314 
0, 47781 388 
D. 46074 476 
o. 44300 738 

0, 42461 393 
o. 40557 719 
o. 3 8591 059 
o. 36562 819 
0, 34474 467 

0. 32327 542 
o. 30123 647 
0. 27864 459 
o. 25551 723 
0, 23187 261 

o. 2 0.772 97 0 
D. 1831D 825 
D. 15802 883 
0. 13251 285 
0. 1 0658 256 

o. 08026 114 
0. 05357 267 

+0. 02654 221 
-0. 00080 418 
-0. 02843 939 

-0. 05633 524 
-0, 08446 239 
-0. 112�9 034 
-0. 14128 732 
-0. 16992 027 

-0.119865- 477 [< -54)1] 

Qg(X) 
-0. 40634 921 
-0. 40452 191 
-0. 39905 538 
-0. 38999 553 
-0. 3 7741 852 

-0. 36143 026 
-0. 34216 562 
-0. 31978 750 
-0. 29448 565 
-0. 26647 538 

-0. 23599 595 
-0. 2 0330 891 
-0, 16869 616 
-0. 13245 792 
-0. 09491 050 

-0. 05638 395 
-0. 01721 959 
+0. 02223 260 

o. 06161 670 
0. 10057 361 

0, 13874 395 
0. 17577 093 
o. 21130 336 
0. 24499 861 
o. 2 7652 557 

o. 3 D556 765 
o. 33182 571 
o. 35502 089 
0. 37489 746 
o. 39122 551 

0. 40380 351 
0. 41246 080 
o. 41705 981 
o. 41749 822 
D, 41371 084 

o. 40567 128 
D. 39339 336 
o. 37693 227 
o. 35638 546 
o. 33189 317 

0, 3 0363 867 
o. 27184 811 
o. 23679 006 
D. 1 9877 461 
0. 1581 5  208 

0. 11531 136 
0, 07067 773 

+0. 02471 030 
-0. 02210 1 00 
-0. 06923 897 

-0. 11616 303 [< -64)� 
X e+x) Q1(x) = - In - - 1  2 1 -x 

QIO(X) 
o. 00000 000 

-0. 04056 181 
-0. 08068 584 
-0. 11993 860 
-0. 1 5789 513 

-0. 19414 321 
-0. 22828 745 
-0. 25995 321 
-0. 28879 038 
-0. 31447 701 

-0. 33672 259 
-0. 35527 122 
-0. 36990 435 
-0. 38044 330 
-0. 3 8675 142 

-0. 3 8873 587 
-0. 38634 905  
-0. 37958 962 
-0. 36850 308 
-0. 35318 198 

-0. 33376 565 
-0. 31 D43 947 
-0. 28343 378 
-0. 25302 221 
-0. 21951 969 

-0. 18327 994 
-0. 14469 251 
-0. 10417 949 
-0. 06219 173 
-0, 01920 468 

+0. 02428 610 
o. 06776 975 
0, 11072 534 
0, 1 5262 723 
0, 19295 076 

o. 23117 811 
o. 2668D 432 
0. 29934 337 
o.  32833 437 
0, 35334 774 

0, 37399 123 
o. 3 8991 596 
0, 40082 218 
o. 40646 477 
o. 'l0665 845 

0, 40128 259 
0. 39028 551 
0, 37368 827 
o. 35158 779 
0. 32415 933 

o. 29165 814 [< -64)7] 

Qa(X) = - (5xL3) In - - - + -
X c+x) 5x2 2 4 1-x 2 3 

(n+l)Qn+i(X) = (2n+l)xQn(X) -nQn-i (X) 
Qo(x) = arctanh x (Table 4.17) is included here for completeness. 



X Qo(x) 
o. 50  o .  54930 614 
o. 51 o. 56272 977 
o. 52 o. 57633 975 
o. 53 o. 59014 516 
o. 54 0. 60415 560 

o. 55 o. 61838 131 
o. 56 o. 63283 319 
o. 57 o. 64752 284 
o. 58 o. 66246 271 
o. 59 0. 67766 607 

o. 60 o. 69314 718 
a. 61 o. 70892 136 
o. 62 o. 72500 509 
o. 63 o. 74141 614 
o. 64 o. 75817 374 

o. 65 o. 77529 871 
0. 66 o. 79281 363 
o. 67 o. 81 074 313 
0. 68 o. 82911 404 
o. 69 o. 84795 576 

o. 70 o. 86730 053 
o. 71 o. 88718 386 
o. 72 o. 90764 498 
o. 73 o. 92872 736 
o. 74 0. 95047 938 

o. 75 o. 97295 507 
o. 76 o. 99621 508 
o. 77 1. 02032 776 
o.  78 1. 04537 055 
o. 79 1. 07143 168 

o. 80 1. 09861 229 
o. 81 1. 12702 903 
o. 82 1. 1 5681 746 
o. 83 1. 1 8813 640 
o. 84 1. 22117 352 

o. 85 1. 25615 281 
o. 86 1. 29334 467 
o. 87 1. 33307 963 
o. 88 1. 37576 766 
o. 89 1. 42192 587 

o. 9a 1. 47221 949 
a. 91 1. 52752 443 
0. 92 1. 53902 692 
a. 93 1. 65839 002 
o. 94 1. 73804 934 

o. 95 1. 83178 082 
o. 96 1. 94591 015 
o. 97 2. 09229 572 
o. 98 2. 29755 993 
o. 99 2. 64665 241 

1. 00 00 

LEGENDRE FUNCTIONS 

LEGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Q,.(x) Table 8.3 

Q! (X) Qz(x) 
-0. 72534 693 -0. 81866 327 
-0. 71300 782 -0. 82681 587 
-0. 70030 333 -0. 83440 64 7 
-0. 68722 307 -0. 84141 492 
-0. 67375 597 -0. 84782 014 

-0. 65989 028 -0. 85360 014 
-0. 64561 342 -0. 85873 186 
-0. 63091 198 -0. 86319 116  
-0. 61577 163 -0. 86695 267 
-0. 60017 702 -0. 86998 970 

-0. 58411 169 -0. 87227 411 
-0. 56755 797 -0. 87377 622 
-0. 55049 685 -0. 87446 461 
-0. 53290 783 -0. 87430 597 
-0. 51476 880 -0. 87326 492 

-0. 49605 584 -0. 87130  380 
-0. 47674 300 -0. 86838 239 
-0. 45680 211 -0. 86445 768 
-0. 43620 245 -0. 85948 352 
-0. 41491 053 -0. 85341 027 

-0. 39288 963 -0. 8461 8 438 
-0. 37009 946 -0. 8377 4 785 
-0. 34649 561 -0. 82803 775 
-0. 32202 902 -0. 81698 546 
-0. 29664 526 -0. 80451 593 

-0. 2 7028 369 -0. 79054 669 
-0. 24287 654 -0. 77498 679 
-0. 21434 763 -0. 75773 539 
-0. 1 8461 097 -0. 73868 011 
-0. 15356 897 -0. 71 769 507 

-0. 12111 017 -0. 69463 835 
-0. 08710 649 -0. 66934 890 
-0. 05140 968 -0. 64164 264 
-0. 01384 678 -0. 6113 0  745 
+0. 02578 575 -0. 57809 6 71 

o. 06772 989 -0. 54172 080 
0. 11227 642 -0. 501 83 576 
0. 1 5977 928 -0. 45802 786 
0 . 21067 554 -0. 40979 212 
o. 26551 403 -0. 35650 171 

0. 32499 754 -0. 2 9736 3a6 
o. 39004 723 -0. 23134 775 
0. 46190 476 -0. 15708 489 
0. 54230 272 -0. 07268 272 
0. 63376 638 +D. 02458 593 

a. 74019 178 0. 13888 288 
0. 86807 374 o. 27707 112 
1.  02952 685 a. 45181 370 
1. 25160 873 o. 69108 487 
1.  6201 8 589 1. 08264 984 

00 Q() 

Qo(:c) t In e+x) 1-x 
Q2(X) = 3xLl ln e+x)-3x 

4 1 -x 2 

Qg(x) Qg (X) 
-0. 19865 477 -0. 1161 6  303 
-0. 22745 494 -0. 16231 372 
-0. 25628 339 -0. 2 0711 759 
-0. 28510 113 -0. 24999 263 
-0. 31386 748 -0. 29035 406 

-0. 34253 994 -0. 32762 069 
-0. 37107 413 -0. 36122 172 
-0. 39942 362 -0. 39060 386 
-0. 42753 983 -0. 41523 901 
-0. 45537 1 86 -0. 43463 218 

-0. 48286 632 -a. 44832 986 
-a. 50996 718 -0. 45592 864 
-0. 53661 553 -0. 45708 410 
-0. 56274 938 -0. 45151 989 
-0. 5883 0  338 -0. 43903 693 

-0. 61320 855 -0. 41952 271 
-0. 63739 196 -0. 39296 048 
-0. 66077 634 -0. 35943 834 
-0. 68327 969 -0. 31915 81 0 
-0. 70481 480 -0. 27244 363 

-0. 72528 868 -0. 21974 878 
-0. 74460 199 -0. 16166 443 
-0. 76264 823 -0. 09892 46 7 
-0. 77931 296 -0. 03241 178 
-0. 79447 280 +0. 03684 038 

-0. 80799 424 0. 1 0764 474 
-0. 81973 225 0. 1 7866 149 
-0. 82952 866 0. 24840 151 
-0. 83721 016 0. 31523 275 
-0. 84258 586 o. 37739 063 

-0. 84544 435 o. 43299 312 
-0. 84555  002 0 . 48006 146 
-0. 84263 849 0. 51654 781 
-0. 83641 078 0. 54037 123 
-0. 82652 589 o. 54946 418 

-0. 81259 105 o. 54183 191 
-0. 79414 886 o. 51562 828 
-0. 77065 991 o. 46925 273 
-0. 74147 880 0. 40147 508 
-0. 70582 022 o. 31159 776 

-0. 66270 962 a. l9967 037 
-0. 61090 890 +0. 066 77 934 
-0. 54880 000 -0. 08454 828 
-0. 47419 336 -0. 24975 925 
-0. 3 8399 297 -0. 42137 701 

-0. 27356 330 -0. 58752 240 
-0. 13540 204 -0. 72921 201 
+0. 04408 092 -0. 81464 729 

o. 29436 613 -0. 78406 452 o. 7a624 831 -0. 48875 677 

00 Q() 

Q1(x) =- ln - -1 X e+x) 
2 1 -x 

Qw(x) 
+0. 29165 814 

0. 25442 027 
0. 21286 243 
0. 16748 08i7 
0. 1 1 884 913 

o. 06 761 4710 
+0. 01449 441 
-0. 03973 144 
-0. 09422 630 
-0. 14810 594 

-a. 2aa44 847 
-a. 2503a 577 
-0. 29671 648 
-0. 33872 031 
-0. 3 7537 391 

-0. 40576 815 
-0. 42904 6JIJ 
-0. 44442 606 
-0. 45121 636 
-0. 44884 377 

-0. 43687 329 
-0. 41503 23(:1 
-0. 3 8323 471 
-0. 34160 431 
-0. 29049 884 

-0. 23053 218 
-0. 16259 54, 
-0. 08787 56$ 
-0. 00787 146 
+0. 07559 560 

0. 16037 522 
o. 24398 96f 
o. 3 2364 35 
0. 39624 661 
o. 45844 9U 

o. 5 0669 726 
o. 53731 19Q 
0. 54659 757 o. 53099 25, 
a. 48727 15dl 

a. 41282 291 
o. 3 0602 901 

+0. 1 6680 02� 
-0. 00265 428 
-0. 1 9666 2n 

-0. 40421 502 
-0. 60564 435 
-0. 76587 179 
-0. 81720 735 
-0. 59305 lOS 

00 

Qa (x) = - (5xL3) In - --+-X e+x) 5x2 2 
4 1 -x 2 3 

(n+1)Qn+ !(X) (2n+1)xQn(x) - nQn- 1  (x) 

347 



348 LEGENDRE FUNCTIONS 

Table 8.4 DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Q�(x) 

X Qo(x) Qi (x) Q2(x) Q�(x) Q9(x) Oio(x) 
o. 00  1 .  00000 ooa o. 00000 aoo -2. 00000 000 o. 00000 000 o. 00000 00 -4. 06349 21 
o. 01 1. 0001 a 001 o. 02000 133 -1. 99959 998 -0. 07999 200  0. 36520 25 -4. 04156 71 
o.  02 1. 0004a 016 o. 04a01 067 -1. 99839 968 -0. 15993 599 o. 72733 83 -3. 9760 0 70 
o. a3 1. oao9a 081 o. 060a3 603 -1. 99639 838 -0. 23978 392 1. 08336 24 -3. 86745 44 
o. 04 1. Oa160 256 o. o8a08 546 -1. 99359 487 -0. 31948 767 1. 43027 23 -3. 71697 43 

o. 05 1. 0025a 627 0. 1 0016 704 -1. 98998 747 -0. 39899 900 1. 76512 98 -3. 52604 61 
o. a6 1. 00361 301 0. 12028 894 -1. 98557 401 -0. 47826 951 2. 08508 14 -3. 29655 13 
o. a7 1. 00492 413 0. 14045 936 -1. 98035 1 79 -0. 55725 060 2. 38737 90 -3. 03075 84 
a. 08  1 .  00644 122  0. 16068 662 -1. 97431 766 -0. 63589 347 2. 66939 94 -2. 73130 45 
0. 09 1. 00816 615 0. 18097 914 -1. 96746 792 -0. 71414 899 2. 92866 44 -2. 40117 40 

a. 1a 1. 01010 1 a1 o. 20134 545 -1. 95979 839 -0. 79196 777 3. 16285 86 -2. 04367 37 
0. 11 1. a1224 82a 0. 22179 422 -1. 95130 431 -0. 86930 001 3. 36984 76 -1. 66240 59 
0. 12 1.  01461 a39 0. 24233 428 -1. 94198 044 -0. 94609 554 3. 54769 49 -1. 26123 82 
a. 13 1. 01719 052 0. 26297 462 -1. 93182 094 -1. 02230 373 3. 69467 78 -0. 84427 11 
a. 14 1. 01999 1 84 a. 28372 443 -1. 92081 942 -1. 09787 345 3. 80930 18 -0. 41580 27 

a. 15 1. 02301 79a o. 3 0459 312 -1. 90896 890 -1. 17275 302 3. 89031 48 +0. 01970 77 
a. 16 1. 02627 258 o.  32559 031 -1. 89626 181 -1. 24689 019 3. 93671 92 o. 45767 92 
0. 1 7  1. 02976 0 07 o. 34672 587 -1. 88268 994 -1. 32023 203 3. 94778 25 o.  89344 90 
a. 18 1. 03348 491 0. 36800 997 -1. 86824 444 -1. 39272 496 3. 92304 76 1. 32231 56 
0. 19 1.  03745 202 0. 38945 305 -1. 85291 580 -1. 46431 458 3. 86234 02 1. 73958 08 

a. 2a 1. 04166 667 o. 41106 589 -1. 83669 380 -1. 53494 573 3. 76577 54 2. 14059 45 
a. 21 1. 04613 453 o. 43285 960 -1. 81956 752 -1. 60456 234 3. 63376 26 2. 52079 94 
o. 22 1. 05086 171 o. 45484 568 -1. 80152 526 -1. 67310 742 3. 46700 84 2. 87577 54 
a. 23 1. 05585 471 o. 47703 605 -1. 78255 455 -1. 74052 294 3. 26651 77 3. 20128 51 
a. 24 1. 06112 054 0. 49944 304 -1. 76264 210 -1. 80674 982 3. 03359 33 3. 49331 81 

a. 25 1. 06666 667 o. 52207 948 -1. 74177  372 -1. 87172 780 2. 76983 31 3. 74813 48 
a. 26 1. 07250 1 07 o. 54495 869 -1. 71993 43 7 -1. 93539 537 2. 47712 56 3. 96230 97 
a.  21  1. a7863 229  0. 56809 454 -1. 69710 801 -1. 99768 972 2. 15764 35 4. 13277 26 
o. 28  1 .  08506 944 o. 59150 152 -1. 67327 761 -2. 05854 661 1. 813 83 48 4.  25684 84 
a.  29 1. 09182 225 o. 61519 472 -1. 64842 510 -2. 1 1 790 027 1. 44841 22 4. 33229 46 

a. 3a 1. 09890 110 o. 63918 993 -1. 62253 126 -2. 1 7568 334 1. 06434 02 4. 35733 72 
a. 31 1. 1 0631 707 o. 66350 370 -1. 59557 570 -2. 23182 6 72 o. 66482 02 4. 33070 22  
a .  32 1. 11408 2aa 0. 68815 335 -1. 56 753 6 78 -2. 28625 944 +0. 25327 32 4. 25164 55 
a. 33 1. 12220 851 o. 71315 706 -1. 53839 152 -2. 33890 860 -0. 16667 95 4. 1 1997 79 
o.  34 1. 13071 ao9 o. 73853 396 -1. 50811 553 -2. 3 8969 914 -0. 59123 78 3. 93608 76 

a.  35 1. 13960 114 o. 76430 415 -1. 47668 292 -2. 43855 378 -1. 01644 63 3. 70095 66 
o. 36 1. 14889 706 o. 79048 884 -1. 44406 617 -2. 48539 281 -1. 43822 04 3. 41617 42 
o. 37 1. 15861 43a o. 81711 039 -1. 41023 606 -2. 53013 394 -1. 85237 43 3. 08394 42 
o. 38 1. 1 6877 045 o. 84419 242 -1. 37516 155 -2. 57269 210 -2. 25465 05 2. 70708 74 
o. 39 1. 17938 436 o. 87175 994 -1. 33880 960 -2. 61297 926 -2. 64075 25 2. 28903 82 

o. 40 1. 19047 619 o. 89983 941 -1. 30114 509 -2. 65090 420 -3. 00637 81 1. 83383 54 
o. 41 1. 20206 756 0. 92845 892 -1. 26213 064 -2. 68637 229 -3. 34725 61 1. 34610 61 
o. 42 1. 21418 1 64 o. 95764 831 -1. 22172 641 -2. 71928 520 -3. 65918 35 o. 83104 35 
o. 43 1. 22684 333 o. 98743 931 -1. 1 7988 995 -2. 74954 067 -3. 93806 51 +0. 29437 81 
a. 44 1. 24007 937 1. 01786 572 -1. 13657 597 -2. 77703 216 -4. 1 7995 45 -0. 25765 92 

o. 45 1. 25391 850 1. 04896 360 -1. 09173 613 -2. 80164 855 -4. 38109 69 -0. 81838 00 
o. 46 1. 26839 168 1. 08077 146 -1. 04531 874 -2. 82327 375 -4. 53797 26  -1. 38069 01 
o. 47 1. 28353 228 1. 11333 051 -0. 99726 854 -2. 84178 630 -4. 64734 21 -1. 93714 78 
o.  48 1. 29937 63a 1. 14668 490 -0. 94752 634 -2. 85705 896 -4. 70629 25 -2. 48003 04 
o. 49 1. 31596 263 1. 1 8088 202 -0. 89602 868 -2. 86895 817 -4. 71228 35 -3. 00140 86 

o. 50 1. 33333 333 1, 21597 281 -0. 84270 745 -2. 87734 353 -4. 66319 54 -3. 49322 79 [C -54)1] [C -54)1] [C -54)2] [C -54)4] cc-:)1 [C -:)6] 



LEGENDRE FUNCTIONS 349 
DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Q�(x) Table 8.4 

X Qh(x) Qi (x) Q�(x) Q3 (x) Q9 (x) Qio(x) 
o. 50 1. 33333 333 1. 21597 281 - o. 84270 74 - 2. 87734 35 - 4. 66319 54 - 3. 493228 
o. 51 1. 35153 399 1.  25201 210 - o. 78748 95 - 2. 88206 72 - 4. 55737 62 - 3. 947399 
o. 52 1. 37061 403 1. 28905 905 - o. 73029 59 - 2. 88297 33 - 4. 39368 94 - 4. 355894 
o. 53 1. 39062 717 1. 3271 7 756 - o. 67104 20 - 2. 87989 70 - 4. 17156 11 - 4. 710854 
o. 54 1. 41163 185 1. 36643 680 - o. 60963 61 - 2. 87266 39 - 3. 89102 65 - 5. 0 04695 

o. 55 1. 43369 176 1. 40691 178 - o. 54597 91 - 2. 86108 89 - 3. 55277 54 - 5. 230233 
o. 56 1. 45687 646 1. 44868 400 - o. 47996 38 - 2. 84497 53 - 3. 15819 61 - 5. 380807 
o. 57 1. 48126 204 1.  49184 220 - 0. 41147 39 - 2. 82411 36 - 2. 70941 73 - 5. 450406 
o. 58 1 .  50693 189 1 .  53648 320 - o. 34038 30 - 2. 79828 02 - 2. 2 0934 79 - 5. 433812 
o. 59 1. 53397 760 1. 58271 285 - o. 26655 35 - 2. 76723 56 - 1. 66171 26 - 5. 326732 

o. 60 1.  56250 000 1.  63064 71 8 - 0. 1 8983 51 - 2. 73072 34 - 1 .  07108 51 - 5. 1 25950 
o. 61 1 . 59261 029 1.  68041 364 - 0. 11006 36 - 2. 68846 75 - o. 44291 60 - 4. 829465 
o. 62 1. 62443 145 1. 73215 259 - o. 02705 91 - 2. 64017 05 + o. 21644 47 - 4. 436645 
o. 63 1. 65809 982 1. 78601 903 + o. 05937 63 - 2. 58551 08 o. 89973 10 - 3. 948368 
o. 64 1. 69376 694 1.  84218 458 0. 14946 05 - 2. 52414 00 1. 59875 12 - 3. 367169 

o. 65 1. 73160 173 1. 90083 983 o. 24343 42 - 2. 45567 92 2. 3 0438 77 - 2. 697375 
o. 66 1. 77179 305 1.  96219 705 o. 34156 40 - 2. 37971 49 3. 00660 55 - 1. 945245 
o. 67 1. 81455 271 2. 02649 344 o. 44414 64 - 2. 29579 49 3. 69447 22 - 1. 119087 
o. 68 1.  86011 905 2. 09399 499 0. 55151 17  - 2. 2 0342 26  4 .  35619 14  - o. 229371 
o. 69 1.  90876 121 2. 16500 099 o. 66402 96 - 2. 1 0205 04 4. 97914 99 + o. 711177 

o. 70 1. 96078 431 2. 23984 955 o. 78211 54 - 1.  99107 23 5. 54998 34 1 .  687501 
o. 71 2. 01653 559 2. 31892 413 o. 90623 72 - 1. 86981 51 6. 05466 05 2. 682165 
o. 72 2. 07641 196 2. 40266 159 1. 03692 51 - 1. 73752 72 6. 47859 09 3. 675339 
o. 73 2. 14086 919 2 . 49156 187 1. 17478 21 - 1.  59336 54 6. 80675 90 4. 644816 
o. 74 2. 21043 324 2. 58619 998 1. 32049 75 - 1. 43637 96 7. 02388 88 5. 566082 

o. 75 2. 28571 429 2. 68724 079 1 . 47486 32 - 1. 26549 27 7. 11464 51 6. 412431 
o. 76 2. 36742 424 2. 79545 751 1. 63879 46 - 1. 07947 65 7. 06387 68 7. 155161 
o. 77 2. 45639 892 2. 91175 493 1.  81335 60 - o. 87692 20 6. 85691 02 7. 763836 
o. 78 2. 55362 61 5 3. 03719 894 1. 99979 32 - o. 65620 16 6.  47990 33 8. 206652 
o. 79 2. 66028 199 3. 17305 446 2. 1 9957 51 - o. 41542 09 5. 92027 14 a. 450921 

o. 80 2. 77777 778 3. 32083 451 2. 41444 73 - 0. 15235 72 5. 16720 18 a.  463693 
o. 81 2. 90782 204 3. 48236 488 2. 64650 26 + 0. 13562 04 4. 21227 67 a. 212559 
o. 82 3. 05250 305 3. 65986 997 2. 89827 40 0. 45165 68 3. 05023 28 7. 666669 
o. 83 3. 21440 051 3. 85608 883 3. 17286 02 o. 79955 16 1. 67989 36 6. 798024 
o. 84 3. 39673 913 4. 07443 439 3. 47409 64 1. 1 8395 08 + 0. 1 0532 57 5. 583115 

o. 85 3. 60360 360 4. 31921 588 3. 80679 33 1. 61061 19 - 1. 66270 85 4.  005017 
o. 86 3. 84024 578 4. 59595 604 4. 1 77 07 50 2. 08677 72 - 3. 60489 91 + 2. 056070 
o. 87 4. 11353 352 4. 91185 380 4. 59287 14 2. 62171 45 - 5. 69098 02 - o. 2 58625 
o. 88 4. 43262 411 5. 27647 688 5. 06465 07 3. 22751 63 - 7. 87652 81 - 2. 916594 
o. 89 4. 81000 481 5. 70283 015 5. 60654 69 3. 92032 16 -10. 09858 18 - 5. 871760 

o. 90 5. 26315 789 6. 20906 159 6. 23815 05 4. 72224 63 -12. 26944 98 - 9. 045801 
o. 91 5. 81733 566 6. 82129 988 6. 98747 73 5. 66456 11 -14. 26758 89 -12. 315713 
o. 92 6. 51041 667 7. 57861 025 7. 89613 09 6. 79318 58 -15. 92348 54 -15. 495090 
o. 93 7. 40192 450 8. 54217 980 9. 02883 27 8. 1 7876 62 -16. 99643 22 -18. 304274 
o. 94 8. 59106 529 9. 81365 072 1 0. 49236 44 9. 93658 04 -17. 13329 84 -20. 319071 

o. 95 10. 25641 026 11.  57537 057 1 2. 4"l698 56 12. 26978 50 -15. 78782 62 -20. 873659 
o. 96 12. 75510 204 14. 19080 811 1 5. 35932 33 15. 57616 37 -12. 04072 38 -18. 851215 
o. 97 1 6. 92047 377 1 8. 50515 528 2 0. 00905 43 2 0. 76422 38 - 4. 11777 87 -12. 140718 
o. 98 25. 25252 525 27. 04503 467 29. 00735 14 30. 5 0045 90 +12. 32933 89 + 4. 24210 7  
o .  99 50. 25125 628 52. 39539 613 55. 11181 39 57. 80864 53 54. 86521 05 49. 428990 

1 .  00 00 00 00 00 00 00 
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Table 8.5 LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND Pn(x) 

Po(x) =1 Pt(X) =X 
X P2(X) Ps(x) P4(X) Ps(x) Pg(X) P1o (x) 
1. 0 1. 00 1. 00 1. 00000 1. 00000 1. 00000 1. 00000 
1. 2 1. 66 2. 52 4. 04700 6. 72552 l T. 02754 T. ,., .. 1. 4 2. 44 4. 76 9. 83200 � 1 � 2. 09686 2 5. 03668 3 1. 13789 
1. 6 3. 34 7. 84 � 1 � 1. 94470 1 4. 97354 3 2. 45973 3 6. 65436 
1. 8 4. 36 11. aa 1 3. 41520 2 1. 0114a 3 a. 97aaz 4 2. a1110 
2. 0 5. 50 17. 00 '! '· 53750 2 1. a5750 4 2. 71007 4 9. 60605 2. 2 6. 76 23. 32 1 a. 47120 2 3. 16804 4 7. 13591 5 2. a1929 
2. 4 8. 14 30. 96 2 1. 23927 2 5. 1 0597 5 1. 69353 5 7. 37020 
2. 6 9. 64 40. 04 2 1. 74952 2 7. 86743 5 3. 70173 6 1. 75a09 
2. 8 11. 26 so. 68 2 2. 39887 3 1. 16849 5 7. 56647 6 3. 89219 
3. 0 13. 00 63. 00 2 3. 21000 3 1'" 68300 6 1. 46256 ·r 09745 
3. 2 14. a6 77. 12 2 4. 20727 3 2. 36169 6 2. 69625 7 1. 59814 
3. 4 16. a4 93. 16 2 5. 41672 3 3. 24050 6 4. 7720a 7 3. 01437 
3. 6 1a. 94 111. 24 2 6. a66d7 3 4. 36022 6 8. 15181 7 5. 4657a 
3. 8 21. 16 131. 4a 2 a. sa472 3 5. 76676 7 1. 34978 7 9. 57313 
4. 0 23. 50 154. 00 3 1. 06038 !T 51150 l 7 2. 17406 T . . ,,., 4. 2 25. 96 178. 92 3 1. 29559 3 9. 65154 7 3. 41632 8 2. 68690 
4. 4 za. 54 206. 36 3 1. 56757 4 1. 22500 7 5. 25060 a 4. 33189 4. 6 31. 24 236. 44 3 1. 87991 4 1. 53765 7 7. 90944 8 6. 82993 4. 8 34. 06 269. za 3 2. 23641 4 1. 91071 8 1. 16994 9 1. 05524 
5. 0 37. 00 305. 00 3 2. 64100 �� 2. 35250 8 1. 70196 l i 1. 60047 5. 2 40. 06 343. 72 3 3. 09781 2. 87205 8 2. 43a39 2. 38657 
5. 4 43. 24 385. 56 3 3. 61111 3. 47916 a 3. 44472 3. 503 62 
5. 6 46. 54 430. 64 3 4. 18537 4. 18440 8 4. 80363 5. 06985 
5. 8 49. 96 479. 08 3 4. 82519 4. 99917 8 6. 61853 7. 23884 
6. 0 53. 50 531. 00 3 5. 5353a 4 5. 93572 l T. Ol781 10 1. 02082 6. 2 57. 1 6 5a6. 52 3 6. 32087 4 7. 00717 9 1. 21596 10 1. 42299 6. 4 60. 94 645. 76 3 7. 1a681 4 8. 22754 9 1. 62372 10 1. 96229 6. 6 64. a4 708. a4 3 8. 13847 4 9. 611aO 9 2. 14a5a 10 2. 67a72 6. a 6a. a6 775. aa 3 9. 18133 5 1. 11759 9 2. 81a9o 10 3. 62216 
7. 0 73. 00 a47. 00 4 1. 03210 ! I 1. 29367 9 3. 66a76 1 0 4. a5435 7. 2 77. 26 922. 32 4 1. 15633 1. 49122 9 4. 73aas 10 6. 45123 7. 4 a1. 64 1001. 96 4 1. 29142 1. 71215 9 6. 07749 10 a. 50564 7. 6 a6. 14 10a6. 04 4 1. 43797 1. 95a46 9 7. 74185 11 1. 11305 7. a 90. 76 1174. 6a 4 1. 59663 2. 23227 9 9. 79919 11 1. 44623 
a. o 95. 50 126a. 00 � � 1. 76804 !T 5358J !" 1. 23283 11 1. a6653 a. 2 100. 36 1366. 12 1. 95286 5 2. a7149 10 1. 54212 11 2. 39363 a. 4 105. 34 1469. 16 2. 15176 5 3. 24171 10 1. 9184a 11 3. 0509a a. 6 110. 44 1577. 24 2. 36546 5 3. 64912 10 2. 37430 11 3. a6641 a. a 115. 66 1690. 4a ( 4 2. 59466 5 4. 09643 1 0 2. 923a7 11 4. 872a2 
9. 0 121. 00 1809. 00 � :  2. a4010 ! I 4. Sa649 10 3. 58363 11! '. 1 0897 9. 2 126. 46 1932. 92 3. 1 0252 5. 12230 10 4. 37243 11 7. 62030 9. 4 132. 04 2062. 36 3. 38268 5. 70699 10 5. 31184 11 9. 45994 9. 6 137. 74 2197. 44 � 4 3. 6al37 6. 343a3 10 6. 42640 12 1. 1689a 9. a 143. 56 2338. za 4 3. 9993a 7. 03621 10 7. 74404 12 1. 43a17 
10. 0 149. 50 2485. 00 ( 4 )4. 33754 ( 5 ) 7. 7a769 ( 10 ) 9. 29640 ( 12) 1. 76188 
From National Bureau of Standards, Tables of associated Legendre functions. Columbia Univ. Press, New 

York, N.Y., 1945 (with permission) . 
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DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-FIRST KIND P�(x) 

X 
1. 0 
1. 2 
1. 4 
1. 6 
1. a 

2. 0 
2. 2 
2. 4 
2. 6 
2. a 

3. 0 
3. 2 
3. 4 
3. 6 
3. a 

4. 0 
4. 2 
4. 4 
4. 6 
4. a 

5. 0 
5. 2 
5. 4 
5. 6 
5. a 

6. 0 
6. 2 
6. 4 
6. 6 
6. a 

7. 0 
7. 2 
7. 4 
7. 6 
7. a 

a. o 
a. 2 
a. 4 
a. 6 
a. a 

9. 0 
9. 2 
9. 4 
9. 6 
9. a 

1 0. 0 

Pa(x) 
6. 000  
9. 300  { 1 � 1. 320  

1 1. 770 
1 2. 280 ! 1 ! 2. a50 
1 3. 480 
1 4. 1 7 0  
1 4. 920 
1 5. 730 ! 1 ! 6. 6 0 0  
1 7. 5 3 0  
1 a. 520  
1 9. 570  
2 1.  06a ! ���: ��� 2 1. 437 
2 1. 572 
2 1. 713 

l 2 1. a60 
2 2. 013 
2 2. 1 72 
2 2. 337 
2 2. 50a 

2 2. 685 
2 2. a6a 
2 3. 057 
2 3. 252 
2 3. 453 

2 3. 660 
2 3. a73 
2 4. 092 
2 4. 317 
2 4. 54a ! 2 4. 785 
2 5. 02a 
2 5. 277 
2 5. 532 
2 5. 793 ! 2 6. 060 
2 6. 333 
2 6. 612 
2 6. a97 
2 7. 1 aa 

( 2 ) 1. 4a5 

P�(x) ! 1 1. 00000 
1 2. 12400 
1 3. 75200 
1 5. 96aoo 
1 a. a5600 ! �;i: ��g�� 2 2. 23920 
2 2. aa080 
2 3. 63160 ! 2 4. 50000 
2 5. 49440 
2 6. 62320 
2 7. a9480 
2 9. 31760 ! 3 1. 09000 
3 1. 26504 
3 1. 45772 
3 1. 668aa 
3 1. a9936 ! 3 2. 1 5000 
3 2.  42164 
3 2. 71512  
3 3 .  0312a 
3 3. 37096 

l 3 3. 73500 
3 4. 12424 
3 4. 53952 
3 4. 9a16a 
3 5. 45156 ! i; �: :��g� 
3 7. 03592 
3 7. 625 0a 
3 a. 24616 

l 3 a. 9oooo 
3 9. 58744 
4 1. 03093 
4 1. 1 0665 
4 1. 1 8598 ! 4 1. 26900 
4 1. 355aO 
4 1. 44647 
4 1. 54109 
4 1. 63974 

( 4 ) 1. 74250 

P�(x) = 3x 

P5(x) 
1! 1. 50000 
1 4.  57230 
2 1. 01688 
2 1. 92723 
2 3. 3 016a ! 2 5. 2 6a75 
2 7. 9720a 
3 1. 1 5704 
3 1. 62377 
3 2. 2162a ! 3 2. 95500 
3 3. a6184 
3 4. 96025 
3 6. 27516 
3 7. a3305  

3 9 .  661a7 
4 1. 1 7911 
4 1. 4251a 
4 1. 70764 
4 2. 02990 

4!2. 39550 
4 2. 80a16  
4 3.  27172 
4 3. 79020 
4 4. 36775 

l 4 5. 00869 
4 5. 71746 
4 6. 49870 
4 7. 35714 
4 a. 2 9772 ! �;i: ����� 
5 1. 1 6637 
5 1. 29849 
5 1. 44152 ! 5 1. 59602 
5 1. 76260 
5 1. 94187 
5 2. 13445 
5 2. 34099 ! 5 2. 56215 
5 2. 79a60 
5 3. 05102 
5 3. 32013 
5 3. 60663 

( 5 ) 3. 91127 

P�(x) ! 1 4. 50000 
2 7. 775a7 
3 4. 507a7 
4 1. 742a2 
4 5. 33445 

l 
l ! 

5 !1. 39531 
5 3. 25362 
5 6. 944aO 
6 1. 38132 
6 2. 59296 

6 !4. 63721 
6 7. 95a19 
7 1. 31a05 
7 2. 1 1 632 
7 3. 30652 

7! 5. 04229 
7 7. 52431 
a 1. 10110 
8 1. 58313 
8 2. 23988 

8 3. 12290 
8 4. 29574 
8 5. 83620 
8 7. 83a68 
9 1. 04169 

9 1. 37071 
9 1. 7a712 
9 2. 31 006 
9 2. 96206 
9 3. 76947 ! 9 4. 76295 
9 5. 97a09 
9 7. 45591 
9 9. 24362 

10 1. 13953 ! 1 0  1. 39725 
10  1. 70455 
10 2. 06937 
1 0 2. 50070 
10 3. 0 0866 ! 10 3. 60463 
1 0  4. 30137 
1 0  5. 11311 
10  6. 05576 
10 7. 14698 

( 10 ) a. 40642 

Table 8.6 

P�o(x) 

l 1l 5. 50000 
3 1. 53586 
4 1. 13477 
4 5. 24824 
5 ) 1. a5808 ! 5 !5. 5 0068 
6 1 . 42939 
6 3. 36028 
6 7. 29317 
7 1 .  4a267 ! 7 2. 85372 
7 5. 24287 
7 9. 25345 
a 1. 57706 
a 2. 60626 

8!4. 1 9097 
8 6. 57653 
9 1. 00955 
9 1. 51918 
9 2. 24508 ! 9 3. 26340 
9 4. 67217 
9 6. 59627 
9 9. 1 9329 

1 0  1 . 26604 ! i���: ��j�� 10 3. 1 0217 
1 0  4. 1 0354 
10 5. 38214 ! i���: ����� 1 1  1. 15949 
11  1. 47670 
11 1. 86875 ! 1 1  2. 35063 
11 2. 93985 
11 3. 65675 
11  4. 52490 
11 5. 57149 ! 1 1  6. a2780 
11 a. 32969 
12 1. 011a2 
12 1. 22399 
12  1. 47481 

( 12 ) 1. 77028 
From National Bureau of Standards, Tables of associated Legendre functions. Columbia Univ. Press, 

New York, N.Y., 1945 (with permission) . 
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Table 8.7 I.EGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Qn(x) 

X Qo(x) Q!(X) Q2(X) Q3(X) Qg(x) Q!O(X) 
1. 0 00 00 00 00 00 00 
1. 2 1, 19a95 r'l'· '""' rT· 90253 r2r- 80147 r T. 32 079 r . 1 .. 75615 1. 4 { -1�

a. 95aao -1 2. 54232 -2 a. 59466 -2 3. 10542 - 4 1. 06a1o - 5 4. 27633 
1. 6 -1 7. 33169 -1 � 1. 73070 -2 4. a7a29 -2 1. 470ao - 5 1. 71471 - 6 5. 73368 
1. 8 -1 6. 26381 -1 1. 27487 -2 3. 10233 -3 a. o7a70 - 6 3. 91902 - 6 1. 13241 
2, 0 -1r- 49306 -2 9. a6123 -2

�
2. 11a3a -3 4. a7112 - 6 1, 12179 - 7 2. a6313 2. 2 -1 4. 90415 -2 7. a9122 -2 1. 52029 -3 3. 13576 - 7 3. 76522 - a a. 62195 2. 4 -1 4, 43652 -2 6. 4763a -2 1. 13240 -3 2. 12013 - 7 1. 424aa - a 2. 96212 

2, 6 -1 4. 05465 -2 5. 42093 -3� a. 6a364 -3 1. 4a960 - a 5. 92566 - a 1. 12a79 
2. a -1 3. 73607 -2 4. 61002 -3 6. a170a -3 1. 07961 - a 2. 66020 - 9 4. 67a76 
3. 0 -1 3. 46574 -2 3. 9720a -3 5, 45667 { -4 a. o2a54 - a 1. 27252 - 9 2. 07945 3. 2 -1 3. 23314 -2 3. 46035 -3 4. 439a4 -4 6, 10146 - 9 6. 42269 -10 9. a035a 3. 4 -1 3. 0306a -2 3. 04309 -3 3, 66347 -4 4. 72397 - 9 3. 39441 -10 4. a61a3 3, 6 -1 2. a5272 -2 2. 69a07 -3 3. 059a1 � -4 3. 71695 - 9 1. a6714 -10 2. 51945 3. a -1 2. 6949a -2 2. 40934 -3 2. 5a298 -4 2. 96625 - 9 1. 06372 -10 1. 35695 
4. 0 -1 2. 55413 -2 2. 16512 ( -3 2. 2010a -4 2. 39697 -10 6. 25130 -11 7. 56235 4. 2 -1 2. 42754 -2 1. 95664 � -3 1. a9145 -4 1. 95a66 -10 3. 77701 -11 4. 34493 4. 4 -1 2. 31312 -2 1. 77717 -3 1. 63766 -4 1. 61661 -10 2. 33956 -11 2. 56563 4. 6 -1 2. 20916 -2 1. 62153 � -3 1. 42759 -4 1. 34641 -10 1. 4a213 -11 1. 55290 4. a -1 2. 1142a -2 1. 4a564 -3 1. 25217 -4 1. 13061 -11 9. 5a309 -12 9. 61271 
5. 0 ( -T. 02733 -2 1. 3662a � -3 1. 10450 -T· ""' -11 6. 31274 -12 6. 07362 5. 2 r1 1. 94732 -2 1. 260a4 -4 9. 7927a -5 a. 14a23 -11 4. 23006 -12 3. 91025 
5. 4 -1 1. a7347 -2 1. 16723 � -4 a. 72377 -5 6. 98500 -11 2. 87937 -12 2. 56132 5. 6 -1 1. ao507 -2 1. Oa374 -4 7. a0551 -5 6. 02278 -11 1. 9aa59 -12 1. 70471 5. a -1 1. 74153 -2 1. 00894 -4 7. 01223 -5 5. 22117 -11 1, 39197 -12 1. 15147 
6. 0 1 -r

··m 

rr 41671 rr 32330 rT 54 ... r2 9. 86572 rr ··519 6. 2 -1 1. 62711 -3 a. B0944 -4 5. 72204 -5 3. 98181 -12 7. 07418 -13 5. 46920 6. 4 -1 1. 57541 -3 B. 25935 -4 5. 19491 -5 3. 50058 -12 5. 12787 -13 3. 83900 6. 6 -1 1. 52691 -3 7. 75944 -4 4. 7307a -5 3. 09006 -12 3. 75499 -13 2. 72499 6, 8 -1 1. 48133 -3 7. 30377 -4 4. 32050 -5 2. 73812 -12 2. 77600 -13 1. 95462 
7. 0 r1 1, 43a41 rr ·•ns -4 3. 95644 rr 43500 -12 2. 07071 -13 1. 41592 7. 2 -1 1. 39792 -3 6. 50550 -4 3. 63228 -5 2. 17277 -12 1. 55770 -13 1. 03525 7. 4 -1 1. 35967 -3 6. 15475 -4 3. 34266 -5 1. 94497 -12 1. 1all5 -14 7. 63577 7. 6 -1 1. 32346 -3 5. a3171 -4 3. oa311 -5 1. 74631 -13 9. 023a3 -14 5. 67a77 7. a ( -1 1. 28915 -3 5. 53353 -4 2. a49aO -5 1. 57242 -13 6. 9433a -14 4. 25654 
a. o -1 1. 25657 rr5711 -4 2. 63950 r 1. 41968 r13 5. 37876 -14 3. 21427 a. 2 -1 1. 22561 -3 5. 0020a -4 2. 44944 -5 1. 2 a507 -13 4. 19350 -14 2. 44439 a. 4 -1 1, 19615 -3 4. 76469 -4 2. 27723 -5 1. 16606 -13 3. 2a941 -14 1. 87141 a. 6 -1 1. 16a07 -3 4. 543a6 -4 2. 120a2 -5 1. 06054 -13 2. 59524 -14 1. 44191 a. a -1 1. 14129 -3 4. 33807 -4 1. 97a44 -6 9. 66707 -13 2. 05a91 -14 1. 11775 
9. 0 -1 1. 11572 -3 4. 1459a � -T . ... , -6 a. a3037 -13r· 64205 -15 a. 71513 9. 2 -1 1. 09127 -3 3. 96640 -4 1. 72979 -6 a. oa237 -13 1. 31620 -15 6. 83294 9. 4 -l. 1. 067a7 -3 3. 79a27 { -4 1. 62102 -6 7. 41202 -13 1. 06011 -15 5. 3a569 9. 6 -1 1. 04546 -3 3. 64063 -4 1. 52119 -6 6. a0982 -14 a. 57794 -15 4. 2 6656 9. 8 -1 1. 02397 -3 3, 49262 " -4 1. 42940 -6 6. 26763 -14 6. 97159 -15 3. 39644 
10. 0 ( -1 ) 1. 00335 ( -3 ) 3. 35348 ( -4) 1. 344a6 ( -6) 5. 77839 ( -14) 5. 69010 ( -15) 2. 71639 

"l From National Bureau of Standards, Tables of associated Legendre functions. Columbia Univ. Press, New 
York, N.Y., 1945 (with permission) . 
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DERIVATIVE OF THE LEGENDRE FUNCTION-SECOND KIND Q�(x) Table 8.8 

X - Qo(x) - Q� (x) - Q;(x) - Q3(x) - Q�(x) - Q�o(x) 
1. 0 00 00 00 00 00 00 

1. 2 2, 27273 1. 52833 ! -T. 56516 rT· 77060 
r T

. 06667 
r T

. l5922 1, 4 1, 04167 � -1r
· 
62454 -1 2. 78972 -1 1, 32721 - 3 1, 11220 - 4 4, 88977 

1, 6 � -1 � 6. 41 026 -1 2, 92472 -1 1. 21817 -2 4, 85580 - 4 1. 39114 - 5 5. 11106 
1. 8 -1 4, 46429 -1 1. 77190 -2 6, 39686 -2 2, 20736 - 5 2. 64367 - 6 8, 39591 
2, 0 -1 3. 33333 � -1 1. 17361 -2 3, 74965 -2 1. 14416 r ·  6, 52419 - 6 1. 83053 2, 2 -1 2, 60417 -2 8, 25020 -2 2, 36801 -3 6, 48766 - 6 1. 93263 - 7 4. 86561 2, 4 -1 2, 10084 ( -2 6, 05501 -2 1, 57925 -3 3, 93006 - 7 6, 56197 - 7 1. 49994 2, 6 -1 1. 73611 � -2 4. 59238 -2 1, 09833 -3 2, 50557 - 7 2, 47880 - 8 5, 19235 
2. 8 -1 1. 46199 -2 3. 57495 -3 7, 89834 -3 1, 66411 ( - 7 1, 02057 - 8 1. 97390 
3. 0 -1 1. 25000 -2� 2, 84264 -3 5. 83769 -3 1, 14304 r 'l '· 51200 - 9 8. 10849 
3. 2 -1 1, 08225 -2 2, 30068 -3 4, 41472 -4 8, 07587 - 8 2. 11821 - 9 3, 55578 
3. 4 -2 9, 46970 -2i 1. 89018 -3 3, 40437 -4 5, 84465 - Bi 1. 04686 - 9 1, 64904 
3. 6 -2 8, 36120 -2 1, 57309 -3 2, 66980 -4 4, 31867 - 9 5, 40951 -10 8, 02794 
3. 8 -2 7, 44048 -2 1, 32398 -3 2. 12471 -4 3. 24956 - 9 2. 90659 -10 4, 07799 
4, 0 -2 6, 66667 -2 1, 12539 -3 1, 71292 -4 2, 48459 - 9 1, 61660 -10 2, 15091 4, 2 -2 6, 00962 -3 9, 64994 -3 1, 39691 -4 1, 92694 -10 9. 27220 -10 1. 17316 
4. 4 -2 5. 44662 -3 8, 33966 -3 1, 15099 -4 1. 51364 -10 5. 46705 -11 6, 59413 
4, 6 -2 4, 96032 -3 7, 25823 -4 9, 57184 -4 1. 20274 -10 3. 30481 -11 3. 80849 
4, 8 -2 4, 53721 -3 6. 35742 -4 8, 02725 -5 9, 65712 -10 2, 04345 -11 2. 25453 
5, 0 -2 4, 16667 -3 5, 60078 -4 6, 78356 -5 7, 82792 -10 1. 28985 ru 1. 36497 5, 2 -2 3. 84025 -3 4, 96040 -4 5. 77277 -5 6, 40058 -11 8, 29696 -12 8, 43598 
5, 4 -2 3, 55114 -3 4, 41464 -4 4, 94423 -5 5, 27543 -11 5. 43056 -12 5, 31340 
5. 6 -2 3, 29381 -3 3. 94656 -4 4, 25974 -5 4, 38019 -11 3, 61188 -12 3. 40566 
5. 8 -2 3, 06373 -3 3. 54273 -4 3. 69015 -5 3. 66172 -11 2. 43819 -12 2. 21848 
6, 0 -2 2. 85714 -3 3, 19245 -4 3. 21299 -5 3. 08050 -11 1, 66874 r, 1. 46703 
6, 2 -2 2, 67094 -3 2, 88709 -4 2, 81078 -5 2, 60683 -11 1. 15686 -13 9, 83782 
6, 4 -2 2. 50250 -3 2. 61964 -4 2. 46977 -5 2, 21813 -12 8, 11673 -13 6, 68395 
6, 6 -2 2, 34962 -3 2. 38436 -4 2. 17910 -5 1, 89709 -12 5, 75903 -13 4, 59703 
6, 8 -2 2. 21043 -3 2, 17655 -4 1. 93008 -5 1. 63035 -12 4, 12938 -13 3. 19817 
7. 0 � -2 2. 08333 -3 1, 99230 �� 1, 71573 -5 1, 40747 -12 2. 99029 r" 2. 24909 
7, 2 -2 1. 96696 -3 1, 82834 -4 1. 53040 -5 1. 2 2023 -12 2. 18566 -13 1. 59779 
7, 4 � -2 1. 86012 -3 1, 68195 -4 1. 36949 -5 1. 06216 -12 1. 61163 -13 1. 14602 
7. 6 -2 1. 76180 -3 1. 55083 -4 1, 22923 -6 9, 28073 -12 1, 19826 -14 a. 29452 
7. 8 -2 1. 67112 -3 1, 43304 -4 1. 10651 -6 8, 13829 -13 8. 97939 -14 6, 05494 
a. o -2 1. 58730 r 1. 32691 r 9. 98765 -6 7. 16078 -13 6. 77915 -14 4. 45610 
a. 2 -2 1. 50966 -3 1. 23104 -5 9. 03846 -6 6. 32104 -13 5. 15433 -14 3. 30480 
8, 4 -2 1. 43761 -3 1. 14421 -5 8. 19960 -6 5. 59691 -13 3. 94535 -14 2. 46898 
B. 6 -2 1, 37061 -3 1. 06538 -5 7. 45601 -6 4. 97021 -13 3. 03931 -14 1. 85745 
a. a -2 1. 30a22 -4 9. 93646 -5 6, 7949a -6 4. 42597 -13 2. 35565 -14 1. 40670 
9. 0 r 1, 25000 { -4 9, 28224 -5 6, 20573 � -6 3. 95179 r" 1. a3641 -14 1. 07211 
9. 2 -2 1. 19560 -4 a. 68435 -5 5. 6790a -6 3. 53736 -13 1. 43959 -15 a. 22064 
9, 4 -2 1, 14469 -4 a. 136a2 -5 5, 20722 � -6 3. 17406 -13 1. 13452 -15 6. 33995 
9. 6 -2 1, 09697 � -4 7. 63447 -5 4, 7a344 -6 2, 8546a -14 a. 9a657 -15 4, 91668 
9. a ( -2 1. 05219 -4 7, 17272 -5 4. 40196 -6 2. 57314 ( -14 7. 1529a -15 3. a3321 
10. 0 ( -2) 1. 01010 ( -4) 6, 74753 ( -5) 4. 05782 ( -6) 2. 32430 ( -14) 5. 72014 ( -15) 3. 00374 

Columbia Univ. Press, New 
;I 

From National Bureau of Standards, Tables of associated Legendre functions. 
York, N.Y., 1945 (with permission) . 
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9. Bessel Functions of Integer Order 

Mathematical Properties 

Notation 

The tables in this chapter are for Bessel func
tions of integer order ; the text treats general 
orders. The conventions used are: 

z=x+iy; x, y real. 
n is a positive integer or zero. 
v, p. are unrestricted except where otherwise 

indicated ; v is supposed real in the sections devoted 
to Kelvin functions 9.9, 9.10, and 9.11. 

The notation used for the Bessel functions is 
that of Watson [9.15] and the British Association 
and Royal Society Mathematical Tables. The 
function Y.(z) is often denoted N.(z) by physicists 
and European workers. 

Other notations are those of: 
Aldis, Airey: 

Gn(z) for - h Yn(z), K11(Z) for ( - )"K,.(z) . 

Clifford: 

011(x) for x-lnJ,.(2-{X) . 

Gray, Mathews and MacRobert [9 .9]: 

Yn(Z) for h Yn(z)+ (In 2 -'Y)J11(z) , 

Y,(z) for 1re• .. i sec(v1r) Y,(z) ,  

G,(z) for !?riH;ll (z) . 

Jahnke, Erode and Losch [9.32]: 

A,(z) for r(v+ 1)( !z)- •J. (z) . 

Jeffreys: 

Hs.(z) for H�l) (z) , Hi. (z) for H;2> (z) , 

Kh.(z) for (2/?r)K,(z) . 

Heine: 

Neumann: 

Y"(z) for h Y11(2) + (ln 2 -'Y)J11(2) . 

Whittaker and Watson [9.18] :  

K,(z) for cos(P1f')K,(z) . 

358 

Bessel Functions J and Y 

9.1. Definitions and Elementary Properties 

Differential Equation 

9.1.1 

Solutions are the Bessel functions of the first kind 
J =•(z) ,  of the second kind Y,(z) (also called 
W eber'sfunction) and of the third kind H�1J (z), H;2> (z) 
(also called the Hankel functions) .  Each is a 
regular (holomorphic) function of z throughout 
the z-plane cut along the negative real axis , and 
for fixed z( � 0) each is an entire (integral) func
tion of v. When v= ± n, J.(z) has no branch point 
and is an entire (integral) function of z. 

Important features of the various solutions are 
as follows: J,(z) (9lv'?.O) is bounded as z__,.O in 
any bounded range of arg z. J.(z) and J _,(z) 
are linearly independent except when v is an 
integer. J,(z) and Y,(z) are linearly independent 
for all values of v. 

H�l) (z) tends to zero as \ z \__,.co in the sector 
O<arg z<1r; H;2l (z) tends to zero as l z \__,.co in the 
sector -?r<arg z<O. For all values of v, H�D (z) 
and H�2J (z) are linearly independent. 

9.1.2 

Relations Between Solutions 

Y,(z) J,(z) co� (111f') -J _,(z) 
Slll (111f') 

The right of this equation is replaced by its 
limiting value if v is an integer or zero. 

9.1.3 

H�ll (z) =J.(z) +iY,(z) 

csc(v1r) { e- •.-tJ,(z) -J _,(z) } 
9.1.4 

H;2> (z) =J.(z) -iY,(z) 
csc(v1r) { J _,(z) -e• .. 1J. (z) } 

9.1.5 J_,(z) = (-)nJ,(z) Y_,.(z) = (-)"Y,. (z) 
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FIGURE 9.2. J10(x), Y10(x), and 
Mlo(x) =.VJfo<x) +  Yro(x) .  

FIGURE 9.3. J.(lO) and Y.(lO) . 

y 
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FIGURE 9.4. Contour lines of the modulus and phase of the Hankel Function H�0 (x + iy) = Moe18o. From 
E. Jahnke, F. Emde, and F. Losch, Tables of higher functions, McGraw-Hill Book Co., Inc., New 
York, N .Y. , 1960 (with permission) . 
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Lhniting Fonns for Small Arguments 

When " is fixed and z---;.0 

9.1.7 
J.(z) "' (!z) •jr("+ 1)  c�� � - 1, -2, -3, . 

9.1.8 Y0(z) "'-iHg0 (z) "'iHci2> (z) "'(2/7r) ln z 

9.1.9 

.) 

Y,(z) "'-iH�0 (z) "'iH�2> (z) "'- (1/7r) r(11)( !z) -· 

(811'>0) 

9.1.10 

9.1.11 

Ascending Series 

Y,(z)..:._ - (! z) -" � (n-k- 1) !  (lz2).t 1r k�o kl 

+� ln (!z)J, (z) 1r 
_ (! z)" ± {1f(k+1) +1f(n+k+1) } (-! z2).t 

1r k•O k! (n+k) !  

where 1f(n) is given b y  6.3.2. 

tz2 (! z2)2 (! z2)3 
9.1.12 Jo(z) = 1- (1 !)2+ (2!) 2 - (3 !) 2 + . . . 
9.1.13 

9.1.14 

J,(z)J,.(z) = 

9.1.15 
Wronskian& 

W{J,(z) ,  J_,(z) } =J,+1(z)J_,(z) +J.(z)J_,,+1> (z) 

9.1.16 

W{J,(z), Y,(z) } =J,H(z) Y,(z) -J.(z) Y,+, (z) 
=2/(7rZ) 

9.1.17 

W{H�1>(z) , H�2>(z) } =H��1(z)H�2>(z}-H�'> (z)H��1( z) 
=-4i/(7rZ) 

Integral Representations 
9.1.18 

1 J:r 1 J:r J0 (z) =- cos (z sin 8)d8=- cos (z cos 8)d8 1r 0 1r 0 
9.1.19 

4 J:ir 
Y0(z) =2 cos (z cos 8) { 'Y+ln (2z sin2 O) } d8 1r 0 

9.1.20 

9.1.21 

1 f" J,.(z) =; Jo cos (z sin 8-n8) d8 

i-nir 
=- e 1" cos 8 cos (n8)d0 1r 0 

9.1.22 

J, (z) =- cos(z sin 0-118)dO 1 J:r 
1r 0 

sin( )J:"' _ __!!!!__ e- •  sinh t- •t dt ( Jarg z J<!7r) 1r 0 

Y,(z) =! fr sin(z sin O-J18)d8 1r Jo 

9.1.23 

J0 (x) =- sin(x cosh t)dt (x>O) 2 1:"' 
1r 0 

Y0(x)=-- cos(x cosh t)dt (x>O) 2 J:"' 
1r 0 

9.1.24 

1 J1"' r (-t) (ix) •Ht 
J,(x)=21ri -t.. r ("+ t + 1) 

dt (8111>0, x>O) 

In the last integral the path of integration must 
lie to the left of the points t=O, 1 ,  2, . . . . 
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9.1.27 
Recurrence Relations 

2v <if •-1 (z) +<if •+I (z) =z-<if, (z) 
<if H (z) -<if •+I (z) =2<if�(z) 
<tf;(z) =<if H(z)-� <if ,(z) z 
<tf�(z)=-<if •+1(z)+� <if ,(z) z 

and 

9.1.34 4 p,s,-q,r,=-r-b 1f' a  

Analytic Continuation 

In 9.1.35 to 9.1.38, m is an integer. 

9.1.35 

<if denotes J, Y, HW, H<2> or any linear combina- 9.1.36 
tion of these functions, the coefficients in which 
are independent of z and v. Y,(zemr1)=e-m•rtY,(z)+2i sin(mv1r) cot(v1r) J,(z) 
9.1.28 J�(z)=-J1(z) 

If j,(z) = zP<tf ,(}.z') where p, q, }. are independent 
of v, then 

9.1.29 
f,-1(z) +f.+l(z) = (2v/X)z-a_t,(z) 
(p+vq)f,-1(z) + (p-vq)f,+1(z) = (2v/X)z1-aj�(z) 
zj�(z) =Xqzaj,_1(z) + (p-vq)j,(z) 
zj�(z) = -}.qzaf,+1(z) + (p+vq)j,(z) 

Fonnulas for Derivatives 
9.1.30 

9.1.31 

<if!"> (z) =i,. {<if ,_,.(z) -G) <if •-H2(z) 

If 

9.1.32 

then 

9.1.33 

+(�) <if•-H•(z)- . . . + <-)k<tf,H(z) } 
(k=O, 1 ,  2, . . .  ) 

Recurrence Relations for Cross-Products 

p,=J,(a)Y.(b)-J,(b)Y,(a) 
q,=J ,(a)Y�(b) -J�(b )Y ,(a) 
r,=J�(a)Y ,(b) -J ,(b )Y�(a) 
s,=J�(a)Y�(b) -J�(b )Y�(a) 

2v 2v 
P·+t-P•-1= -a q,-b r, 

v v+ l 
q,+1 +r.=a p.--b- P·+� 

Jl v+l 
r•+I+q,=b p.-a P•+t 

1 1 v2 
s,=2 P•+1+2 P·-1-ab p, 

9.1.37 

9.1.38 

sin(v1r)H f> (zemrt)=sin { (m+ l )v1r}  H�2> (z) 
+e•rt sin(mv1r)H!1> (z) 

9.1.39 

9.1.40 

H!t> (zerl)= -e-•rtH!2l (z) 
H�2> (ze-.. 1) = -e' .. 1H!n (z) 

J,(Z) -J,(z) Y,(z) = Y,(z) 
H!t> (Z)=H�2> (z) H�2> (z)=H!t> (z) (v real) 

Generating Function and Associated Series 

.. 
9.1.41 et•<t-!/t)= � tkJ,.(z) (t r:O) 

k= -t» 

.. 
9.1.42 cos (z sin 8) =J0(z) +2 � J2,.(z) cos (2k8) 

k=1 
.. 

9.1.43 sin (z sin 8)=2 � Jn+l(z) sin { (2k+1)8} 
k=O 

9.1.44 
., 

cos (z cos 8) =J0(z) +2 � (-)"J2k(z) cos (2k8) 
k-1 

9.1.45 
., 

sin (z cos 8) =2 � (-)"J2HI (z) cos { (2k+l)8} 
k-0 

9.1.46 l=J0(z)+2J2(z)+2J4(z)+2J6(z)+ . . . 

9.1.47 

cos z=J0(z)-2J2(z)+2J.(z)-2J6(z)+ 

9.1.48 sin z=2J1(z)-2J3(z)+2J5(z)- . . .  



362 BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

Other Differential Equations 

9.1.49 w= zl<tf, (Xz) 

9.1.52 

" 2v-1 '+X2 0 w --z- w  w= , 

9.1.53 

22w" + (1-2p)zw' + (>.1q2z2'+p�-rq2)w=O, 
W= z11<Jt' ,(Xz1) 

9.1.54 

w= <1&' ,(xe•) 
9.1.55 

z2(z2-v2)w" +z(z2-3112)w' 
+ { (z'-v2)2- (z�+v2) }w=O, w=<lf�(z) 

9.1.56 

where a is any of the 2n roots of unity. 
Differential Equations for Products 

In the following th=z Jz and <lf,(z) , !Jt',.(z) are any 

cylinder functions of orders v, 1-1 respectively. 

9.1.57 

{ t1'-2(r+ !-12)f12+ (v2-!-12)2 }w 
+4z'(t1+ 1) (t1+2)w=O, w=<lf ,(z)P},.(z) 

9.1.58 

t1(t12-4r)w+4z'(t1+ 1)w=O, w=<lf ,(z)!!t',(z) 
9.1.59 

z3w"' +z(4z2+ 1-4r)w' + (4v2- 1 )w=O, 
W= z<lf ,(z)!Jt' ,(z) 

Upper Bounds 

9.1.60 /J, (x) / � 1  (v�O) , / J, (x) / � 1/.J2 

9.1.61 2l O<J. (v)<31r (j) vi (v>O) 

/ !z /•el .fzl 
/J, (z) / � r (v+1) (v�-l) 9.1.62 * 

•see page n. 

9.1.63 IJ ( ) / < l z" exp {n-v'(1-z2) } 1 
" nz - { l+v' (1-z2) } "  

Derivatives With Respect to Order 
9.1.64 

() C>v J, (z)=J, (z) ln (!z) 

9.1.65 

-(!z) • ± (- )�: �(v+k+l) (! z2) l: 
k=O r (v+k+1) k! 

() () C>v Y, (z) =cot (111r) { C>v J. (z) -1r Y, (z) }  

() -esc (111r) C>v J _,(z) -1rJ, (z) 
(v;z!!Q, ± 1 ,  ±2, . . .  ) 

9.1.66 

[�J, (z)J =� Y,. (z)+ n! (!z) - " E (!z)kJk (z) C>v •=n 2 2 k-O (n-k)k! 
9.1.67 

[� Y, (z)J =-� J,. (z) + n! (!z) -"E (!z)kY�: (z) C>v •= n 2 2 k=O (n-k)k! 
9.1.68 

[:11 J, (z) J._0=�Y0 (z) , [:11 Y, (z) J._0=-�J0(z) 

Expressions in Tenns of Hypergeon1etric Functions 

9.1.69 

as X, 1-1_, oo through real or complex values; z, v 
being fixed. 

(0F1 is the generalized hypergeometric function. 
For M(a, b, z) and F(a, b; c; z) see chapters 13 and 
15.) 

. 

Connection With Legendre Functions 

If 1-1 and x are fixed and v_, oo through real 
positive values 

9.1.71 

lim { v"P;" (cos ;)=J,. (x) (x>O) 
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9.1.72 

lim { 11�"Q;�< (cos ;) } =-ln·Y,.(x) 
For P;" and Q;�", see chapter 8. 

Continued Fractions 
9.1.73 

J.(z) 1 1 1 

(x>O) 

J,_!(z) 211z-1- 2(v+1) z-1- 2(11+2) z-1-

9.1.74 

!z/ll iz2/ { 11(v+l) } tz2/ { (v+l) (v+2) } 
= 1 - 1- 1 - . . .  

Multiplication Theorem 

�.(Xz) =>.=• � (=t=)A; (>,2;1)k(!z)k �.:k(z) k•O • 

(J>.2-1 J<l) 
If � =J and the upper signs are taken, the restric
tion on X is unnecessary. 

This theorem will furnish expansions of �.(re16) 
in terms of �•:k(r) . 

Addition Theorems 
Neumann's 

"' 
9.1.75 �.(u±v)= � �•"Fk(u)Jk(v) k•-oo ( Jv J< Ju J) 

In 9.1. 79 and 9.1.80, 
w=-v'(u2+ v2-2uv cos a),  

u-v cos a=w cos x,  v sin a=w sin X 
the branches being chosen so that w-+u and x�o 
as v�o. o<;> (cos a) is Gegenbauer's polynomial 
(see chapter 22) . 

a 

Gegenbauer' 8 addition theorem. 
If u, v are real and positive and 0 :5;a :s; '��', then w, x 

are real and non-negative, and the geometrical 
relationship of the variables is shown in the dia
gram. 

The restrictions jve± 1a j< juj are unnecessary in 
9.1.79 when �=J and 11 is an integer or zero, and 
in 9.1.80 when �=J. 
Degenerate Form (u= m ) :  

9.1.81 
"' 

et' cos a=r(v) (!v)- •  � (ll+kWJ.H(v)O�•> (cos a) k=O 
(11;=0, - 1 , . . . ) 

The restriction JvJ < JuJ is unnecessary when Neumann's Expansion of an Arbitrary Function in a 
ct'=J and 11 is an integer or zero. Special cases are Series of Bessel Functions ., 
9.1.76 l=J�(z) +2 � .n Cz) k=l 
9.1.77 

9.1.78 

Graf's 

9.1.79 

Gegenbauer's 

9.1.80 

�.(w) =2•r (v) � (ll+k) �.+A:(u) J.+k(v) o<•l (cos a) w• k .. o u• v• k 
_ 

( jz J <c) 

where c is the distance of the nearest singularity 
ofj(z) from z=O, 

9.1.83 a�.:=2J. J j(t)Ok(t)dt (O<c' <c) 'II'� l zl =e' 
and O�.:(t) is Neumann's polynomial. The latter 
is defined by the generating function 

9.1.84 

( Jz J< J t J )  

On(t) is a polynomial of  degreen+ 1 in 1/t; Oo(t) = 1/t, 

9.1.85 
1 � n(n-k-1) ! (2)n-2k+l On(t)=- 2..,; k' -t 

(n= l ,  2 ,  . . .  ) 4 k•O • 

The more general form of expansion ., 
9.1.86 j(z) =aoJ,(z) +2 � a�.H(z) k=i 
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also called a Neumann expansion, is investigated 
in [9.7] and [9. 15] together with further generaliza
tions. Examples of Neumann expansions are 
9.1.41 to 9.1.48 and the Addition Theorems. Other 
examples are 

9.1.87 
( 1 ) •--.0 (11+2k) r (��+k) J (z) 2Z -£..., k! •+2k 

9.1.88 

k=O • 
(v �O, - 1 , -2, . . . ) 

n! (jz) - n � (jz)kJk(z) 
1r k=O (n-k)k! 
2 +- { In (!z) -lj-(n+ 1) } Jn(z) 1r 

-� i: (- )k(n+2k)J n+2k(z) 
1r k=l  k(n+k) 

where lf(n) is given by 6.3.2. 

9.1.89 

2 4 -.0 ( k J2k(z) 
Y0(z) =- { ln (!z) +y} Jo(z) -- £....J -) -k

-
11" 7r k=l  

9.2. Asymptotic Expansions for Large 
Arguments 

Principal Asymptotic Forms 

When 11 is fixed and l z i--,)oo 

9.2.1 

J.(z)=.J2/(trz) { cos (z-tll7r-!7r) +e 1Yzl0( iz l- 1) } 
( Jarg z l<tr) 

9.2.2 

Y,(z) =.J2/(trz) { sin (z-t��tr-ltr)+e 1YziO( iz i- 1) }  
( Jarg z l<7r) 

9.2.3 

H�n (z) "'  .J21 ( trz) e t <•-i• .. -1 .. > 
9.2.4 

9.2.6 

Y.(z) =.J2/(7rz) {P(v, z) sin x+ Q(v, z) cos x}  
( Jarg z i<tr) 

9.2.7 

H�1> (z) =.J2/(7rz) {P(11, z) +iQ(v, z) } e1x 
( - ?r<arg z<2tr) 

9.2.8 

H�2> (z) =.J2/(7rZ) { P(11, z) -iQ(11, z) }e-1x 
( -2tr<arg z<tr) 

where X=z-( t��+t)7r and, with 4112 denoted by J.l., 

9.2.9 

P( ) "-'� (-)k (11, 2k) = 1 _ (!-l- 1) (!-l-9) 11' z f='o (2z)2k 2 ! (8z)2 

9.2.10 

+ (J.I.- 1) (!-l-9) ().l-25) (J.I.-49) -
4! (8z)4 

Q( ) "'� (-)k (11, 2k+ 1) 
II, z .:.....J (2 ) 2k+l  k=O Z 

J.l.- 1 (J.I.-1) (1L-9) (J.I.-25) 
8z 3 ! (8z)3 + · · · 

If 11 is real and non-negative and z is positive, the 
remainder after k terms in the expansion of P(11, z) 
does not exceed the (k+ l)th term in absolute 
value and is of the same sign, provided that 
k>!��-t. The same is true of Q(11,z) provided 
that k>!��-l 

Asymptotic Expansions of Derivatives 

With the conditions and notation of the pre
ceding subsection 

9.2.11 

J;(z) =.J2/(trz) { -R(v, z) sin x-S(v, z) cos X} 

9.2.12 
( Jarg z l <  tr) 

Y;(z) =.J2/(?rz) { R (11, z) cos x- 8(11, z) sin x } 
H�2> (z) "' .J2/( 1rZ) e - t<•-!• .. -i .. > (-2tr<arg z<tr) ( Jarg z l<tr) 

9.2.13 
Hankel's Asymptotic Expansions 

H�1> ' (z) = .J2!(trz) { iR(v, z) - 8(11, z) }e1x 
When " is fixed and l z i--,)oo ( - ?r<arg z<2tr) 

9.2.5 9.2.14 

J.(z) =.J2/(7rz) {P(11, z) cos x-Q(v, z) sin x} H�2> ' (z) = .J2/(trz) { -iR(v, z) -S(v, z) } e-lx 
( Jarg zi<tr) ( -2tr<arg z<tr) 
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9.2.15 
"' 

k 4112+ 16k2- 1  (11, 2k) R (ll, Z)"'� (-) 4112- (4k- 1)2 (2z) 2k 

9.2.16 

= 1 -(�- 1) (.u+ 15) + 2! (8z)2 · · · 

S( ) "-' � (-)k 4112+4(2k+ 1) 2- 1  (11, 2k+ 1 )  11' z � 4112- (4k+ 1) 2  (2z)2k+1 
�+3 c�- 1) (�-9) (�+35) + 8z 3! (8z)3 • • • 

Modulus and Phase 

For real 11 and positive x 

9.2.17 

9.2.18 

M.= IH�1' (x) I =../{ J�(x) + Y�(x) }  O,=arg H�•> (x) =arctan { Y, (x)fJ,(x) } 

N.= IH�l) ' (x) I =../{ J; 2 (x) + Y; 2 (x) }  lf',=arg H�0' (x) = arctan { Y; (x)jJ; (x) } 

9.2.19 J,(x) =M, cos 0,, Y,(x) =M, sin 0,, 
9.2.20 J;(x) =N, cos If',, Y;(x) =N. sin If'•· 
In the following relations, primes denote differentiations with respect to x. 

9.2.22 �=M;2+ M�o;2= M;2 +4/(7rxM.)2 

9.2.23 (x2 -112)�f.M; +x2N,N; +xN;=O 

9.2.24 

tan (lf',-8,) =M.o;tM;=2/(7rxM.M;) 
M,N, sin (lf',-0,) =2/(7rx) 

9.2.25 :J?M;' +xM;+ (x2- v2)M,-4/(rM�) =O 

9.2.26 

rw' "  +x(4r+ 1 -4112)w' + (4112- 1 )w=0, W=X� 

9.2.27 
1 ""' 3 (8")2 2 1 

8;2+2 u�; -4 o; =1-11 
X/ 

Asymptotic Expansions of Modulus and Phase 

When 11 is fixed, x is large and positive, and �=4112 
9.2.28 

M2""� { 1 +! � - 1  + 1 ·  3 (�- 1) (�-9) 
• 1rX 2 (2x) 2 2 . 4 (2x)4 

1 ·  3 · 5  c�- 1) (�-9) (�-25) +2 · 4 · 6 (2x)6 + . . . } 

9.2.29 

1 �- 1 
8,"'-'X- (211+!)·11+2 (4x) 

+ <�- 1) c�-25) + c�- 1)  c�2- 1 14�+ 1073) 
6 (4x)3 5 (4x) 5 

+ c�- 1)  (5�3- 1535�2+54703�-375733) + 14 (4x) 1 · · · 

9.2.30 

N2"'� { 1 _! �-3 -� c�- l) c�-45) 
• 1rX 2 (2x) 2 2 . 4 (2x)4 • • • } 

The general term in the last expansion is given by 
1 . 1 . 3 . . . (2k-3) 

2 . 4 . 6 . . .  (2k) 

x c�- 1) (�-9) . . .  { �- C2k-3) 2  H�- C2k+ 1) (2k- 1) 2 } • . (2x) 2k 

9.2.31 

1 1 �+3 �2+46�-63 cp,"-'x- (211-4) 71'+2 (4x) + 6(4x)3 

+�3+ 185�2-2053�+ 1899+ 5 (4x) 5 • • • 

If 11 � 0, the remainder after k terms in 9.2.28 does not exceed the (k+ 1 ) th term in absolute value and is of the same sign, provided that k>��-!. 

9.3. Asymptotic Expansions for Large Orders 

Principal Asymptotic Forms 

In the following equations it is supposed that 
11--'> ro through real positive values, the other variables being fixed. 
9.3.1 

1 (e z)' 
J, (z) "'

.J211'11 211 

� 2 (e z)- . 
Y, (Z) "-' - - -1r11 211 

9.3.2 

' e•<tanh a-a) 
J,(11 sech a) "'� ; ====T= 

'V21r11 tanh a 
e •<a- tanh a) 

Y. (11 sech a) "' -.J! h 1r11 tan a 
• See page II. 
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9.3.3 

J. (v sec /3) = 

.J2/('�rv tan {3) { cos (v tan {3- v{3-:l7r) + 0 (v- 1) } 

(O<f3<!n-) 
Y,(v sec {3)= 

9.3.4 

9.3.5 

9.3.6 

.J2/ (1rv tan {3) { sin (v tan {3- v{3-h)+ O(v- 1) } 

(O<f3<!7r) 

J,(v+ zv�)=2�iv-� Ai( -2liz) +O(v-1) 

Y, (v+ zv�l= -2liv-� Bi( -2liz) + O(v-1) 

2� 1 
J,(v) ""'3%r(j) vli 

2� 1 Y,(v) - -3lir (j) vli 

J ( ) 
-(__!L)l4 { Ai (v%t) • vz - 1 - z2 v� 

+ exp (- jv(l�) O (__!_)} l + vH I .II l4 vti ( / arg zl<7r) 

Y,(vz) = -C�z2)
l4 {Bi ;�r) 

+ exp l � (jv_l%) I O (__!_)} 1 + vH i tl l4 v�i 

In the last two equations t is given by 9.3.38 and 
9.3.39 below. 

Debye's Asymptotic Expansions 

(i) If a is fixed and positive and v is large and 
positive 

9.3.7 

e•<tanh a-al 00 uk ( coth a) J,(v sech a) - 12 t h {
1+ 

� k 
} 

-v 1rv an a k=I v 

9.3.8 

Y,(v sech a) ""' 

- e•<a-tanh a) 
{ l+:t (

-
)k uk (coth a) } .Jhv tanh a k=I vk 

where 

9.3.9 

'!10 (t) = 1  
1/l (ti = (3t- 5t3)/24 
u2 (t) = (81t2 -462t4+385t6) /1 152 
u3 (t) = (30375t3-3 69603t5+7 65765t7 

-4 25425t9)/4 14720 
u4(t) = (44 65125t4-941 2 1676t6+3499 22430t8 

-4461 85740t10+ 1859 10725t12)/398 13 120 

For 'lls (t) and u6(t) see [9.4] or [9.21 ]. 

9.3.10 

Also 

9.3.11 

J;(v sech a) ""' 

/sinh 2a e•<tanh a-al { 1 + i: Vk (cokth a) } 'f 47rv k=I v 
9.3.12 
Y;(v sech a) 

....., /sinh 2a e•<a- tanh al { I +:i: (-)k vk (co;h a) } 
-v 7rV k=l V 

where 

9.3.13 
v0 (t) = 1 
V1 (tl = ( -9t+7t3)/24 
v2 (t) = ( - 1 35t2 + 594t4- 455t6) / 1 152 
v3(t) = (-42525t3+4 51737t5 - 8  R3575t1 

+4 75475t9) /4 14720 
9.3.14 
vk(t) =uk(t) +t(t2- 1 )  { !uk- t (t) +tu�-1 (t) } 

(k= 1 ,  2, . . .  ) 
(ii) If {3 is fixed, O<f3< !1r and v is large and 

positive 

9.3.15 
J, (v sec {3) = .J2/(7rv tan {3) { L(v, {3) cos 'lt 

+ M(v, {3) sin 'lt }  
9.3.16 
Y, (v sec {3) =.J2/(7rv tan f3) {L(v, {3) sin 'lt 

where 'l'=v(tan {3-{3) -:l7r 

9.3.17 

L(v, {3) ....., :t U2k(i ��t {3) 
k=O V" 

- M(v, {3) cos 'l! }  

= 1  8 1 cot2 f3+462 cot4 f3+385 cot6 {3 + . . . 
1 152v2 · 
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9.3.18 

Also 

9.3.19 

J;(v sec {3) = ../(sin 2{3)/(-rrv) { -N(v, {3) sin if 
-O(v, {3) cos if} 

9.3.20 

Y;(v sec {3) =../(sin 2{3)/(7rv) { N(v, {3) cos if 
-O(v, {3) sin if} 

where 

9.3.21 

N(v, {3) "' � V21c (i cot {3) 
k=O v2" 

9.3.22 

_1+135 cot2 f3+594 cot4 f3+455 cot6 {3 _ - 1 152v2 . . .  

0( t:!) "' . � v2"H (i cot {3) 9 cot f3+7 cot3 {3 v, iJ '!, .:;__, 2/cH 24 . . .  
k-0 v v 

Asymptotic Expansions in the Transition Regions 

When z is fixed, lv l  is large and larg v l<irr 

9.3.23 

J,(,+zv113) "'21/3 Ai ( -2113z) { 1 + � f�c(z) } 111/3 k-1 712k/3 

9.3.24 

+22/3 Ai' (-2113z) � g�c(z) 
v k=O v2kl3 

Y.(v+zv113) "' -21/3 Bi ( -2113z) { 1 + � .Mz) } v113 k=l v2k13 

where 

9.3.25 

j1 (z)=-� z  

j2(z)=-1�0 z5+3� z2 

j ( ) 957 6 173 3 1 
3 z =7000 z -3150 z -225 

j ( )- 27 10 23573 7+ 5903 4+ 947 
4 z -20000 z - 147000 z 138600 z 346500 z 

9.3.26 

Uo(z)= l30 z2 

( ) 17 3+ 1 g1 z =-70 z 70 

( ) - 9 7+ 611 4 37 g2 z --1000 z 3150 z -3150 z 

( ) - 549 8 110767 5+ 79 2 g3 z -28000 z -693000 z 12375 z 

The corresponding expansions for H!n (v+ zv1'3) 
and H!2> (v+zv113) are obtained by use of 9.1.3 
and 9.1.4; they are valid for - h<arg v<!-11' and 
-!-7r<arg v<!7r, respectively. 

9.3.27 

J;(v+ zv113) "'-22/3 Ai' ( -2113z) { 1+ � h" (z) } v2/3 k=t v2k/3 

9.3.28 

where 

9.3.29 

h1 (z)=-� z 

h ( ) - 9 5+57 2 2 z -- 100 z 70 z 

+21/3 A' (- 21/3 ) � l�c(z) 4/3 1 z ""--' 2 k/3 V k=O V 

-21/3 B' (-21/3 ) � l�c(z) 
4/3 1 z ""--' 2k/3 V k=O V 

699 6 2617 3 23 h3(z)=3500 z -3150 z +3150 

h ( ) 27 10 46631 7+3889 4 1 159 
4 z =20000 z -147000 z 4620 z - 1 15500 z 

9.3.30 

3 1 lo(z)=5 z3-
5 

131 4 1 lt (Z)=-140 z +5 z 

l ( 9 8 5437 5 593 2 2 z)=-500 z +4500 z -3150 z 
369 9 999443 6 31727 3 947 l3(z)=7000 z -693000 z +173250 z +346500 
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· a "' ak b � {jk 
9.3.31 J.(v) -lt3 { 1 +� ,.2k } -,.5ta L.1k 0 ,.2k jl k�l ' y = y 

9.3.32 Y.(v) "'  

1 3112b "' 'Yk 3112a "' ak 
9.3.34 Y.(v) "' 11213 { 1 + f,;{ 112k } + 114!3 � 112k 
where 

21/3 
a 3213r(i) .44730 731841 3ia= .77475 90021 

22/3 b 311ar(t) .41085 019391 3lb= .71 161 34101 

a0=1 1 1 . O!t= --= - 004 225 • I 

a2=.00069 3735 . . .  1 a3= - .00035 38 . . · 

1 ,80=70= .01428 57143 . . . 1 

1213 
10 23750 ,00118 48596 • • ' I  

,82= .00043 7 8  . . .  1 tla= - .00038 . . .  
23 

'Yo=1 , 'Yt= 3150= .00730 15873 . . . , 

')'2= -.00093 7300 . . . 1 'Ya= .00044 40 . . . 
1 947 5o=5, 

3 46500 .00273 30447 . . .  , 

o2= .00060 47 . . .  , o3= - .00038 . .  . 
Uniform Asymptotic Expansions 

These are more powerful than the previous ex� 
pansions of this section, save for 9.3.31 and 9.3.32, 
but their coefficients are more complicated. They 
reduce to 9.3.31 and 9.3.32 when the argument 
equals the order. 

9.3.35 

9.3.36 

9.3.37 

H�l> (vz) "'2e-.-oa(_!L)l/4 { Ai (e2 .. 1!3v2i3t) "i: ak(t) 
1 - z2 vita k= O v2k 

e2.-tta Ai 1 (e2 .. tta112t3t) "' bk(�') + 1'5/3 {; 7 } 

When ���+ co 1 these expansions hold uniformly 
with respect to z in the sector [arg z [ =::; '11'- e, where 
e is an arbitrary positive number. The corre
sponding expansion for H�2> (vz) is obtained by 
changing the sign of i in 9.3.37. 

Here 

9.3.38 

� ta'2= f t .JI -t2 dt =ln 1 +.J'f="Z2 �1 - z2 3 J z  t Z 

equivalently, 

9.3.39 

2 
3 

r z
� 

(1) t)3'2= J1 ----f- dt=..Jz2 - 1- arccos z 

the branches being chosen so that t is real when 
z is positive. The coefficients are given by 

9.3.40 

where uk is given by 9.3.9 and 9.3.10, Xo=J.�o= 1 
and 

9.3.41 

A (2s+1) (2s+3) . . . (6s-1) 6s+1 A 8 s ! (144)"  1 J.ls=-6s- 1 ' 

Thus aoW = 1, 
9.3.42 

5 1 5 1 boW = -48t2+fi{24(1- z2)3/2 8(1 -z2)i } 
5 1 5 1 

= -48t2+ (- t)l {24(z2- 1)312+ 8(z2- 1)i } 

Tables of the early coefficients are given below. 
For more extensive tables of the coefficients and 
for bounds on the remainder terms in 9.3.35 and 
9.3.36 see [9 .38]. 
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Uniform Expansions of the Derivatives 

With the conditions of the preceding subsection 

where 

9.3.46 

and vk is given by 9.3.13 and 9.3.14. For bounds 
on the remainder terms in 9.3.43 and 9.3.44 see 
[9.38]. 

t 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

-t 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

bo(t) 

0. 0180 
. 0278 
. 0351 
. 0366 
. 0352 
. 033 1 
. 03 1 1  
. 0294 
. 0278 
. 0265 
. 0253 

bo(l) 

0. 0180 
. 0109 
. 0067 
. 0044 
. 003 1 
. 0022 
. 0017 
. 0013 
. 001 1  
. 0009 
. 0007 

a1(t) coW dJ (t) 

- 0. 004 0. 1587 0. 007 
-. 004 . 1785 . 009 

001 . 1862 . 007 
002 . 1927 . 005 

. 003 . 2031 . 004 

. 004 . 2155 . 003 

. 004 . 2284 . 003 

. 004 . 2413 . 003 

. 004 . 2539 . 003 

. 004 . 2662 . 003 

. 004 . 2781 . 003 

a1(t) eo(r) dl(!) 

- 0. 004 0. 1 587 0. 007 
003 . 1323 . 004 

-. 002 . 1087 . 002 
001 . 0903 . 001 
001 . 0764 . 001 
000 . 0658 . 000 
000 . 0576 . 000 

- .  000 . 051 1  . 000 
000 . 0459 . 000 
000 . 0415 . 000 

- .  000 . 0379 . 000 

For t>10 use 

1 boW ,....., 12 r-i- . 104!-2, a1 Cr) = .oo3, 

1 co(t) "' 12 ti+ . 146t-1, d1 (t) .003 . 

For t< - 10 use 

1 bo(r) "' 12 r-2, 

5 coW "' - 12 r- 1- 1 .33(-t) -st2, dl (r) = .000. 

Maximum values of higher coefficients : 

I b1 Cr) I =  .oo3, 

9.4. Polynomial Approximations 2 

9.4.1 

J0(x) = 1 -2 .24999 97 (x/3)2+ 1 .26562 OS(x/3)4 
- .31638 66(x/3)6+ .04444 79 (x/3)8 

- .00394 44 (x/3) 10+ .0002 1 OO(x/3) 12+ e  

le i< 5X IO-s 

9.4.2 o< x::;3  

Yo(x) = (2/7r) ln(}x)J0(x) + .36746 691 

9.4.3 

+ .60559 366(x/3)2- .74350 384 (x/3)4 
+ .25300 1 17 (x/3) 6- .04261 214 (x/3)8 

+ .00427 916 (x/3) 10- .00024 846(x/3)12 +e  

le i< 1 .4X lo-s 

3 ::;x< ex:> 

]0= .79788 456- .00000 077(3/x) - .00552 740 (3/x)2 
- .00009 512 (3/x) 3+ .00137 237 (3/x)4 

- .00072 805(3/x) 5+.00014 476 (3 /x) 6+e 

/ e l< 1 .6X w-s 
2 Equations 9.4.1 to 9.4.6 and 9.8.1 to 9.8.8 are taken 

from E. E. Allen, Analytical approximations, Math. Tables 
Aids Comp. 8, 240-241 (1954), and Polynomial approxi
mations to some modified Bessel functions, Math. Tables 
Aids Comp. 10, 162-164 (1956) (with permission) . They 
were checked at the National Physical Laboratory by 
systematic tabulation ; new bounds for the enurs, E, given 
here were obtained as a result. 
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80=x- .78539 816- .04166 397 (3/x) 
- .00003 954 (3/x)2+ .00262 573 (3/xP 
- .00054 125 (3/x)4- .00029 333 (3/x)5 

j,, ., i� . ., y,, 8 and Y�. 8 respectively, except that z=O 
is counted as the first zero of J� (z) . Since 
J� (z) = -J1 (z) , it follows that 

+ .00013 558(3/x)6+ e  9•5•1 j� ·1 = 0, ., . 
Jo,8=)! ,s-1 (8=2,  3, . . .  ) 

9.4.4 

l e i<7X 10-8 

-3 ::-::;x ::-::; 3 

x-1 J1 (x) =!- .56249 985(x/3)2+ .21093 573 (x/3) 4  
- .03954 289 (x/3)6+ .00443 319 (x/3)8 

- .00031 761 (x/3) 10+ .00001 109 (x/3) 12 + e  

l e i<L3X 10-s 

9.4.5 O<x ::-::;3 

xY1 (x) = (2/7r)X ln(!x)J1 (x) - .63661 98 

9.4.6 

+ .22120 9 1 (x/3)2+2 . 16827 09 (x/3)4 

- 1 .31648 27 (x/3)6+ .3 1239 5 1 (x/3)8 
- .04009 76 (x/3) 10+ .00278 73 (x/3) 12 + e  

i e i<L1 X 10-7 

3 :o::;x< (X) 

f1 =.79788 456+ .00000 156 (3/x) + .01659 667(3/x)2 
+ .00017  105 (3/x)3- .00249 5 1 1  (3/x)4 

+ .001 13 653 (3/x)6- .00020 033 (3/x)6+ e 

l ei <4 X 10-8 

81=x-2.35619 449 + .12499 612 (3/x) 
+ .00005 650(3/x)2- .00637 879 (3/x)3 

+ .00074 348(3/x)4+ .00079 824(3/x)5 

The zeros interlace according to the inequalities 

9.5.2 

<Y•. 2<Y� . 2<i •. 2<K a< 

The positive zeros of any two real distinct cylinder 
functions of the same order are interlaced, as are 
the positive zeros of any real cylinder function 
<t&",(z), defined as in 9.1.27, and the contiguous 
function <(&" •H (z) . 

If p, is a zero of the cylinder function 

9.5.3 <(&" ,(z) =J,(z) cos(7l't) + Y,(z) sin(m) 

where t is a parameter, then 

9.5.4 <t&"�(p,) = <(&" •-1 (p,) = -<(&" •+I (p,) 

If u, is a zero of <tt; (z) then 

9.5.5 

The parameter t may be regarded as a continuous 
variable and p,, u, as functions p,(t) , u,(t) of t. If 
these functions are fixed by 

9.5.6 

then 
p,(O) =O, u,(O) j� , I  

- .00029 166(3/x) 6+e 9.5.7 

For expansions of J0(x) , Y0(x), J1 (x) , and Y1(x) 
in series of Chebyshev polynomials for the ranges 
o ::-::;x ::-::; 8 and o ::-::;8/x::-::; 1 ,  see [9.37] . 

9.5. Zeros 

Real Zeros 

When 11 is real, the functions J,(z) , J;(z) , Y,(z) 
and Y;(z) each have an infinite number of real 
zeros, all of which are simple with the possible 
exception of z=O. For non-negative 11 the sth 
positive zeros of these functions are denoted by 

j,,8= p,(s) , y,,.=p,(s-!) (s=1 ,  2, . . .  ) 

9.5.8 

j; ,.= u,(s-1) , y; ,.=u,(s-!) (s= 1, 2, . . .  ) 

, (P• dp,)-+ (u�-112 du,)-1 
9.5.9 ct', (p,) = 2 dt ' ct',(q,)= � dt 

9.5.10 

Infinite Products 

(!z)• "' ( z2 ) 
J.(z) = rc + 1) II 

1 -:2 
II 1 - 1  J,, , 

, (!z) •- 1 .. ( z2 ) 
9.5.11 J,(z) = 2r ( )  

II 1 -"':ii" ., ••1 ) •. • 
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McMahon's Expansions for Large Zeros 

When v is fixed, s> > v  and }.! =4v2 

9.5.12 
. }.L- 1 4(}.!- 1) (7 p.- 3 1) 32 (p.- 1) (83,u2-9,82.u+ 3779) J •. • , y., . "-'f$---sp- 3 (8{1)3 15 (8{$) 5 

64 (.u- 1) (6949,u3- l  53855}.!2+ 15 85743,u-62 77237) 
105 (8{1)1 

where (s + �v- ! )11" for .i • .  s,  {1= (s + �v- !)11" for Y• .•· With ,6= (t+ �v- i) 7r, the right of 9.5.12 is the 
asymptotic expansion of p,(t) for large t. 

9.5.13 
.u+3 4(7 .u2+ 82.u-9) 32(83.u3+2075,u2-3039.u+3537) 
8{f 3 (8,6')3 15(8{1') 5  

64(6949l+2 96492,u3-12 48002}.!2+74 14380,u-58 53627) 
105(8,6') 7 

where {1' = (s + !v-!) 11" for j; ,., {j' = (s + !v- !) 11" for Y� .• , t3' = (t + !v+ i)7r for o-.(t) . For higher terms in 
9.5.12 an d 9.5.13 see [9 .4] or [9 .40] . 

9.5.14 

Asymptotic Expansions of Zeros 
and Associated Values for Large Orders 

j. ,l "'v+l .85575 7 l v113+ l .033 1 5  ov-113 
.00397v- 1- .0908v-513+ .043v-7i3 + 

9.5.15 
y,, 1 "" "+ .93157 68v113+ .26035 lv-113 

.01 198v-1- .0060v-513- .OOl v-113 + 
9.5.16 
j�, 1 "-'l'+ .80861 65v1i3+ .07249 Ov-113 

- .05097v-1+ .0094v-5i3+ 
9.5.17 
Y�. 1 "-' v+ 1 .82109 80v113+ .94000 7v-113 

- .05808v-1- .0540v-513+ 
9.5.18 
J�(j,, 1) "-' - l . l 131 0  28v-213/(1 + 1 .48460 6v-2'3 

+ .43294v-413- . 1943v-2 + .019v-s;s+ . . .  ) 

9.5.19 
Y;(y,, 1) "" .95554 86v-213f(l  .74526 l v-2/3 

+ . 10910v-413- .0185v-2- .003v-818+ . . . ) 
9.5.20 
J,(j;, I) "-' .67488 5}v-li3 (1 - . 1 6 172 3v-2i3 

+ .029 18v-413- .0068v-2+ . . .  ) 
9.5.21 
Y,(y;, 1) ,...., .573 19 40v-113 (1 - .36422 ov-213 

+ .09077v-413+ .0237v-2+ . . . ) 
Corresponding expansions for 3 are given 

in [9.40]. These expansions become progressively 
weaker as s increases ; those which follow do not 
suffer from this defect. 

Uniform Asymptotic Expansions of Zeros and 
Associated Values for Large Orders 

9.5.25 

J. ( ., ) A' c ') 
h(s) { � GkW }  ' th -2/3 , v Jv, s "' 1 a, 173 l +.::::..J � Wl s=v a, 

II k=l II 

where a., a.: are the sth negative zeros of Ai(z) , 
Ai' (z) (see 10.4) , z= z(t) is the inverse function 
defined implicitly by 9.3.39, and 

9.5.26 
h(t) { 4r/(1 - z2) } i 
J1 (r) = !z(s) { h (t) Pbo(r) 
g1 (SJ = !s-1z(t) { h(t) FcoW 

where bo(r) , com appear in 9.3.42 and 9.3.46. 
Tables of the leading coefficients follow. More ex
tensive tables are given in [9.40]. 

The expansions of y,, ,, Y�(y,, .) , y�, . and Y.(y�, ,) 
corresponding to 9.5.22 to 9.5.25 are obtained by 
changing the symbols j, J, Ai, Ai' ,  a s  and a; to 
y, Y, -Bi, -Bi', b, and b; respectively. 
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-t z(t) h(t) /!(t) 

0. 0 1. 000000 1. 25992 0. 0143 
0. 2 1. 166284 1. 22076 . 0142 
0. 4 1. 347557 1. 18337 . 0139 
0. 6 1. 543615 1. 14780 . 0135 
0. 8 1. 754187 1. 1 1409 . 0131 
1. 0 1. 978963 1. 08220 0. 0126 

- r  z(t) h(t) /t(t) 

1. 0 1. 978963 1. 08220 0. 0126 
1. 2 2. 217607 1. 05208 . 0121 
1. 4 2. 469770 1. 02367 . 0115 
1. 6 2. 735103 0. 99687 . 0110 
1. 8 3. 013256 . 97159 . 0105 

2. 0 3. 303889 0. 94775 0. 0100 
2. 2 3. 606673 . 92524 . 0095 
2. 4 3. 921292 . 90397 . 0091 
2. 6 4. 247441 . 88387 . 0086 
2. 8 4. 584833 . 86484 . 0082 

3. 0 4. 933192 0. 84681 0. 0078 
3. 2 5. 292257 . 82972 . 0075 
3. 4 5. 661780 . 81348 . 0071 
3. 6 6. 041525 . 79806 . 0068 
3. 8 6. 431269 . 78338 . 0065 

4. 0 6. 830800 0. 76939 0. 0062 
4. 2 7. 239917 . 75605 . 0060 
4. 4 7. 658427 . 74332 . 0057 
4. 6 8. 086150 . 73115 . 0055 
4. 8  8. 522912 . 7 1951 . 0052 

5. 0 8. 968548 0. 70836 0. 0050 
5. 2 9. 422900 . 69768 . 0048 
5. 4 9. 885820 . 68742 . 0047 
5. 6 10. 357162 . 67758 . 0045 
5. 8 10. 836791 . 66811 . 0043 

6. 0 11. 324575 0. 65901 0. 0042 
6. 2 11. 820388 . 65024 . 0040 
6. 4 12. 324111  . 64180 . 0039 
6. 6 12. 835627 . 63366 . 0037 
6. 8 13. 354826 . 62580 . 0036 

7. 0 13. 881601 0. 61821 o. 0035 

• 
<-r)-l z(t) f (-t)i ( -t)lh(t) /t(t) Ut(t) 

0. 40 1. 528915 1. 62026 0. 0040 -0. 0224 
. 35 1. 541532 1. 65351 . 0029 -. 0158 
. 30 1. 551741 1. 68067 . 0020 -. 0104 
. 25 1. 559490 1. 70146 . 0012 - .  0062 
. 20 1. 564907 1. 7 1607 . 0006 -. 0033 

0. 15 1. 568285 1. 72523 o. 0003 -0. 0014 
. 10 1. 570048 1. 70002 . 0001 -. 0004 
. 05 1. 570703 1. 73180 . 0000 -.  0001 
. 00 1. 570796 1. 73205 . 0000 -.  0000 

Maximum Values of Higher Coefficients 

lf2 <t) l = .ooi ,  IF2W I = .ooo4 (o � - r< oo ) 
Jga(r) J = .OOI,  IG2(t) J = .0007 (1 � - r< oo ) 
l (-t)6Ua(t) l .002, J (- t)4G2(t) I = .0007 

(0 � - t � l) 

F,(t) 

- 0. 007 
-. 005 
-. 004 
-. 003 
-.  003 

- 0. 002 

F,(t) 

- 0. 002 
- .  002 
-. 001 
-. 001 
-. 001 

- 0. 001 
- 0. 001 

( - t)g, (t) 

- 0. 1260 
-. 1335 
-. 1399 
-. 1453 
-. 1498 

- 0. 1533 

Ut(t) 

- 0. 1533 
-. 1301 
-. 1130 
-.  0998 
-. 0893 

- 0. 0807 
-. 0734 
-. 0673 
-. 0619 
-. 0573 

- 0. 0533 
-. 0497 
-. 0464 
-. 0436 
- .  0410 

- 0. 0386 
-. 0365 
- .  0345 
-. 0328 
-. 031 1  

-0. 0296 
- .  0282 
- .  0270 
-. 0258 
-. 0246 

- 0. 0236 
-. 0227 
-. 0218 
-. 0209 
-. 0201 

- 0. 0194 

( -t)3g2(t) 

-0. 010 
-.  010 
-. 009 
-. 009 
-. 008 

-0. 008 

U2(i") 

- 0. 008 
-. 004 
-. 002 
-. 001 
-. 001 

-0. 001 

(-t)2Gt(t) 

0. 000 
. 002 
. 004 
. 005 
. 006 

0. 006 

G,(t) 

0. 006 
. 004 
. 003 
. 002 
. 002 

0. 001 
. 001 
. 001 
. 001 

0. 001 

Complex Zeros of J,(•) 

When v 2 - 1  the zeros of J.(z) are all real. If 
v< - 1  and v is not an integer the number of com
plex zeros of J.(z) is twice the integer part of 
( -v) ;  if the integer part of ( -v) is odd two of 
these zeros lie on the imaginary axis . 

If v 20, all zeros of J�(z) are real. 

Complex Zeros of Y,(s) 
When v is real the pattern of the complex zeros of 

Y.(z) and Y�(z) depends on the non-integer part 
of v. Attention is confined here to the case v=n, 
a positive integer or zero. 



BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 373 
are given by the right of 9.5.22 with v=n and 
!;=n-213{18 or n-213�81 where fJs, �a are the complex 
zeros of Bi(z) (see 10.4) . 

FIGURE 9.5. Zeros of Yn (Z) and Y�(z) 

J arg zJ :$;11". 

Figure 9.5 shows the approximate distribution 
of the complex zeros of Yn (z) in the region 
Jarg zi :$;11". The figure is symmetrical about the 
real axis. The two curves on the left extend to 
infinity, having the asymptotes 

fz= ± U n  3 = ± .54931 . . .  

There are an infinite uumber of zeros near each of 
these curves. 

The two curves extending from z= -n to z=n 
and bounding an eye-shaped domain intersect 
the imaginary axis at the points ± i(na+b) ,  
where 

a= .Jt� 1 = .66274 . . .  

b=l.Jl to2 ln 2 = .19146 

and to= 1 .19968 . . .  is the positive root of coth t 
=t. There are n zeros near each of these curves. 
Asymptotic expansions of these zeros for large n 

Figure 9.5 is also applicable to the zeros of 
Y�(z) . There are again an infinite number near 
the infinite curves, and n near each of the finite 
curves . Asymptotic expansions of the latter for 
large n are given by the right of 9.5.24 with 
v=n and !;=n-213{1; or n-213�; ; where 11; and �; are 
the complex zeros of Bi' (z) . 

Numerical values of the three smallest com
plex zeros of Yo< z) , Y1 ( z) and Yf (z) in the region 
o< arg z<7r are given below. 

For further details see [9.36] and [9. 13] .  The 
latter reference includes tables to facilitate 
computation. 

Complex Zeros of the Hankel Functions 

The approximate distribution of the zeros of 
H�'> (z) and its derivative in the region Jarg z J :$; 11" 

is indicated in a similar manner on Figure 9.6. 

COT �n 

----=�-.;;..---_.,., ___ ___. - -f i ln z  
' 

' ... --........ 
_ _  ... 

... ... 
- i n o  

,;' 

11'/3 
I / 

/ 

FIGURE 9.6. Zeros of H�0 (z) and H�0 ' (z) 
J arg zj :$;11". 

The asymptote of the solitary infinite curve is 
given by 

fz= - t ln 2= - .34657 

Zeros of Y0(z) and Values of Y1(z) at the Zeros 3 
Zero y1 

Real Imag. Real 
-2. 40301 6632 + .  53988 2313 + .  10074 7689 
--5. 51987 6702 54718 001 1  - . 02924 6418 
-8. 65367 2403 + .  5484 1 2067 . + . 01490 8063 

I mag. 
- .  88196 7710 
+. 58716  9503 
-. 46945 8752 

Zeros of Yt(z) and Values of Yo(z) at the Zeros 
Zero Yo 

Real I mag. Real I mag. 
-0. 50274 3273 78624 3714 45952 7684 
-3. 83353 5193 +. 56235 6538 +. 04830 1909 
-7. 01590 3683 55339 3046 02012 6949 

1. 31710 1937 
-0. 69251 2884 
+ O. 51864 2833 

Zeros of Y�(z) and Values of Yt(Z) at the Zeros 
Zero y1 

Real 
+O. 57678 5129 
- 1 .  9404 7 7342 
-5. 33347 8617  

I mag. 
+ .  90398 4792 
+ .  72118  5919  
+ .  56721 9637 

Real 
- '  76349 7088 
+ .  16206 4006 
-. 03179 4008 

I mag. 
+ .  58924 4865 
--. 95202 7886 
+ .  59685 3673 

1 From National Bureau of Standards, Tables of the Bessel functions Y0(a) and Y1 (z) for complex arguments, 
Columbia Univ. Press, New York, N.Y., 1950 (with permission) . 
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There are n zeros of each function near the finite curve extending from z= -n to z=n; the asymptotic expansions of these zeros for large n are given by the right side of 9.5.22 or 9.5.24 
with v-n and r=e-2"113n-213a, or r=e-2"1'3n-213a�. 

Zeros of Cro88•Products 

If v is real and X is positive, the zeros of the function 
9.5.27 J,(z) Y,().z) -J,().z) Y.(z) 

are real and simple. If ).>1, the asymptotic expansion of the sth zero is 
9.5.28 

where with 4v2 denoted by JA, 
9.5.29 

�=81r/(X- 1) 

"-1 (JA- 1) (JA-25) ().3-1) p= 8). ' 
q 6(4).)3().- 1) 

("-1) (fJ.2- 114fJ.+ 1073) ().5-1)  
r 5 (4X)5(X- 1) 

The asymptotic expansion of the large positive zeros (not necessarily the sth) of the function 
9.5.30 

is given by 9.5.28 with the same value of �. but instead of 9.5.29 we have 
9.5.31 

fJ.+3 ("2+46"-63) (X3- 1) 
p= 8). ' 

q 6(4).)3().-1) 
(l+ 185fJ.2-20531L+ 1899) (X 5- 1) r 5 (4X)6().- 1) 

The asymptotic expansion of the large positive zeros of the function 
9.5.32 

is given by 9.5.28 with 
9.5.33 

�= (s-\)1r/(X-1) 

p <"+3)).- ("- 1) 
8A(X- 1) 

("2+46"-63)).3- (JA-1) (JA-25) 
q 6(4).)3 (X-1) 

5 (4X)6().-1)r= (.u3+ 185JA2-2053"+ 1899)).6 

- (�o£- 1) ("2- 1 14"+ 1073) 

9.6.1 

Modified Bessel Functions I and K 
9.6. Definitions and Properties 

Differential Equation 

d!w dw z2 dz2 +z  dz - (z2+v2)w=O 

Solutions are l±,(z) and K,(z) . Each is a regular function of z throughout the z-plane cut along the negative real axis, and for fixed z( ;CO) each is an entire function of v. When v= ±n, l,(z) is an entire function of z. l,(z) (&t'v;:::O) is bounded as z�O in anybounded range of arg z. !.( z) and I _,(z) are linearly independent except when 11 is an integer. K,(z) tends to zero as iz i�c:o in the sector jarg zi<h, and for all values of v, I.(z) and K.(z) are linearly independent. I.(z) , K.(z) are real and positive when v>-1 and z>O. 

2� K o I 

2.0 

1.6 

1.2 

.8 

.4 

I 

FIGURE 9.7. /0(x) , Ko(x) , l1 (x) and K1(x). 
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1 . 8  I I I I \eJ.KI 1 . 6  
I 1 , 4  \ ' ' \ \ 1 . 2  

1.0 

.a 
.6 
.4 

9.6.2 

\ 
\ 

\ 
',, ', '- ,  

................... 
................ __ _ _ _

_
_ _ 

FIGURE 9.9. /, (5) and K,(5) . 

Relations Between Solutions 

K ( )_1 I _,(z) -l, (z) , z - :r'll' . ( ) sm n 

The right of this equation is replaced by its 
limiting value if 11 is an integer or zero. 

9.6.3 

9.6.4 

l,(z) = e-t• .. 1J,(zei .. 1) 
J,(z) = ea,rti2J,(ze-aw:m) 

(-'ll'<arg z$h) 

(!'ll'<arg z $11') 

K,(z) =\11'iet• .. 1H�1l (zei .. 1) (-'ll'<arg z$ \11') 

K,(z) = -i'll'ie-t•rt H �2l (ze-i .. 1) ( -�<arg z $11') 

9.6.5 

Y.(zei .. t) =el<•+IlrtJ, (z) - (2/'ll')e-t•rtK,(z) 
(-'ll'<arg z $ h) 

9.6.6 L71(z) =l71(z) , K_,(z) =K,(z) · 

Most of the properties of modified Bessel 
functions can be deduced immediately from those 
of ordinary Bessel functions by application of 
these relations . 

Limiting Forms for Small Arguments 

When 11 is fixed and z�o 
9.6.7 

I.(z)"' (!z)•jr (11+ 1 )  (11� - 1 ,  -2 ,  . . .  ) 
9.6.8 

9.6.9 

9.6.10 

9.6.11 

K0(Z) "-' -ln z 

K,(z) "' !r (v) (!z) - ·  

Ascending Series 

Kn (z) = H!z)-" � (n-z;---1) !  (-iz2)k 
k-0 • 

+ (- )n+qn (iz)l n(z) 
• (iz��: +(-)"Kiz)" � {!f(k+1) +1f(n+k+l) } k! (n+k) !  

where !f(n) is given by 6.3.2. 

lz2 (lz�2 (lz�3 
9.6.12 lo(z)=l+ (1 !)2+ (2!)2 + (3!)2 + .  · · 

9.6.13 
tz2 

K0(z)= - {ln (iz)+ 'Y  }lo(z) + (1 !)2 

9.6.14 

a z2)2 (tz2)8 +Cl+i) (2 !)2 + (1+!+t) (3!)2 + · . . 

Wronskians 

W{ l,(z) , l_ ,(z) } =l, (z)I _ <•+o (z) -/,+I (z)I _,(z) 
= -2 sin (1111')/('ll'z) 

9.6.15 

W{K,(z) , l, (z) } =l, (z) K,+I (z) +l,+I (z) K, (z) = 1/z 
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Integral Representations 
9.6.16 

1 J:.. 1 1 .. l0(z) =- e=• coa 9 d8=- cosh (z cos 8)d8 
11" 0 11" 0 

9.6.17 K0(z) = -! ... e ±• coa t b+ln (2z sin2 8) } d8  r Jo 
9.6.18 
I.(z) (iz) • ... e=• cos 9 sin2• 8 d8 

rtr(v+i) Jo 
= (!z) • 51 (1 - t2)•-te=•'dt (&lv>-!) ""tr (v+i) -1 

9.6.19 
9.6.20 

1 1 .. 
In(Z) =- e• eoa 9 cos (n8)d8 

11" 0 

1 i .. l,(z)=- e• eoa 9 cos (v8)d8 
11" 0 

sin (1111") .... e -• coBb 1-•ldt 
11" Jo (/arg zi <v) 

9.6.21 

J:... J:"' cos (xt) K0(x) = cos (x sinh t)dt= .J dt 
0 0 �+1  

9.6.22 
(x>O) 

K,(x) =sec (\1111") .( .. 
cos (x sinh t) cosh (vt)dt 

=esc (!1111") l .. sin (x sinh t) sinh (vt)dt 
(/&lvi<I,  x>O) 

9.6.23 

K,(z) 

9.6.24 

9.6.25 

"' e-.coabt sinht>t dt 1rt(�z) • i"' 
r (v+!) 0 

""t(\z)• I"' e-•1 (t2- 1) •-t dt 
r(v+i) Jl 

(Blv>-l, /arg zl <v) K,(z)= J:"' e-•coabt cosh (vt) dt (larg z/ <v) 

K,(xz) r (v+!) (2z) • I"' cos (xt)dt 
""tx• Jo (t2+z2)•+i 

9.6.26 

• see page n. 

(Blv>-!, x>O, /arg z l<!'ll")* 

Recurrence Relations 

.:z',_t(z)-9',+t(z)=2" ,2",(z) z 
.:z';(z) = 9' •-t (z) -� .2" ,(z) z 
9' H (z) + .2" •+t (z) =2.2";(z) 

9'�(z)=9' •+I (z)+� .2" ,(z) z 

!!!', denotes I., e' .. 1K, or any linear combination of 
these functions, the coefficients in which are 
independent of z and "· 

9.6.27 I�(z) =l1 (z) , K�(z) = -Kl(z) 

Fonnulas for Derivatives 

9.6.28 

(k=0 , 1 , 2 ,  . . . ) 

9.6.29 
.2" �t> (z) =:� { !!l'.-k(z) +(D!!l' •-k+2(z) 

+(;) .2"•-kH(z) + . . . + .2" •H(z) } 
(k=0, 1 ,2 ,  . . .  ) 

9.6.30 

9.6.31 

Analytic Continuation 

(m an integer) 

K,(zem .. t) =e-"'• .. 1K,(z) -?ri sin (mv1r) esc (v?r)J.(z) 
(m an integer) 

9.6.32 I.(z) =l,(z) , K,(z) =K.(z) (v real) 

Generating Function and Associated Series 
"' 

9.6.33 ei•Ct+t/ll = � tkJk(z) (t �O) 
k•-= ... 

9.6.34 e• cos 9=10(z) +2 � Ik(z) cos(k8) 
k=l 

9.6.35 "' e' 81n 9=10(z) +2 � (-)�12k+l(z) sin { (2k+1)8}  
tr-o ... 

+2 � (-)kJ2k(z) cos(2k8) 
k•l 

9.6.36 1 =10(z) -2J2(z) +2I.(z) -2/s(z) + . .  . 

9.6.37 e•= l0(z) +211 (z) +212 (z) +213(z) + . .  . 

9.6.38 · e-•=!0(z) -211(z) +212(z) -213(z) + . .  . 

9.6.39 
cosh z=l0(z) +212(z) +2I.(z) +2Is(z) + . . . 

9.6.40 sinh z=2/1(z) +213(z) +2ls(z) + . . . 
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Other Differential Equations 

The quantity >.2 in equations 9.1.49 to 9.1.54 
and 9.1.56 can be replaced by - }1.2 if at the same 
time the symbol C{ in the given solutions is 
replaced by fl'. 
9.6.41 

z2w" + z(l ±2z)w' + ( ± z- r)w=O, w=e=�=z,:2",(z) 
Differential equations for products may be 

obtained from 9.1.57 to 9.1.59 by replacing z by 
iz. 

Derivatives With Respect to Order 

9.6.42 

() "" lj!(v+k+l) (j z2)"' 
bv l,(z) =l,(z) ln (!z)- (!z)' (; r (v+k+ l) lC! 

9.6.43 

() () () bv K,(z)=i11' csc(v1r) { Clv I _,(z) -()11 I,(z) }  
-1r cot(J111')K,(z) (vr60, ± 1 , ±2, . . .  ) 

9.6.44 

(-)" [� J,(z)J = U71 t•n 

9.6.45 

-K,. (z)+n!(! z) -n � (- )"' (! z)"'J,.(z) 
2 t:O · (n-k)k! 

[() J n!(! z) -n n-t (i z)"'K,.(z) 
()p K,(z) •-n  2 t; (n-k)k! 

9.6.46 

[� J,(z)J = -K0(z) , UP ••O [� K,(z)J =0 UP • zo 
Expressions in Terms of Hypergeometric Functions 

9.6.48 K,(z)=(211'zYWo, ,(2z) 

z-lM0, , (2z) 
22•+!r(P+l) 

CoF't is the generalized hypergeometric function . 
For M(a, b, z), Mo,.(z) and W0,,(z) see chapter 13.)  

Connection With Legendre Functions 

If p. and z are fixed, Bt z>O, and p�w through 
real positive values 

9.6.49 lim { voP;�'( cosh ;)1 =/11(z) 

For the definition of P;"' and Q�, see chapter 8. 

Multiplication Theorems 
9.6.51 

.:z',(Xz) =>.±•± (>.2-�,"
(!z)"' fl'.,u(z) (/X2- 1 /<1)  k•O • 

If 2" =l and the upper signs are taken, the rew 
striction on X is unnecessary. 

9.6.52 
.. zk I,(z) =:E kf J,H(z) , k•O • 

Neumann Series for K,.(•) 

9.6.53 

K,.(z)= (-)"- 1 { In (!z)-lj!(n+ 1) }l11(Z) 
+ n! (!z) -n � ( _ )� (!z)ltJ,.(z) 

2 k•O (n-k)k! 
+ (-)" i; (n+2k)In+2k(z) 

k•t k(n+k) 
9.6.54 K0(z) = - {In (iz) +-y}l0(z) +2 '£ 12"k

(z) 
k•l 

Zeros 

Properties of the zeros of l,(z) and K,(z) may 
be deduced from those of J,(z) and H!0 (z) respecw 
tively, by application of the transformations 
9.6.3 and 9.6.4. 

For example, if P is real the zeros of l,(z) are all 
complex unless -2k<P<- (2k- 1) for some posi
tive integer k, in which event l,(z) has two real 
zeros. 

The approximate distribution of the zeros of 
K,.(z) in the region -t1r � arg z � !1r is obtained on 
rotating Figure 9.6 through an angle - !1r so that 
the cut lies along the positive imaginary axis. 
The zeros in the region - !1r � arg Z�f11' are their 
conjugates. Kn(z) has no zeros in the region 
/arg z/ � !11'; this result remains true when n is 
replaced by any real number v. 

9. 7. Asymptotic Expansions 

Asymptotic EJ�:pansions for Large Arguments 

When P is fixed, /z l  is large and JL=4P2 
9.7.1 

I ( ) rv � { 1-p.- 1  + (p.- 1 ) (p.-
9) 

' z �21rz 8z 2! (8z)2 
(S£- 0 (JL-9) (JJ.-25)+ } ( 'larg z /<1...) 3! (8z) 3 • • • .,-.. 
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9.7.2 

j;- p.-1 (p.-1)(p.-9) K,(z) ""'"V 2z e-' { 1+sz+ 21 (8z)2 
(p.- 1) (p.-9) (p.-25) + } (Jarg zJ < tn") + 3!(8z) 3 • • • 

9.7.3 
, e' p.+3 (p.- 1) (p.+ 15) l,(z) ""'..jii;Z { 1-sz-+ 21 (8z)2 

(p.-1) (p.-9) (p.+35)+ } ( Jarg z J <L....) 31 (8z)3 ' • • �·r 
9.7.4 

The general terms in the last two expansions 
can be written down by inspection of 9.2.15 and 
9.2.16. 

If v is real and non-negative and z is positive 
the remainder after k terms in the expansion 
9.7 .2 does not exceed the (k+ l)th term in absolute 
value and is of the same sign, provided that 
k;::: v-!. 
9.7.5 

1 1 p.-1 l,(z)K,(z) "'22 { 1-2 (2z)2 
1 . 3 (p.-1) (p.-9) +2.4 (2z)4 • • · } 

9.7.6 

I;(z)K;(z) --;?. { 1+� (2-;)� 
_:!:_:! (p.- 1) (p.-45)+ } 
2 · 4 (2z)4 • • • 

( Jarg zJ<v) 

(Jarg z J<tn') 
The general terms can be written down by 
inspection of 9.2.28 and 9.2.30. 

Uniform Asymptotic Expansions for Large Orders 

When ���+co ,  these expansions hold uniformly 
with respect to z in the sector Jarg z l :$;!'11"- e, 
where E is an arbitrary positive number. Here 

� � z 9.7.11 t=1/v1+z2, '17=v .LT,;-+ln 1+.J1+z2 
and u�r.(t) , V�r.(t) are given by 9.3.9, 9.3.10, 9.3.13 
and 9.3.14. See [9.38] for tables of '11, u�r.(t) , 
v�r.(t) , and also for bounds on the remainder 
terms in 9.7.7 to 9.7.10. 

9.8. Polynomial Approximations 4 

In equations 9.8.1 to 9.8.4, t=x/3 .75. 
9.8.1 -3.75 �X :::;3.75 
l0(x)= 1  +3 .51562 29t2+3 .08994 24t4+ 1 .20674 92t6 

+ .26597 32t8+ .03607 68t10+ .00458 13t12+ E 
lei< 1 .6 X 10-7 

9.8.2 3 .75 �x< co 

xte-xl0(x)= .39894 228+ .01328 592t-1 

9.8.3 

+ .00225 3 1£1t-2- .00157 565t-3 
t .00916 28lt-4- .02057 706t-6 
+ .02635 537t-6- .01647 633t-7 

+ .00392 377t-8+E 
IE I<L9Xl0-7 

-3.75 :::;x�3 .75 
x-1I1 (x)=!+ .87890 594t2+ .51498 869t4 

+. 15084 934f8 + .02658 733tl' 
+ .00301 532t10+ .00032 41 lt12+ E  

IE I<8Xl0-9 
9.8.4 3 .75 �x< ro 

xle-xJ1(x)= .39894 228- .03988 024t-t 
.00362 018t-2+ .00163 8olt-a 

- .01031 555t-4+ .02282 967t-6 
- .02895 3 12t-6+ .01787 654t-7 

- .00420 059t-8+E 
IE \<2.2 X 10-7 

• See footnote 2, section 9.4. 
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�L5 O<x S2 
K0(x)= -ln (x./2)!0(:t) - .57721 566 

9.8.6 

+ .42278 420(x/2)2-t .23069 756(x/2)4 
+ .03488 590(x/2)6+ .00262 698(x/2)8 
+ .00010 750(x/2) 10+ .00000 740 (x/2) 12+ E  

I EI < 1 X 1o-s 

2 S:t< (X) 
xtezK0(x) = 1 .25331 414- .07832 358(2/x) 

+ .02189 568(2/x)2- .01062 446(2/x)3 
+ .00587 872 (2/x)4- .00251 540(2/x)6 

+ .00053 208 (2/x)6+ E  
I EI < L9X w-7 

9.8.7 O<x S 2  
xKI (:t)=x In (x/2)11 (x) + 1 + . 15443 144 (x/2)2 

- .67278 579(x/2)4- . 18156 897(x/2)6 
- .01919 402 (x/2)8- .001 10 404(x/2) 10 

- .00004 686(x/2) 12+E  
I EI <8 X l0-9 

9.8.8 
xiezK1(:t) = l .25331 414+ .23498 619 (2/x) 

- .03655 620(2/x)2+.01504 268(2/x)3 
- .00780 353 (2/x)4+ .00325 614(2/x)6 

- .00068 245(2/:t)6+ E 
I E I<2.2 X 10-7 

For expansions of l0(x), K0(x), 11 (x), and K1 (x) 
in series of Chebyshev polynomials for the ranges 
O�xS8  and O S8f.x S 1, see [9 .37]. 

Kelvin Functions 

9.9. Definitions and Properties 

In this and the following section v is real, x is 
real and non-negative, and n is again a positive 
integer or zero. 

Definitions 
9.9.1 
her. x+i bei. x=J.(xe3"t'4) =e'"V.(xe-"t'4) 

=ei•"tf. (xe"t/4) =ea.rt/2 I.(xe-art/4) 
9.9.2 
ker. x+i kei. x=e-i• .. tK.(xe"t'4) 

=tniH�l) (xe3rtf4) = -lrrie-• .. tH�2) (xe-rt/4) 

When v=O, suffices are usually suppressed. 

9.9.3 
Differential Equations 

x2w" +a;w'- (1'x2+v2)w=O, 

9.9.4 

W= her. x+i bei. x, 
ker. x+i kei. x, 

her_. x+i beL. x, 
ker_. x+i keL. x 

x4wt"+2z3w"'- (1 +2v2) (x2w" -xw') 
+ (v4-4v2+x4)w=O, 
W= her::�:. x, bei::�:. x, ker::�:. x, kei::�:. x 

Relations Between Solutions 

9.9.5 
her_. x=cos(v1r) her. x+sin(v1r) bei. x 

+ (2/?r) sin (v1r) ker. x 

beL. x= -sin(v1r) her. x+cos(v1r) bei. x 
+ (2/?r) sin (v1r) kei. x 

9.9.6 
ker_. x=cos(v?r) ker. x-sin(v1r) kei. J' 

keL. :t=sin(v1r) ker. z+cos(v1r) kei. x 

9.9.7 ber_n :t= (-)n bern l ,  beLn X= (-)n bein X 

9.9.8 ker_n x= (- ) n kern x, keLn X= (-)n kei11 x 

9.9.9 

9.9.10 

9.9.11 

Ascending Series 

b - (1 ) • � cos { (!v+!k)?r }  (.l 2)k er. x- 2x f=6 k!r (v+k+1) 4x 

b . - (.l ) • � sin { (!v+!k)?r}  (.l 2)k el, x- 2x f=6 k!r(v+k+1) 4x 

X
(n-k-1) ! (ix2)k-Jn (!x) bern x+t'lr bein X 

k! 

+!(!x)" t cos { (!n+!k)?r} 
k=O 
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n-1 
kei11 x= -!(ix)-11 � sin { (ln+!k)'ll'} 

k•O 

(n-k-1)1 k 1 • b X kl (lx2) -ln (,x) beln x-v ern X 

+i<!x)11 f: sin { (fn+!k)'ll' } 
r:o 

X {1j!(k+1 ) +1j!(n+k+l) } (:!;t2)k 
kl(n+k) !  ' 

where lj!(n) is given by 6.3.2. 

9.9.12 

ker x=-ln (ix) ber x+t'll' bei x 
+� (-)d(2k+1) 

(ix2)2A: k-0 { (2k) ! } 2  

9.9.16 

9.9.17 

If 

9.9.18 

.J2 ber' x=ber1 x+bei1 x 

..j2 bei' x=-ber1 x+ bei1 x 

.J2 ker' x=ker1 x+kei1 x 

.J2 kei' x=-ker1 x+ kei1 x 

Recurrence Relations for Cross-Products 

p,=ber, x+bei� x 

kei x= -ln (!x) bei x-111' ber x then 

q,=ber, x bei� x-ber; x bei, x 

r,=ber, x ber; x+bei, x bei; x 
s,= ber;2 x+ bei;2 x 

+t (-)1: lj!(2k+2) 
(tx2)

2k+l 9.9.19 
k•O { (2k+ 1) ! } 2  

Functions of Negative Argument 

In general Kelvin functions have a branch 
point at x=O and individual functions with argu
ments xe="'t are complex. The branch point is 
absent however in the case of ber, and bei, when 11 

is an integer, and 

9.9.13 

ber,.(-x) = (-)11 ber,. x, bei,.(-x) = (-)" bei11 x 

Recurrence Relations 

9.9.14 

JI.J?, 
f•+t+fP-1= ---x (f.-g.) 

where 

9.9.15 

J;= 2� (j,+I+U•+t7f•-t-Uv-t) 

J:-if·=� {f•+t+U•+t) 

J;+if,= -� (f.-t+U•-t) 

f,=be�, x} 
g,=be1, x 

f,=bei, x } 
g,= -ber, x 

f,=ke�, x} 
g,=kei, x 

f,=kei, x } 
g,= -ker, x 

and 

The same relations hold with ber, bei replaced 
throughout by ker, kei, respectively. 

Indefinite Integrals 

In the following j,, g, are any one of the pairs 
given by equations 9.9.15 and J:, u: are either the 
same pair or any other pair. 

9.9.21 

J xt+1.dx=-x;· (j,H-g•H) = - xt+• (i g.-g�) 
9.9.22 

J X1-1.dx=x;· (j,_1-g,_1) =x 1- • (� g,+g;) 
9.9.23 

J x(f,g:-g.}:)dx= 2�2 {f:(f,+t+g.+1) 

-g:(J,+t-U•+t)-j,(f:+t+Y:+t)+g,(J:+t-g:+t) } 

1 (f'f* j -1*' + , * *') =2 X • ,- V •  g,g,-g,g, 
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9.9.24 

J x(J,g�+g.J�)dx=i X2(2j,g�-f.-tU�+t 

-f,+tU�-t +2g,j�-g,_tf� +t- Y•+t�-t) 
9.9.25 

J x(f!+g!)dx=x(J,g;-j�g.) 
= - (xj.,fi) (J.f,+t +g,g,+,-f,g,+t +f•+tg,) 

9.9.26 

J xj,g.dx=� x2(2j,g,-f,-tU•+t-f•+tY•-t) 

9.9.27 

f x(f!-g�)dx=� r(J�-f.-d.+t-g�+u.-lg•+l) 

Ascending Series for Cross-Products 

9.9.28 

her! x+ hei: x= 

her. x bei� x-ber� x bei, x 

9.9.30 

.. 1 (ix2)2" = (ix)h+t � r(ll+k+l) r (11+2k+2) ----,;t 

her, x her; x+bei, x bei; x 

9.9.31 

9.9.32 

9.9.33 

_ 2.- 1 "' 1 <lr)21: -l(ix) � r (ll+k+ l) r(11+2k) k! 

Expansions in Series of Bessel Functions 

her,.(x.,fi) == ± (-) "HJ,.+2k(x)l2t(x) l·-· 

1st zero 
2nd zero 
3rd zero 
4th zero 
5th zero 

1st zero 
2nd zero 
3rd zero 
4th zero 
5th zero 

Zeros of Functions of Order Zero 5 

ber x bei x 

2. 84892 5. 02622 
7. 23883 9. 45541 

1 1. 67396 13. 89349 
16. 1 1356 18. 33398 
20. 55463 22. 77544 

ber' x bei' x 

6. 03871 3. 77320 
10. 51364 8. 28099 
14. 96844 12. 74215 
19. 41758 1 7. 19343 
23. 86430 21. 64114  

ker x 

1. 71854 
6. 12728 

10. 56294 
15. 00269 
19. 44381 

ker' x 

2. 66584 
7. 1 7212 

1 1. 63218 
16. 08312 
20. 53068 

kiei x 

3. 91467 
8. 34422 

1 2. 78256 
17. 22314  
21 .  66464 

kei' x 

4. 93181 
9. 40405 

13. 85827 
18. 30717 
22. 75379 

9.10. Asymptotic Expansions 

Asymptotic Expansions for Large Arguments 

When 11 is fixed and x is large 

9.10.1 

ezM her, x= 1- {f.(x) cos a+g,(x) sin a}  'V211"X 

9.10.2 

_! {sin (2111r) ker, x+cos (21111') kei, x} 11' 

e,ZN'J bei, x= rn-ff,(x) sin a-g, (x) cos a}  'V211"X 

9.10.3 

+! {cos (21111') ker, x-sin (2111r) kei, x} 11' 

ker, x=.V11'/(2x)e-zN2 {f,(-x) cos {J- g.(-x) sin fJ} 

9.10.4 

kei, x=.V11'/(2x)e-z!.Y'J { -j,(-x) sin {J-g,(-x) eos tl} 

where 

9.10.5-

a=(x/v'Z)+(lll-})11', fJ=(x/.J2)+(!11+})11"=a+l11" 
and, with 4v2 denoted by /J, 

9.10.6 

j,(± x) 

l +
�

(
'I )t(tJ-l) (tJ-9) . . . {�t- (2k- 1)2 }  (h) 

"' f::i ' k! (8x)t cos 4 

� From British Association for the Advancement of 
Science, Annual Report (J. R. Airey), 254 (1927) with 
permission. This reference also gives 5-decima.l values of 
the next five zeros of each function. 
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9.10.7 

g,(± x) 

--� (=F)� (�£-lH�-t-9) . . . {r- (2k- 1)2 } sin
(k1r) 

k •t k1 (8x) 4 

The terms6 in ker. x and kei. x in equations 9.10.1 
and 9.10.2 are asymptotically negligible compared 
with the other terms, but their inclusion in numeri
cal calculations yields improved accuracy. 

The corresponding series for her; x, b ei; x, ker; x 
and kei; x can be derived from 9.2.11 and 9.2.13 
with z=xeh·''4 ; the extra terms in the expansions 
of ber; x and bei; x are respectively 

- (l/1r) {sin (2v7r)ker; x+cos(2v1r)kei; x} 
and 

(I/1r) { cos(2v7r)ker; x-sin(2v11')kei; x } .  

Modulus and Phase 

9.10.8 

M,=.V(ber, x+bei� x) ,  9,= arctan (bei, xfber, x) 

9.10.9 ber, x=M, cos 9,, bei. x=M, sin 8, 

9.10.10 

9.10.11 

ber; ±=! M•+t cos (8.+1-h)-l M,_t cos (8,_t- !1r) 

= (v/x)M. cos 9.+M•+t cos (8,+1- h) 

= - (v/x)M, cos 9,-M,_t cos (8,_t- i1r) 

9.10.12 

bei; x= !M,+t sin (9,+t- h) - !M,_t sin (8,_t - i1r) 

(v/x) M, sin o.+M.+t sin (O.+t- i1r) 

= - (v/'J;)M, sin 0,-M,_t sin (O,_t-!1r) 

9.10.13 

ber' x=Mt cos (Ot-i1r) , bei' :r =Mt sin (8t- i1r) 

9.10.14 

M;= (v/x)M.+M•+t cos (O,+t-O,- i1r) 

(v/x)M.-MH cos (8V-l-8,-h) 

9.10.15 

8�= (M.+1fM,) sin (O.+t-8. - h) 

= - (M,_xfM.) sin (O,_t-0,-!1r) 

8 The coefficients of these terms given in [9.17] are in
correct. The present results are due to Mr. G. F. Miller. 

9.10.16 

M�=M1 cos (Ot- Oo- i1r) 

O�= (Mt!Mo) sin (Ot-Oo- }11') 

9.10.17 

d(xM�o;)jdx=aM:, 

9.10.18 

N,=.Vlker, ;r+kei� a;) , !/>.= arctan (kei, x/ker, x) 

9.10.19 ker, x=N. cos cp,, kei, x=N. sin cp, 

8 

6 

4 

' ' 
\ker x 
' 
I 
' 
I 

' ' ' 

.08 

,06 

,04 
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·.04 

·.06 

·.08 

FIGURE 9 . 10. her x, bei x, ker x and kei x. 

·I 

·4 

FIGURE 9 . 1 1 .  ln M0(x) , 80(x) , ln N0(x) and l/>0(x) . 

Equations 9.10.11 to 9.10.17 hold with the symbols 
b , M, O replaced throughout by k, N, cp, respectively. 
In place of 9.10.10 

9.10.20 
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Asymptotic Expansions of Modulus and Phase 

When v is fixed, x is large and 1'=4Y' 

9.10.21 

exfv2 �L- 1 1 (�L- 1)2 1 
M,=� 

{ 1 - 8../2 x +2513 x2 

9.10.22 

(J.L- 1) (�L2+ 14�'-399) _!_+O (!) } 6144../2 x3 x4 

_ X 1 1'-1 1 (�L- 1) (1'-25) 1 ln M,-../2 - '1  ln (27rX) - 8../2 X 384../2 xa 
(�L- 1) (�L- 13) !+o(!) 128 x4 x5 

Asymptotic Expansions of Cross-Products 

If x is large 

9.10.28 

b b • I b I b • eX..J2 ( 1 1 1 er x m x- er x  ei X "-' - -+- -21rX ..j2 8 X 
9 1 39 1 75 1 ) +64../2 x2+512 x3+8192..j2 x4+ · · · 

9.10.29 

b b 1 + b  . b · 1 ex ..J 2  ( 1 3 1 er x er x e1 x e1 x"'- --- -21rX ../2 8 X 

9.10.30 

15 1 45 1 315 1 ) -64../2 :?-512 x3+ 8192../2 X4+ · · · 

b 12 + b  · 12 ex..J2 ( 3 1 9 1 er x ei X"-'- 1 -- -+- -
2?rx 4../2 x 64 x2 

9.10.31 

75 1 2475 1 ) +256../2 r+8192 x4+ . . .  

ker2 x+ keP x "' !!._ e -r..J 2  (1 --1- !+_!_ _!_ 
2x 4../2 x 64 x2 

9.10.32 

33 1 1797 1 ) +256../2 r-8192 x4+ · · · 

er x e1 x - er x e1 X "-' -- e-x-. --- -k k ' I k 1 k • 1r -'
2 ( 1 1 1  

2x ../2 8 x 

9.10.33 

9 1 39 1 75 1 ) +64../2 x2-512 x3+8192../2 x4+ · · · 

ker x ker1 x+kei x kei1 X "-' - �  e -r ..J 2  (_!_+� ! 2x ../2 8 x 

9.10.34 

15 1 45 1 315 1 ) -64../2 x2+512 ;;a+8192../2 x4+ · · · 

• 1r ( 3 1 9 1 ker12 x+ke�12 X"-'- e -%..J2 1 +- - +- -2x 4../2 x 64 i'-
75 1 2475 1 ) -256../2 r+8192 x4+ . . . 

Asymptotic Expansions of Large Zeros 

Let 
9.10.35 

f(�) =
�'-1 

+
�'- 1 

+ 
(�L- 1) (51'+19) 

+ 
3(1'-1)2 

+ . . .  
16� 32�2 1536�3 512�4 

where �'=4v2. Then if .<J is a large positive integer 

9.10.36 

Zeros of her, x"'.J2{ tJ-j(�) } , 

Zeros of bei, x "' .J2{ �-j(�) } , 

Zeros of ker, x"".fi{ �+J( -�) } , 

Zeros of kei, x"'.J2{ �+J( -�) } , 

�= (s-!,-f),. 

�= (s-l"+t),. 

�= (s-!11-i)1r 

�= (s-!��-t),. 
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For 11=0 these expressions give the sth zero of 
each function; for other values of 11 the zeros 
represented may not be the sth. 

Uniform Asymptotic Expansions for Large Orders 

When 11 is large and positive 

9.10.37 

ber,(11x) +i bei,(vx) "' 

9.10.38 
ker, (vx) +i kei, (vx) 

"" / 'II' e - •E (xehtt4)-• { 1  + i: (-)A: u�:(t-1) } 'V 2vt 1 +� k•I vi: 

9.10.40 
ker; (vx) +i k��i; (vx) 

j;i e - •E (xe3rl/4)-' .., A: V�:(t-1) -- "V2, X I +� { 1
+

� (-) -r }  
where 

9.10.41 
and U.t(t) , t.t(t) are given by 9.3.9 and 9.3.13. All 
fractional powers take their principal values. 

9.11. Polynomial Approximations 

9.11.1 -8�x�8 

ber x=1-64(x/8)4+113.77777 774(:r/8)8 

-32.36345 652 (x/8) 12+2.64191 397 tx/8) 16 

- .08349 609(x/8)20+.00122 552 (x/8)24 

- .00000 901 (x/8)28+ e  

9.11.3 
ker x=-ln (ix) her x+!'ll' bei x-.57721 566 

- 59.05819 744(x/8)4+ 171 .36272 1 33(x/8)8 

-60.60977 451 (x/8)12+5.65539 121 (x/8)16 

- . 19636 347 (x/8)10+ .00309 699(x/8)24 

- .00002 458(x/8)28+e 

l ei < 1 X IO-s 

9.11.4 
kei x= -ln(!x)bei x-111' her :�.+6.76454 936(x/8)' 

- 142.91827 687 (x/8)6+ 124.23569 650(:z:/8)10 

-21.30060 904(x/8)14+I . 17509 064(x/8)18 

- .02695 875(x/8)22 + .00029 532 (x/8)26 +e 

lei<3X l0-9 

9.11.5 -8�x�8 

her' x=x[ -4(.:r.l8)2+ 14.22222 222(x/8)6 

-6.06814 SIO(x/8) 1°+ .66047 849(x/8)u 

- .02609 253 (x/8) 18+ .00045 957 (x/8)22 

- .00000 394(x/8)26]+ e  

le l<2.1  x w-s 

9.11.6 -8 �x�8 

bei' x=x[ i- 10.66666 666(x/8)4 

+ 1 1 .37777 772(x/8)8-2.31 167 514(x/8)12 

+ . 14677 204(x/8)16-.00379 386(x/8)20 

+ .00004 609{x/8)24]+ e  

le i<7 X 10-8 

l ei<1 X 10-9 9.ll.7 

9.11.2 -8�x�8 

bei x=16(x/8)2- 113.77777 774tx/8)6 

+72.81777 742 (:�./8)10- 10.56765 779(x/8) 14 

+ .52185 615(a)8)18.- .01 103 667 (X/8)22 

+.0001 1 346(x/8)26+E 

le i<6X I0-9 

ker' x= -ln (ix) her' x-x-1 her x+i'll' bei' x 

+x[-3.69113 734(x/8)2_+21 .42034 017(x/8)6 

- 1 1 .36433 272(x/8)10+1 .41384 780(x/8)14 

- .06136 358tx/8)18+ .00116 137 (x/8)22 

- .00001 075(x/8)26]+ e  

le i<SX I0-8 
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where 

385 

kei' x= -In (!x) bei' x-x-1 bei x-!1r her' x 

+x[.21 139 217- 13.39858 846 (x/8)4 

+ 19.41 182 758(x/8)8-4.65950 823 (x/8) 12 
+ .33049 424 (x/8) 16- .00926 707 (x/8)20 

+ .00011  997(x/8)24] +E  

IE I<7 X 1o-s 

9.11.9 8:$ x< oo 

ker x+i kei x= j(x) (1 +E1) 

j(x)= (; exp [- 1 +i x+O(-x)J 'V 2X  -12 
1 Ed<1 X l0-7 

9.11.10 8:$x< oo 

her x+i bei x-� (ker x+i kei x) =g(x) (1 +E2) 
7r 

g(x) = k exp [\12i x+O(x) J 
I E2 1 <3 X I0-7 

9.11.11 
O(x) = (.OOOOO 00- .39269 91i) 

+ (.01 104 86- .01104 85i) (8;x) 
+ (.00000 00- .00097 65i) (8jx)2 

+ (- .00009 06- .00009 01i) (8/x)3 

+ (- .00002 52 + .00000 00i) (8/x)4 
+ (- .00000 34+ .00000 51i) (8/x)6 

+ (.00000 06+ .00000 19i) t8/x)6 

9.11.12 8:$x< oo 

ker' x+i kei' x= -j(x)q,( -x) (1 +Ea) 

IEa J<2 X 10-7 

9.11.13 . 8:$x< oo 

her' x+i bei' x-� (ker' x+i kei' .r) =g(x)r�>tx) (1 +E4) 7r 

where 

9.11.14 

I E4 1 <3 X 10-7 

q,(x) = (.70710 68+ .70710 68i) 

+ (- .06250 0 1 - .00000 01i) (8/x) 

+ (- .00138 13+.00138 l li) (8/x)2 
+ (.00000 05+ .00024 52i) (8/x)3 

+ (.00003 46+ .00003 38i) (8/x)4 

+ (.00001 17- .00000 24i) (8/x)6 
+ (.00000 16- .00000 32i) {8/x)6 

Numerical Methods 

9.12. Use and Extension of the Tables 

Example 1. To evaluate J11(1 .55) , n=O, 1 ,  2, 
. . , each to 5 decimals. 
The recurrence relation 

Jn-l(x) +Jn+l(x) = (2nfx)Jn(X) 

can be us� to compute J0(x) , J1(x) , J2(x) , . . .  , 
successively provided that n<x, otherwise severe 
accumulation of rounding errors will occur. 
Since, however, Jn(X) is a decreasing function of n 
when n>x, recurrence can always be carried out 
in the direction of decreasing n. 

Inepection of Table 9.2 shows that J11(1 .55) 
vanishes to 5 decimals when n>7. Taking arbi
trary values zero for J9 and unity for J8, we compute 
by recurrence the entries in the second column of 
the following table, rounding off to the nearest 
integer at each step. 

n Trial values 
9 0 
8 1 
7 10 
6 89 
5 679 
4 4292 
3 21473 
2 78829 
1 181957 
0 155954 

J .. (1.65) 
. 00000 
. 00000 
. 00003 
. 00028 
. 0021 1  
. 01331 
. 06661 
. 24453 
. 56442 
. 48376 

We normalize the results by use of the equ��ttion 
9.1.46, namely 

Jo(x) +2J2(x) +2J,(x) + . . .  = 1 

This yields the normalization factor 

1 /322376= .00000 3 1019 7 
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and multiplying th e trial values by this factor we 
obtain the required results, given in the third 
column. As a check we may verify th e value of 
J0( 1 . 55) by interpolation in Table 9.1. 

Remarks. (i) In this example it was possible 
to estimate immediately the value of n=N, say, 
at which to begin the recurrence. This may not 
always be the case and an arbitrary value of N may 
have to be taken. The number of correct signifi
cant figures in the final values is the same as the 
number of digits in the respective trial values. 
If the chosen N is too small the trial values will 
have too few digits and insufficient accuracy is 
obtained in the results. The calculation must 
then be repeated taking a h igher value. On the 
other hand if N were too large unnecessary effort 
would be expended. This could be offset to some 
extent by discarding significant figures in the trial 
values which are in excess of the number of 
decimals required in J n• 

(ii) If we had required, say, J0(1 .55) , J1 (1 .55) , 
. . . , J10( 1 .55) , each to 5 significant figures, we 
would have found the values of J10(1 .55) and 
J11( 1 .55) to 5 significant figures by interpolation 
in Table 9.3 and then computed by recurrence 
J9, J8, • • • , J0, no normalization being required. 

Alternatively, we could begin the recurrence at 
a higher value of N and retain only 5 significant 
figures in the trial values for n :$; 10. 

(iii) Exactly similar methods can be used to 
compute the modified Bessel function l,.(x) by 
means of the relations 9.6.26 and 9.6.36. If x is 
large, however, considerable cancellation will 
take place in using the latter equation, and it is 
preferable to normalize by means of 9.6.37. 

Example 2. To evaluate Y,.(1 .55) , n=O, 1 ,  2, 
. .  , 10 ,  each to 5 significant figures. 
The recurrence relation 

Y,._1 (x) + Y,.+1 (x) = (2n/x) Y,.(x) 

can be used to compute Y,.(x) in the direction of 
increasing n both for n<x and n>x, because in 
the latter event Y,.(x) is a numerically increasing 
function of n. 

We therefore compute Y0(1 .55) and Y1(1 .55) by 
interpolation in Table 9.1. generate Y2(1 .55) , 
Ya(l .55), . . .  , Y10 (1 .55) by recurrence and check 
Y10(1 .55) by interpolation in Table 9.3. 

n Y n(1 .55) n Y n(1 .55) 
0 +0. 40225 6 - 1. 9917X 1Q2 
1 -0. 37970 7 1. 5100X 10s 
2 -0. 89218 8 - 1. 3440 X 104 
3 - 1. 9227 9 - 1. 3722X 1()5 
4 - 6. 5505 10 - 1. 5801 X 10& 
5 - 31. 886 

Remarks. (i) An altern ative way of computing 
Yo(x), should Jo (x) , J2(x) , Jlx) , . . . , be avail
able (see Example 1), is to use formula 9.1.89. 
The other starting value for the recurrence, 
Y1(x), can then be found from the Wronskian 
relation J,(x) Yo( X) -J0(x) Y1(x) =2/(n) . This is a 
convenient procedure for use with an automatic 
computer. 

(ii) Similar methods can be used to compute the 
modified Bessel function K,.(x) by means of the 
recurrence relation 9.6.26 and the relation 9.6.54. 
except that if x is large severe cancellation will 
occur in the use of 9.6.54 and other methods for 
evaluating K0(x) may be preferable, for example, 
11se of the asymptotic expansion 9.7.2 or the poly
nomial approximation 9.8.6. 

Example 3. To evaluate J0( .36) and Y0(.36) 
each to 5 decimals, using the multiplication 
theorem. 

From 9.1.74 we have 

"' 
<if o (>.z) = 2:a"<if"(z) ,  where a" 

k-0 

(-)"(>.2-I)k(!z)k 
k! . 

We take z= .4. Then X= .9, (>.2- l ) (!z) - .038, 
and extracting the necessary values of J�c(.4) and 
Y"(.4) from Tables 9.1 and 9.2, we compute the 
required results as follows : 
k ak akJ k(-4) 
0 + 1.0 + .96040 
1 +0.038 + .00745 
2 +o.7220X Io-3 + .00001 
3 +0.914X lQ-5 
4 + 0.87X 10-1 
5 + o.7x lo-g 

Jo(.36) = + .96786 

akY k(.4) 
- .60602 
- .06767 
- .00599 
- .00074 
- .00011 
- .00002 

Yo(.36) = - .68055 

Remark. This procedure is equivalent to inter
polating by means of the Taylor series 

at z= .4, and expressing the derivatives <i:fk"' (z) in 
terms of <if �:(z) by means of the recurrence rela
tions and differential equation for the Bessel 
functions. 

Example 4-. To evaluate J.(x) , J; (x) , Y.(x) 
and Y;(x) for v=50, x=75, each to 6 decimals. 

We use the asymptotic expansions 9.3.35, 9.3.36, 
9.3.43, and 9.3.44. Here z=xfv=3/2. From 9.3.39 
we find 

2 1 2 3 (- t)312=2 .J5-arccos 3=+.2769653 . 
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Hence ( 4t )1/4 r= - .5567724 and 1 - z2 = + 1 .155332. 

Next, 
v113=3 .684031 ,  

Interpolating in Table 10.ll, we find that 

Ai(v21at) = + .299953, 

Bi(v213t) = - . 160565, 

Ai' (v213t) = + .451441 ,  

Bi'(v213r) = + .819542 . 

As a check on the interpolation, we may verify 
that Ai Bi'-Ai'Bi=1/11". 

Interpolating in the table following 9.3.46 we 
obtain 

boW = +  .0136, Co(t) = +. 1442. 

The contributions of the terms involving a1 (t) 
and d1 (r) are negligible, and substituting in the 
asymptotic expansions we find that 

J50(75) = + L155332(5o-113X .299953 
+5o-513X .451441 x .0136) = + .094077 , 

J�0(75) = - (4/3) (1 .155332)- 1(50-413X .299953 
x .1442 +5o-213X .451441) = - .038658, 

Y 50(75) = - 1 .155332 ( -5o-113X . 160565 
+5o-· 513X .819542X .0136) = + .050335, 

Y�o(75) = + (4/3) (1 .155332) -1 ( -5o-413X .160565 
x .1442+5o-213X .819542) = + .069543 . 

As a check we may verify that 

JY'-J'Y=2/(7511") . 

Remarks. This example may also be computed 
using the Debye expansions 9.3.15, 9.3.16, 9.3.19, 
and 9.3.20. Four terms of each of these series are 
required, compared with two in the computations 
above. The closer the argument-order ratio is to 
unity, the less effective the Debye expansions 
become. In the neighborhood of unity the expan
sions 9.3.23, 9.3.24, 9.3.27, and 9.3.28 will furnish 
results of moderate accuracy ; for high-accuracy 
work the uniform expansions should again be used. 

Example 5. To evaluate the 5th positive zero 
of J10(x) and the corresponding value of J;0(x) , 
each to 5 decimals. 

We use the asymptotic expansions 9.5.22 and 
9.5.23 setting v= 10, 8=5. From Table 10.11 

we find 

a5= -7.944134, 

Hence 

Ai' (a5) = + .947336. 

r= 10-213as= .21544347as= - 1 .71151 18. 

Interpolating in the table following 9.5.26 we 
obtain 

z(t) = +2.888631 ,  
.t� W = + .0107, 

h(t) = + .98259' 
F1 (r) = - .001 . 

The bounds given at the foot of the table show 
that the contributions of higher terms to the 
asymptotic series are negligible. Hence 

j!O, s=28.88631 + .00107 + . . .  =28.88738, 

J' ( . ) 2 .947336 
10 )Io. s = -10213 2 .888631 X .98259 

X (1- .00001 + . . .  ) = - .14381 . 

Example 6. To evaluate the first root of 
Jo(x) Yo(Xx) - Yo(x)J0(Xx) =O for }.=j to 4 signifi
cant figures. 

Let a�!) denote the root. Direct interpolation 
in Table 9.7 is impracticable owing to the 
divergence of the differences. Inspection of 
9.5.28 suggests that a smoother function is 
(}.- l )a�l) .  Using Table 9.7 we compute the fol
lowing values 

1/"A ("A- l)a�0 0 lj2 
0. 4 3. 110 

+21 
0. 6 3. 131 -12 

+9 
0. 8 3. 140 -7 

+2 
1 . 0 3. 142 (11") 

Interpolating for 1/}.= .667, we obtain 
(}.- 1 )a�0 =3.134 and thence the required root 
a��1=6.268. 

Example 7. To evaluate bern 1 .55, bei,. 1 .55, 
n=O, 1, 2, . . .  , each to 5 decimals. 

We use the recurrence relation 

J n-1 (xe3ril4) +J n+! (xe3.-il4) 

= -n-fi (1 +i)Jn (xe3.-tl4) , X 

taking arbitrary values zero for J9(xe3 .. 114) and 
1 +Oi for J8(xe3.-114) (see Example 1) .  
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n Real !mag. ber,.x bei,.x 
trial values trial values 

9 0 0 . 00000 . 00000 
8 + 1  0 . 00000 . 00000 
7 - 7  - 7  - .  00002 00003 
6 - 1  + 89 - .  00003 00030 
5 + 500 - 475 +. 00181 -. 00148 
4 - 4447 - 203 -. 01494 - .  00180 
3 + 14989 + 17446 +. 04614 +. 06258 
2 + 11 172 -88578 + .  05994 - .  29580 
1 - 197012 + 123804 -. 69531 +. 36781 
0 + 281539 + 1&5373 +. 91004 +. 59461 

l: + 106734 + 207449 +. 30763 + .  72619 

The values of ber,.x and bei,.x are computed by 
multiplication of the trial values by the normal
izing factor 

1/(294989-2201 li) = (.337119+ .025155i) X I0-6, 

obtained from the relation 

Adequate checks are furnished by interpolating 
in Table 9.12 for her 1 .55 and bei 1 .55, and the 
use of a simple sum check on the normalization. 

Should ker"11x and kei,.x be required they can be 
computed by forward recurrence using formulas 
9.9.14, taking the required starting values for 
n=O and 1 from Table 9.12 (see Example 2) .  If 
an independent check on the recurrence is required 
the asymptotic expansion 9.10.38 can be used. 
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Table 9.1  

.I' 

o. 0 
0. 1 
o. 2 
o. 3 
o. 4 

o. 5 
o. 6 
o. 7 
o. 8 
o. 9 

1. 0 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 

1. 5 
1. 6 
1. 7 
1. 8 
1. 9 

2. 0 
2. 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 7 
2. 8 
2. 9 

3. 0 
3. 1 
3. 2 
3. 3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. 8 
3. 9 

4. 0 
4. 1 
4. 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4. 7 
4. 8 
4. 9 

5. 0 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, l AND 2 

.!o(.r) 
1. 00000 00000 00000 
0. 99750 15620 66040 
0. 99002 49722 39576 
0. 97762 62465 38296 
0. 96039 82266 59563 

0. 93846 98072 40813 
0. 91200 48634 97211 
0. 88120 08886 07405 
0. 84628 73527 50480 
0. 80752 37981 22545 

o. 76519 76865 57967 
o. 71962 20185 27511 
0. 67113 27442 64363 
0. 62008 59895 61509 
0. 56685 51203 74289 

0. 51182 76717 35918 
0. 45540 21676 39381 
0. 39798 48594 46109 
0. 33998 64110 42558 
0. 28181 85593 74385 

0. 22389 07791 41236 
0. 16660 69803 31990 
0. 11036 22669 22174 
0. 05553 97844 45602 

+0. 00250 76832 97244 

-0. 04838 37764 68198 
-0. 09680 49543 97038 
-0. 14244 93700 46012 
-0. 18503 60333 64387 
-0. 22431 1 5457 91968 

-0. 26005 19549 01933 
-0. 29206 43476 50698 
-0, 32018 81696 57123 
-0. 34429 62603 98885 
-0. 36429 55967 62000 

-0. 38012 77399 87263 
-0. 39176 89837 00798 
-0. 39923 02033 71191 
-0. 40255 64101 78564 
-0. 40182 60148 87640 

-0. 39714 98098 63847 
-0. 38866 96798 35854 
-0. 37655 70543 67568 
-0. 36101 11172 36535 
-0. 34225 67900 03886 

-0. 32054 25089 85121 
-0. 29613 78165 74141 
-0. 26933 07894 19753 
-0. 24042 53272 91183 
-0. 20973 83275 85326 

.[j (.t') 
o. 00000 00000 
0, 04993 75260 
0. 09950 08326 
0. 14831 88163 
o. 19602 65780 

o. 24226 84577 
o. 28670 09881 
0. 32899 57415 
0. 36884 20461 
o. 40 594 9 5461 

0. 44005 05857 
o. 47090 23949 
0. 49828 90576 
0. 52202 32474 
o. 54194 77139 

o. 55793 65079 
o. 56989 59353 
0. 57776 52315 
o. 58151 69517 
o. 58115 70727 

o. 57672 48078 
0. 56829 21358 
0. 55596 30498 
0. 53987 25326 
0. 52018 52682 

o. 49709 41025 
0. 47081 82665 
0. 44160 13791 
o. 40970 92469 
0. 37542 74818 

0. 33905 89585 
o. 30092 11331 
o. 26134 32488 
0. 22066 34530 
0. 17922 58517 

0. 13737 75274 
0. 09546 55472 
o. 05383 39877 

+0. 01282 1 0029 
-0. 02724 40396 

-0. 06604 33280 
-0. 10327 32577 
-0. 1 3864 69421 
-0. 17189 65602 
-0. 20277 55219 

-0. 23106 04319 
-0. 25655 28361 
-0. 27908 07358 
-0. 29849 98581 
-0. 31469 46710 

-0. 32757 91376 [(-84)5] 
2n 

Jn+l (:r) =-;- .!n(.r) -Jn-l (.r) .I� 

·h(l:) 
0. 00000 00000 
0. 00124 89587 
0. 00498 33542 
o. 01116 58619 
o. 01973 46631 

o. 03060 40235 
o. 04366 5096 7 
0, 05878 69444 
o. 07581 77625 
o. 09458 63043 

0. 11490 34849 
0. 13656 41540 
0. 15934 90183 
0. 18302 66988 
0. 20735 58995 

0. 23208 76721 
0. 25696 77514 
0. 28173 89424 
0. 30614 35353 
o. 32992 57277 

0. 35283 40286 
o. 37462 36252 
o. 39505 86875 
0. 41391 45917 
0. 43098 00402 

o. 44605 90584 
0. 45897 28517 
0. 46956 1'5027 
0. 47768 54954 
0. 48322 70505 

0. 48609 12606 
o. 48620 70142 
o. 48352 77001 
0. 47803 16865 
0, 46972 25683 

0. 45862 91842 
0. 44480 53988 
0. 42832 96562 
0. 40930 43065 
0. 38785 47125 

0. 36412 81459 
0. 33829 24809 
0. 31053 47010 
0. 28105 92288 
0. 25008 60982 

0. 21784 89837 
0. 18459 31 052 
o. 15057 30295 
o. 11605 03864 
0. 08129 15231 

o. 04656 51163 [(-74)3] 
Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel func-

tions, Part II. Functions of positive integer order, Mathematical Tables, vol. X 
(Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1952) and Harvard Computation 

Laboratory, Tables of the Bessel functions of the first kind of orders 0 through 
135, vols. 3-14 (Harvard Univ. Press, Cambridge, Mass., 1947-1951) (with per-

mission) . 
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BESSEL FUNCTIONs-ORDERS 0, I AND 2 Table 9.1 

X Yo(x) YJ (X) Y2(X) 

o. 0 0() 0() 0() 0. 1 -1. 53423 86514 -6. 45895 10947 -127. 64478 324 o. 2 -1. 08110 53224 -3. 32382 49881 - 32. 15714 456 o. 3 -0. 80727 35778 -2. 29310 51384 - 14. 48009 401 0. 4 -0. 60602 45684 -1. 78087 20443 - 8. 29833 565 
0. 5 -0. 44451 87335 -1. 47147 23927 - 5. 44137 084 0. 6 -0. 30850 98701 -1. 26039 13472 - 3. 89279 462 o. 7 -0. 19066 49293 -1. 1 0324 98719 - 2. 96147 756 o. 8 -0. 08680 22797 -0. 97814 41767 - 2. 35855 816 0. 9 +0. 00562 83066 -0. 87312 65825 - 1. 94590 960 
1. 0 0. 08825 69642 -0. 78121 28213 - 1. 65068 261 1. 1 o. 16216 32029 -0. 69811 95601 - 1. 43147 149 1. 2 0. 22808 35032 -0. 62113 63797 - 1. 26331 080 1. 3 0. 28653 53572 -0. 54851 97300 - 1. 13041 186 1. 4 o. 33 789 51297 -0. 47914 69742 - 1, 02239 081 
1. 5 0. 38244 89238 -0. 41230 86270 - 0. 93219 376 1. 6 0. 42042 68964 -0. 34757 80083 - 0. 85489 941 1. 7 0. 45202 70002 -0. 28472 62451 - o. 78699 905 1. 8 o. 47743 17149 -0. 22366 48682 - o. 72594 824 1. 9 o. 49681 99713 -0. 16440 57723 - 0. 66987 868 
2. 0 0. 51037 56726 -0. 10703 2431 5 - 0. 61740 810 2. 1 0. 51829 37375 -0. 05167 86121 - 0. 56751 146 2. 2 0. 52078 42854 +0. 00148 77893 - o. 51943 175 2. 3 0. 51807 53962 0. 05227 73158 - o. 47261 686 2. 4 0. 51041 47487 0. 10048 89383 - 0, 42667 397 
2. 5 0. 49807 03596 0. 14591 81380 - 0. 38133 585 2. 6 0. 48133 05906 0, 18836 35444 - 0. 33643 556 2. 7 0. 46050 35491 0. 22763 24459 - 0. 29188 692 2. 8 0. 43591 59856 0. 26354 53936 - 0. 24766 928 
2. 9 0, 40791 17692 0. 29594 00546 - o. 20381 518 
3. 0 0. 37685 00100 o. 3246 7 44248 - 0, 16040 039 3. 1 o. 34310 28894 0. 34962 94823 - 0. 11753 548 3. 2 0. 30705 32501 o. 3 7071 13384 - 0. 07535 866 3. 3 0. 26909 19951 o. 38785 29310 - 0. 03402 961 3. 4 0. 22961 53372 o. 40101 52921 + 0. 00627 601 
3. 5 0. 18902 19439 0. 41018 84179 0. 04537 144 
3. 6 0. 14 771 00126 0. 41539 17621 o. 08306 319 3. 7 0. 10607 43153 o. 4166 7 43727 0. 11915 508 
3. 8 0. 06450 32467 o. 41411 46893 0. 15345 185 3. 9 +0. 02337 59082 0. 40782 00193 0. 18576 256 
4. 0 -0. 01694 07393 o. 39792 57106 0. 21590 359 
4. 1 -0. 05609 46266 0. 38459 40348 0. 24370 147 
4. 2 -0. 09375 12013 o. 36801 28079 0. 26899 540 4. 3 -0. 1 2959 59029 0. 34839 37583 0, 29163 951 4. 4 -0. 16333 64628 0. 32597 06708 o. 31150 495 
4. 5 -0. 19470 50086 0. 30099 73231 0. 32848 160 
4. 6 -0. 22345 99526 0. 27374 52415 o. 34247 962 
4. 7 -0. 24938 76472 0. 24450 12968 0. 35343 075 4. 8 -0. 27230 37945 0. 21356 51673 0. 36128 928 4. 9 -0. 29205 45942 0. 18124 66920 0. 36603 284 
5. 0 -0. 30851 76252 0. 14786 31434 0. 36766 288 

2n 
Yn+ t(X) =- Yn(X) - Yn- !(X) 

X 
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Table 9.1 BESSEL FUNCTIONs-ORDERS 0, 1 AND 2 
X Jo(x) JJ(x) h(x) 

5. 0 -0. 17759 67713 1433a -0. 32757 91376 o. 04656 51163 
5. 1 -0. 14433 47470 60501 -0. 33709 72020 +0. 01213 97659 
5. 2 -0. 11029 04397 909a7 -0. 34322 30059 -0. 02171 a40a6 
5. 3 -0. 075aO 31115 a55a4 -0. 34596 Oa338 -0. 05474 81465 
5, 4 -0. 04121 01012 44991 -0. 34534 47908 -0. 08669 53768 

5. 5 -0. 00684 38694 1 7819 -0. 34143 82154 -0. 11731 54816 
5. 6 +0. 02697 08846 85114 -0. 33433 28363 -0. 14637 54691 
5. 7 0. 05992 00097 24037 -0. 32414 76802 -0. 17365 60379 
5. 8 0. 09170 25675 74816 -0. 31102 77443 -0. 19895 35139 
5. 9 0. 12203 33545 92823 -0. 29514 24447 -0. 22208 16409 

6. 0 0. 15064 52572 5 0997 -0. 2 7668 38581 -0. 24287 32100 
6. 1 0. 1 7729 14222 42744 -0. 25586 47726 -0. 26118 15116 
6. 2 0 . 20174 72229 48904 -0. 2 3291 65671 -0. 27688 1 5994 
6. 3 0. 22381 20061 32191 -0. 2 0aoa 69402 -0. 2a9a7 13522 
6. 4 0. 2 4331 06048 2 3407 -0. 1a163 75090 -0. 30007 23264 

6. 5 0. 26009 46055 81606 -0. 15384 13014 -0. 30743 03906 
6. 6 0. 2 7404 33606 24146 -0. 12498 01652 -0. 31191 61379 
6. 7 0. 28506 47377 1 0576 -0. 09534 211aO -0. 31352 50715 
6. 8 0. 29309 56031 04273 -0. 06521 86634 -0. 31227 75629 
6. 9 0. 29810 2 0354 04820 -0. 03490 2 0961 -0. 3 0821 85850 

7. 0 0. 30007 92705 19556 -0. 00468 28235 -0. 30141 72201 
7. 1 0. 29905 1 3805 01550 + 0. 02515 32743 -0. 29196 59511 
7. 2 0. 29507 06914 00958 o. 05432 74202 -0. 2 7997 97413 
7. 3 0. 2 aa21 69476 35014 0. 08257 04305 -0. 26559 49119 
7. 4 0. 27859 62326 5747a 0. 10962 5 0949 -0. 24896 782a6 

7. 5 0. 26633 96578 80378 0. 1 3524 84276 -0. 23027 34105 
7. 6 0. 25160 18338 49976 0. 15921 376a4 -0. 20970 34737 
7. 7 0. 2 3455 91395 86464 o. 18131 27153 -0. 1a746 49278 
7. 8 0. 21540 7a077 46263 0. 2 0135 6872a -0. 1 6377 78404 
7. 9 0. 19436 18448 412 78 o. 21917 93999 -0. 13887 33892 

a. 0 0. 17165 08071 37554 0. 23463 63469 -0. 11299 17204 
8. 1 0. 14751 74540 44378 o. 24760 77670 -0. 08637 97338 
a. 2 0. 12221 53017 84138 0. 25799 a5976 -0. 05928 88146 
8, 3 0, 09600 61008 95010 0. 26573 93020 -0. 03197 25341 
a. 4 0. 06915 72616 56985 0. 2 7078 626a3 -0. 0046a 43406 

a. 5 0. 04193 92518 42935 o. 27312 19637 +0. 02232 47396 
8. 6 +0. 01462 29912 78741 o. 2 72 75 48445 0. 04a80 83679 
a. 1 -0. 01252 27324 49665 o. 26971 90241 o. 0 7452 71058 
a. a -0. 03923 3a031 76542 o. 26407 37032 o. 09925 05539 
a. 9 -0. 06525 3246a 51244 o. 25590 23714 0. 12275 93977 

9. 0 -0. 09033 36111 a2876 o. 24531 1 7a66 0, 144a4 73415 
9. 1 -0. 11423 92326 83199 0. 2 3243 07450 0. 16532 29129 
9. 2 -0. 13674 a3707 64a64 0. 21740 a6550 o. 1a401 11218 
9. 3 -0. 15765 51899 43403 0. 20041 39278 0. 2 0075 49594 
9, 4 -0. 1 7677 1 5727 51508 0. 1 a1 63 2 2040 o. 21541 6 7225 

9. 5 -0. 19392 a7476 a7422 o. 1 6126 4430a o. 227a7 91542 
9. 6 -0. 20897 87183 68872 o. 1 3952 48117 0. 2 3804 63875 
9. 7 -0. 22179 54820 31723 o. 11663 a6479 0. 24584 46a7a 
9. a -0. 23227 60275 79367 o. 092a4 00911 0. 2 5122 29849 
9. 9 -0. 24034 11055 34760 o. 06a36 9a323 0. 25415 31929 

10. 0 -0. 24593 57644 5134a 0. 04347 2 7462 0. 25463 03137 

[< 1i)4] [< -84)4] [C -:)4] 
2n 

Jn+ l(X) =- J,.(x) - Jn-l(X) 
X 
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BESSEL FUNCTIONs-ORDERS 0, 1 AND 2 Table 9.1 

X Yo(x) YI (X) Y2(X) 
5, 0 -0. 30851 76252 0. 14786 31434 o. 36766 288 
5, 1 -0. 32160 24491 o. 11373 64420 0, 36620 498 
5, 2 -0. 33125 09348 0. 07919 03430 0. 3617 0  876 
5. 3 -0. 33743 7301 1 0. 04454 76191 o. 35424 772 
5, 4 -0. 34016 78783 +0. 01 012 72667 o. 34391 872 

5, 5 -0. 33948 05929 -0. 02375 82390 o. 33084 123 
5, 6 -0. 33544 41812 -0. 05680 56144 o. 31515 646 
5, 7 -0. 3281 5 71408 -0. 08872 33405 o. 29702 614 
5, 8 -0. 31774 64300 -0. 11923 41135 0. 27663 122 
5. 9 -0. 30436 59300 -0. 14807 71525 o. 25417 029 

6. 0 -0. 28819 46840 -0. 17501 03443 0. 22985 790 
6, 1 -0. 26943 49304 -0. 19981 22045 0. 20392 273 
6, 2 -0. 24830 99505 -0. 22228 36406 0, 17660 555 
6. 3 -0. 22506 17496 -0. 24224 95005 0. 14815 715 
6. 4 -0. 19994 85953 -0. 25955 98934 0. 1 1883 613 

6, 5 -0. 17324 24349 -0. 27409 12740 0. 08890 666 
6, 6 -0. 14522 62172 -0. 28574 72791 0, 05863 613 
6, 7 -0. 11619 1 1427 -0. 29445 93130 +0. 02829 284 
6. 8 -0. 08643 38683 -0. 30018 68758 -0. 00185 639 
6. 9 -0. 05625 36922 -0. 30291 76343 -0. 03154 852 

7, 0 -0. 02594 97440 -0. 30266 72370 -0. 06052 661 
7, 1 +0. 00418 17932 -0. 29947 88746 -0. 08854 204 
7. 2 0. 03385 04048 -0. 29342 25939 -0. 1 1535 668 
7. 3 o. 06277 38864 -0. 28459 43719 -0. 14074 495 
7. 4 0. 09068 08802 -0. 27311 49598 -0. 1 6449 573 

7, 5 o. 11731 32861 -0. 25912 85105 -0. 18641 422 
7. 6 0. 14242 85247 -0. 24280 10021 -0. 20632 353 
7. 7 0. 1 6580 16324 -0. 22431 84743 -0. 22406 617 
7.  8 0. 18722 71733 -0. 20388 5 0954 -0. 23950 540 
7. 9 o. 20652 09481 -0. 18172 10773 -0. 25252 628 

8, 0 0. 22352 14894 -0. 15806 04617 -0. 26303 660 
8, 1 0. 2 3809 13287 -0. 13314 87960 -0. 27096 757 
8, 2 o. 25011 80276 -0. 1 0724 07223 -0. 27627 430 
8, 3 0. 2 5951 49638 -0. 08059 75035 -0. 27893 605 
8, 4 0. 26622 18674 -0. 05348 45084 -0. 27895 627 

8, 5 0. 27020 51054 -0. 02616 86794 -0. 27636 244 
8, 6 o. 2 7145 77123 +0. 00108 39918 -0. 27120 562 
8. 7 0. 26999 91703 o. 02801 09592 -0. 26355 987 
8. 8 0. 26587 49418 0, 05435 55633 -0. 25352 1 40 
8,  9 o. 25915 57617 0. 07986 93974 -0. 24120 758 

9, 0 o. 24C'" ' 3  66983 0. 1 0431 45752 -0. 22675 568 
9, 1 o. 2 3833 59921 0. 12746 58820 -0. 21032 1 51 
9. 2 0. 22449 36870 0. 1 4911 27879 -0. 192 07 786 
9. 3 0. 20857 00676 0. 1 6906 13071 -0. 17221 280 
9. 4 0. 19074 39189 0. 1 8713 56847 -0. 15092 782 

9, 5 o. 1 7121 06262 o. 2 0317 98994 -0. 12843 591 
9, 6 0. 15018 01353 0. 21705 89660 -0. 1 0495 952 
9, 7 0. 12787 47920 o. 22866 00298 -0. 08072 839 
9, 8 0, 1 0452 70840 0, 2 3789 32421 -0. 05597 744 
9. 9 o. 08037 73052 o. 24469 24113 -0. 03094 449 

1 0. 0 o. 05567 11673 o. 24901 54242 -0. 00586 808 

[< -:)4] [<-:)4] [<-:)4] 
2n 

Yn+ I(X) =- Yn(x) - Yn- I (X) 
X 
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Table 9.1 BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, l AND 2 

X Jo(x) Jt (x) h(x) 
10. 0 -0. 24593 57644 51348 0. 04347 27462 o. 25463 03137 
10. 1 -0. 24902 96505 80910 +0. 01839 55155 o. 2526 7 23269 
10. 2 -0. 24961 70698 54127 -0. 00661 57433 0. 24831 98653 
10. 3 -0. 24771 68134 82244 -0. 03131 78295 0. 24163 56815 
1 0. 4 -0. 24337 17507 14207 -0. 05547 27618 o. 23270 39119 

1 0. 5 -0. 23664 81944 62347 -0. 07885 00142 0. 22162 91441 
1 0. 6 -0. 22763 50476 2 0693 -0. 10122 86626 0. 20853 53000 
10. 7 -0. 21644 27399 23818 -0. 12239 94239 0. 19356 43429 
1 0. 8 -0. 20320 19671 12039 -0. 14216 65683 0. 1 7687 48248 
1 0. 9 -0. 18806 22459 63342 -0. 1 6034 96867 o. 15864 02851 

11. 0 -0. 1 7119 03004 07196 -0. 17678 52990 o. 13904 75188 
11. 1 -0. 15276 82954 35677 -0. 19132 82878 o. 11829 47301 
11. 2 -0. 13299 19368 59575 -0. 20385 31459 0. 09658 95894 
11. 3 -0. 11206 84561 09807 -0. 21425 50262 0. 07414 72125 
1 1. 4 -0. 09021 45002 47520 -0. 22245 05864 o. 05118 80816 

11. 5 -0. 06765 39481 11665 -0. 22837 86207 o. 02793 59271 
11. 6 -0. 04461 56740 94438 -0. 2 3200 04746 +0. 00461 55923 
11. 7 -0. 02133 12813 88500 -0. 23330 02408 -0. 01854 91017 
11. 8 +0. 00196 71733 06740 -0. 23228 47343 -0. 041 33 74673 
11. 9 0. 02504 94416 99590 -0. 22898 32497 -0. 06353 40215 

12. 0 0. 04768 93107 96834 -0. 22344 71045 -0. 08493 04949 
12. 1 0. 06966 67736 06807 -0. 21574 89734 -0. 10532 77609 
12. 2 0. 09077 01231 70505 -0. 20598 20217 -0. 12453 76677 
12. 3 0. 11079 79503 07585 -0. 19425 88480 -0. 14238 47549 
12. 4 0. 12956 1 0265 17502 -0. 18071 02469 -0. 15870 78405 

12. 5 0. 14688 40547 00421 -0. 1 6548 38046 -0. 17336 14634 
12. 6 0. 16260 72717 45511 -0. 14874 23434 -0. 18621 716 75 
12. 7 0. 17658 78885 61499 -0. 1 3066 22290 -0. 19716 46175 
12. 8 0. 18870 1 3547 80683 -0. 11143 15593 -0. 20611 25359 
12. 9 0. 19884 24371 36331 -0. 09124 82522 -0. 21298 94530 

13. 0 0. 20692 61 023 77068 -0. 07031 80521 -0. 21774 42642 
13. 1 0. 21288 81975 22060 -0. 04885 24733 -0. 22034 65904 
13. 2 0. 21 668 59222 58564 -0. 02706 67028 -0. 22078 69378 
13. 3 0. 21829 80903 19277 -0. 00517 74806 -0. 21907 66588 
13. 4 0. 21772 51787 31184 +0. 01659 90199 -0. 21524 77131 

13. 5 0. 21498 91658 80401 0. 03804 92921 -0. 20935 22337 
1 3. 6 0. 21013 31613 69248 o. 05896 45572 -0. 2 0146 19030 
13. 7 0. 20322 08326 33007 0. 07914 27651 -0. 19166 71443 
13. 8 0. 19433 56352 1 5629 o. 09839 0516 7 -0. 18007 61400 
13. 9 0, 18357 98554 57870 o. 11652 48904 -0. 1 6681 36842 

14. 0 0. 1 7107 34761 1 0459 0. 1 3337 51547 -0. 15201 98826 
1 4. 1 0. 15695 28770 32601 0. 14878 43513 -0. 13584 87137 
14. 2 0. 14136 93846 57129 o. 16261 07342 -0. 11846 64643 
14. 3 0. 1 2448 76852 83919 0. 17472 90520 -0. 10005 00556 
14. 4 0. 10648 41184 90342 0. 18503 1 6616 -0. 08078 52766 

14. 5 0. 08754 48680 10376 0. 19342 94636 -0. 06086 49420 
1 4. 6 0. 06786 40683 2 3379 0. 19985 26514 -0. 04048 69928 
14. 7 0. 04764 1 8459 01522 0. 20425 12683 -0. 01985 25577 
14. 8 0. 02708 23145 85872 0. 20659 55672 +0. 00083 60053 
14. 9 +0. 00639 15448 90853 o. 20687 61718 0. 02137 70688 

15. 0 -0. 01422 44728 26781 0. 2 0510 40386 0. 04157 1 6780 
[( 1i)3] [(-:)3] [

( -:)3] 
2n Jn+ ! (X) =- Jn(X) -Jn- !(X) X 
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BESSEL FU�CTION S-ORD ERS 0, I AND 2 Table 9.1 

X Yo(x) YJ (X) Y2(X) 
1 0, 0 o. 0556 7 116 73 0. 24901 54242 -0. 00586 808 
1 0. 1 0, 03065 7380 6 0. 25084 44363 +0. 01901 478 
1 0, 2 +0. 00558 52273 0. 25018 58292 o. 04347 082 
1 0. 3 -0. 01929 78497 0, 24706 99395 o. 06727 260  
1 0, 4 -0. 04374 86190 0, 24155 05610 o. 09020 065 

1 0. 5 -0. 06753 03725 0. 2 3370 42284 0. 11204 546 
1 0, 6 -0. 09041 51548 0. 22362 92892 0. 13260 936 
1 0. 7 -0. 11218 58897 o. 21144 47763 0. 15170 828 
1 0. 8 -0. 13263 83844 o. 19728 90905 0. 16917 340 
1 0. 9 -0, 1 5158 31932 o.  18131 85097 0. 18485 2 64 

11. 0 -0. 1 6884 73239 0, 16370 55374 0. 19861 197 
11 . 1 -0. 18427 5771 6 o. 14463 71102 o. 21033 651 
11. 2 -0. 19773 286 75  0, 1 2431 26795 o. 21993 156  
11. 3 -0. 20910 34295 0, 1 0294 21889 0. 2 2732 329 
11. 4 -0, 21829 37073 0. 08074 39654 o. 23245 932 

11 . 5 -0, 2 2 52 3  21117  0, 05794 25471 0. 23530 908 
11.  6 -0. 22986 97260 0. 03476 64663 0. 23586 394 
11. 7 -0, 23218 05930 +0.  01144 60113 o.  23413 718 
11. 8 -0. 23216 17790 -0.  01178 90120 o .  23016 364 
11. 9 -0. 22983 32139 -0. 0 3471 1 4983 o. 22399 935 

12. 0 -0. 22523  73126 -0, 05709 92183 o. 21572 078 
1 2. 1 -0, 21843 83806 -0. 07873 69315 o. 2 0542 401 
12, 2 -0. 2 0952 18128 -0. 09941 84171 0. 19322 371 
12. 3 -0. 19859 30946 -0. 11894 84033 0. 17925 1 89 
12. 4 -0. 1 8577 66153  -0. 1 3714 43766 o. 1 6365 655 

12. 5 -0. 17121 43068 -0. 15383 82565 0. 1 4660 019 
12. 6 -0. 15506 41238 -0, 1 6887 79186 0. 12825 810 
12. 7 -0. 13749 83780 -0. 18212 85528 0. 10881 672 
12. 8 -0, 11870 19463 -0. 19347 38454 o. 08847 166 
12. 9 -0. 09887 03702 -0. 2 0281 69743 o. 06742 588 

13. 0 -0. 07820 78645 -0. 21008 14084 0, 04588 765 
13. 1 -0. 05692 5 2 ' 68 -0. 21521 15060 o. 02406 854 
13. 2 -0. 03523 78771 -0. 21817 29066 +0. 00218 138 
13. 3 -0. 01336 34191 -0. 2189 5  27145 -0. 01956 180 
13. 4 +0. 00848 02072 -0.  21755 94728 -0. 04095 177 

13. 5 0, 03007 7 0090 -0. 21402 29303 -0.  06178 411 
13 . 6 o. 05121 50115 -0. 2 0839 36044 -0. 08186 1 1 3  
13. 7 o. 07168 83040 -0. 20074 21453 -0. 1 0099 373 
13. 8 0, 09129 90143 -0.  19115 85095 -0.  11900 315 
13. 9 o. 1 0985 91895 - 0. 1 7975 09511 -0. 1 3572 2 64 

14. 0 o. 1 2719 2 5686 -0. 1 6664 48419 -0. 15099 897 
14, 1 o. 14313 62286 -0. 15198 13335 -0. 16469 386 
1 4. 2 0, 15754 2 0895 -0. 13591 58742 -0. 17668 517  
14, 3 0. 17027  82640 -0. 11861 6596 7 -0. 1 8686 800 
14. 4 0, 1 8123 02411 -0. 1 0026 25924 -0. 19515 560 

14, 5 0, 19030 18912 -0. 08104 2 0909 -0. 20148 011  
14, 6 0. 19741 62858 -0. 06115 05609 -0. 20579 307 
14. 7 0. 2 0251 63238 -0. 04078 87536 -0. 20806 581 
14. 8 0, 2 0556 51604 -0. 02016 07059 -0. 2 0828 958 
1 4. 9 0, 2 0654 64347 +0. 00052 82751 -0. 20647 553 

15. 0 0, 20546 4296G o. 02107 36280 -0. 20265 448 [( -:)3] [( -:)3] [(-:)3] 
2n Yn+ J (X) =- Yn(X) - Yn- ! (X) X 
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Table 9.I BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, I AND 2 

X Jo(x) Jt (x) J2(x) 
15. 0 -0. 01422 44728 2 6781 0. 20510 40386 0. 04157 16780 
15, 1 -0, 03456 18514 55565 0. 20131 02204 0. 06122 54568 
15. 2 -0. 05442 07968 44039 0. 19554 54359 o. 08015 04595 
15. 3 -a. a736a 75449 51123 a. 18787 94498 o. a9816 695a2 
15. 4 -a. a9193 62278 62321 o. 17840 02717 0. 1151a 5a943 

15. 5 -a. 10923 a65a9 aao5o 0. 16721 318a4 0. 1308a 65451 
15. 6 -a. 12 532 5964a 22481 a. 15443 95871 a. 14512 59111 
15. 7 -a. 140a7 a2118 29049 a. 14a21 57469 a. 15793 2 09a4 
15. 8 -a. 15332 57477 6a686 a. 12469 13334 a. 1691a 946a8 
15. 9 -a. l6497 04994 85671 a.la8a2 789a1 a. 17855 89133 

16. a -a. 17489 9a739 83629 o. 09039 71757 0, 18619 87209 
16. 1 -0. 18302 36924 65310 a. a1191 94186 a. 19196 52352 
16, 2 -a. 18927 49469 77945 a. a5296 14991 a. 19581 34a37 
16, 3 -0. 19360 23723 28377 a. 03353 50765 0. 19771 71056 
16. 4 -0. 19 597 48287 91007 +a. 01389 46807 0. 19766 93020 

16. 5 -a. 19638 a6929 36861 -o. aa576 42137 a. 19568 200a4 
16. 6 -0. 19482 78558 05566 -0. 02524 71116 0. 19178 6a351 
16. 7 -a. 19134 35295 25189 -0. 04436 24aa8 0, 18603 a6671 
16, 8 -0. 18597 38653 47601 -0. 06292 32177 a. 17848 300&1 
16. 9 -0. 17878 33878 91219 -0. 08074 92543 o. 16922 72631 

17. 0 -0. 16985 42521 51184 -0, 09766 84928 0. 15836 38412 
17. 1 -0. 15928 53315 32265 -0. 11351 88483 0. 146aa 82733 
17. 2 -0. 14719 11467 66a3o -0. 12814 97057 a. l3229 aa182 
17. 3 -0. 1337a a6470 75764 -a. 14142 33355 o. 11735 11285 
17. 4 -0. 11895 58563 36348 -0. 15321 61760 a. 10l34 48016 

17. 5 -0. 1 0311 a3982 28686 -a. 16341 99694 o. a8443 38303 

[C!�2J [C�f)2J [C�f)2J 
2n Jn+t (x)=- Jn(x) -Jn-t (x) 

X 

Table 9.I BESSEL FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE OF ORDERS 0, I AND 2 

Jn(x)=Mn(x) COS On(x) Yn (x) =�H"n(x) sin On(x) 

x-1 x�Mo(x) Oo(x) �x x! M1 (x) Ot (x) -x xlMz(x) 82(x) -x <x> 
0. 10 o. 79739 375 -0. 79783 499 o. 79936 575 -2. 31885 508 0. 80542 555 -3. 73985 605 10 
o. 09 o. 79748 584 -0. 79660 186 o. 79908 654 -2. 32256 201 o. 80398 367 -3. 75850 527 11 
o. 08 o. 79756 868 -0. 79536 548 o. 79883 586 -2. 32627 732 o. 80269 711 -3. 77717 539 13 
o. 07 a. 79764 214 -0. 79412 617 a. 79861 398 -2. 33000 016 o. 80156 472 -3. 79586 377 14 
o. 06 o. 79770 609 -0. 79288 426 o. 79842 116 -2. 33372 965 0. 80058 549 -3. 81456 786 17 

0, 05 a. 79776 040 -0. 79164 009 o. 79825 761 -2. 33746 488 o. 79975 851 -3. 83328 521 20 
a. 04 o. 79780 498 -0. 79039 402 o. 79812 353 -2. 34120 495 o. 79908 299 -3. 85201 346 25 
0. 03 o. 79783 975 -0. 78914 641 o. 79801 908 -2. 34494 891 o. 79855 829 -3. 87075 034 33 
0, 02 o. 79786 463 -0. 78789 764 o. 79794 438 -2. 34869 580 o. 79818 387 -3. 88949 363 50 
0. 01 0. 79787 957 -0, 78664 81a 0. 79789 952 -2. 35244 465 o. 79795 937 -3. 90824 117 1 00 

o. 00 o. 79788 456 -0. 78539 816 o. 79788 456 -2. 35619 449 o. 79788 456 -3. 92699 082 00 

[<-:) 1] [<�J)4] [C-f)4J [< -:) 1] [<-g)2] [ C-f)3J 
<x>=nearest integer to x. 



X 
o. 0 
0. 1 
o. 2 
o. 3 
o. 4 

o. 5 
o. 6 
o. 7 
o. 8 
o. 9 

1. 0 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

BESSEL FUNCTIONS-ORDERS O, l AND 2 Table 9.1 

.r Yo(J�) Yt (x) Y2(:c) 
15. 0 0. 20546 42960 o. 02107 36280 -0. 20265 448. 
15. 1 o. 20234 32292 0. 04127 35340 -0. 19687 654 
15. 2 0. 19722 76821 0, 06093 08736 -0. 18921 046 
15. 3 0. 19 018 15001 0, 07985 51269 -0. 17974 292 
15. 4 0. 18128 71741 0. 09786 41973 -0. 16857 754 

15. 5 o. 17064 49112 0. 11478 61425 -0. 15583 380 
15. 6 0. 15837 15368 0. 13046 07959 -0. 14164 579 
15. 7 0. 14459 92412 0, 14474 12638 -0. 12616 086 
15. 8 0. 12947 41833 0, 15749 52835 -0. 1 0953 807 
15. 9 0. 11315 49657 0. 16860 64314 -0. 09194 661 

16. 0 o. 09581 09971 0. 17797 51689 -0. 07356 410 
16. 1 0. 07762 07587 o. 18551 97173 -0. 05457 483 
16. 2 0, 05876 99918 0. 19117 67538 -0. 03516 792 
16. 3 o. 03944 98249 0. 19490 19240 -0. 01553 548 
16. 4 0. 01985 48596 0. 19667 01648 +0. 00412 931 

16. 5 +0. 00018 12325 0. 19647 58378 0. 02363 402 
16. 6 -0. 01937 53254 0. 19433 26715 0. 04278 890 
16. 7 -0. 03862 14147 0. 19027 35142 o. 06140 866 
16. 8 -0. 05736 78596 0, 18434 99015 0. 07931 428 
16. 9 -0. 07543 15476 0. 17663 14431 0. 09633 468 

17. 0 -0. 09263 71984 o. 16  720 50361 0. 11230 838 
17. 1 -0. 10881 90473 0. 15617 39131 0. 12708 500 
17. 2 -0. 12382 24237 0. 14365 65362 0. 14052 667 
17. 3 -0. 13750 52134 0. 12978 53467 0. 15250 930 
17. 4 -0. 14973 91883 0. 11470 53859 0, 16292 372 

17. 5 -0. 16041 11925 0. 09857 27987 0. 17167 666 [ C-j)2] [C-j)2] [ C-:)2] 
2n Yn+t (x) =- Yn (x) - Yn- t (x) 

X 

Table 9.1 

BESSEL FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR SMALL ARGUMENTS 

]t (x) h (x) X 

-0. 07380 430 -0. 63661 977 1. 0 
-0. 07202 984 -0. 63857 491 1. 1 
-0. 06672 574 -0. 64437 529 1. 2 
-0. 05794 956 -0. 65382 684 1. 3 
-0. 04579 663 -0. 66660 964 1. 4 

-0. 03039 904 -0. 68228 315 1. 5 
-0. 01192 435 -0. 70029 342 1. 6 
+0. 00942 612 -0. 71998 221 1. 7 

0. 03341 927 -0. 74059 789 1 . 8 
0. 05979 263 -0. 76130 792 1, 9 

0. 08825 696 -0. 78121 282 2. 0 [C -:)4] [(-j) 5] 
2 Yo(x) =]l (;r) +- Jo(x) In :c ?I" 

ft (x) h(x) 
0. 08825 696 -0. 78121 282 
0. 11849 917 -0. 79936 142 
0. 15018 546 -0. 81476 705 
0. 18296 470 -0. 82642 473 
0. 21647 200  -0. 83332 875 

o. ;a5033 233  -0. 83449 074 
0. 28416 437 -0. 82895 780 
o.  31758 436 -0. 81583 036 
0. 35020 995 -0. 79427 978 
0. 38166 415 -0. 76356 508 

o. 41157 912 -0. 72304 896 [C -:)2] [ (-:) 1] 
Yt (x) =! ]2(x)+� J1 (x) ln x 

X 1r 

397 
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Table 9.2 BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-9 

J: h(:r) J4(1') J5 (.t) h(:l') h (:r) Js(.c) Jg(:t) 
o.o o.oooo o.oooo 0,0000 0.0000 0.0000 0,0000 0,0000 
0.2 � -4� 1.6625 � -6� 4.1583 � -8� 8.3195 � -9� 1.3869 � -11� 1.9816 � -13� 2 ,4774 r"l '·

7530 
0.4 -3 1 .3201 -5 6,6135 -6 2.6489 -8 8.8382 - 9 2.5270 -11 6.3210 -12 1.4053 
0. 6 � -3� 4.3997 � -4� 3.3147 � -5� 1. 9948 � -7) 9.9956 � - 8� 4.2907 � - 9) 1.6110 -11� 5.3755 
0. 8 -2 1 .0247 -3 1.0330 -5 8.3084 -6) 5.5601 - 7 3.1864 - 8) 1.5967 -10 7.1092 

1.0 -2� 1.9563 -3 2.4766 � -4� 2.4976 � -5� 2. 0938 - 6� 1 .5023 - 8� 9,4223 f T'"" 1.2 -2 3,2874 -3 5.0227 -4 6.1010 -5 6.1541 - 6 5.3093 - 7 4, 0021 - 8 2.6788 
1 .4 -2� 5.0498 -3 9,0629 ( -3 1.2901 ( -4 1.5231 - 5� 1 .5366 - 6 1.3538 - 7 1.0587 
1.6 -2 7.2523 -2 1.4995 � -3� 2.4524 ( -4� 3.3210 - 5 3. 8397 - 6� 3,8744 � - 7 3.4687 
1 .8 -2 9.8802 -2 2..3197 -3 4.2936 ( -4 6. 5690 - 5} 8.5712 - 6 9, 7534 - 7 9.8426 

2.0 0 .12894 

( -T·"" rr·"" -3� 1.2024 - 4) 1.7494 ( - 5� 2 ,2180 - 6) 2 .492 3 
2.2 0,16233 -2 4.7647 -2 1.0937 -3 2.0660 - 4) 3.3195 r , 

4.64>4 - T .7SJS 
2.4 0,19811 -2 6.4307 -2 1.6242 -3� 3.3669 - 4� 5.9274 - 5� 9. 0756 - 5 1.2300 
2 .6 0,23529 1 -2 8.4013 -2

� 
2 .3207 -3 5.2461 - 3 1 .0054 - 4 1. 6738 - 5 2. 4647 

2.8 0.27270 -1 1.0667 -2 3.2069 -3) 7.8634 - 3 1.6314 - 4 2.9367 - 5 4.6719 

3.0 0.30906 0.13203 � -2� 4.3028 � -2� 1.1394 �- 3� 2 .5473 �- 4� 4.9344 � - 5 8.4395 
3,2 0.34307 0.15972 -2 5.6238 -2 1.6022 - 3 3.8446 - 4 7,9815 - 4 1.4615 
3.4 0.37339 0.18920 � -2) 7.1785 � -2 � 2,1934 3) 5.6301 3� 1.2482 - 4 2.4382 
3. 6 0,39876 0.21980 -2� 8.9680 -2 2.9311 � - 3� 8,0242 � - 3 1.8940 � - 4 3.9339 
3.8 0.41803 0.25074 -1 1.0984 -2 3.8316 - 2 1.1159 - 3 2.7966 - 4 6.1597 

4. 0 0 .43017 0,28113 0.132 09 _,�" .," � - 2 1.5176 - 3 4. 0287 r 4 9.3860 
4.2 0,43439 0.31003 0.15614 -2 6.1725 - 2 2.0220 - 3 5.6 739 - 3 1.3952 
4. 4 0.43013 0.33645 0.18160 -2 7.6279 � - 2 2.6433 - 3 7.8267 - 3 2.0275 
4. 6 0,41707 0.35941 0.20799 -2 9.2745 - 2 3.3953 - 2 1. 0591 - 3 2.8852 
4. 8 0.39521 0.37796 0.23473 -1 1,1105 - 2 4.2901 - 2 1.4079 - 3 4.0270 
5.0 0.36483 0.39123 0.26114 0.13105 - 2 5.3376 - 2 1.8405 - 3 5,5203 
5,2 0.32652 0.39847 0.28651 0,15252 - 2 6. 5447 - 2 2. 3689 - 3 7.4411 
5.4 0 .28113 0.39906 0.31007 0.17515 - 2 7.9145 - 2 3. 0044 - 3 9, 8734 
5.6 0,22978 0.39257 0.33103 0.19856 - 2 9.4455 - 2 3. 7577 - 2 1.2907 
5.8 0.17382 0.37877 0,34862 0,22230 1 1.1131 - 2 4. 6381 - 2 1,6639 
6. 0 0,11477 0.35764 0.36209 0.24584 0.12959 ·- 2 5.6532 - 2� 2.1165 
6. 2 +0. 05428 0.32941 0,37077 0.26860 0.14910 - 2 6. 8077 - 2 2.6585 
6. 4 -0. 00591 0.29453 0.37408 0.28996 0.16960 2 8.1 035 2� 3.2990 
6.6 -0.06406 0.25368 0.37155 0.30928 0.19077 - 2 9. 5385 - 2 4. 0468 
6.8 -0.11847 0,20774 0.36288 0.32590 0.21224 - 1 1.11 07 - 2 4.9093 

7 . 0 -0.16756 0.15780 0.34790 0,3392 0 0.23358 0,12797 - 2 5.8921 
7.2 -0.20987 0.10509 0.32663 0.34857 0.25432 0,14594 - 2 6,9987 
7. 4 -0.24420 +0. 05097 0,29930 0.35349 0. 27393 0, 16476 - 2 8, 2300 
7.6 - 0.26958 -0.00313 0.2 6629 0.35351 0,29188 0,18417 - 2 9.5839 
7.8 -0.28535 -0,05572 0.22820 0.34828 0.30762 0,20385 - 1 1.1054 
8.0 -0.29113 -0.10536 0.18577 0.33758 0.32059 0.22345 0.12632 
8.2 -0.28692 -0.15065 0.1 3994 0.32131 0.33027 0.24257 0.14303 
8.4 -0.27302 -0.19033 0.09175 0.29956 0.33619 0.26075 0.16049 
8.6 -0.25005 -0.22326 +0.04237 0.27253 0.33790 0.27755 0.17847 
8.8 -0.21896 -0.24854 -0. 00699 0.24060 0. 33508 0.29248 0.19670 
9, 0 -0.18094 -0.26547 -0.055 04 0.20432 0.32746 0,30507 0.21488 
9.2 -0.13740 -0.27362 -0.10 053 0.16435 0.31490 0. 31484 0.23266 
9.4 -0.08997 -0.27284 -0,14224 0.12152 0.29737 0.32138 0.24965 
9.6 -0.04034 -0.26326 -0.17904 0.07676 0,27499 0.32427 0.26546 
9.8 +0.00970 -0.24528 -0.20993 +0.03107 0,24797 0.32318 0,27967 

10.0 0,05838 -0.21960 -0.23406 -0.01446 0.21671 0, 31785 0.29186 
Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel functions, Part II. Func-
tions of positive integer order, Mathematical Tables, vol. X (Cambridge Univ. Press, Cambridge, Eng-
land, 1952) and Mathematical Tables Project, Table of .fn(x) = n ! (�.r) -nJn(E) . J. Math. Phys. 23, 45-60 
(1944) (with permission) . 



X Y3(X) 

o.o - oo  
0.2 

!
r

·
"

82 
0.4 1 -8.1202 
0.6 1 -2.4692 
0.8 1 -1.0815 
1.0 -5.8215 1.2 -3.5899 1.4 -2.4420 1.6 -1.7897 1.8 -1.3896 
2.0 -1.1278 2.2 -0.94591 2.4 -0.81161 2.6 -0.70596 
2.8 -0.61736 
3.0 -0.53854 
3.2 -0.46491 3.4 -0.39363 3.6 -0.32310 3.8 -0.25259 
4.0 -0.18202 4.2 -0.11183 4.4 -0.04278 4.6 +0.02406 
4.8 0.08751 
5.0 0.14627 5.2 0.19905 5.4 0.24463 5.6 0.28192 
5.8 0.31001 
6. 0 0.32825 6.2 0.33622 
6.4 0.33383 6.6 0.32128 6.8 0.29909 
7. 0 0.26808 7.2 0.22934 7.4 0.18420 7.6 0.13421 7.8 0.081 06 
8.0 +0.02654 8.2 -0.02753 8.4 -0.07935 
8.6 -0.12723 8.8 -0.16959 
9.0 -0.20509 9.2 -0.23262 9.4 -0.25136 9.6 -0.26079 9.8 -0.26074 
10.0 -0.25136 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

Y4(x) 

- 00 

n
-1.9162 3 -1.2097 

2 -2.4302 
1 -7.8751 � 1� -3.3278 
1 -1.6686 
-9.4432 
-5.8564 
-3.9059 
-2.7659 
-2.0603 
-1.6024 
-1.2927 
-1.0752 
-0.91668 
-0.79635 
-0.70092 -0.62156 -0.55227 
-0.48894 -0.42875 
-0.36985 -0.31109 
-0.25190 
-0.19214 
-0.13204 
-0.07211 
-0.01310 
+0.04407 
0.09839 
0.14877 
0.19413 
0.23344 0.26576 
0.29031 
0.30647 
0.31385 0.31228 
0.30186 
0.28294 
0.25613 
0.22228 
0.18244 
0.13789 
0.09003 
+0.04037 -0.00951 -0.05804 
-0.10366 
-0.14495 

BESSEL FUNCTIONS-oRDERS 3-9 

Ys(x) 
- 00 

!
'l -7.6586 4 -2.4114 
3� -3.2156 
2 -7.7670 
2 -2.6041 
2 -1.0765 1 -5.1519 
1 -2.7492 
1 -1.5970 
-9.9360 
-6.5462 
-4.5296 -3.2716 
-2.4548 
-1.9 059 
-1.5260 -1.2556 
-1. 0581 -0.91009 
-0.79585 -0.70484 
-0.62967 -0.56509 
-0.50735 
-0.45369 -0.40218 
-0.35146 
-0.30063 
-0.24922 
-0.19706 
-0.14426 
-0.09117 -0.03833 +0.01357 
0. 06370 
0.11119 
0.15509 
0.19450 0.22854 
0.25640 
0.27741 
0.29104 
0.29694 
0.29495 
0.28512 
0.26773 0.24326 0.21243 
0.17612 
0.13540 

Y6(X) 

- oo  

n
-3.8274 5 -6.0163 

4 -5.3351 
3) -9.6300 
3 -2.5708 2 -8.8041 
2 -3.5855 
2 -1.6597 1 -8.4816 

n
-4.6914 

1 -2.7695 1 -1.7271 1 -1.1290 
-7.6918 
-5.4365 
-3.9723 
-2.9920 
-2.3177 
-1.8427 
-1.5007 
-1.2494 
-1.0612 -0.91737 
-0.80507 
-0.71525 
-0.64139 -0.57874 
-0.52375 
-0.47377 
-0.42683 
-0.38145 
-0.33658 
-0.29151 -0.24581 
-0.19931 
-0.15204 -0.1 0426 
-0.05635 -0.00886 
+0.03756 
0.08218 
0.12420 
0.16284 0.19728 
0.22677 0.25064 
0.26830 0.27932 
0.28338 
0.28035 

Y7(X) 

- oo  

n
-2.2957 7 -1.8025 

6 -1.0638 
5) -1.4367 
4 -3.0589 3 -8.6964 
3 -3.0218 
3 -1.2173 2 -5.4947 
2 -2.7155 
2 -1.4452 
1 -8.1825 
1 -4.8837 
1 -3.0510 

� 1� -1.9840 1 -1.3370 
-9.3044 
-6.6677 
-4.9090 
-3.7062 
-2.8650 
-2.2645 -1.8281 
-1.5053 
-1.2629 -1.0780 -0.93462 
-0.82168 
-0.73099 
-0.65659 
-0.59403 -0.53992 -0.49169 -0.44735 
-0.40537 -0.36459 
-0.32416 
-0.28348 -0.24217 
-0.20006 
-0.15716 
-0.11361 
-0.06973 
-0.02593 
+0.01724 0.05920 
0.09925 0.13672 0.17087 
0.20102 

Ys(x) 

- 00 

n
-1.6066 8 -6.3027 

7 -2.4769 
6 -2.5046 

l 

5 -4.2567 5 -1.0058 
4 -2.9859 
4 -1. 0485 
3 -4.1889 
3 -1.8539 2 -8.9196 
2 -4.6004 2 -2.5168 
2 -1.4486 
1 -8.7150 1 -5.4522 1 -3.5320 1 -2.3612 1 -1.6243 
1) -1.1471 -8.3005 
-6.1442 -4.6463 
-3.5855 
-2.8209 -2.2608 
-1.8444 
-1.5304 
-1.2907 
-1.1052 
-0.95990 
-0.84450 -0.75147 -0.67521 
-0.61144 
-0.55689 
-0.50902 -0.46585 -0.42581 
-0.38767 
-0.35049 
-0.31355 
-0.27635 -0.23853 
-0.19995 
-0.16056 -0.12048 
-0. 07994 
-0.03928 
+0.00108 

399 

Table 9.2 

Y!J(X) 

- oo  

rr
l.2850 10 -2.5193 

8 -6.5943 
7 -4.9949 

l 

6 -6.7802 6 -1.3323 
5 -3.382$ 
5 -1.0364 4 -3.6685 
4 -1.4560 
3 -6.3425 3 -2.9851 
3 -1.5000 2 -7.9725 
2 -4.4496 2 -2.5924 2 -1.5691 1 -9.8275 
1 -6.3483 
1 -4.2178 1 -2.8756 1 -2.0078 1 -1.4333 1 -1.0446 
-7.7639 -5.8783 
-4.5302 
-3.5510 -2.829'5 
-2.2907 
-1.8831 
-1.5713 -1.33011 -1.1414 
-0.992:20 
-0.87293 
-0.77643 
-0.69726 -0.63128 
-0.57528 
-0.52673 
-0.48363 
-0.44440 -0.40777 
-0.37271 
-0.33843 
-0.30433 -0.26995 
-0.23499 
-0.19930 



400 BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

Table 9.2 BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-9 

X h(x) J4(x) Js(x) J6(:r) h (x) Js(x) Jg(x) 
10, 0 0. 05838 -0. 21900 -0. 23406 -0. 01446 o. 21671 o. 31785 0. 29186 
10. 2 0. 1 0400 -0. 18715 -0. 25078 -0. 05871 0. 18170 o. 30811 0. 30161 
10. 4 0. 14497 -0. 14906 -0. 25964 -0. 1 0059 0. 14358 o. 29386 0. 30852 
10. 6 0. 1 7992 -0. 10669 -0. 2 6044 -0. 13901 o. 10308 o. 27515 o. 31224 
1 0. 8 0. 2 0768 -0. 06150 -0. 25323 -0. 1 7297 o.  06104 o. 25210 o. 31244 

11. 0 o. 22735 -0. 01504 -0. 2 3829 -0. 20158 +0. 01838 o. 22497 o. 30886 
11. 2 0. 2 3835 +0. 03110 -0. 21614 -0. 22408 -0. 02395 0. 19414 0. 3 01 30  
11. 4 o. 24041 o. 07534 -0. 18754 -0. 23985 -0. 06494 0. 16010 o. 28964 
11. 6 o. 23359 0. 11621 -0. 15345 -0. 24849 -0. 10361 0. 12344 o. 27388 
11. 8 0. 21827 0. 15232 -0. 1 1500 -0. 24978 -0. 13901 0. 08485 o. 25407 

12. 0 0. 19514 0. 18250 -0. 07347 -0. 24372 -0. 17025 o. 04510 0. 23038 
12. 2 0. 1 6515 o. 2 0576 -0. 03023 -0. 23053 -0. 19653 +0. 00501 o. 20310 
12. 4 0. 12951 o. 22138 +0. 01331 -0. 21064 -0. 21716 -0. 03453 0. 17260 
12. 6 o. 08963 o. 22890 o. 05571 -0. 18469 -0. 23160 -0. 07264 0. 1 3935 
12. 8 0, 04702 o. 22815 o. 09557 -0. 15349 -0. 23947 -0. 10843 0. 1 0393 

13. 0 +0. 00332 o. 21928 0. 1 3162 -0. 11803 -0. 24057 -0. 14105 0. 06698 
13. 2 -0. 03984 o. 20268 0. 1 6267 -0. 07944 -0. 2 3489 -0. 1 6969 +0. 02921 
13. 4 -0. 08085 0. 1 7905 0. 18774 -0. 03894 -0. 22261 -0. 19364 -0. 00860 
13. 6 -0. 11822 0. 14931 o. 20605 +0. 00220 -0. 20411 -0. 21231 -0. 04567 
13. 8 -0. 1 5059 0. 11460 o. 21702 o. 04266 -0. 17993 -0. 22520 -0. 08117  

14. 0 -0. 1 7681 0. 07624 o. 22038  o .  0811 7  -0. 1 5080 -0. 2 3197 -0. 11431 
14. 2 -0. 19598 +0. 03566 o. 21607 0. 11650 -0. 11762 -0. 23246 -0. 14432 
14. 4 -0. 20747 -0. 00566 0. 20433 0. 14756 -0. 08136 -0. 22666 -0. 17048 
14. 6 -0. 21094 -0. 04620 0. 18563 0, 17335 -0. 04315 -0. 21472 -0. 19216 
14. 8 -0. 20637 -0. 08450 0. 1 6069 0. 19308 -0. 00415 -0. 19700 -0. 20883 

15. 0 -0. 19402 -0. 11918 0. 1 3046 o. 20615 +0. 03446 -0. 17398 -0. 22005 
15. 2 -0. 1 7445 -0. 14901 o. 09603 o. 21219 o. 07149 -0. 14634 -0. 22553 
15. 4 -0. 14850 -0. 17296 0. 05865 o. 211 05 0. 10580 -0. 11487 -0. 22514 
15. 6 -0. 11723 -0. 19021 +0. 01968 o. 20283 0, 13634 -0. 08047 -0. 21888 
15. 8 -0. 08188 -0. 20020 -0. 01949 0, 18787 0, 16217 -0. 04417 -0. 2 0690 

16, 0 -0. 04385 -0. 20264 -0. 05747 0. 16672 0. 1 8251 -0. 0 0702 -0. 18953 
16. 2 -0. 00461 -0. 19752 -0. 09293 0. 14016 0. 19675 +0. 02987 -0. 16725 
16. 4 +0. 0 3432 -0. 18511 -0. 1 2462 0. 10913 0. 2 0447 0. 0 6542 -0. 14065 
16. 6 o. 07146 -0. 16596 -0, 1 5144 o. 07473 0. 20546 o. 09855 -0. 11047 
16. 8 0. 1 0542 -0. 14083 -0. 1 7248 o. 03817 0. 19974 0. 12829 -0. 07756 

17. 0 0. 1 3493 -0. 11074 -0. 18704 +0. 00072 0. 18755 0. 1 5374 -0. 04286 
17. 2 0. 1 5891 -0. 07685 -0, 19466 -0. 03632 0, 1 6932 0. 17414 -0. 00733 
1 7. 4 0. 1 7651 -0. 04048 -0. 19512 -0. 07166 0. 14570 0. 18889 +0. 02799 
17. 6 0. 1 8712 -0. 00300 -0. 18848 -0. 10410 0. 11751 0. 1 9757 o. 06210 
17. 8 0. 1 9041 +0. 03417 -0. 1 7505 -0. 1 3251 o. 08571 0. 19993 0. 09400 

18. 0 0. 1 8632 o. 06964 -0. 1 5537 -0. 15596 o. 05140 0. 1 9593 0. 12276 
18. 2 0. 17510 0. 10209 -0. 1 3022 -0. 1 7364 +0. 01573 0. 1 8574 0. 14756 
18. 4 0. 15724 0. 13033 -0. 10058 -0. 18499 -0. 02007 0. 16972 0. 16766 
18. 6 0. 13351 o. 15334 -0. 0 6756 -0. 18966 -0. 05481 0. 14841 0. 18247 
18. 8 0, 10487 0. 1 7031 -0. 0 3240 -0. 18755 -0. 08731 0. 12253 0. 19159 

19. 0 o. 0 7249 0. 18065 +0. 00357 -0. 17877 -0. 11648 o. 09294 0, 19474 
19. 2 0. 0 3764 0. 1 8403 0, 03904 -0. 16370 -0. 14135 0. 06063 0. 19187 
19. 4 +0. 00170 0. 18039 o. 07269 -0. 14292 -0. 16110 +0. 02667 0. 18309 
19. 6 -0. 03 395 0. 16994 0. 10331 -0. 11723 -0. 1 7508 -0. 00783 0. 16869 
19. 8 -0. 06791 0. 15313 0. 1 2978 -0. 08759 -0. 18287 -0. 04171 0. 14916 

20. 0 -0. 09890 0. 1 3067 0. 15117 -0. 05509 -0. 18422 -0. 07387 0. 12513 
[< -:) 1] [<-;)1] [< -:) 1] [<-:)9] [< -5

4)8] [< -:)8] [<-:)8] 



X 
1 0. 0 
1 0, 2 
10. 4 
10. 6 
10. 8 

1 1. 0 
11. 2 
11. 4 
11. 6 
11. 8 

12. 0 
12. 2 
12. 4 
12. 6 
12. 8 

13. 0 
13. 2 
13. 4 
13. 6 
13. 8 

14. 0 
14. 2 
14. 4 
14. 6 
14. 8 

1 5. 0 
15. 2 
15. 4 
15. 6 
15. 8 

16. 0 
16. 2 
16. 4 
1 6. 6 
16. 8 

1 7. 0 
17. 2 
17. 4 
1 7. 6 
17. 8 

18. 0 
18. 2 
18. 4 
18. 6 
1 8. 8 

19. 0 
19. 2 
19. 4 
19. 6 
19. 8 

2 0. 0 

Y3(X) 
-0. 25136 
-0. 23314 
-0. 20686 
-0. 17359 
-0. 13463 

-0. 09148 
-0. 04577 
+0. 00082 
o. 04657 o. 08981 

0, 12901 
0. �6277 
0. 18994 
o. 20959 
o. 22112 

o. 22420 
0. 21883 
0. 20534 
0. 18432 
0. 15666 

0. 12350 
0, 08615 
o. 04605 

+0. 00477 
-0. 03613 

-0. 07511 
-0. 11072 
-0. 14165 
-0. 16678 
-0. 18523 

-0. 19637 
-0. 19986 
-0. 19566 
-0. 18402 
-0. 16547 

-0. 14078 
-0. 11098 
-0. 07725 
-0. 04094 
-0. 00347 

+0. 03372 
o. 06920 
0. 10163 
0. 12977 
0, 15261 

0. 16930 
0. 17927 
0. 18221 
0. 17805 
0. 16705 

0. 14967 

[<-;) 1] 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

BESSEL FUNCTIONS-oRDERS 3-9 

Y4(X) Ys(x) Y6(X) Y1(x) 
-0. 14495 0. 13540 o. 28035 o. 20102 
-0. 1 8061 o. 09148 o. 27030 0. 22652 
-0. 20954 +0. 04567 o. 25346 0. 24678 
-0. 23087 -0. 0 0065 o. 23025 o. 26131 
-0. 24397 -0. 04609 o. 20130 0, 26975 

-0. 24851 -0. 08925 0, 16737 o. 27184 
-0. 24445 -0. 12884 0. 12941 o. 26750 
-0. 23203 -0. 16365 0. 08848 0. 25678 
-0. 21178 -0. 19262 0. 04573 o. 23992 
-0. 18450 -0. 21489 +0. 00238 0, 21732 

-0. 15122 -0. 22982 -0. 04030 0. 18952 
-0. 11317 -0. 23698 -0. 08107 0. 15724 
-0. 07175 -0. 23623 -0. 11875 0. 12130 
-0. 02845 -0. 22766 -0. 15223 o. 08268 
+0. 01518 -0. 21163 -0. 18052 o. 04240 

o. 05759 -0. 18876' -0. 20279 +0. 00157 o. 09729 -0. 1 5987 -0; 21840 -0. 03868 
0. 1 3289 -0. 12600 -0. 22692 -0. 07722 
0. 16318 -0. 08833 -0. 22813 -0. 11296 
0, 18712 -0, 04819 -0, 22204 -0. 1 4489 

o. 20393 -0. 00697 -0. 2 0891 -0. 17209 o. 21308 +0. 03390 -0. 18921 -0. 19380 o. 21434 o. 07303 -0. 16363 -0. 20939 o. 2 0775 0. 10907 -0. 13305 -0. 21842 
0. 19364 0. 14080 -0. 09850 -0. 22067 

0. 17261 0. 16717 -0. 06116  -0. 21610  
0. 14550 0. 18730 -0. 02228 -0. 20489 
0. 11339 o. 20055 +0. 01684 -0. 18743 o. 07750 o. 20652 0. 05489 -0. 16430 

+0. 03920 0. 20507 0. 09059 -0. 13627 

-0. 00007 0. 19633 0. 12278 -0. 10425 
-0. 03885 0. 18067 0. 15038 -0. 06928 
-0. 07571 0. 15873 0. 17250 -0. 03251 
-0. 10930 0. 13135 0. 18843 +0. 0 0487 
-0. 13841 o. 09956 0. 19767 o. 04164 

-0. 16200 o. 06455 0. 19996 o. 07660 
-0. 17924 +0. 02761 0. 19529 0. 10864 
-0. 18956 -0. 00990 0. 18387 0. 13671 
-0. 19265 -0. 04663 0. 16616 0. 15991 
-0. 18846 -0. 08123 0. 14282 0. 17752 

-0. 17722 -0. 11249 0. 11472 0. 18897 
-0. 15942 -0. 13928 o. 08289 0. 19393 
-0. 1 3580 -0. 16067 o. 04848 0, 19229 
-0. 10731 -0. 1 7593 +0. 01272 0. 18414 
-0. 07506 -0. 18455 -0. 02310 0, 16980 

-0. 04031 -0. 18628 -0. 05773 0. 14982 
-0. 00440 -0. 1 8111 -0. 08993 0. 12490 
+0. 03131 -0. 16930 -0. 11857 0. 09595 

0. 06546 -0. 15134 -0. 14267 o. 06399 o. 09678 -0. 12794 -0. 16139 +0. 03013 

0, 12409 -0. 10004 -0. 1 7411 -0. 00443 

[<-;ll] [< -:) 1] [<-:)9] [<-:)9] 

Ys(x) 
o. 00108 
o. 04061 
0. 07874 
0, 11488 
0, 14838 

0. 1 7861 o. 20496 
0. 22687 
0. 24384 o. 25545 

o. 26140 
0. 26151 
o. 25571 
0. 24409 
0, 22689 

o. 20448 
0. 1 7738 
0. 14625 
0. 11185 
0, 07505 

+0. 03682 
-0. 00186 
-0. 03994 
-0. 07640 
-0, 11024 

-0. 14053 
-0. 16644 
-0. 18723 
-0. 2 0234 
-0. 21134 

-0. 21399 
-0. 21025 
-0. 20025 
-0. 18432 
-0. 16297 

-0. 1 3688 
-0. 10686 
-0. 07387 
-0. 03895 
-0. 00320 

+0. 03225 
o. 06629 
0. 09782 
0. 12587 
0, 14955 

0. 16812 o. 18100 
0, 18782 
0. 18838 
0. 18270 

0. 17101 

[< -54)8] 

Table 9.2 

Yg(X) 
-0. 19930 
-0. 16282 
-0. 12563 
-0. 08791 
-0, 04'793 

-0. 01205 
+0. 02530 
o. 06163 
o. 09640 
0, 12906 

0. 15902 
0. 18573 
0. 20865 
o. 22728 
o. 24122 

o. 25010 o. 25369 
0. 25184 
o. 24454 
o. 23190 

o. 21417 
0, 19170 
0. 16501 
0. 13470 
0, 10149 

o. 0662 0  
+0. 02969 
-0. 00710 
-0. 04322 
-0. 07775 

-0. 10975 
-0. 13838 
-0. 1 6286 
-0. 18253 
-0. 19685 

-0. 20543 
-0. 20805 
-0. 20464 
-0. 19533 
-0. 18039 

-0. 16030 
-0. 13566 
-0. 10722 
-0. 07586 
-0. 04252 

-0. 00824 
+0. 02593 

0. 05895 o. 08979 
0. 11750 

0. 14124 
[<-:)8] 

401 



402 BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

Table 9.3 BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 1 0, 1 1, 20 AND 2 1  

X 
0, 0 
0. 1 
0, 2 
o. 3 
o. 4 

o. 5 
o. 6 
o. 7 
0. a 
0, 9 

1. 0 
1 . 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 

1. 5 
1 . 6  
1. 7 
1. a 
1, 9 

2. 0 
2. 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 7 
2. a 
2. 9 

3. 0 
3. 1 
3. 2 
3. 3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. a 
3. 9 

4, 0 
4. 1 
4, 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4, 7 
4. a 
4, 9 

5. 0 

1Ql0x-lOJ10 (x) 
2. 69114 446 
2. 69053 290 
2. 6aa69 a9a 
2. 6a564 500 
2. 6a137 477 

2. 675a9 362 
2. 66920 a3a 
2. 66132 73a 
2. 65226 043 
2. 64201 a7a 

2. 63061 512 
2. 61a06 35a 
2. 60437 963 
2. 5a95a 012 
2. 5736a 323 

2. 55670 842 
2. 53a67 639 
2. 51960 907 
2. 49952 955 
2. 47a46 207 

2. 45643 192 
2. 43346 545 
2. 40959 000 
2. 3a483 384 
2. 35922 612 

2. 33279 6a2 
2. 30557 673 
2. 27759 732 
2. 24aa9 074 
2. 2194a 976 

2. 1a942 770 
2. 15a73 a36 
2. 12745 59a 
2. 09561 517 
2. 06325 Oa5 

2. 03039 a2o 
1. 99709 2 60 
1. 96336 956 
1. 92926 467 
1. a94a1 352 

1. a6005 1 6a 
1. a2501 462 
1. 7a973 765 
1. 75425 5aa 
1. 7la60 416 

1. 6a2a1 701 
1. 64692 a60 
1. 61097 267 
1. 5749a 249 
1. 53a99 Oa4 

1. 50302 991 

[C-:)2] 

1011 x-11 J1 1 (x) 
1. 22324 74a 
1. 22299 266 
1. 22222 a50 
1. 22095 5aa 
1. 21917 626 

1. 216a9 1 69 
1. 21410 4a1 
1. 210a1 aa3 
1. 20703 750 
1. 20276 51a 

1. 19aoo 675 
1. 19276 764 
1. 1a705 3a5 
1. 1aOa7 1a5 
1. 17422 a67 

1. 16713 1a2 
1. 1595a 931 
1. 1 5160 961 
1. 14320 168 
1. 13437 4a8 

1. 12513 904 
1. 11550 438 
1. 10548 152 
1. 0950a 144 
1. Oa431 551 

1. 07319 540 
1. 06173 312 
1. 04994 09a 
1. 03783 1 55 
1. 02541 767 

1. 01271 242 
o. 99972 906 
0. 9a64a 1 0a 
o. 9729a 213 
0. 95924 599 

0. 9452a 659 
0. 93111 794 
0. 91675 415 
0. 90220 939 
o. aa749 7a5 

o. a7263 375 
o. a5763 130 
o. a4250 469 
o. a2726 ao6 
o. a1193 54a 

o. 79652 093 
o. 7a103 a29 
o. 76550 130 
o. 74992 357 
o. 73431 a52 

o. 71a69 942 

[(-�)6] 

10-9x10 Y10(x) 
-0. 11a2a 049 
-0. 11a31 335 
-0. 11a41 200 
-0. 11a57 661 
-0. 11aao 750 

-0. 11910 510 
-0. 11946 99a 
-0. 11990 2a2 
-0. 12040 444 
-0. 12097 5a1 

-0. 12161 ao1 
-0. 12233 229 
-0. 12312 002 
-0. 1239a 273 
-0. 12492 212 

-0. 12594 004 
-0. 12703 a52 
-0. 12a21 977 
-0. 1294a 616 
-0. 130a4 030 

-0. 1 322a 497 
-0. 133a2 319 
-0. 13545 a21. 
-0. 13719 351 
-0. 13903 2a4 

-0. 1409a 022 
-0. 14303 997 
-0. 14521 6 72 
-0. 14751 543 
-0. 14994 141 

-0. 15250 037 
-0. 1 5519 a40 
-0. 15a04 206 
-0. 16103 a36 
-0. 16419 4a2 

-0. 16751 951 
-0. 17102 110 
-0. 17470 aa9 
-0. 17a59 2a6 
-0. 1a26a 376 

-0, 18699 314 
-0, 19153 346 
-0. 19631 a12 
-0. 20136 1 59 
-0. 20667 950 

-0. 2122a a73 
-0. 21820 757 
-0. 22445 5a2 
-0. 23105 498 
-0. 23802 a40 

-0. 24540 147 

[(-�)5] 
2n Jn+l (x) =-Jn(x) -Jn-l (x) X 

1025x-20Jzo (x) 1027 x-21 J21 (x) 10-23x20 Y2o(x) 
3. 91990 9. 33311 -0. 406017 
3. 91944 9. 33205 -0. 406071 
3. 91a04 9. 32aa6 -0. 406231 
3. 91571 9. 32357 -0. 406499 
3. 91244 9. 31615 -0. 406a73 

3. 90a25 9. 30663 -0. 407355 
3. 90314 9. 29500 -0. 407945 
3. a9710 9. 2a12a -0. 40a644 
3. a9015 9. 26546 -0. 409452 
3. aa22a 9, 2475a -0. 410369 

3. a7350 9. 22762 -0. 411397 
3. a63a3 9, 20562 -0. 412536 
3. a5325 9. 1a157 -0. 4137aa 
3. a4179 9. 15550 "-0. 415153 
3. a2945 9. 12743 -0. 416632 

3. a1624 9, 09737 -0. 41a22a 
3. a0216 9, 06534 -0. 419940 
3. 7a723 9. 03137 -0. 421771 
3. 77146 a. 99546 -0. 423722 
3. 754a5 8, 95766 -0. 425795 

3, 73742 a. 91797 -0. 427992 
3. 7191a a. a7643 -0. 430315 
3. 70015 a. a3306 -0. 432764 
3. 68032 a. 78790 -0. 435344 
3. 65973 B. 74096 -0. 43a056 

3. 63a37 a. 6922a -0. 440902 
3. 61627 a. 641a9 -0. 443aa5 
3. 59344 a. 5a9a1 -0. 447007 
3. 569a9 a. 53609 -0. 450272 
3. 54564 a. 48076 -0. 453682 

3. 52071 a. 423a5 -0. 457241 
3. 49510 a. 36539 -0. 460951 
3. 46aa5 a, 30542 -0. 464a16 
3. 44195 8. 24397 -0. 468a40 
3. 41444 a. 1a110 -0. 473027 

3. 3a633 a. 11682 -0. 477379 
3. 35763 a. 05119 -0. 4a1902 
3, 32a37 7. 9a424 -0. 486600 
3. 29a55 7. 91600 -0. 491476 
3. 26a21 7. a4653 -0. 496537 

3. 23736 7. 77586 -0. 5017a6 
3, 20601 7. 70403 -0. 507229 
3. 17419 7. 6310a -0. 512a72 
3. 14192 7. 55707 -0. 51a719 
3. 10921 7. 4a202 -0. 524777 

3. 0760a 7. 40598 -0. 531051 
3. 04256 7. 32900 -0. 537549 
3. 00866 7. 25112 -0. 544276 
2. 97440 7. 1723a -0. 551240 
2, 93981 7. 09282 -0. 55a448 

2. 90490 7. 01250 -0. 565907 

[(-:) 1] [(-:)3] [(-�)3] 
2n Yn+t (x)=-:- Yn(x) -Yn-t (x) 

.7: 
Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel functions, Part II. Functions 
of positive integer order, Mathematical Tables, vol. X (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1952) , L. Fox, A short table for Bessel functions of integer orders and large arguments. Royal Society 
Shorter Mathematical Tables No. 3 (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954) , and Mathe-
matical Tables Project, Table of fn(x) =n! (!x)-nJn(x) . J. Math. Phys. 23, 45-60 (1944) (with per-
mission) .  
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BE SSEL FUNCTIONS-ORDERS 10, II, 20 AND 21 Table 9.3 

X 1QiOx- iOJ1o (x) lOi ix- 1 1 J1 1 (x) 1Q-9x JO Y10(x) 1Q25x-20ho(x) 1Q27x-2t hi(x) w-23x2o Y2o(x) 
5. 0 I. 50302 991 o. 71 869 942 -0. 24540 147 2 . 90490 7. 01250 -0. 565907 
5. 1 I. 46713 132 o.  70307 931 -0. 25320 186 2. 86969 6. 93145 -0. 57%26 
5. 2 1. 43132 603 o. 68747 104 -0. 26145 975 2 . 83421 6. 84971 -0. 581612 
5. 3 I. 39564 431 o. 67188 722 -0. 27020 813 2. 79846 6. 76734 -0. 589875 
5. 4 I. 36011 571 0. 65634 019 -0. 27948 304 2 , 76248 6. 68437 -0. 598423 

5. 5 I. 32476 904 0. 64084 205 -0. 28932 400 2, 72628 6. 60085 -0. 607266 
5. 6 1. 28963 229 o. 62540 463 -0. 29977 431 2 . 68988 6. 51682 -0. 616414 
5. 7 1. 25473 264 0. 61 003 945 -0. 31 088 154 2. 65330 6. 43233 -0. 625876 
5. 8 1. 2 2009 642 o. 59475 774 -0. 32269 795 2 . 61656 6. 34742 -0. 635663 
5, 9 1. 1 8574 907 0. 57957 041 -0. 33528 105 2. 57967 6, 26213 -0. 645788 

6. 0 1. 15 171 513 0.  56448 805 -0. 34869 413 2. 54267 6. 17651 -0. 656261 
6, 1 1. 11801 822 o. 54952 091 -0. 36300 693 2. 50556 6. 09059 -0. 667094 
6, 2 1, 08468 098 0. 53467 890 -0. 37829 631 2. 46837 6. 00443 -0. 678301 
6. 3 1. 05172 510 0. 51997 158 -0. 39464 698 2 ,  43111 5. 91806 -0. 689895 
6. 4 1. 01917 129 0. 50540 814 -0. 41215 2 32 2 . 39381 5. 83152 -0. 701890 

6, 5 0. 98703 926 o. 49099 740 -0. 43091 524 2. 35647 5. 74485 -0. 714300 
6. 6 o. 95534 769 o. 47674 781 -0. 45104 907 2 .  31913 5. 65810 -0. 727140 
6. 7 0. 92411 427 0. 46266 745 -0. 47267 855 2 .  28179 5. 57131 -0. 740427 
6. 8 0. 89335 563 o.  44876 400 -0. 49594 084 2 . 24448 5, 48451 -0. 754178  
6 .  9 0. 86308 740 o. 43504 477 -0. 52 098 648 2 .  20721 5. 39775 -0. 768410 

7. 0 0. 83332 414 o. 42151 665 -0. 54 798 051 2 . 17000 5. 31106 -0 .  783140 
7. 1 o. 80407 941 o. 40818 616 -0. 57710 346 2 . 13286 5. 22448 -0. 798389 
7. 2 o. 77536 570 0. 39505 943 -0. 60855 234 2 . 09582 5. 13805 -0. 814177 
7. 3 o. 74719 450 o. 38214 216 -0. 64254 159 2 . 05888 5. 05181 -0. 830524 
7. 4 o. 71957 626 0. 36943 970 -0. 67930 390 2 . 02206 4. 96579 -O. B47452 

7. 5 0, 69252 040 0. 35695 696 -0. 71909 OB8 1, 98539 4. 88002 -0. 864985 
7. 6 0. 66603 536 0. 34469 B50 -0. 76217 356 1. 94887 4. 79455 -0. BB3147 
7. 7 0. 64012 854 0. 33266 845 -0. 80884 258 1. 91252 4. 70940 -0. 901963 
7. 8 0. 61480 640 0. 32 087 058 -0. 85940 807 1 .  87635 4. 62461 -0. 921460 
7. 9 0. 59007 439 0. 30930 826 -0. 91419 914 1 . 84038 4. 54021 -0. 941665 

B. 0 0. 56593 704 0. 29798 448 -0. 97356 279 1. 80462 4. 45624 -0. 96260B 
8. 1 0, 54239 791 0. 28690 187 -1. 03  786 231 1 .  76908 4. 37272 -0. 984319 
8. 2 0. 51945 967 o. 27606 265 -1. 1 0747 485 1. 7337B 4. 2B96B -1. 006B31 
B. 3 0. 49712 408 0. 26546 873 -1. 18278 826 1 , 69874 4. 20716 -1. 030178 
8, 4 o. 47539 201 o.  25512 162 -1. 2 6419 685 1 . 66395 4. 12518 -1. 054394 

B. 5 0. 45426 352 o. 24502 250 -1. 35209 608 1 . 62944 4. 04377 -1. 079518 
8. 6 o. 43373 779 o. 23517 220 -1. 44687 598 1 .  59521 3. 96296 -1. 105589 
8. 7 o. 41381 323 o .  22557 121 -1. 54891 312 1. 56128 3. 88277 -1. 132647 
a.  a o. 39448 748 0. 21621 969 -1. 65856 097 1, 52765 3. 80323 -1. 160736 
B. 9 o. 37575 740 o. 2 0711 750 -1. 77613 854 1 . 49434 3. 72436 -1. 1B9902 

9 . 0 0. 35761 917 0. 19826 418 -1. 9 0191 706 1 .  46136 3. 64619 -1. 220192 
9. 1 0. 34006 B23 0. 1 8965 897 -2. 03610 452 1 .  42872 3. 56873 -1. 251657 
9. 2 0. 32309 939 0. 18130 OB2 -2. 17882 801 1 .  39641 3. 49201 -1. 284351 
9. 3 0, 30670 683 0. 17 318 839 -2. 33011 366 1. 36447 3. 41606 -1. 318328 
9. 4 0, 29088 411 0. 1 6532 010 -2. 48986 396 1 .  33288 3. 34088 -1. 353647 

9. 5 0. 27562 422 0, 15769 409 -2. 65783 251 1 .  30166 3. 2 6651 -1. 390372 
9. 6 0, 26091 963 0, 15030 825 -2. 83359 602 1 . 27082 3. 19294 -1. 428567 
9. 7 0. 24676 227 0. 14316 025 -3. 01652 353 1 . 24036 3. 12022 -1. 468301 
9. 8 0, 2 3314 362 0, 13624 751 -3. 20574 283 1 .  21029 3. 04834 -1. 509646 
9, 9 o. 22005 470 0, 12956 726 -3. 40010 421 1 . 18061 2. 97733 -1. 552680 

10. 0 o. 2 0748 611 0, 12 311 653 -3. 59814 152 1 , 15134 2. 90720 -1. 597484 

[( -55)8] [< -:)3] [< -73) 1] [( -35)5] [( -34) 1] [( -44)2] 
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Table 9.3 B ESSEL FUNCTIONS-oRDER� 10, II, 20 AND 21 

X Jw(x) J t t (X) Yw(x) IQ25x-2Dho(x) 1027 x-21 ht (x) 10-23x20Y 2o(x) 
10. 0 o. 20748 611 o. 12311 653 -0. 35981 415 1 . 151337 2 .  907199 - 1. 59748 
1 0. 1 0. 21587 417 0. 13041 285 -0. 34383 078 1 . 122469 2. 837961 - 1. 64414 
10. 2 0. 22413 707 0. 13787 866 -0. 32793 809 1. 094012 2. 769629 - 1. 69275 
1 0. 3 0. 23223 256 0. 14549 509 -0. 31207 433 1. 065970 2. 702215 - 1. 74339 
1 0. 4 0. 24011 699 0. 1 5324 123 -0. 29618 615 1. 038347 2. 635729 - 1. 79618 

10. 5 o. 24774 554 0. 16109 407 -0.  28022 819 1. 011148 2. 570182 - 1. 85121 
10. 6 0. 25507 240 o. 16902 861 -0. 26416 276 0. 984374 2. 505582 - 1 . 90861 
1 0. 7 0. 26205 109 0. 17701 780 -0. 24795 949 0. 958030 2. 441939 - 1 . 96848 
1 0. 8 0. 26863 466 0. 18503 266 -0. 23159 513 o. 932118 2. 379259 - 2. 03097 
1 0. 9 o. 27477 603 0. 19304 230 -0. 21505 324 0. 906639 2. 317550 - 2. 09619 

11. 0 0. 28042 823 o. 20101 401 -0. 19832 403 0. 881596 2. 256817 - 2. 16430 
11. 1 0. 28554 479 0. 20891 340 -0. 18140 409 o. 856989 2. 197065 - 2. 2 3544 
11. 2 0. 29007 999 0. 21670 446 -0. 16429 620 0. 832821 2. 138299 - 2 .  30977 
11. 3 0. 29398 925 0. 22434 974 -0. 14700 917 0. 809092 2. 080523 - 2. 38746 
11. 4 o. 29722 944 o. 2 3181 048 -0. 12955 753 o. 785801 2. 023738 - 2. 46870 

11. 5 o. 29975 923 0. 23904 680 -0. 11196 142 o. 762950 1. 967947 - 2 . 55367 
11. 6 0. 30153 946 o. 24601 789 -0. 09424 628 o. 740539 1 . 913152 - 2. 64257 
11. 7 0. 30253 345 0. 2 5268 218 -0. 07644 263 o. 718565 1.  859352 - 2 . 73563 
11. 8 0. 30270 737 o. 25899 7 61 -0. 05858 580 o. 697029 1 . 806548 - 2. 83307 
11. 9 o. 30203 061 0. 26492 183 -0. 04071 566 o. 675930 1. 754740 - 2. 93513 

12. 0 o. 30047 604 0. 27041 248 -0. 02287 631 0. 655266 1. 703925 - 3. 04208 
12. 1 0. 29802 036 0. 27542 744 -0. 00511 577 0. 635035 1. 654102 - 3. 1 5419 
12. 2 o. 29464 445 0. 2 7992 508 +0. 01251 441 o. 615236 1 . 605267 - 3. 27175 
12. 3 0. 29033 357 0. 28386 459 0. 02995 946 0. 595866 1 . 557418 - 3. 39509 
12. 4 0. 28507 771 0. 28720 623 o. 04716 182 o. 576923 1 . 510551 - 3, 52453 

12. 5 0. 27887 175 0. 28991 166 0. 06406 154 0. 558403 1, 464660 - 3. 66044 
12. 6 0. 27171 575 0. 29194 422 o. 08059 668 0. 540305 1. 419743 - 3. 80321 
12. 7 0. 26361 509 0. 29326 923 o. 09670 381 0. 522625 1 .  375791 - 3. 95323 
12. 8 0. 25458 064 0. 29385 431 0. 112 31 845 0. 505359 1. 332800 - 4. 11095 
12. 9 0. 24462 889 0. 29366 968 0. 12737 554 0, 488504 1. 290762 - 4. 27684 

13. 0 0. 23378 201 0. 29268 843 0. 14180 995 o. 472056 1. 249671 - 4. 45140 
13. 1 0. 22206 793 0. 29088 684 0. 15555 698 0. 456011 1. 2 09520 - 4. 63518 
13. 2 o. 20952 032 0. 28824 464 0. 1 6855 286 0. 440365 1. 170299 - 4. 82874 
13. 3 0. 19617 859 0. 28474 526 o. 18073 529 o. 425114 1 . 1 32 001 - 5. 03272 
13. 4 0. 18208 776 0. 28037 612 0. 19204 392 0. 410252 1. 094617 - 5. 24778 

13. 5 0. 16729 840 0. 2 7512 884 0. 20242 090 0. 395776 1. 058137 - 5. 47464 
13. 6 0. 15186 646 0. 2 6899 942 o. 21181 137  o. 381681 1. 022552 - 5. 71407 
13. 7 0. 13585 302 0. 26198 851 0. 22016 393 0. 367961 0. 987853 - 5. 96691 
13. 8 0. 11932 411 0. 25410 149 o. 22743 118 0. 354612 0. 954028 - 6. 2 3405 
13. 9 0. 10235 036 0. 24534 866 o. 2 3357 014 o. 341628 0. 921067 - 6. 51646 

14. 0 o. 08500 671 0. 23574 535 0. 23854 273 o. 329005 0. 888960 - 6. 81520 
14. 1 o. 06737 200 0. 22531 197 o. 24231 614 o. 316736 0. 857694 - 7. 13138 
14. 2 o. 04952 862 0. 21407 407 0. 24486 329 0. 304816 o. 827260 - 7. 46624 
14. 3 0. 03156 199 0. 20206 238 0. 24616 313 o. 293240 o. 797644 - 7. 82110 
14. 4 +0. 01356 013 0. 18931 275 o. 24620 100  0. 282001 o. 768835 - 8. 19739 

14. 5 -0. 00438 689 0. 1 7586 611 0. 24496 888 o. 271095 o. 740821 - 8. 59667 
14. 6 -0. 02218 745 0. 16176 836 0. 24246 568 o. 260516 o. 713590 - 9. 02062 
14. 7 -0. 03974 898 0. 14707 028  o. 23869 741 o. 250257 o. 687129 - 9. 47109 
14. 8 -0. 05697 854 0. 1 3182 729 0. 23367 730 0. 240312 o. 661426 - 9. 95006 
14. 9 -0. 07378 344 0. 11609 931 0. 22742 597 0. 230676 0. 636467 -10. 45971 

15. 0 -0. 09007 181 0. 09995 048 o. 21997 141 0 . 221343 o. 612240 -11. 00239 

[( -64) 1] [( -
5
4) 1] [( -64

)
2] [( -:)6] [( -

4
4) 1] [( -ll4J 
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BESSEL FUNCTION s--oRDERS 10, ll, 20 AND 21 

X JIO(X) J u (x) Y10(x) I025;c-20Jzo(x) 
15 . 0 -0. 09007 181 0, 09995 048 o. 21997 141 0, 22134 33  
15, 1 -0, 10575 330 o. 08344 886 o. 21134 904 o. 21230 71 
1 5. 2 -0. 12073 964 o. 06666 618 o. 20160 159 0, 20356 16 
15. 3 -0. 13494 535 0. 04967 738 0. 19077 902 0, 19510 08 
15, 4 -0. 14828 828 0. 0 3256 035 0. 17893 834 0, 18691 87 

15. 5 -0. 16069 032 +0. 01539 539 0. 1 6614 338 0, 17900 91 
15. 6 -0. 17207 791 -0. 00173 513 0. 15246 453 0, 17136 62 
1 5. 7 -0. 18238 269 -0. 01874 731 0. 13797 838 0, 16398 38 
15. 8 -0. 19154 204  -0. 03555 621 0, 12276 733 0 . 15685 60 
15. 9 -0. 19949 958 -0. 05207 632 0. 10691 918 0. 14997 67 

16. 0 -0, 20620 569 -0. 0 6822 215 0, 09052 660 0 . 14334 00  
16. 1 -0. 21161 797 -0. 08390 87 4 o. 07368 666 0. 13694 00 
16. 2 -0. 21570 160 -0. 09905 224 o. 05650 016 0 . 13077 08 
1 6. 3 -0. 21842 977 -0. 1 1 357 046 o. 03907 110 0, 12482 65 
16. 4 -0, 21978 394 -0. 1 2738 344 o. 02150 600 0, 11910 14 

16, 5 -0. 21975 411 -0. 14041 403 +0. 00391 319 0. 11358 96 
1 6. 6 -0. 21833 905 -0. 15258 841 -0, 01359 786 0, 10828 55 
16. 7 -0. 21554 637 -0. 16383 668 -0. 03091 729 0. 1 0318 34 
1 6. 8 -0. 21139 267 -0. 1 7409 338 -0. 04793 557 0 . 09827 77 
16. 9 -0. 20590 350 -0. 18329 797 -0. 06454 431 0, 09356 3 0  

17. 0 -0. 19911 332 -0. 19139 539 -0. 08063 696 0, 08903 37 
17. 1 -0. 19106 538 -0. 19833 646 -0. 09610 960 0. 08468 45 
1 7. 2 -0. 18181 155 -0. 20407 831 -0. 11086 170 o. 08051 02 
17. 3 -0. 17141 203  -0. 20858 485 -0. 12479 683 0, 07650 53 
17. 4 -0. 15993 505 -0. 21182 701 -0. 13782 343 o. 07266 49 

17. 5 -0. 14745 649 -0. 21378 318 -0. 14985 544 0, 06898 37 
17. 6 -0. 13405 943 -0. 21443 935 -0. 16081 304 0, 06545 69 
17. 7 -0. 11983 363 -0. 21378 944 -0. 17062 321 o. 06207  96 
17. 8 -0. 10487 499 -0. 21183 538 -0. 17922 038 0, 05884 68 
17. 9 -0. 08928 492 -0. 2 0858 727 -0, 18654 691 0. 05575 39 

18. 0 -0. 07316 966 -0. 20406 341 -0. 19255 365 0, 05279 63 
18. 1 -0. 05663 961 -0. 1 9829 032 -0. 19720 030 o. 04996 93 
18. 2 -0. 03980 852 -0. 19130 265 -0. 20045 582 0. 04726 85 
18. 3 -0. 02279 278 -0. 18314 307 -0. 2 0229 875 0. 04468 96 
18. 4 -0. 00571 052 -0. 17386 213 -0. 20271 742 0. 04222 83 

18. 5 +0. 01131 917 -0. 16351 793 -0. 20171 011 0. 03988 04 
18. 6 o. 02817 711 -0. 15217 591 -0. 19928 520 0. 03764 17 
18. 7 o. 04474 490 -0. 13990 845 -0. 19546 113 0, 03550 84 
18. 8 0 . 06090 579 -0. 12679 446 -0. 19026 637 0. 03347 64 
18. 9 o. 07654 556 -0. 11291 893 -0, 18373 930 0, 03154 21 

19. 0 o. 09155 333  -0. 09837 240 -0. 17592 797 0, 02970 16  
19. 1 0. 1 0582 247 -0. 08325 039 -0. 1 6688 985 0 . 02795 15 
19. 2 0. 11925 134 -0. 06765 283 -0. 15669 143 0, 02628 80 
19. 3 0. 1 3174 416 -0. 05168 334 -0. 14540 785 0 . 02470 79 
19. 4 0. 14321 168  -0. 03544 863 -0. 1 3312 231 0, 02320 78 

1 9. 5 0. 15357 193 -0. 01905 771 -G. 11992 560 0. 02178 44 
19. 6 0. 16275 089 -0. 0 0262 120 -0. 10591 538 0, 02043 46 
1 9. 7 0, 17068 305 +0. 01374 948 -0, 09119 555 0. 01915 54 
19. 8 0. 17731 198 o. 02994 285 -0. 07587 548 0. 01794 37 
19. 9 0. 18259 079 0. 04584 818 -0, 06006 922 0, 01679 67 

2 0, 0 0. 18648 256 o. 06135 630 -0, 04389 465 o. 01571 16 

[<-64)2] [< -64)2] [(-64)2] [( -45)4] 

1027 x-21 ht (x) 
0, 61224 04 
0. 58873 25 
0. 56593 06 
0. 54382 12  
0. 52239 14 

o.  50162 76  
o. 48151 66  
0. 46204 52 
0. 44319 99 
0. 42496 74 

0. 40733 43 
0 . 39028 75 
o. 37381 35 
0 . 35789 93 
o. 34253 16 

0 . 32769 75 
0 . 31338 39 
0. 29957 78 
0. 28626 66 
0. 27343 76 

0. 26107 81 
0. 24917 57 
o. 23771 82 
0. 22669 32 
0. 21608 89 

o. 20589 33  
0. 19609 48 
0. 18668 1 7  
0. 17764 27 
0. 16896 66 

0. 16064 24 
0. 15265 91 
0. 14500 62 
0. 13767 32  
0. 13064 97 

0. 12392 57 
0. 11749 1 4  
0. 11133 69 
0. 1 0545 28 
o. 09982 98 

0. 09445 89 
o. 08933 1 0  
0. 08443 76  
0. 07977 01 
0 . 07532 03 

o. 07108 01 
0. 06704 16  
o. 06319 71 
0. 05953 92 
0, 05606 06 

o. 05275 42 

[< -45)9] 

405 

Table 9.3 

10-23;c20 y 20 (x) 
- 11. 0024 
- 11. 5tll07 
- 1 2. 1974 
- 12. 8555 
- 13. 5585 

- 14. 3098 
- 15. 1136 
- 15. 9742 
- 1 6. 8962 
- 1 7. 8849 

- 1 8. 9460 
- 2 0. 0855 
- 21. 3104 
- 22. 6279 
- 24. 0462 

- 2 5. 5740 
- 27. 2209 
- 28. 9975 
- 30. 9150 
- 32. 9859 

- 35. 2237 
- 37. 6429 
- 40. 2 594 
- 43. 09'04 
- 46. 1543 

- 49. 471 1 
- 53. 0622 
- 56. 9506 
- 61. 1611 
- 65. 7197 

- 7 0. 6543 
- 75. 9946 
- 81. 7717 
- 88. 0182 
- 94. 7683 

-102. 0574 
-109. 9219 
-118. 3992 
-127. 5270 
-137. 3432 

-147. 8850 
-159. 1885 
-171. 2882 
-184. 2155 
-197. 9980 

-212. 6582 
-228. 2122 
-244. 6678 
-262. 0226 
-280. 2622 

-299. 3574 

[<-J )l] 
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Table 9.3 
BESSEL FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE OF ORDERS 10, I I, 20 AND 21 

.ln(:r)�Mn(.r) cos en(.x) Yn(:r) �Mn(x) sin en(.r) 

;r,-1 .r! Jlf10(x) 810(x) -x :�JM1 1 (x) ell (x)-:r <x> 
o. 050 0. 85676 701 -13. 94798 864 o. 87222 790 -14. 96758 686 20 
o. 048 0. 85136 682 -14. 05389 581 o. 86513 271 -15. 09771 6 72 21 
o. 046 o. 84633 336 -14. 15926 984 o. 85857 314 -15. 22701 466 22 
o. 044 0. 84164 245 -14. 26413 968 0, 85250 587 -15. 35552 901 23 
o. 042 0, 83727 251 -14. 36853 333 0, 84689 281 -15. 48330 635 24 

0, 040 0. 83320 419 -14. 47247 807 0, 84170 044 -15. 61039 144 25 
o. 038 o. 82942 012 -14. 57600 035 0. 83689 917 -15. 73682 771 26 
0, 036 o. 82590 472 -14. 67912 589 0, 83246 283 -15. 86265 679 28 
o. 034 0, 82264 403 -14. 78187 967 o. 82836' 826 -15. 98791 896 29 
0, 032 0, 81962 546 -14. 88428 611 o. 82459 496 -16. 11265 291 31 

o. 030 o. 81683 775 -14. 98636 880 0, 82112 469 -16. 23689 620 33 
0. 028 0, 81427 076 -15. 08815 085 0. 81794 133 -16. 36068 504 36 
o. 026 0. 81191 546 -15. 18965 477 o. 81503 056 -1&. 48405 469 38 
o. 024 0, 8097& 370 -15. 29090 253 0. 81237 970 -16. 60703 912 42 
o. 022 0, 80780 825 -15. 39191 569 0, 80997 751 -16. 729&7 149 45 

o. 020 0. 80&04 2&7 -15. 49271 527 0, 80781 410 -16. 85198 40& 50 
o. 01 8 0, 8044& 127 -15. 59332 192 0. 80588 079 -1&. 97400 835 56 
0, 01& 0. 80305 902 -15. &9375 598 0, 80416 997 -17. 09577 505 &3 
o. 014 0, 80183 15& -15. 79403 741 o. 80267 505 -17. 21731 438 71 
o. 012 o. 80077 512 -15. 89418 589 0. 80139 03& -17. 33865 590 83 

o. 010 o. 79988 &47 -15, 99422 093 o. 80031 114 -17. 45982 880 100 
o. 008 o. 7991& 297 -16. 09416 168 o. 79943 341 -11. 58086 1&6 125 
o. 00& 0. 79860 244 -16. 19402 726 o. 79875 398 -17. 70178 301 167 
o.  004 o. 79820 323 -16. 29383 &52 o. 79827 039 -17. 822&2 084 250 
o. 002 o. 7979& 417 -1&. 393&0 832 o. 79798 093 -17. 94340 31& 500 

o. 000 0. 79788 456 -16. 4933& 143 0. 79788 456 -lB. 0&415 77& ao 
[(-�) 5] [ (-�)7] [(-g)7] [(-:) 1] 

:r-I :r! Jfzo(x) e2u(:�;) -:�· :r� M21 (.r) 821 (x)-:r <:�;> 
o. 050 1. 474083 -21. 047407 1. 791133 -21. 290925 20 
o. 048 1. 320938 -21. &0&130 1. 525581 -21. 927545 21 
0. 046 1 .  211667 -22. 149524 1 . 347435 -22. 550082 22 
0. 044 1. 1 31459 -22. 676802 1. 224460 -23. 154248 23 
0. 042 1. 070845 -23. 188535 1. 136653 -23. 738936 24 

o. 040 1. 0237&2 -23. &85951 1. 071741 -24. 304948 25 
o. 038 o. 98&284 -24. 170500 1, 022171 -24. 853951 2& 
o. 03& o. 955823 -24. &43620 0. 983229 -25. 387848 28 
o. 034 0. 930&35 -25. 1 06640 o. 951902 -25. 908478 29 
o. 032 0. 909513 -25. 560748 o. 92&211 -26. 417500 31 

o. 030 0, 891&05 -26. 00&988 0. 904821 -26. 916369 33 
o. 028 0, 876293 -26. 446280 0. 886799 -27. 406346 36 
o. 026 0, 863121 -26. 879433 o. 871483 -27. 888527 38 
0. 024 o. 851743 -27. 307159 0, 858385 -28. 363869 ') I  42 
o. 022 0. 841895 -27. 730098 o. 847145 -28. 833211 45 

o. 020 0. 833375 -28. 148822 0, 837487 -29. 297299 50 
o. 018 o. 826019 -28. 563847 0. 829198 -29. 756800 56 
o. 01& o. 819702 -28, 975650 o. 822114 -30. 212318 &3 
o. 014 0, 814321 -29. 384666 o. 816105 -30. 664405 71 
o. 012 0. 809796 -29. 791303 0. 811069 -31. 1135&9 83 

0. 010 o. 806062 -30. 195941 0. 806925 -31. 560285 100 
o.  008 0. 803071 -30. 598942 o. 803&12 -32. 005000 125 
o. 006 0, 800781 -31. 000652 o. 801081 -32. 448139 167 
o. 004 0. 799165 -31. 401404 o. 799297 -32. 890109 250 
o. 002 o. 798204 -31. 801522 o. 798237 -33. 331307 500 

0. 000 o. 797885 -32. 201325 o. 797885 -33. 772121 0) 
[(-�)5] [(-�)2] [(-�)1] [(-�)2] 

<x>�nearest integer to x. 
Compiled from L. Fox, A short table for Bessel functions of integer orders and large arguments. 
Royal Society Shorter Mathematical Tables No. 3(Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 
1954) (with permission). 
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BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

BESSEL FU�CTIONS-VARIOUS ORDERS Table 9.4 

Jn(l ) 
( 1! 7. 65197 6866 ! ==_ 1 4. 40050 5857 

1 1. 14903 4849 
2 1. 95633 5398 
3) 2. 47663 8964 

( - 4) 2. 49757 7302 � -= 5
�
2. 09383 3800 

6 1. 50232 5817 8 9. 42234 4173 
( - 9) 5. 24925 0180 
( - 1 0) 2. 63061 5124 ! - 11) 1. 19800 6746 
- 13) 4. 99971 8179 
- 14) 1. 92561 6764 
- 16) 6. 88540 8200 
- 17 2. 29753 1532 
- 19 7. 18639 6587 - 20 2. 11537 5568 
- 22 5. 88034 4574 - 23 1. 54847 8441 ! - 25! 3. 87350 3009 
- 42 3. 48286 9794 
- 60 1. 10791 5851 - 80 2. 90600 4948 
( -189) 8. 43182 8790 

Jn(IO) 

( - 1 -2. 45935 7645 ( - 2 +4. 34727 4617 � - 1 +2. 54630 3137 - 2 +5. 83793 7931 
- 1 -2. 19602 6861 ! - 1! -2. 34061 5282 - 2 -1. 44588 4208 - 1 +2. 16710 9177 - 1 3. 17854 1268 
( - 1 ) 2. 91855 6853 

u 
!HI l 
=
1
�
! 

-21 
-30 
( -89) 

2. 07486 1066 
1. 23116 5280 
6. 33702 5497 
2. 89720 8393 
1. 19571 6324 
4, 50797 3144 
1. 56675 6192 
5. 05646 6697 1. 52442 4853 4. 31462 7752 
1. 15133 6925 
l. 55109 6078 
6. 03089 5312 
1. 78451 3608 
6. 59731 6064 

Jn(2) 
( - 1) 2. 23890 7791 � --_ 1! 5. 76724 8078 1 3. 52834 0286 

1 l. 28943 2495 
( - 2 3. 39957 1981 

t 3) 7. 03962 9756 
3
�
1. 2 0242 8972 

4 1. 74944 0749 
5 2. 21795 5229 
6) 2. 49234 3435 

- 7) 2. 51538 6283 
- 8! 2. 30428 4758 - 9 1. 93269 5149 
- 10 1. 49494 2010 
- 11 1. 07294 6448 
- 13 7. 18301 6356 
- 14 4. 50600 5896 
- 15 2. 65930 7805 
- 16 1. 48173 7249 
- 18 7. 81924 3273 l- 19 ! 3. 91897 2805 - 33 3. 65025 62b6 - 48 1. 19607 7458 
- 65 3. 22409 5839 
( -158) 1. 06095 3112 

Jn(50) 
- 2) +5. 58123 2767 
- 2) -9. 75118 2813 - 2) -5. 97128 0079 
- 2) +9. 27348 0406 
- 2) +7. 08409 7728 1 - 2! -8. 14002 4770 - 2 -8. 71210 2682 - 2 +6. 04912 0126 - 1 +1. 04058 5632 
( - 2) -2. 71924 6104 
( - 1) -1. 13847 8491 
( - 2

�
-1. 83466 7862 

( - 1 +1, 05775 3106 
( - 2 +6. 91188 2768 
( - 2) -6. 98335 2016 
- 1 -1. 08225 5990 
- 3 +4. 89816 0778 - 1 +1. 11360 4219 - 2 +7. 08269 2610 
- 2 -6. 03650 3508 l - 1 ! -1. 16704 3528 - 2 +4. 84342 5725 - 1 -1. 38176 2812 
- 1 +1. 21409 0219 
( -21 ) +1. 1 1592 7368 

Jn(5) 1 :-- 1) -1. 77596 7713 
1 ! -3. 27579 1376 2 +4. 65651 1628 1 3. 64831 2306 

( - 1 � 91232 3605 

!d 2. 61140 5461 1. 31048 7318 
5. 33764 1016 1. 84052 1665 
5. 52028 3139 

- 3 1. 46780 2647 
- 4 3. 50927 4498 - 5 7. 62781 3166 
- 5 1. 52075 8221 
- 6 2. 80129 5810 
- 7 4. 79674 3278 
- 8 7. 67501 5694 
- 8 1. 15266 7666 
- 9 1. 63124 4339 
- 10 2. 18282 5842 ! Ill 2. 77033 0052 = 21 2. 67117 7278 
- 33 a. 70224 1617 - 45 2.29424 7616 
( -119) 6. 26778 9396 

Jn(IOO) 
-2 +1. 99858 5030 
-2 -7. 71453 5201 
-2 -2. 15287 5734 -2 + 7. 62842 0172 
-2 +2. 61 058 0945 
-2� -7. 41957 3696 
-2 -3. 35253 8314 
-2 +7. 01726 9099 -2 +4. 33495 5988 
-2) -6. 3236 7 6141 
-2) -5. 47321 7694 
-2
�
+5. 22903 2602 -2 +6. 62360 4866 

-2 -3. 63936 7434 
-2) -7. 56984 0399 
-21 +1. 51981 2122 
-2 +8. 02578 4036 
-2 +1. 04843 8769 
-2 -7. 66931 4854 -2 -3. 80939 2116 l -2 ! +6. 22174 5850 -2 +B. 14601 2958 
-2 +7. 27017 5482 -2 -3. 86983 3973 
( -2) +9. 63666 7330 

407 
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BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

BESSEL F UNCTIONS-VARIOUS ORDERS 

Y,.(l ) 

( - 2 ) + 8. 82569 6420 
( - 1) -7. 81212 8213 
( 0) -1. 65068 2607 
( 0) -5. 82151 7606 
( 1) -3. 32784 2303 

\ 2 -2. 60405 8666 
3 -2. 57078 0243 
4 -3. 05889 5705 
5 -4. 2 5674 6185 
6 -6. 78020 4939 

8) -1. 21618 0143 
9) -2. 42558 0081 

10) -5. 32411 4376 
1 2 ) -1. 27536 1 870 
13) -3. 31061 6748 

14) -9. 25697 3276 
1 6! -2. 77378 1366 
17 -8. 86684 3.398 
19 -3. 01195 2974 
21 -1. 08341 6386 � 22! -4. 11397 £Y.H5 
39 -3. 04812 8783 
57 -7. 18487 4797 

( 77  -2. 19114 2813 

U85) -3. 77528 7810 

Y,.(lO) ! - 2) +5. 56 711 6 730 
- 1) +2. 49 015 4242 
- 3) -5. 86808 2460 
- 1 ) -2. 51362 6572 

( -1 ) -1. 44949 51 19 

! -1) +1. 35403 0477 
-1) +2. 80352 5596 
- 1 ) +2. 01020 0238 
- 3) +1. 0754 7 3712 
-1) -1. 99299 2658 

( -1 -3. 59814 1522 
( -1 -5. 2 0329 0386 
( -1 -7. 84909 7327 { 0 -1. 36345 4320 
( 0 -2. 76007 1499 

\ 

O) -6. 36474 5877 
1) -1. 63341 6613 
1l -4. 59045 8575 
2 -1. 39741 42 54 
2 -4. 57164 5457 

( 3 ) -1. 59748 3848 { 9} -7. 25614 2316 
18 -1. 36280 3297 
27  -3. 64106 6502 

( 85 ) -4. 84914 8271 

Y,.(2) ! - 1 +5. 1 0375 6726 
- 1 -1. 07032 4315 
- 1 -6. 17408 1042 

0 -1. 12 778 3777 
( 0 -2. 76594 3226 

l 0! -9. 93598 9128 
1 -4. 69140 0242 
2 -2. 71548 0254 
3 -1. 85392 2175 
4) -1. 45598 2938 

5� -1. 29184 5422 
6 -1. 27728 5593 
7 -1. 39209 5698 
8) -1. 65774 1981 
9) -;-2. 14114 3619  

10! -2. 98102 3646 
11  -4. 45012 4034 
12  -7. 09038 821 7 
14 -1. 20091 5873 
15  -2. 15455 818 3  l 16� -4. 08165 1389 
30 -2. 91 322 3848 
45 -6. 66154 1235  
62) -1. 9761 5 0576  

( 155) -3. 00082 6049 

Y n(50) 
l - 2) -9. 8 0649 9547  

- 2 ) -5. 67956 6856 
- 2� +9. 57931 6873 
- 2 +6. 44591 2 2 06 
- 2 -8. 80580 7408 

( - 2 )  -7. 85484 1391 !- 2! +7. 23483 9130 
- 2 +9. 59120 2 782 
- 2 -4. 54930 2351 
- 1 -1. 1 0469 7953 

! - 3! +5. 72389 7182 
- 1 +1. 1 2 759 3542 
- 2 +4. 38902 1867 
- 2 -9. 1 6920 4926 
- 2) -9. 15700 842 9 

l - 2l+4. 0412 8  0205 
- 1 +1. 15817 ·7655 
- 2 +3. 37105 6788 
- 2 -9. 28945 7936 
- 1 -1. 00594 6650 l - 2!+1. 64426 3395 
- 1 -1. 16457 2349 
- 2 -4. 53080 1120 
- 1 -2. 10316 5546 

( +18) -3. 29380 0188 

Y,(5) ! - 1) -3. 08517 6252 
- 1 ) +1. 47863 1434 
- 1 ) +3. 67662 8826 
- 1 ) +1. 46267 1627 

( - 1 ) -1. 92142 2874 

! - 1 -4. 53694 8225 
- 1 -7. 1 5247 3576 

0 -1. 26289 8836 
0 -2. 82086 9383 
0 -7. 76388 3188 

l 1 ) -2. 51291 1 010 
1 ) -9. 27525 5719 
2� -3. 82982 1416 
3 -1. 74556 1 72 2  
3 -8. 69393 8814 

l 4! -4. 69404 9564 
5 -2. 72949 0350 
6 -1. 6999.3 3328 
7 -1. 12865 9760 
7 -7. 95635 6938 ! 8l -5. 93396 5297 

18 -4. 02856 8418 
29 -9. 21681 6571 
42 -2. 78883 7017 

( 115) -5. 08486 3915 

Yn(lOO) ! -2) -7. 72443 1337 
-2} -2. 0 3723 1200 
-2 +7. 68368 6713 
-2 +2. 34457 8669 

( -2) -7. 54301 1992 

( -2! -2. 94801 9628 ! -2 +7. 24821 0030 
-2 +3. 81780 4832 
-2 - 6. 71371 7353 
-2) -4. 89199 9608 

-2) -4. 5 0025 8583 

l -2) +5. 83315 7424 
-2) +6. 05863 1093 

-2) -7. 13869 3 153 
-2) +2. 64419 8363 

l -2!+ 7. 87906 8695 
-3 -2. 80477 7550 
-2 -7. 96882 1 57 6  
-2 -2. 42892 1581 
-2) +7. 09440 9807 ! -2) +5. 12479 7308 
-3� +6. 13883 9212  
-2  +4. 07468 5217 
-2 +7. 65052 6394 

( -1) -1. 66921 4114 
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Table 9.5 
ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF BESSEL }'UNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES 

io, s 

1 2. 40482 55577 
2 5. 52007 81103 
3 B. 65372 79129 
4 11. 79153 44391 
5 14. 93091 77086 

6 18, 07106 39679 
7 21. 21163 66299 
8 24. 35247 15308 
9 27. 49347 91320 

10 30. &3460 64684 

11 33. 77582 0213& 
12 36, 91709 83537 
13 40. 05842 57646 
14 43. 19979 17132 
15 46. 34118 83717 

16 49. 482&0 98974 
17 52. 62405 18411 
18 55. 76551 07550 
19 58. 90&98 39261 
20 62. 04846 91902 

ia, 8 
1 6. 38016 
2 9. 76102 
3 13. 01520 
4 16. 22347 
5 19. 40942 

6 22. 58273 
7 25. 74817 
8 28. 90835 
9 32. 06485 

10 35. 21867 

11 38. 37047 
12 41. 52072 
13 44. 66974 
14 47. 81779 
15 50. 96503 

16 54, 11162 
17 57. 25765 
18 60. 40322 
19 &3. 54840 
20 66. 69324 

ia, • 

1 9. 93611 
2 13. 58929 
3 17. 00382 
4 20. 32079 
5 23. 58608 

6 26, 82015 7 30. 03372 
8 33. 23304 
9 36. 42202 

10 39. 60324 

11 42. 77848 
12 45. 94902 
13 49. 11577 
14 52. 27945 
15 55. 44059 

16 58. 59961 
17 61. 75682 
18 64. 91251 
19 68. 06689 
20 71. 22013 

J'o(jo, ,) it, 8 J'1 (j1 , s) 
-0, 51914 74973 3. 83171 -0. 40276 
+0. 34026 48065 7, 01559 +0. 30012 
-0. 27145 22999 10. 17347 -0. 24970 
+0. 23245 98314 13. 32369 +0. 21836 
-0. 20654 64331 16. 47063 -0. 19647 

+0. 18772 88030 19, 61586 +0. 18006 
-0. 17326 58942 22. 76008 -0. 1&718 
+0. 16170 15507 25. 90367 +0. 15672 
-0. 15218 12138 29. 04&83 -0. 14801 
+0. 1441& 59777 32. 189&8 +0. 140&1 

-0. 13729 69434 35. 33231 -0. 13421 
+0. 13132 46267 38, 47477 +0. 12862 
-0. 12606 94971 41. 61709 -0. 12367 
+0. 12139 86248 44. 75932 +0. 11925 
-0. 11721 11989 47. 90146 -0. 11527 

+0. 11342 9192& 51. 04354 +0. 11167 
-0. 10999 11430 54. 18555 -0. 10839 
+0. 10684 78883 57. 32753 +0. 10537 
-0. 10395 95729 60. 4&946 -0. 102&0 
+0. 10129 34989 63. 61136 +0. 10004 

J'3(h. .) 

-0. 29827 
+0. 24942 
-0. 21828 
+0. 19644 
-0. 18005 

+0. 16718 
-0. 15672 
+0. 14801 
-0. 14060 
+0. 13421 

-0. 12862 
+0. 12367 
-0. 11925 
+0. 11527 
-0. 11167 

+0. 10839 
-0. 10537 
+0. 10260 
-0. 10004 
+0. 09765 

J' a(jo, ,) 
-0. 22713 
+0. 20525 
-0. 18726 
+0. 17305 
-0. 16159 

+0. 15212 
-0. 14413 
+0. 13727 
-0. 13131 
+0. 12&06 

-0. 12139 
+0. 11721 
-0. 11343 
+0. 10999 
-0. 10&85 

+0. 1039& 
-0. 10129 
+0. 09882 
-0. 09652 
+0. 09438 

i4, 8 
7. 58834 

11. 06471 
14. 37254 
17. 61597 
20. 82&93 

24. 01902 
27. 19909 
30. 37101 
33, 53714 
36. &9900 

39. 85763 
43. 01374 
46. 1&785 
49. 32036 
52. 47155 

55. &2165 
58. 77084 
61. 91925 
65. 06700 
68. 21417 

.h, s 
11. 08637 
14. 82127 
18. 28758 
21. &4154 
24. 93,493 

28. 19119 :n. 42279 
34. 63709 
37. 83872 
41. 03077 

44. 21541 
47. 39417 
50. 56818 
53. 73833 
56. 90525 

60. 0&948 
63. 23142 
66. 39141 
69. 54911 
72. 70&55 

J'4(j4, .) 

-0. 26i136 
+0. 23188 
-0. 20636 
+0. 18766 
-0. 17323 

+0. 16168 
-0. 15217 
+0. 14416 
-0. 13729 
+0. 13132 

-0. 12607 
+0. 12140 
-0. 11721 
+0. 11343 
-0. 10999 

+0. 10&85 
-0. 10396 
+0. 10129 
-0. 09882 
+0. 09652 

J'7 (j1, .) 
-0. 21209 
+0. 19479 
-0. 17942 
+0. 1&688 
-0. 15&57 

+0. 14792 
-0. 14055 
+0. 13418 
-0. 12859 
+0. 12365 

-0. 11924 
+0. 11526 
-0, 11166 
+0. 10838 
-0. 10537 

+0. 10260 
-0. 10003 
+0. 09765 
-0. 09543 
+0. 09336 

iz, 8 

5. 13562 
8. 41724 

11. 61984 
14. 79595 
17. 95982 

21. 11700 
24. 27011 
27. 42057 
30. 5&920 
33. 71652 

36. 86286 
40, 00845 
43. 15345 
46. 29800 
49. 44216 

52. 58&02 
55. 72963 
58. 87302 
&2, 01622 
65, 15927 

is, s 
a. 77148 

12. 33860 
15. 70017 
18. 98013 
22. 21780 

25. 43034 
28. 62662 
31. 81172 
34. 98878 
38. 15987 

41. 32638 
44. 489:32 
47. 64940 
50, 80717 
53. 96303 

57. 11730 
60. 27025 
63.42205 
66. 57289 
69. 72289 

is, • 
12, 22509 
16. 03777 
19. 55454 
22. 94517 
26. 26681 

29. 54566 
32. 79580 
3&. 02562 
39. 24045 
42. 44389 

45. 63844 
48. 82593 
52, 0076� 
55. 18475 
58. 35789 

61. 52774 
64. 69478 
6 7. 85943 
71. 02200 
74. 18277 

J'2U2, .) 
-0. 33967 
+0. 27138 
-0. 23244 
+0. 20654 
-0. 18773 

+0. 17326 
-0. 16170 
+0. 15218 
-0. 14417 
+0. 13730 

-0. 13132 
+0. 12&07 
-0. 12140 
+0. 11721 
-0. 11343 

+0. 10999 
-0. 10685 
+0. 10396 
-0. 10129 
+0. 09882 

J' 5(}5, .) 
-0. 24543 
+0. 21743 
-0. 19615 
+0. 17993 
-0. 16712 

+0. 15669 
-0. 14799 
+0. 14059 
-0. 13420 
+0. 12861 

-0. 1236& 
+0. 11925 
-0, 11527 
+0. 11167 
-0. 10838 

+0. 10537 
-0. 10260 
+0. 10003 
-0. 09765 
+0. 09543 

J'sUs, .) 

-0. 19944 
+0. 18569 
-0. 17244 
+0. 1&130 
-0. 15196 

+0, 14404 
-0. 13722 
+0. 13127 
-0. 12603 
+0. 12137 

-0. 11719 
+0. 11342 
-0. 10998 
+0. 10&84 
-0. 10395 

+0. 10129 
-0. 09882 
+0. 09652 
-0. 09438 
+0. 09237 
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Table 9.5 
ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF BESSEL FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES 

YO, 8 Y'o(Yo, ,) 
1 0. 89357 697 +0. 87942 080 
2 3. 95767 842 -0. 40254 267 
3 7. 08605 106 +0. 30009 761 
4 10. 22234 504 -0. 24970 124 
5 13. 36109 747 +0. 21835 830 

6 16. 50092 244 -0. 19646 494 
7 19. 64130 970 +0. 18006 318 
8 22. 78202 805 -0. 1 6718 450 
9 25. 92295 765 +0. 15672 493 

10 29. 06403 025 -0. 14801 108 

11 32. 20520 412 +0. 14060 578 
12 35. 34645 231 -0. 13421 123 
13 38. 48775 665 +0. 12861 661 
14 41. 62910 447 -0. 12366 795 
15 44. 77048 661 +0. 11924 981 

16 47. 91189 633 -0. 11527 369 
17 51. 05332 855 +0. 1116 7 049 
18 54. 194 77 936 -0. 10838 535 
19 57. 33624 570 +0. 10537 405 
20 60. 47772 516 -0. 10260 057 

1f:l, 8 Y'3(l/:l, s) 
1 4. 52702 +0. 33256 
2 a. 09755 -0. 27080 
3 11. 39647 +0. 23232 
4 14. 62308 -0. 20650 
5 1 7. 81846 +0. 18771 

6 20. 99728 -0. 1 7326 
7 24. 16624 +0. 16170 
8 27. 32880 -0. 15218 
9 30. 48699 +0. 14416 

10 33. 64205 -0. 13730 

11 36.  79479 +0. 13132 
12 39. 94577 -0. 12607 
13 43. 09537 +0. 12140 
14 46. 24387 -0. 11721 
15 49. 39150 +0. 11343 

16 52. 53840 -0. 10999 
17 55. 68470 +0. 10685 
18 58. 83049 -0. 10396 
19 61. 97586 +0. 10129 
20 65. 12086 -0, 09882 

?/6, s Y' 6(1!6, s) 
1 7. 83774 +0. 23429 
2 11. 81104 -0. 21591 
3 15. 31362 +0. 19571 
4 18. 67070 -0. 17975 
5 21. 95829 +0. 16703 

6 25. 20621 -0. 15664 
7 28. 42904 +0. 14796 
8 31. 63488 -0. 14058 
9 34. 82864 +0. 1 3419 

10 38. 01347 -0. 12860 

11 41. 19152 +0. 12366 
12 44. 36427 -0. 11924 
13 47. 53282 +0. 11527 
14 50. 69796 -0. 11167 
15 53. 86031 +0. 10838 

16 57. 02034 -0. 10537 
17 60.  17842 +0. 10260 
18 63. 33485 -0. 10003 
19 66. 48986 +0. 09765 
20 69. 64364 -0. 09543 

?/I, 8 Y't (l! t ,  .. ) 
2. 19714 +0. 52079 
5. 42968 -0. 34032 
8. 59601 +0. 27146 

11. 74915 -0. 23246 
14. 89744 +0. 20655 

18. 04340 -0. 18773 
21. 18807 +0. 17327 
24. 33194 -0. 16170 
27. 47529 +0. 15218 
30. 61829 -0. 14417 

33. 76102 +0. 1 3730 
36. 90356 -0. 13132 
40. 04594 +0. 12607 
43. 18822 -0. 1 2140 
46. 33040 +0. 11721 

49. 47251 -0. 11343 
52. 61455 +0. 10999 
55. 75654 -0. 1 0685 
58. 89850 +0. 10396 
62. 04041 -0. 10129 

Y4, s Y'4 (Y4, s) 
5. 64515 +0. 28909 
9. 36162 -0. 24848 

12. 73014 +0. 21805 
15. 99963 -0. 19635 
19. 22443 +0. 1 8001 

22. 42481 -0. 16716 
25. 61027 +0. 1 5671 
28. 78589 -0. 14800 
31. 95469 +0. 14060 
35. 11853 -0. 13421 

38. 27867 +0. 12861 
41. 43596 -0. 12367 
44. 59102 +0. 11925 
47. 74429 -0. 11527 
50. 89611 +0. 11167 

54. 04673 -0. 10838 
57. 19635 +0. 1 0537 
60. 34513 -0. 10260 
63. 49320 +0. 10003 
66. 64065 -0. 09765 

.1/7, 8 Y'7 (!17, ,,) 
8. 91961 +0. 21556 

13. 00771 -0. 20352 
16. 57392 +0. 18672 
19. 97434 -0. 17283 
23. 29397 +0. 16148 

26. 56676 -0. 15206 
29. 80953 +0. 14409 
33. 03177 -0. 13725 
36. 23927 +0. 1 3130 
39. 43579 -0. 12605 

42. 62391 +0. 12138 
45. 80544 -0. 1 1 720 
48. 98171 +0. 11342 
52. 15369 -0. 10999 
55. 32215 +0. 10684 

58, 48767 -0. 10396 
61. 65071 +0. 1 0129 
64. 81164 -0. 09882 
67. 97075 +0. 09652 
71. 12830 -0. 09438 

1/2, 8 
3. 38424 
6. 79381 

1 0. 02348 
1 3. 20999 
1 6. 37897 

19. 53904 
22. 69396 
25. 84561 
28. 99508 
32. 14300 

35. 28979 
38. 43573 
41. 58101 
44. 72578 
47. 87012 

51. 01413 
54. 15785 
·57. 301 35 
60. 44464 
63. 58777 

!/5, 8 
6. 74718 

1 0. 59718 
1 4. 03380 
1 7. 34709 
2 0. 60290 

23. 82654 
2 7. 03013 
30. 22034 
33. 40111 
36. 57497 

39. 74363 
42. 90825 
46. 06968 
49. 22854 
52. 38531 

55. 54035 
58. 69393 
61. 84628 
64. 99759 
68. 14799 

IJH, 8 
9. 99463 

14. 19036 
1 7. 81789 
21. 26093 
24. 61258 

27. 91052 
31. 17370 
34. 41286 
37. 63465 
40. 84342 

44. 04215 
47. 23298 
50. 41746 
53. 596 75 
56. 77177 

59. 94319 
63. 11158 
66. 27738 
69. 44095 
72. 60259 

Y'2('12, .,) 
+0. 39921 
-0. 29992 
+0. 24967 
-0. 21835 
+0. 19646 

-0. 18006 
+0. 16718 
-0. 15672 
+0. 14801 
-0. 14061 

+0. 13421 
-0. 12862 
+0. 1236 7 
-0. 11925 
+0. 11527 

-0. 11167 
+0. 1 0839 
-0. 10537 
+0. 10260 
-0. 10004 

Y'5 (.'/5, s) 
+0. 25795 
-0. 23062 
+0. 20602 
-0. 18753 
+0. 17317 

-0. 16165 
+0. 15215 
-0. 14415 
+0. 13729 
-0. 13132 

+0. 12606 
-0. 12140 
+0. 11721 
-0. 11343 
+0. 1 0999 

-0. 10685 
+0. 1 0396 
-0. 10129 
+0. 09882 
-0. 09652 

Y's(Ys, s) 
+0. 20027 
-0. 19289 
+0. 17880 
-0. 16662 
+0. 15643 

-0. 14785 
+0. 14051 
-0. 13415 
+0. 12857 
-0. 12364 

+0. 11923 
-0. 11526 
+0. 11166 
-0. 10838 
+0. 10537 

-0. 10260 
+0. 10003 
-0. 09765 
+0. 09543 
-0. 09336 
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Table 9.5 

ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF BESSEL FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES 

j' 0, ' .!o(j'o, ,) .i\ s .!1 U\ .,) .i'z, ·' ./z(j' 2, s) 
1 0,00000 00000 +1.00000 00000 1,841 18 +0.58187 3,05424 +0,48650 
2 3.83170 59702 -0.40275 93957 5,33144 -0.34613 6, 70613 -0.31353 
3 7.01558 66698 +0.30011 57525 8,53632 +0.27330 9,96947 +0.25474 
4 1 0.17346 81351 -0.24970 48771 11 .70600 -0.23330 1 3.17037 -0.22088 
5 1 3, 32369 19363 +0.21835 94072 14, 86359 +0.20701 1 6.34752 +0.19794 

6 1 6.4 7063 00509 -0.19646 53715 1 8,01553 -0.18802 1 9.51291 -0.18101 
7 1 9.61585 85105 +0.18006 33753 21.16437 +0.17346 22.6 7158 +0.16 784 
8 22. 76008 43806 -0.16718 46005 24.31133 -0.16184 25.82604 -0.15720 
9 2 5.90367 20876 +0.15672 49863 2 7,45705 +0.15228 28,97767 +0,14836 

10 29,04682 85349 -0.14801 11100 3 0,60192 -0.14424 3 2.12733 -0.14088 

11 32.18967 991 1 0  +0.14060 57982 3 3.74618 +0.13736 3 5.27554 +0.13443 
12 35,33230 75501 -0.13421 1 2403 36.88999 -0.13137 38.42265 -0.12879 
1 3  3 8,47476 62348 +0.12861 66221 40.03344 +0.12611 41,56893 +0.12381 
14 41.61 709 42128 -0.12366 79608 43.1 7663 -0.12143 44.71455 -0.11937 
15 4 4.75931 89977 +0,11924 98120 4 6.31960 +0,11724 4 7,85964 +0.11537 

16  4 7,90146 08872 -0.11527 36941 49.46239 -0.11345 51.00430 -0.11176 
17 51.04353 51 836 +0.11167 04969 52,60504 +0.11001 54.14860 +0.1 0846 
18 54,18555 36411 -0.10838 53489 55.74757 -0.10687 5 7.29260 -0.10544 
19 57.32752 54379 +0.10537 40554 58,89000 +0.10397 60,43635 +0.10266 
20 60.46945 78453 -0.10260 056 7l 62,03235 -0.10131 63.57989 -0.1 0008 

.i':J, 8 ./ l (J':J, s) j\ ., .!4 (/4, ,) j'.), ,'{ ./;, (.i',;, ,,) 
1 4.20119 +0.43439 5,31755 +0.39965 6,41562 +0.37409 
2 8.01524 -0,29116 9,28240 -0.27438 1 0.51986 -0.2 6109 
3 11 .34592 +0.24074 12.68191 +0.22959 1 3.98719 +0.22039 
4 14.58585 -0.21 097 1 5,96411 -0.20276 1 7.31284 -0.19580 
5 1 7.78875 +0.19042 19.19603 +0.18403 20.57551 +0.17849 

6 2 0.97248 -0.17505 22,40103 -0.16988 23.80358 -0.16533 
7 24.14490 +0.1 6295 25. 58976 +0.15866 27,01031 +0.15482 
8 2 7.31006 -0.15310 28.76784 -0.14945 30.20285 -0.14616 
9 3 0.47027 +0.14487 31.93854 +0.14171 33. 38544 +0.13885 

1 0  3 3.62695 -0.13784 35,10392 -0.13509 36.56078 -0,13256 

11 3 6.78102 +0.13176 38.26532 +0.1 2932 39.73064 +0.12707 
12 39.93311 -0.12643  41.42367 -0. 12425 42,89627 -0,1 2223 
13 43.08365 +0.12169 44,57962 +0.11973 46.05857 +0.11790 
14 46.23297 -0.11746 47.73367 -0.11568 49.21817 -0.11 402 
15 49.38130 +0.11364 50.88616 +0.11202 52.37559 +0.11 049 

1 6  52.52882 -0.11017 54. 03737 -0.1 0868 55.53120 -0.10728 
17 55.67567 +0,10700 57,18752 +0.10563 58,68528 +0.1 0434 
18 58.82195 -0,10409 60.336 77 -0.10283 61.83809 -0.10163 
19  61.96775 +0.10141 63.48526 +0.10023 64.98980 +0.09912 
20 65.11315 -0,09893 66,63309 -0.09783 68.14057 -0.09678 

}'n, s ·h(./6, ,) j' 7,  8 h(J'?. ,) /s. s .fs(j' s, ,) 
1 7.50127 +0.35414 8.57784 +0.33793 9. 64742 +0.32438 
2 11 .73494 -0.25017 12.93239 -0.24096 14,11552 -0.23303 
3 1 5.26818 +0.21261 16.52937 +0.20588 1 7.77401 +0.19998 
4 18.63744 -0,18978 19.94185 -0.18449 21.22906 -0.17979 
5 21.93172 +0 .. 1 7363 23.26805 +0.1 6929 24.58720 +0.16539 

6 25.18393 -0.16127 26,54503 -0.15762 27.88927 -0.15431 
7 28.40978 +0.15137 29,79075 +0.14823 31.1 5533 +0.14537 
8 31.61788 -0.14317 33.01518 -0.14044 34.39663 -0,13792 
9 34.81339 +0 .13623 36.22438 +0.13381 37.62 008 +0.13158 

10 37.99964 -0 .13024 39.42227 -0.12808 40.83018 -0.12608 

11 41.1 7885 +0.12499 42,61152 +0.12305 44.03001 +0.12124 
12 44.35258 -0,12035 45.79400 -0.11859 47,22176 -0.11695 
13 47.52196 +0.,11 620 48.97107 +0.11460 50.40702 +0.11309 
14  50.68782 -0,11246 52.14375 -0.11099 53,58700 -0.10960 
15 53.85079 +0 .1 0906 55,31282 +0.10771 56.76260 +0.10643 

16  57.01138 -0.1 0596 58.47887 -0.1 0471 59,93454 -0.1 0352 
17 60.16995 +0.,10311 61.64239 +0.10195 63.10340 +0.10084 
18 63.32681 -0 .10049 64.80374 -0.09940 66,26961 -0.09837 
19 66.48221 +0,09805 67,96324 +0.09704 69,43356 +0.09607 
20 69.63635 -0 .. 09579 71.12113 -0.09484 72,59554 -0.09393 
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Table 9.5 
ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF BESSEL FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES 

y'o, s Yo(y'o, s) 11\ s  Yt(!f\ s) y'2, s Y2(y'2, .) 
1 2.19714 133 +0.52078 &41 3.&8302 +0.41073 5.00258 +0.36766 
2 5.42968 104 -0.34031 805 6.94150 -0.30317 8.35072 -0.27928 
3 8.59600 587 +0.27145 988 10.12340 +0.25091 1 1.57420 +0.23594 
4 11.74915 483 -0.2324& 177 13,28576 -0.21897 14.76091 -0.20845 
5 14.89744 213 +0.20&54 711 1 6.44006 +0.19683 17.93129 +0.18890 

6 18.04340 228 -0.18772 909 19.59024 -0.18030 21.09289 -0.17405 
7 21.18806 893 +0.17326 &04 22.73803 +0.16735 24.24923 +0.10225 
8 24.33194 257 -0.16170 163 25.88431 -0.15684 27.40215 -0.15259 
9 27.47529 498 +0.15218 126 29.02958 +0.14810 30.55271 +0.14448 

10 3 0.61828 649 -0.14416 600 32.17412 -0.14067 33.70159 -0.13754 

11 33.76101 780 +0.13729 696 35.31813 +0.13427 36.84921 +0.13152 
12 36.90355 532 -0.13132 404 38.46175 -0.1286& 39,99589 -0.12623 
13 40.04594 464 +0.12606 951 41.60507 +0.12370 43.14182 +0.12153 
14 43.18821 810 -0.12139 863 44.74814 -0.11928 46.28716 -0.11732 
15 46.33039 925 +0.11721 120 47.89101 +0.11530 49.43202 +0.11352 

16 49.47250 568 -0.11342 920 51.03373 -0,11169 52.57649 -0.11007 
17 52,61455 077 +0.10999 115 54.17632 +0.10840 55.72063 +0,10&92 
1 8  55,75654 488 -0.10684 789 57.31880 -0.10539 58.80450 -0.10402 
19 58.89849 617 +0.10395 957 60.46118 +0.10261 62.00814 +0.10135 
20 62.04041 115 -0.10129 350 63.60349 -0.10005 65.15159 -0,09887 

8 y\ , Y:l(1/'3, ,) !/4, .� Y4(!/4, x) !/15, H Y5(1/ 5, ,) 
1 6.25363 +0.33660 7.46492 +0.31432 8.64956 +0.29718 
2 9.69879 -0.26195 11.00517 -0.24851 12.28087 -0.23763 
3 12.97241 +0.22428 14.33172 +0.21481 15.66080 +0.20687 
4 1 6.19045 -0.19987 17.58444 -0.19267 18.94974 -0.18650 
5 19.38239 +0.18223 20.80106 +0.17651 22.19284 +0.17151 

6 22.55979 -0.16867 23.99700 -0.16397 25,40907 -0.15980 
7 25.72821 +0.15779 27.17989 +0.15384 28.60804 +0.15030 
8 28.89068 -0.14881 30.35396 -0.14543 31.79520 -0.14236 
9 32.04898 +0.14122 33.52180 +0.13828 34.97389 +0.13559 

10 35.20427 -0.13470 36.68505 -0.13211 38.14631 -0.12973 

11 38.35728 +0.12901 39.84483 +0.12671 41.31392 +0.12458 
12 41.50855 -0.12399 43.00191 -0.12193 44.47779 -0.12001 
13 44.65845 +0.11952 46.15686 +0.11765 47,63867 +0.11591 
14 47.80725 -0.11550 49,31009 -0.11380 50.79713 -0.11221 
15 50.95515 +0.11186 52,46191 +0,11031 53.95360 +0.10885 

16 54.10232 -0,10855 55.61257 -0,10712 57.10841 -0.10578 
17 57.24887 +0.10552 58.76225 +0,10420 60.26183 +0.10295 
18 60.39491 -0,10273 61,91110 -0.10151 63,41407 -0.10035 
19 63.54050 +0,10015 65.05925 +0,09901 66.56530 +0,09793 
20 66.68571 -0,09775 68.20679 -0.09669 69.71565 -0,09568 

y 'fi, H 1"6(!/6, ,) y';, ., Y7(!i';, ,) y's, �o� Ys(y's, .) 
1 9,81480 +0.28339 10.96515 +0.27194 12.10364 +0.26220 
2 13.53281 -0.22854 14.76569 -0.22077 15,98284 -0.21402 
3 16.96553 +0.20007 18,25012 +0.19414 19,51773 +0.18891 
4 20.29129 -0.18111 21.61275 -0.17634 22.91696 -0.17207 
5 23.56186 +0.16708 24.91131 +0.16311 26,24370 +0.15953 

( 
6 26,79950 -0.15607 28,17105 -0.15269 29,52596 -0.14962 
7 30.01567 +0.14709 31.40518 +0.14417 32.77857 +0.14149 
8 33.21697 -0.13957 34.62140 -0.13700 36.01026 -0.13463 
9 36,40752 +0.13313 37.82455 +0,13085 39.22658 +0.12874 

10 39.59002 -0.12753 41.01785 -0,12549 42,43122 -0.12359 

11 42.76632 +0,12260 44,20351 +0,12076 45.62678 +0.11904 
12 45.93775 -0,11822 47.38314 -0,11654 48.81512 -0.11497 
13 49.10528 +0.11428 50.55791 +0,11275 51,99761 +0.11131 
14 52.26963 -0,11072 53.72870 -0,10931 55.17529 -0.10798 
15 55.43136 +0.10748 56.89619 +0.10618 58.34899 +0.10494 

16 58,59089 -0.10451 60.06092 -0,10330 61.51933 -0,10216 
17 61.74857 +0.10177 63.22331 +0,10065 64.&8681 +0,09958 
18 64.90468 -0,09925 66.38370 -0.09820 &7.85185 -0,09720 
19 68.05943 +0,09690 &9.54237 +0,09592 71.01478 +0,09498 
20 71.21301 -0.09471 72,69955 -0.09379 74.17587 -0,09291 
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BESSEL FUNCTIONS-Jo(;0, .,.x) Table 9.6 

X JoUo,tx) Jo(io,.ZX) Jo\Jo.:if-l JoUo,4x) JoUo.sX) 
0. 00 1 .  00000 1. 00000 1. 00000 1. 00000 l. 00000 0. 02 0. 99942 0. 99696 0, 99253 0. 98614 0. 97783 0. 04 o. 99769 o. 98785 o. 97027 o. 94515 0. 91280 o. 06 0. 99480 o. 97276 o. 93373 0. 87872 0. 80920 o. 08 0, 99077 0, 95184 o. 88372 o. 78961 0. 67388 
0. 1 0 o . 98559 0. 92526 o. 82136 0. 68146 0. 51568 0. 1 2 o . 97929 0. 89328 D. 74804 0. 55871 0. 34481 0. 14 0, 97186 o. 85617 o. 66537 0. 42632 0. 17211 0. 16 o. 96.3.33 D. 81429 o. 57518 o. 28958 +0. 00827 0, 18 0. 95.370 0. 76800 0. 47943 0. 15386 -0. 1 3693 
0. 20 0, 94300 o. 71773 o. 38020 +0. 02438 -0. 255.33 0. 22 o . 93124 0. 66.392 0. 27960 -0. 09404 -0. 34090 0. 24 0. 91844 0. 60706 0. 17976 -0. 19716 -0. 39013 o. 26 0, 90463 0. 54766 +0. 08277 -0. 28155 -0. 40225 o. 28 0, 88982 o. 4862.3 -0. 00942 -0. 34466 -0. 37917 
o . .30 0, 87405 0. 42333 -0. 09498 -0. 38498 -0. 32527 o. 32 o. 85734 o . .35950 -0. 1 7226 -0. 40207 -0. 24698 0, 34 o. 83972 o. 29529 -0. 23986 -0. 39653 -0. 15223 o. 36 o. 82122 o. 23126 -0. 29664 -0. 36998 -0. 04980 o. 38 o. 80187 0. 16795 -0. 34171 -0. 32493 +0. 05137 
o. 40 o. 78171 0. 1 0590 -0. 37453 -0. 26467 0. 14293 o. 42 o. 76077 +0. 04562 -0. 39482 -0. 19304 0. 21767 0. 44 0, 73908 -0. 01240 -0. 40264 -0. 11431 0. 27011 o. 46 o. 71669 -0. 06769 -0. 39835 -0. 03289 0. 29684 
o. 48 o. 69362 -0. 1198.3 -0. 38259 +0. 04684 0. 29671 
0. 50 0. 6699.3 -0. 1 6840 -0. 35628 0. 12078 o. 27086 
0. 52 0, 64565 -0. 21306 -0. 32056 0. 18527 0. 22252 
0. 54 o. 62081 -0. 25.349 -0. 2 7678 0. 23725 0. 15667 
o. 56 0. 59547 -0. 28941 -0. 22648 o. 27445 +0. 07960 
o. 58 0. 56967 -0. 32062 -0. 171.30 0. 29541 -0. 00168 
o. 60 0. 54.345 -0 • .34692 -0. 11295 0. 29959 -0. 08007 
0. 62 o. 51685 -0. 36821 -0. 05320 o. 28731 -0. 14891 
0. 64 0, 48992 -0. 38441 +0. 00622 0. 25977 -0. 20259 
0. 66 0. 46270 -0. 39551 0. 06363 0. 21892 -0. 23697 
o. 68 0. 43524 -0. 40152 0. 11745 0. 16735 -0. 24965 
o. 70 0. 40758 -0. 40255 0. 16625 0. 1 0814 -0. 24019 
o. 72 0. 37977 -0 • .39871 o. 20878 +0. 04470 -0. 21003 
o. 74 0, .35186 -0, 39019 0. 24399 -0. 01945 -0. 1 62.37 
o. 76 0. 32389 -0. 37721 o. 27107 -0. 08082 -0. 10179 
o. 78 o. 29591 -0. 36003 0. 28945 -0. 1 3618 -0. 0.3.389 
o. 80 0, 26796 -0 • .33896 0. 29882 -0. 18270 +0. 03525 
o. 82 0, 2 4009 -0. 31433 o. 29915 -0. 21808 0. 09960 
o. 84 o. 21234 -0. 28652 o. 29063 -0. 24067 0. 15.369 
o. 86 0. 1 8476 -0. 2 5591 o. 27374 -0. 24957 0. 19306 
o. 88 0. 15739 -0. 22293 0. 24914 -0. 24461 0. 21464 
o. 90 0, 13027 -D. 18800 o. 21774 -0. 22637 o. 21694 
o. 92 0. 10346 -0. 15157 0. 18059 -0. 19613 0. 20021 
o. 94 o. 07698 -0. 11411 0. 13891 -0. 15580 0. 16630 
o. 96 o. 05089 -0. 07605 D. 09.399 -0. 1 0779 0. 1 1854 
o. 98 o. 02521 -D. 03787 0. 04722 -0. 05486 o. 06138 
1. 00 o. OODOO 0. 00000 0. 00000 . 0. 00000 0. 00000 [<-:)1] [<-:)8] [C -:)2] [( -53)3] [( -:) 5] 
From E. T. Goodwin and J. Staton, Table of .Jo(jo,nr) , Quart. J. Mech. Appl. 

Math. 1, 220-224 (1948) (with permission) . 



414 BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

Table 9.7 BES SEL FUXCTIONS-:\U SCELLA�EOUS ZEROS 

"A\s 

o. 00 
o. 02 
o. 04 
o. 06 
o. OB 
0. 10 
o . 20 
o . 40 
o. 60 
D. BO 
l. 00 

"A - 1\s 
l. 00 
0. BO 
o. 60 
o. 40 D. 2D 
D. 10 
o . OB 
D. 06 
D. 04 
o. D2 
0. 00 

"A\s 

o. 5 
o. 6 
D. 7 D. B 
0. 9 
1. 0 

"A- 1\s 
l. 00 
o. BO 
0. 60 
o. 40 
o. 20 
0. 10 
o. OB D. 06 
o. 04 
0. 02 
o. 00 

1 
o. 0000 
o. 1995 
o. 2B14 
0. 343B 
o. 3960 
0. 4417 
o. 6170 
o. B516 1. 01B4 
l. 1490 
l. 255B 

1 
1. 255B 
l.  3659 
l. 5095 
l. 7060 1. 9B9B 
2. 1795 
2. 221B 
2. 2656 
2. 31DB 2. 3572 
2. 404B 

1 
O. DODD 
1. 1231 
1. 4417 
l. 6275 
l. 7517 
l. B412 

1 
1, B412 
l .  9B44 
2. 1092 
2. 2192 
2. 3171 
2. 3621 
2. 3709 2. 3795 
2. 3B80 
2. 3965 2. 4048 

sth Zero of xJ 1 (x) - "AJo (x) 

2 3 4 
3. B31 7 7. 0156 10. 1735 
3. B369 7. 01B4 10. 1754 
3. B421 7. 0213 10. 1 774 
3. B473 7. 0241 10. 1794 
3. B525 7. 0270 10. 1B13 
3. B577 7. 029B 10. 1B33 
3. BB35 7. 0440 10. 1931 
3. 9344 7. 0723 10. 2127 
3. 9B41 7. 1004 10. 2322 
4. 0325 7. 12B2 10. 2516 
4. 0795 7. 155B 10. 2710 

2 3 4 
4. 0795 7. 155B 10. 2710 
4. 1361 7. 1B9B 10. 2950 
4. 2249 7. 2453 10. 3346 
4. 3B1B 7. 350B 10. 411B 4. 7131 7. 6177 1D. -6223 
5. 0332 7. 9569 10. 9363 5. 1172 B. 0624 11. D477 
5. 20B5 B. 1B52 11. 1B64 5. 3D6B B. 3262 11. 3575 5. 4112 B. 4B4D 11. 5621 
5. 5201 B. 6537 11. 7915 

sth Zero of J1 (x) - "AxJ o (x) 

2 
5. 1356 5. 2DOB 
5. 2476 
5. 2B26 
5. 309B 
5. 3314 

2 
5, 3314 
5. 3702 
5. 40B5 
5. 4463 
5. 4B35 
5. 5019 
5, 5055 5. 5092 
5. 5128 
5. 5165 5. 5201 

3 
B. 4172 
B. 4569 
B. 4B53 
B. 5066 
B. 5231 
B. 5363 

3 
B. 5363 
B. 5600 
B. 5836 
B. 6072 
B. 6305 
B. 6421 
B. 6445 B. 646B 
8. 6491 
8. 6514 
8. 6537 

4 
11. 619B 
11. 64B6 
11. 6691 
11. 6B45 
11. 6964 
11. 7060 

4 
11. 7060 
11. 7232 
11. 7404 
11. 7575 
11. 7745 
11. 7830 
11. 7B47 11. 7B64 11. 7881 
11. 7B9B 
11. 7915 

<"A> =nearest integer to "A. 

5 
13. 3237 
13. 3252 
13. 3267 
13. 32B2 
13. 3297 
13. 3312 
13. 33B7 
13. 3537 13, 36B6 
13. 3B35 13. 39B4 

5 <"A> 
13. 39B4 1 
13. 4169 1 
13. 4476 2 
13. 5079 3 13. 67B6 5 
13. 95BO 10 
14. D666 13 
14. 2100 17 
14. 3996 25 
14. 6433 50 
14. 9309 co 

5 
14. 7960 
14. B1B5 
14. B346 
14. B467 
14. B561 
14. B636 

5 <"A> 
14. B636 1 
14. B771 1 
14. B906 2 
14. 9D41 3 
14. 9175 5 
14. 9242 10 
14. 9256 13 14. 9269 17 14. 9282 25 
14. 9296 50 
14. 9309 co 

Compiled from H. S. Carslaw and J. C. Jaeger, Conduction of heat in solids (Oxford 
Univ. Press, London, England, 1947) and British Association for the Advancement 
of Science, Bessel functions, Part I. Functions of orders zero and unity, Math-
ematical Tables, vol. VI (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1950)(with 
permission) . 
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BESSEL FUNCTIONS-MISCELLANEOUS ZEROS Table 9.7 

x- 1\s 1 
o. 80 12. 55847 0 3 1  
o .  60 4. 69706 410 
o .  40 2 . 07322 886 
o. 20  o. 76319 127 

0. 10  0. 33139 387 
o. 08  0. 25732 649 
o. 06 0. 18699 458 o. 04 0. 12038 637 
(), 02 0, 05768 450 
o. 00 0. 00000 000 

x- 1\s 1 
o. 80 12, 59004 151  
o .  60 4. 75805 426 
o. 40 2, 15647 249 
o. 20 o. 84714 961 

0, 10  0. 39409 416 
o. 08 0. 31223 576 
o. 06 0, 23235 256 
o. 04 0, 1 5400 729 
o. 02 0 , 07672 788 
o. 00 0, 00000 000 

x- 1\s 1 
o. 80 6, 56973 3 1 0  
o. 60 2, 60328 138 
0, 40 1. 24266 626 
o. 2 0  o. 51472 663 

0, 10  0, 24481 004 
0. 0 8  0. 19461 772 
o. 06 0. 14523 798 
o. 04 0. 09647 602 
o. 02 0, 04813 209 
o. 00 o. ooooo 000 

sth Zero of Jo (x) Yo(�) 

2 
25. 12877 
9. 41690 
4. 17730 
1. 55710 

0. 68576 
0. 53485 
o. 39079 
0. 25340 
0. 12272 
o. 00000 

3 
37, 69646 
14. 13189 

6. 27537 
2 . 34641 

1. 03774 
o. 81055 
0 , 59334 
0 . 38570 
0. 18751 
0 . 00000 

Yo(x) Jo (�) 

4 
50. 2 6349 
18. 84558 
8. 37167 
3. 13403 

1 . 38864 
1.  08536 
o. 79522 
0 . 51759 
o. 25214 
0 , 00000 

stli Zero of J1 (x) Y1  (�) - Y1 (x) h (�) 

2 3 4 
25. 14465 37. 70706 50, 27145 
9. 44837 14, 15300 18, 86146 
4. 22309 6. 30658 8. 39528 
1. 611 08 2. 38532 3. 16421 

o. 73306 1 . 07483 1 . 41886 
0. 57816 0. 84552 1. 11441 
0, 42843 0 . 62483 0. 82207 
0. 28296 o .  41157 0. 54044 
0. 14062 0. 2 0409 0. 26752 
o. 00000 0, 00000 0 . 0 0000 

s'h Zero of  J 1 (x) Yo  (Xx) - Y 1 (x)Jo(�) 

2 3 4 
18. 94971 31.  47626 44. 02544 

7. 16213 11. 83783 16. 53413 
3, 22655 5.  28'885 7. 36856 
1 . 24657 2 . 00959 2. 78326 

o. 57258 o. 90956 1 . 25099 
0, 45251 o. 71635 0, 98327 
o. 33597 0. 53005 0. 72594 
0, 22226 o .  34957 0. 47768 
0, 1 1059 0 . 17353 0. 23666 
0. 00000 0. 00000 0 . 00000 

<X> =nearest integer to X. 

5 <}..> 
62, 83026 1 
2 3. 55876 2 
10 . 46723 3 

3 . 92084 5 

1 .  73896 1 0  
1 . 35969 13 
0, 99673 17 
0 , 64923 25  
0. 31666 50 
0, 00000 GO 

5 <x> 
62, 83662 1 
2 3. 57148 2 
10 . 48619 3 
3 . 94541 5 

1. 76433 10 
1. 38440 13 
l. 02001 17 
0, 66961 25 
0 . 33097 50 
0 , 00000 GO 

5 <X> 
56, 58224  1 
21. 2 3751 2 

9 , 45462 3 
3 . 56157 5 

1 . 59489 1 0  
1 .  25203 13  
0. 92301 1 7  
0. 60634 25 
0 , 29991 50 
0 , 00000 GO 

Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel func-
tions, Part I. Functions of orders zero and unity, Mathematical Tables, vol. VI 
(Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1950) (with permission). 

•see pa� n. 
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Table 9.8 

X 
o. 0 
0. 1 
o. 2 
0. 3 
o. 4 

o. 5 
0. 6 
0. 7 
0. 8 
o. 9 

1. 0 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 

1 . 5 
1. 6 
1. 7 
1. 8 
1 . 9 

2. 0 
2 . 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 1 
2. 8 
2. 9 

3. 0 
3. 1 
3. 2 
3. 3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. 8 
3. 9 

4. 0 
4. 1 
4. 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4. 7 
4. 8 
4. 9 

5. 0 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, I AND 2 
e-xlo (x) e-xh (x) 

1 . 00000 00000 o. ooooo 00000 
o. 90710 09258 0. 04529 84468 
0. 82693 85516 0. 08228 31235 
o. 75758 06252 0. 11237 75606 
0. 69740 21705 0. 13676 32243 

0. 64503 52706 0. 15642 08032 
0. 59932 72031 0. 17216 44195 
0. 55930 55265 0. 18466 99828 
0. 52414 89420 0. 1 9449 86933 
o. 49316 29662 o. 20211 65309 

0. 46575 96077 o. 20791 04154 
0. 44144 03776 0. 21220 16132 
o. 41978 20789 0. 21525 68594 
0. 40042 49127 o. 21729 75878 
0. 38306 25154 o. 21850 75923 

0. 36743 36090 0. 21903 93874 
0. 35331 49978 o. 21901 94899 
0. 34051 56880 0. 21855 28066 
0. 32887 19497 0. 21772 62788 
o. 31824 31629 o. 21661 19112 

0. 30850 83225 0. 21526 92892 
0. 2995& 30945 o.  21374 76721 
0. 29131 73331 o. 21208 77328 
0. 28369 29857 0. 21032 30051 
0. 27662 23231 0. 2 0848 10887 

0. 27004 64416 0. 20658 46495 
o. 26391 39957 o. 20465 22544 
0. 25818 01238 0. 20269 90640 
0. 25280 55337 o. 20073 74113 
0. 24775 57304 0. 19877 72816 

0. 24300 03542 0. 19682 67133 o. 23851 26187 0. 19489 21309 
0. 23426 88316 0. 19297 86229 
0. 23024 79845 0. 19109 01727 
0. 22643 14011 0. 18922 98511 

0. 22280 24380 0. 18739 9976& 
0. 21934 62245 o. 18560 22484 
0. 21604 94417 0. 18383 78580 
0. 21290 01308 0. 1 8210 75810 
0_. 20988 7 5279 o. 1 8041 18543 

o. 20700 19211 0. 17875 08394 
0. 20423 45274 0. 17112 44763 
0. 20157 7 3840 0. 17553 25260 
0. 19902 32571 o. 17  397 46091 
0. 19656 55589 o. 17245 02337 

o. 19419 82777 0. 17095 88223 
0. 19191 59151 0. 16949 97311 
o. 18971 34330 0. 16807 22681 
0. 18758 62042 0. 1 6667 57058 
0. 18552 99721 0. 16530 92936 

0. 18354 08126 o. 16397 22669 

[<-:)2] [<-g)l] 
2n In+! (x) =- -X ln (x) +ln-l (x) 

x-2[2 (x) 
0. 12500 00000 
0. 12510 41992 
0. 12541 71878 
o.  12594 01407 
o. 1266 7 50222 

0. 12762 45967 
0. 12879 24416 
0. 13018 29658 
0. 1 3180 14318 
o. 13365 39819 

0. 13574 76698 
0. 13809 04952 
0. 14069 14455 
0. 14356 05405 
0. 14670 88837 

o. 1 5014 871 'l2 
0. 1 5389 34944 
0. 15795 79288 
0. 16235 80900 
0. 1 6  711 14772 

0. 17223 71119 
0. 17775 56370 
0. 18368 94251 
0. 19006 26964 
0. 19690 16460 

0. 20423 45837 
0. 21209 20841 
0. 22050 11509 
0. 22951 53938 
o.  23915 52213 

0. 24946 80490 
o. 26049 85252 
o. 27229 47757 
0. 28490 86686 
o. 29839 61010 

o. 31281 73100 
o. 32823 72078 
o. 34472 57467 
0. 36235 83128 
0 , 38121 61528 

0. 40138 68359 
0. 4229& 47539 
0. 44605 16629 
o. 47075 72701 
0. 49719 98689 

o. 52550 70272 
0. 55581 63319 
0. 58827 61978 
0. 62304 67409 o. 66030 07270 

o. 70022 45988 

[<-jl3J 

Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel 
functions, Part !.Functions of orders zero and unity, Mathematical Tables, 
vol. VI , Part II. Functions of positive integer order, Mathematical Tables, 
vol. X(Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1950, 1952)and L. Fox, 
A short table for Bessel functions of integer orders and large arguments. Royal 
Society Shorter Mathematical Tables No. 3 (Cambridge Univ. Press, Cam· 
bridge, England, 1954) (with permission). 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 

0

, I AND 

2 

Table 9.8 
X exKo (x) exKt (x) :r2K2 (x) 

o. 0 00 00 2. 00000 0000 
0, 1 2. 68232 61 023 1 0. 89018 2683 1. 99503 9646 
0, 2 2. 14075 73233 5. 83338 6037 1. 98049 7172 
0, 3 1. 85262 73007 4, 12515 7762 1. 95711 6625 
0, 4 1. 66268 2 0891 3. 25867 3880 1. 92580 8202 

o. 5 1. 5241 0 93857 2. 73100 97082 1. 88754 5888 
o. 6 1. 416 73 76214 2. 37392 00376 1. 84330 9881 
0, 7 1. 33012 36562 2. 11501 13128 1.  79405 1 681 
o. 8 1, 25820 31216 1.  91793 02990 1. 74067 2762 
0, 9 1. 19716 33803 1.  76238 82197 1. 68401 1992 

1.  0 1. 14446 30797 1.  63615 34863 1. 62483 8899 
1. 1 1. 09833 02828 1.  53140 37541 1. 56385 0953 
1, 2 1. 05748 45322 1. 44289 75522 1. 50167 3576 
1.  3 1. 02097 31613 1.  36698 72841 1. 43886 2011 
1, 4 0, 98806 99961 1, 30105 37400 1. 37590 4446 

1. 5 0. 95821 00533 1 , 24316 58736 1. 31322 5917 
1 . 6 0. 93094 59808 1. 19186 75654 1. 25119 2681 
1, 7 0. 90591 81386 1, 14603 92462 1. 19011 6819 
1. 8 0. 88283 35270 1. 1 0480 53726 1. 13026 0897 
1. 9 o. 86145 06168 1, 06747 09298 1.  07184 2567 

2, 0 o. 84156 82151 1 .  03347 68471 1. 01503 9018 
2. 1 o. 82301 71525 1.  00236 80527 0, 95999 1226 
2. 2 0. 80565 39812 o. 97377 01679 o. 90680 7952 
2. 3 o. 78935 61312 0, 94737 22250 0. 85556 9487 
2. 4 o. 77401 81407 o. 92291 36650 o. 80633 1113  

2. 5 o. 75954 86903 o. 90017 44239 o. 75912 6289 
2. 6 o. 74586 82430 0. 87896 72806 o. 71396 9565 
2, 7 0. 73290 71515 o.  85913 18867 o. 67085 9227 
2. 8 o. 72060 41251 0. 84053 00604 0, 62977 9698 
2. 9 o. 70890 49774 0. 82304 20403 0. 59070 3688 

3. 0 o. 69776 15980 0. 80656 34800 0. 55359 4126 
3. 1 o. 6871 3  1 1 01 0  o .  79100 30157 0. 51840 5885 
3. 2 o. 67697 51139 o. 77628 02824 0. 48508 7306 
3. 3 0. 66725 91831 o. 76232 42864 0, 45358 1550 
3. 4 o. 65795 22725 o. 74907 20613 o. 42382 7789 

3. 5 o. 64902 63377 o. 73646 75480 0. 39576 2241 
3. 6 0, 64045 59647 0. 72446 06608 0. 36931 9074 
3. 7 0. 63221 80591 o. 71300 65010 o. 3444 3 1194 
3. 8 o. 62429 15812 o.  70206 46931 o. 32103 0914 
3. 9 0, 61665 73147 0, 69159 88206 0. 29905 0529 

4. 0 0 . 60929 76693 0. 68157 59452 0. 27842 2808 
4. 1 0, 60219 65064 0, 67196 61952 0, 25908 1398 
4. 2 0. 59533 89889 o. 66274 24110 o. 24096 1165 
4. 3 0. 58871 1 4486 0, 65387 98395 0. 22399 8474 
4. 4 o. 58230 12704 0. 64535 58689 o. 20813 1411 

4. 5 o. 57609 67897 0, 63714 97988 0, 19329 9963 
4. 6 o. 57008 72022 0, 62924 26383 0. 17944 615 0  
4 ,  7 0, 56426 24840 o. 62161 69312 0. 1 6651 4127 
4. 8 0, 55861 33194 o. 61425 66003 0, 15445 0249 
4. 9 0. 55313 1 0397 0, 60714 68131 0. 14320 3117  

5 .  0 0 . 54780 75643 0. 60027 38587 o. 13272 3593 

2n [c1r 1J Kn+l (x) =- Kn (x) +Kn- 1 (x) 
X 
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Table 9.8 MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS O, 1 AND 2 

X e-xJo(x) e -xJt (x) e-xh(x) 
5. 0 0. 1 8 3 5 4  08126 0. 16397  22669 o. 11795  1 9 0 6  
5.  1 o. 1 81 61 51021 0. 1 6266 38546 0. 11782 5 3 5 5  
5 .  2 0. 17974 94883 0. 161 38 32850 0. 11767 8994 
5. 3 o. 1 7794 08646 0. 16012 97913 o. 11751 4528 
5. 4 0. 17618 63475 0. 15890 26150 0. 11733 3527 

5. 5 0. 17448 32564 0. 15770 10090 o .  11713 7435 
5. 6 o. 17282 90951 o. 15652 42405 0. 11692 7581 
5. 7 0. 17122 1 5362 0. 15537 15922 o. 11670 5188 
5. 8 0. 16965 84061 0. 15424 23641 0. 11647  1384 
5. 9 0. 1 6 8 1 3  76726 0, 15313 58742 o. 11622 7207 

6. 0 0. 1 66 6 5  74327 0. 15205 14593 o. 11597 3613 
6. 1  0, 16521 59021 0. 15098 84754 o. 11571 1 484 
6. 2 0. 16381 1 4064 0. 14994 62978 o. 11544 1633 
6. 3 o. 16244 23718  0. 14892 43212 o. 11516 4809 
6. 4 0. 161 1 0  73175 0. 14792 19595 o. 11488 1705 

6. 5 0. 1 5980 48490 0. 14693 86457 o. 11459 2958 
6.  6 0. 15853 36513  0. 14597 38314 o. 11429 9157 
6.  7 0. 15729 24831 o. 14502 69866 0. 11400 0845 
6. 8 0. 15608 01720 0. 14409 75991 o .  11369 8525 
6. 9 o. 15489 56090 0. 14318 51745 o. 1 1 339  2660 

7 .  0 0. 15373 77447 0. 14228 92347 0. 11308 3678 
7. 1 0. 15260 55844 0. 14140 93186 0. 11277 1974 
7. 2 0. 15149 81855 0. 14054 49809 0. 11245 7913 
7. 3 0. 15041 46530 0. 13969 57915 0. 11214 1833 
7 .  4 0. 14935 41371 0. 13886 13353 o. 11182 4046 

7. 5 0. 14831 58301 o .  13804 121 1 5  0. 11150 4840 
7. 6 0, 1 4729 89636 o. 13723 50333 0. 11118 4481 
7. 7 0. 14630 28062 0. 13644 24270 0. 11086 3215 
7. 8 o. 14532 66611 o. 1 35 66 30318 0 . 11054 1268 
7. 9 0. 14436 98642 o. 1 3489 6499 5 o .  11021 8852 

8. 0 0. 14343 17818 0. 1 3414 24933 0. 10989 6158 
8. 1 0. 14251 18095 0. 13340 06883 0 . 10957 3368 
a. 2 0, 14160 93695 0. 13267 07705 0. 10925 0645 
8. 3 0, 14072 39098 0. 13195 24362 0, 10892 8142 
8. 4 o. 13985 49027 0. 13124 53923 o. 10860 6000 

a. 5 o. 1 3 9 00 18430 0. 13054 93551 0. 10828 4348 
8. 6 0. 13816 42474 0. 1 2986 40505 0. 10796 3305 
8. 7 o. 13734 16526 0. 12918 92134 0. 10764 2983  
8. 8 0. 1 3 6 5 3  36147 0. 12852 45873 0. 10732 3481 
8. 9 0. 13573 97082 0. 12786 99242 0. 10700 4894 

9. 0 0. 13495 95247 0. 12722  49839 0. 10668 7306 
9. 1 0, 1 34 1 9  26720 0. 12658 95342 0. 10637 0796 
9.  2 0. 13343 87740 0. 12596 33501 0. 10605 5437 
9. 3 0. 13269 74691 0. 12534 62139 0. 10574 1294 
9. 4 o. 13196 84094 0. 12473 79145 0. 10542 8428 

9. 5 0. 13125  12609 0. 12413 82477 o. 10511 6893 
9. 6 0, 1 30 5 4  5 7 0 1 6  0. 12354 70154 0. 10480 6740 
9. 7 0. 12985 14223 0. 12296 40258 o. 10449 8015 
9. 8 0. 12916 81248 0. 12238 90929 0. 10419 0759 
9. 9 0. 12849 55220 0. 12182 20364 0. 10388 5010 

10. 0 0. 12783 33371 0. 12126 26814 0. 10358 0801 [C -;)s] [C -56)3] [C -56)2] 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, I AND 2 Table 9.8 

X exKo(x) exK1 (x) exK2(x) 
5. 0 0. 54780 75643 0. 60027 38587 o. 78791 711 
5. 1 0. 54263 5351 9 0. 59362 50463 o. 77542 949 
5. 2 0. 53760 73540 0. 58718 86062 o. 76344 91 3 
5. 3 o. 53271 69744 0. 58095 36085 o.  75194 475 
5. 4 0. 52795 80329 o. 57490 98871 0. 74088 762 

5. 5 o. 52 332 47316 0. 56904 79741 o. 73025 127 
5. 6 o. 51881 16252 0. 56335 90393 o. 72001 128 
5.  7 0. 51441 35938 0. 55783 48348 o. 71014 511 
5. 8 0. 51012 58183 0. 55246 76495 o. 70063 190 
5. 9 0. 50594 37583 o. 54725 02639 0. 69145 232 

6. 0 0. 5 0186 31309 0. 54217 59104 0. 68258 843 
6. 1 0. 49787 98929 0. 53723 82386 o. 67402 358 
6. 2 o. 49399 02237 0. 53243 1 2833 o. 66574 225 
6. 3 0. 49019 05093 o. 52774 94344 o. 65773 001 
6. 4 0. 48647 73291 0. 52318 74101 0. 64997 339 

6. 5 0. 48284 74413 o. 51874 02336 0. 64245 982 
6. 6 o. 47929 77729 o. 51440 321 0 8  0. 63517 7 5 3  
6 .  7 0. 47582 54066 0. 5 1 0 1 7  19097 o. 6281 1 553 
6. 8 o. 47242 75723 0. 50604 21421 0. 62126 350 
6. 9 o. 46910 1 6 370 0. 50200 99471 o.  61461 177 

7. 0 0. 46584 50959 0. 49807 1 5749 o. 60815 1 2 6  
7. 1 0. 46265 55657 0. 49422 34737 o. 60187 345 
7. 2 0. 45953 07756 o. 49046 22755 0. 59577 030 
7. 3 0. 45646 85618 0. 48678 47842 0. 58983 426 
7. 4 0. 45346 68594 o. 48318 79648 o. 58405 82 0 

7. 5 0. 45052 36991 0. 47966 89336 0. 57843 541 
7. 6 o. 44763 71996 0. 47622 49486 0. 57295 955 
7. 7 0. 44480 55636 o. 47285 33995 0. 56762 463 
7. 8 o. 442 02 70724 0. 46955 18010 0. 56242 497 
7. 9 0. 43930 0 0819 0. 46631 77847 o. 55735 522 

8. 0 0. 43662 30185 o. 46314 90928 o. 55241 029 
8. 1 0. 43399 43 754 0. 46004 35709 0. 54758 538 
8. 2 0. 43141 27084 0. 45699 91615 o. 54287 592 
8.  3 o. 42887 66329 o.  45401 39001 0. 53827 757 
8. 4 0. 42638 482 1 4  0. 45108 59089 0. 53378 623 

8. 5 0. 42393 59993 0. 44821 33915 o. 52939 797 

8. 6 o. 421 5 2  89433 0. 44539 46295 0. 52510 909 
a. 1 0. 41916 24781 0. 44262 79775 0. 52091 604 
8. 8 o. 41683 54743 0. 43991 18594 0. 5 1 681 544 

8. 9 0. 41454 68462 o. 43724 47648 0. 51280 410 

9. 0 0. 41229 55493 o. 43462 52454 0. 50887 894 

9. 1 0. 41008 05783 0. 43205 19116 o.  50503 704 
9. 2 0. 40790 09662 o. 42952 34301 0. 50127 562 

9. 3 0. 40575 57809 0. 42703 85204 0. 49759 202 

9. 4 0. 40364 41245 0. 42459 59520 0. 49398 369 

9. 5 o. 401 56 51322 0. 42219 45430 0. 49044 819 

9. 6 0. 39951 79693 0. 41983 31565 o. 48698 32 1 

9. 7 0. 39750 1 8313 o. 41751 06989 0. 48358 651 

9. 8 0. 39551 59416 o. 41522 61 1 79 0. 48025 597 

9. 9 o. 39355 95506 0. 41297 84003 0. 47698 953 

1 0. 0 0. 39163 1 9344 0. 41076 65704 0. 47 378 525 

[< -65)2] [< -:)3] [< -5
5)6] 
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Table 9.8 MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, l AND 2 

X e-xJo(x) e--x II (x) e-xf2(x) 

10. 0 o. 12 783 33371 0. 1 2 1 2 6  2 6814 0. 1 0358 0801 

1 0. 2 0. 1 2 653 91639 0. 1 2 0 1 6  64024 o. 10297 7124 

1 0. 4 0. 12528 35822 0. 1 1909 89584 0. 10237 9936 
1 0. 6 0. 1 2406 47082 0. 11805 91273 0. 10178 9401 

10. 8 0. 12288 07840 0. 11704 57564 0. 1 0120 5644 

1 1. 0 o. 12173 01 682 0. 1 1 605 77582 0. 1 0 0 62 8758 
1 1. 2 0. 12061 1 3 2 5 0  0. 1 1 5 09 41 055 0. 1 0 0 0 5  8806 
11. 4 0. 11952 281 65 o. 1 1 415 38276 0. 09949 5829 
11. 6 o. 1 1 846 32942 o. 11323 60059 0. 09893 9845 
ll. 8 o. ll743 14923 0. 1 1233 9771 0 0. 09839 0853 

1 2 .  0 o. 1 1 642 62212 0. 1 1 146 42993 0. 09784 8838 
1 2 .  2 o. ll 544 6361 6 o. l l 0 60 88096 o. 09731 3770 
12. 4 o. 1 1 449 08594 0. 1 0977 25611 0. 09678 5608 
12. 6 o. ll355 87206 o. 1 0 895 48501 0. 09626 4300 

12. 8 O. l 1 2 64 90074 0. 1 0815 50 080 0. 09574 9787 

1 3. 0 o. 1 l l 76 08338 0. 1 0737 23993 0. 09524 2 0 0 3  
1 3. 2 o. 1 1 089 33621 0. 1 0 660 641 9 0  0. 09474 0874 
1 3. 4 o. 1 1004 57995 0. 1 0585 649 1 6  0. 09424 6323 
13. 6 0. 1 0921 7 3954 0. 10512 2 0685 o. 09375 8268 
13. 8 0. 1 0840 7 4378 0. 1 0440 26267 o. 0932 7 6622 

1 4. 0 0. 1 0761 52517 0. 1 0369 76675 o. 09280 1299 
1 4. 2 0. 1 0 684 01959 0. 1 0300 67148 o. 09233 2208 
1 4. 4 0. 1 0608 1 6613 0. 1 02 32 93142 o. 09186 9257 
1 4. 6 0. 1 0533 90 688 0. 1 0 1 66 50311 o. 09141 2352 
1 4. 8 0. 1 0461 18671 0. 1 01 0 1  34506 0. 09096 1401 

15. 0 0. 1 0389 95314 0. 1 0037 41 751 o. 09051 6308 
15. 2 0. 1 0320 15618 o. 09974 68245 o. 09007 6980 

15. 4 o. 1 0251 74813 0. 09913 1 0 348 0. 08964 3321 
15. 6 0. 1 0 1 8 4  68351 0. 09852 64572 0. 08921 5238 
15. 8 o. 1 0 1 1 8  91887 0. 09793 27574 0.  08879 2 637 

1 6. 0 0. 1 0054 41273 o. 09734 96147 o. 08837 5426 
1 6. 2 0. 09991 1 2 5 44 o. 09677 672 1 6  o. 08796 3511 
16. 4 0. 09929 01 906 0. 09621 37828 o. 08755 6802 
1 6. 6 o. 09868 05729 0. 09566 05145 0. 08715 5210 
1 6. 8 0. 09808 2 0539 o. 09511 66444 0. 08675 8644 

1 7. 0 o. 09749 43005 0. 09458 1 9 1 0 7  0. 08636 7 01 7  
1 7. 2 0. 09691 69938 0. 09405 60614 0. 08598 0242 
17. 4 o. 09634 98277 0. 09353 88542 0. 08559 82 35 
17. 6 0. 09579 25 085 0. 09303 00560 o. 08522 09ll 
17. 8 0. 09524 47546 0. 09252 9442 3 0. 08484 8188 

1 8. 0 0. 09470 62952 0. 09203 67968 0. 08447 9984 
1 8. 2 o. 0941 7 687 03 o. 09155 19113 o.  08411 6221 
1 8. 4 0. 09365 62299 0. 091 0 7  45848 o. 08375 681 9 
1 8. 6 0. 09314 41 336 o. 09060 462 3 7  0. 08340 1701 
1 8. 8 0. 09264 03503 0. 09014 18411 0. 08305 0793 

19. 0 0. 09214 46572 0. 08968 6 0569 0. 08270 4 0 2 0  
1 9 .  z o. 09165 68400 0. 08923 70968 0. 08236 1309 
19. 4 o. 0 9 1 1 7  66923 0. 08879 47929 o. 08202 2590 
19. 6 o. 09070 40151 0. 08835 89829 0. 08168 7792 
19. 8 0. 09023 86167 0. 08792 95099 0. 08135 6848 

2 0. 0 0. 08978 031 19 0. 08750 62222 0. 08102 9690 [C -66)5] [C -66)4] [(-;)9] 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, 1 AND 2 Table 9.8 

X exKo(x) exK1 (x) exKz(x) 
1 0. 0 0. 39163 1 9 344 0. 41076 65704 0. 47378 525 
1 0. 2 0. 38786 02539 0. 40644 68479 0. 46755 571 
10. 4 0. 38419 55846 0. 40225 98277 o. 46155 324 
1 0. 6 0. 38063 29549 0. 39819 88825 0. 45576 482 
1 0. 8 o. 37716 77125 0. 39425 78391 0. 45017 842 

11. 0 0. 37379 54971 0. 39043 09362 0. 44478 294 
1 1 . 2 o. 37051 2 2 1 56 0. 38671 27920 0. 43956 807 
11. 4 o. 36 731 40243 0. 38309 83725 0. 43452 427 
11. 6 o. 3 6419 73076 0. 37958 29618 0. 42964 2 65 
11. 8 0. 36115 86616 o.  37616 2 1 391 0. 42491 496 

12.  0 0. 35819 48784 o. 37283 17534 0. 42033 350 
12. 2 0. 35530 29318 0. 36958 79032 o. 41589 111 
12. 4 0. 35247 99643 0. 36642 69191 0. 41158 1 08 
12. 6 o. 34972 32746 0. 36334 53438 0. 40739 714 
12. 8 0. 34703 03081 0. 36033 99192 0. 40333 342 

13. 0 0. 34439 86455 0. 35740 75702 0. 39938 443 
13. 2 0. 34182 59943 0. 35454 53922 0. 39554 499 
1 3. 4 0. 33931 01806 0. 35175 06397 0. 39181 028 
1 3. 6 0. 33684 91405 0. 34902 07143 0. 38817 572 
13. 8 0. 3 3444 09142 0. 34635 31 558 0. 38463 702 

1 4. 0 0. 33208 36383 0. 34374 56322 o. 38119 016 
1 4. 2 0. 32977 55402 0. 341 19 59314 0. 37783 131 
1 4. 4 0. 32751 49332 0. 33870 1 9 539 0.  37455 687 
1 4. 6 0. 32 530 02 091 0. 33626 1 7 039 o. 37136 346 
1 4. 8 o. 32312 98364 0. 33387 32858 0. 36824 785 

15. 0 0. 32100 23534 0. 33153 48949 0. 36520 701 
15. 2 0. 3 1 891 63655 0. 32924 481 32 0. 36223 805 
15. 4 o. 3 1 687 05405 0. 32700 1 4043 0. 35933 826 
15. 6 0. 3 1 486 36051 o. 32480 31 080 0. 35650 503 
15. 8 0. 31289 43424 o. 32264 84361 0. 35373 592 

1 6. 0 0. 31096 1 5880 0. 32053 59682 0. 35102 858 
16. 2 0. 30906 422 69 0. 31 846 43471 0. 34838 081 
1 6. 4 o. 30720 11919 0. 31643 22766 0. 34579 049 
1 6. 6 0. 3 0 537 14592 o. 31 443 85164 0. 34325 562 
16. 8 0. 30357 40487 0. 3 1 2 48 18807 0 . 34077 427 

17. 0 0. 3 0180 80193 0. 31056 1 2 340 0. 33834 464 
17. 2 0. 30007 24678 0. 30867 54888 0. 33596 497 
17. 4 0. 2 9836 65276 0. 30682 36027 0. 33363 361 
17. 6 0. 2 9668 93657 0. 30500 45765 0. 33134 898 
17. 8 0. 29504 0181 7 0. 30321 7451 8 0. 32910 956 

1 8. 0 0. 2 9341 82062 o. 30146 13089 o. 32691 391 
1 8. 2 0. 29182 26987 0. 29973 52642 o. 32476 064 
18. 4 0. 29025 29472 0. 29803 84697 0. 32264 843 
1 8. 6 0. 28870 82654 0. 2 9637 01096 o. 32 057 602 
1 8. 8 o. 28718 79933 0. 29472 94003 o. 31854 218 

19. 0 0. 28569 14944 o. 29311 55877 o. 31654 577 
19. 2 0. 28421 81554 0. 29152 79458 o. 31458 565 
19. 4 0. 28276 73848 0. 28996 57766 o. 31266 076 
19. 6 0. 28133 861 1 7  0. 28842 84068 o. 31077 008 
19. 8 0. 27993 12862 0. 28691 51886 0. 30891 262 

2 0. 0 0. 27 854 48766 0. 28542 54970 0. 30708 743 

[C -:) 1] [C -65)2] [C -:)3] 
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Table 9.8 MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR LARGE ARGUMENTS 

x- 1 

o. 050 
0. 048 
o. 046 
0. 044 
o. 042 

0. 040 
o. 038 
o. 036 
0. 034 
0. 032 

o. 030 
o. 028 
o. 026 
o. 024 
o. 022 

0. 020 
0. 018 
o. 016 
0. 014 
o. 012 

0. 010 
o. 008 
o. 006 
0. 004 
o. 002 

o. 000 

x� e-x Io (x) x! e-xft (x) x! e-xfz (x) .. - lx! exKo (x) .. - 1 x! ex Kt (x) 

0. 40150 9761 o. 39133 9722 o. 36237 579 o. 39651 5620 0. 40631 0355 
0. 40140 4058 0. 39164 8743 0. 36380 578 0. 39661 0241 0. 40601 9771 
0. 40129 8619 o. 39195 7336 0. 36523 854 0. 39670 5057 o. 40572 8854 
o. 40119 3443 0. 39226 5502 0. 36667 408 0. 39680 0069 0. 40543 7604 
0, 40108 8526 0. 39257 3245 0. 36811 237 0. 39689 5278 0. 40514 6017 

0. 40098 3868 0. 39288 0567 0. 36955 342 0. 39699 0686 0. 40485 4094 
0. 40087 9466 0. 39318 7470 o. 37099 722 0. 39708 6293 0. 40456 1832 
o. 40077 5319 0. 39349 3958 o. 37244 375 o. 39718 2101 0. 40426 9230 
0. 40067 1424 o. 39380 0032 0. 37389 302 o. 39727 8110 0. 40397 6286 
o. 40056 7781 0. 39410 5695 o. 37534 502 0. 39737 4322 0. 40368 2998 

0. 40046 4387 0. 39441 0950 o. 37679 973 0. 39747 0738 0. 40338 9365 
o. 40036 1241 o. 39471 5798 o. 37825 716 0. 39756 7359 0. 40309 5386 
0. 40025 8340 o. 39502 0243 o. 37971 729 0. 39766 4186 0. 40280 1058 
o. 40015 5684 o. 39532 4286 o. 38118 012 o. 39776 1221 0. 40250 6380 
0, 40005 3270 o. 39562 7929 0. 38264 564 0. 39785 8465 o. 40221 1349 

0. 39995 1098 o. 39593 1176 o. 38411 385 o. 39795 5918 o. 40191 5965 
o. 39984 9164 o. 39623 4028 0. 38558 474 0. 39805 3583 0. 40162 0226 
0. 39974 7469 0. 39653 6487 0. 38705 830 o. 39815 1460 o. 40132 4130 
0. 39964 6009 0. 39683 8556 0. 38853 453 o. 39824 9551 o. 40102 7674 
0. 39954 4785 o. 39714 0236 o. 39001 342 0. 39834 7857 0. 40073 0858 

0. 39944 3793 0. 39744 1530 0. 39149 496 0. 39844 6379 0. 40043 3679 
0. 39934 3033 o. 39774 2440 0. 39297 915 0. 39854 5119 0. 40013 6136 
0. 39924 2503 0. 39804 2968 o. 39'446 599 o. 39864 4077 0. 39983 8226 
0. 39914 2202 o. 39834 3116 0. 39595 546 0. 39874 3256 0. 39953 9949 
o. 39904 2128 o. 39864 2886 0. 39744 756 0. 39884 2657 o. 39924 1300 

0. 39894 2280 0. 39894 2280 0. 39894 228 0. 39894 2280 0. 39894 2280 [C-:)3] [(-:)5] [(-;)3] [( -:)3] [(-:)5] 
1 1 

For interpolating near x-1  = 0  note that if fn(x-1)  =x2e-xfn(X) then fn( -x- 1 )  = .. - lx2&Kn(x) . 

<x> =nearest integer to x. 

.. - tx!exK2 (X) <x> 
o. 43714 666 20 
0. 43558 814 21 
0. 43403 211 22 
0. 43247 858 23 
0. 43092 754 24 

o. 42937 901 25 
0. 42783 299 26 
0. 42628 949 28 
0. 42474 850 29 
0. 42321 003 31 

0. 42167 410 33 
0, 42014 070 36 
0. 41860 984 38 
0. 41708 153 42 
0. 41555 576 45 

0. 41403 256 50 
0. 41251 191 56 
0. 41099 383 63 
0. 40947 833 71 
0. 40796 540 83 

0. 40645 505 roo 
0. 40494 730 125 
o. 40344 214 167 
0. 40193 958 250 
0. 40043 962 500 

0. 39894 228 00 [C -;)3] 

Compiled from L. Fox, A short table for Bessel functions of integer orders and large arguments. Royal 
Society Shorter Mathematical Tables No. 3 (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954) (with 
permission) . 

MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR SMALL ARGUMENTS 

:'l: Ko(x) +Io(x) In x x[K1(x) -lt (x) ln x] X Ko(x) +Io(x) In x x[Kt (x) -lt (x) ln x] 
o. 0 o. 11593 152 1. 00000 000 1. 0 0. 42102 444 o. 60190 723 
0. 1 O. l l872 387 o. 99691 180 1 . 1 o. 49199 896 o. 49390 093 
o. 2 o. 12713 128 o. 98754 448 1.  2 o. 57261 444 o. 36514 944 
o. 3 0, 14124 Sll  o .  97158 819 1 . 3 0. 66373 364 o. 21236 381 
0. 4 0. 16121 862 0. 94852 090 1.  4 o. 76632 938 +0. 03176 677 

o. 5 o. 18726 857 0. 91759 992 1. 5 o. 88149 436 -0. 18096 553 
o. 6 o. 21967 734 0. 87784 980 1.  6 1. 01045 200 -0. 43076 964 
o. 7 o. 25879 579 o. 82804 659 l. 7 1. 15456 879 -0. 72326 976 
o. 8 0, 30504 682 o. 76669 810 1. 8 1. 31536 786 -1. 06486 242 
o. 9 o. 35892 957 o. 69201 997 1. 9 1. 49454 429 -1. 46281 214 

1. 0 0. 42102 444 o. 60190 723 2. 0 1. 69398 200 -1. 92535 914 [( -;)1] [( -73)2] [(-l)3] [C-73)8] 



x <'-"Ja(x) 
o.o 0.0000 0,2 ( -4) 1. 3680 0,4 ( -4) 9.0273 0.6 ( -3) 2,5257 0.8 ( -3) 4. 9877 
1 .0  1 .2  1.4 1 .6  1 .8  
2 .0  2 .2  2.4 2.6 2.8 
3,0 3.2 3.4 3.6 3.8 
4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 
5,0 5.2 5.4 5.6 5.8 
6. 0 6.2 6,4 6,6 6.8 
7.0 7.2 7.4 7.6 7.8 
8.0 8.2 8.4 8.6 8.8 
9,0 9.2 9,4 9.6 9.8 

1 0.0 
1 0.5  11 .0  11.5 12.0 12.5 
13.0 13.5 14.0 14.5 15.0 
15 .5  16.0 16.5 17.0 17,5 

( -3) 8,1553 ( -2) 1 . 1855 ( -2) 1, 5911 ( -2) 2 .01 68 ( -2) 2.4495 ! -2) 2,8791 -2) 3,2978 -2) 3. 7001 
( -2) 4,0823 ( -2) 4.4421 
( -2) 4, 7783 ( -2) 5,0907 ( -2) 5.3795 ( -2l 5.6454 ( -2 5,8893 ! -2) 6.1124 -2) 6.3161 -2) 6.5015 ( -2) 6.6699 ( -2) 6,8227 
l -2) 6,9611 -2) 7.0861 -2) 7.1989 
( -2) 7.3005 ( -2) 7.391 7  
( -2) 7.4736 
( -2 ! 7.5468 ( -2 7",6121 ( -2 7.6702 
( -2 7,7216 
( -2) 7. 7670 
( -2) 7,8068 
( -2) 7.8416 
Hl 7.8717 
( -2 7,8975 
( -2! 7.9194 ( -2 7,9378 l -2 7,9528 -2) 7.9649 -2) 7,9741 
( -2) 7.9808 ! -2) 7.9852 -2! 7.9875 -2 7,9878 -2 7,9862 
( -2) 7.9830 
l -2! 7.9687 -2 7.9465 -2) 7.9182 ( -2) 7,8848 
( -2) 7.8474 ! -2) 7.8067 -2) 7. 7635 -2) 7. 7183 ( -2) 7.6716 
( -2) 7.6236 
( -2 7.5749 l-2 7.5256 -2 7.4759 -2 7.4260 -2 7.3761 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

\IOJH FIED BESSEL Fl 'I(�TIO\S-OIWEHS 
f'- r/� (-') 1' - .rf:, (.r) 1' - ·'li ; (.r) (' rJ.;(r) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ( -6) 3.4182 ( -8) 6.8341 * ( -9) 1 . 1 388 � -11) 1.6265 ( -5) 4,5047 ( -6) 1 .7995 ( -8) 5,9925 - 9) 1.7109 ( -4) 1 .8858 ( -5) 1 . 1281 ( -7 )  5.6286 - 8) 2.4084 ( -4) 4. 9483 ( -5) 3. 9377 ( -6) 2.6152 (- 7) 1.4902 

( -3) 1.0069 l -3) 1.  7471 -3) 2. 7189 -3) 3.9110 -3) 5.3023 
( -3) 6.8654 i -3) 8.5701 -2) 1 .0386 -2) 1.2283 ( -2) 1.4234 
( -2) 1 .6216 
( -2) 1.8206 
( -2) 2.0188 
( -2) 2.2145 ( -2) 2.4065 
( -2) 2.5940 ( -2) 2. 7761 ( -2) 2. 9523 
( -2) 3.1221 ( -2) 3.2854 
( -2! 3.4419 
( -2 3.5916 
( -2 3. 7346 
( -2) 3.8708 ( -2) 4.0005 ! -2�4.1238 -2 4.2408 -2 4.3518 ( -2) 4.4570 ( -2 ) 4, 5567 i -2) 4.6509 -2) 4. 7401 
-2) 4,8244 

( -2) 4,9040 
( -2) 4.9791 
( -2) 5.0500 i -2) 5 .1169 -2) 5 .1800 --2 )  5.2395 ( -2) 5.2954 � =�j§:�m ( -2 5.4445 
( -2 5.4883 
( -2 5.5296 
( -2) 5.5683 
( -2) 5.6549 
( -2l 5. 7284 
( -2 5. 7905 
( -2) 5.8425 
( -2) 5.885 7  
( -2) 5.9211 ( -2l 5.9497 ( -2 5.9723 
( -2 5.9896 
( -2) 6.0022 
-2) 6.0106 -2� 6.0155 -2 6.0170 -2 6.0158 -2) 6.0119 

( -5! 9.9866 ( -4 2.0719 ( -4 3. 7459 
( -4) 6,1288 ( -4) 9.2978 
( -3 1 .3298 
( -3 1,8142 
( -3 2.3819 
( -3 3.0293 ( -3 3. 7511  ! -3)4.5409 -3) 5.3913 -3) 6.2947 
( -3) 7.2431 ( -3) 8.2288 
l -3) 9,2443 -2) 1.0283 -2) 1 .1 337 ( -2l 1.2402 ( -2 1.3471 
l -2j' 1 .4540 -2 1. 5605 -2 1.6662 
( -2) l. 7707 ( -2) 1 .8738 
( -2) 1,9752 ( -2l 2.0747 ( -2 2.1723  ( -2l 2.2677 ( -2 2,3608 
( -2) 2.4516 
( -21 2.5401 ( -2 2.6261 ( -2 2. 7096 ( -2 2. 7907 i -2 2.8694 -2 2.9456 -2 3.0195 ( -2 3.0909 ( -2 3.1601 
Hl 3.2269 
( -2 3.2915 
( -2! 3.3539 
( -2 3.41 41 
( -2 3.4723 
( -2) 3.5284 
l -2) 3.6602 -2l 3. 7804 -2 3,8900 ( -2) 3,9898 ( -2) 4.0805 
( -2) 4,1630 
( -2! 4.2378 
( -2 4.3056 
( -2 4.3070 
( -2) 4.4225 
-2l 4.4726 -2 4.5179 -2! 4.5585 -2 4,5951 -2 4.6278 

( -6) 8.2731 
( -5) 2.0544 ( -5) 4.3203 
( -5) 8.0504 ( -4) 1 .3686 
( -4l 2.1656 
( -4 3.2 349 
( -4 4.6097 ( -4) 6.3166 ( -4) 8.3747 

� = �
!
um ( -3 1 .6  738 

( -3 2.0249 ( -3) 2 .4106 
( -3) 2.8291 ( -3) 3.2785 ( -3) 3. 7566 ( -3) 4.2609 
( -3) 4. 7890 
( -3! 5.3384 ( -3 5,9065 
( -3 6.4909 
( -3) 7.0892 ( -3) 7,6990 
l -3) 8.3181 

-3) 8.9445 -3) 9.5763 
( -2) 1.0212 ( -2) 1 . 0849 
( -2l 1.l486 l -2 1 .2122 -2� 1 .2 756 -2 1.3387 -2 1.4012 
( -2! 1 .4633 ( -2 1 .5247 
( -2! 1 .5854 ( -2 1.6453 ( -2 1 .7045 
( -2) 1. 7627 ( -2) 1.8201 l -2) 1 .8765 -2) 1.9319 -2) 1.?864 
( -2) 2.0398 
( -2! 2 .1690 ( -2 2,2916 ( -2 2.4078 
( -2) 2.5176 
( -2) 2.6212 
( -2) 2. 7188 
( -2) 2.8106 ( -2) 2.8969 
( -2) 2.9779 ( -2) 3.0538 
-2 ! 3.1251 -2 3.1918 -2 3.2543 -2 3.3128 -2) 3.3675 

( 7! 5.8832 ( - 6 1.7497 ( - 6 4.2831 (- 6) 9,0974 ( - 5) 1.7349 
( - 5) 3.0402 1- 5l 4.9776 - 5 7.7080 - 4) 1 .1395 - 4) 1.6197 
( - 4l 2.2265 
( - 4 2.9735 (- 4 3.8725 (- 4l 4.9334 (- 4 6. 1640 
( - 4) 7.5698 ( - 4) 9.1545 (- 3) 1.0919 ( - 3) 1.2864 (- 3) 1 .4986 !- 3) 1.7282 - 3) 1 .9747 - 3) 2.2374 ( - 3 ) 2 .5 157 ( - 3) 2,8087 
(- 3) 3.1156 ! - 3l 3.4355 - 3 3.7674 - 3) 4 .1105 (- 3) 4.4637 
( - 3) 4.8261 
( - 3) 5,1969 1- 3! 5.5750 - 3 5,9596 - 3 6,3499 

- 3) 6.7449 - 3! 7.1440 - 3 7.5464 - 3 7.9513 - 3) 8.3582 
l- 3) 8.7663 - 3) 9,1750 !- 3) 9.5839 - 3) 9.9924 - 2) 1 .0400 
( - 2) 1 .0806 

- 2! 1 .1814 - 2 1.2805 - 2 1 .3775 - 2 )1 .4722 - 2) 1 .5642 !- 2) 1 .6533 - 2) 1,7394 - 2! 1.8225 ( - 2 1 .9025 
(- 2 1.9794 

2) 2.0532 - 2) 2 .1240 - 2! 2.1918 - 2 2.2567 - 2 2.3187 

, -• q.r) 
0.0000 ( -13) 2.0328 ( -11)  4.2750 ( -10) 9.0201 ( - 9) 7.4343 

( 8) 3,6643 (- 7) 1 .3058 i- 7) 3. 7225 
- 7) 9.0178 - 6) 1.9302 !- 6) 3.7487 - 6) 6.7325 - 5) 1 .1 339 ( - 5) 1.8099 ( - 5) 2.7609 

( - 5) 4.0512  ( - 5 )  5 .  7482 ( 5) 7.9208 
( - 4) 1.0638 ( - 4) 1.3965 
( - 4) 1.7968 ( - 4) 2.2703 ( - 4)  2.8224 ( - 4 ) 3.4578 ( 4) 4,1806 
l - 4 ! 4,9939 - 4 5.9005 - 4 6.9020 l- 4) 7.9996 - 4) 9.1937 
l - 3! 1.0484 - 3 1.1870 3 1.3351 ( - 3) 1.4924 ( - 3 )  1.6587 
(- 3 ) 1 .8337 1 - 3 ) 2.0172 - 3! 2.2089 - 3 2.4084 - 3 2.6152 
- 3 )  2.8292 - 3! 3.0497 - 3 3,2766 3 3.5093 3 3 .  7475 

( - 3 ) 3.9907 ( - 3 ) 4.2386 ( - 3) 4.4908 
( 3 ) 4.7470 
( - 3 )  5,0066 
( - 3 ) 5.2694 
( - 3) 5.9380 ( - 3) 6.6192 ( - 3 )  7,3082 l - 3) 8.0010 - 3) 8.6939 
( - 3) 9.3836 ( - 2 l 1,0068 1 - 2 1.0744 - 2) 1 .1410 - 2 ) 1,2064 
( 2) 1.2705 
( - 2l 1.3333 (- 2 1.3946 
( - 2 1.4543 
( - 2 ) 1 .5125 

18.0 ( -2 7. 3263 � -2) 6.0059 l -2 l4.6571 ( -2 3.4186 �- 2 2 .3780 !- 2 1 .5691 1 8.5 ( -2 7.2768 -2) 5.9978 -2 4,6831 � -2 3.4664 - 2 2,4346 - 2 1.6240 

Tahle 9.9 
I' -.r/!1 (.1) 

0.0000 
( -15) 2,2585 ( -13) 9,495 7 ( -11) 3.0037 
( -10) 3,2983 
( - 9) 2,0301 ( 9) 8.6707 (- 8) 2.8797 ( - 8) 7.9596 ( - 7) 1.9131 
( 7) 4.1 199 ( 7l 8.1206 ( - 6 1 .4883 ( - 6) 2.5669 ( - 6) 4.2048 
( 6l 6.5905 
( - 6 9.9425 ( - 5) 1 .4507 
( - 5) 2 .0556 
( - 5) 2.8380 
( - 5) 3.8284 
( - 5) 5.0587 (- 5) 6.5607 ( - 5) 8.3667 ( - 4) 1.0508 
l 4) 1.3015 - 4) 1.5916 
( - 4) 1.9240 
( - 4) 2.3010 
( 4) 2 .7249 
( - 4) 3.1978 l - 4) 3.7214 4) 4.2971 4) 4, 9261 
( 4) 5.6094 
( - 4) 6.3475 
( - 4) 7.1409 ( - 4) 7.9897 ( - 4) 8.8937 ( - 4) 9.8527 
( - 3) 1 .0866 ( 3) 1.1933 
( - 3) 1.3053 ( 3 ) 1.4224 ( - 3) 1 .5446 
( - 3) 1 .6716 ( - 3) 1.8035 ( 3) 1.9399 
( 3) 2.0808 
( - 3) 2.2260 
( - 3) 2.3753 
( 3) 2.7653 ( - 3) 3.1769 
( - 3) 3.6073 
( - 3) 4.0537 ( - 3) 4.5134 
( - 3) 4.9837 
( - 3) 5,4622 
( - 3) 5 .9469 
( - 3) 6,4354 ( - 3) 6.9260 
( - 3) 7,4171 
( 3) 7.9071 l - 3) 8.3947 - 3) 8,8788 - 3) 9.3584 

19,5 ( -2 7.1785 ( -2 5.976-7 -2 4.7266 � -2 3.5528 - 2 2.5402 ( - 2 1.7291 
19.0 ( -2 7.2275 ( -2! 5. 9880 ! -2! 4. 7062 -2 3,5111 ! - 2 2,4886 ' - 2 1.6 77 4 
20.0 ( -2 7.1300 ( -2 5.9640 -2 4.7444 ( -2 3.5917 - 2 2 ,5894 ( - 2 1.7792 2 1 .1661 

Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel func
tions, Part I I .  Functions of positive integer order, Mathematical Tables, vol. 
X (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1952) (with permission) . 

• See page 11. 
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Table 9.9 

X 
o.o  
0.2 
0.4 
0. 6 
0.8 

1.0 
1.2 
1.4 
1.6  
1.8  

2.0 
2.2 
2.4 
2.6 
2.8 

3.0 
3.2 
3.4 
3.6 
3.8 

4.0 
4.2 
4.4 
4.6 
4.8 

5.0 
5.2 
5.4 
5.6 
5.8 

6.0 
6.2 
6.4 
6,6 
6.8 

7.0 
7.2 
7.4 
7.6 
7.8 

8.0 
8.2 
8.4 
8.6 
8.8 

9,0 
9.2 
9.4 
9.6 
9.8 

1 0. 0  

1 0. 5  
11.0 
11.5 
12.0 
12.5 

1 3. 0  
13.5 
14.0 
14.5 
15.0 

1 5.5  
16, 0  
16.5 
17.0 
17.5 

18.0 
18.5 
19.0 
19.5 
2 0. 0  

exKa(x) 
00 

31 1.2153 
2 1.8282 
1 6.4573 
1 3.2183 

1! 1. 9303 
1 1.2984 
0 9,4345 
0 7.2438 
0 5. 7946 

0 4. 7836 
0 4.0481 

' 0  3.4948 
0 3.0667 
0 2. 7276 

0! 2.4539 
0 2.2290 
0 2.0415 
0 1.8833 
0 1. 7482 

0! 1.6317 
0 1.5303 
0 1.4414 
0 1.3629 
0 1.2931 

0! 1.2306 
0 1.1745 
0 1.1237 
0 1.0777 
0 1. 0357 

-1 9.9723 
-1 9.6194 
-1 9.2942 
-1 8.9936 
-1 a. 7149 

-1 8.4559 
-1 8.2145 
-1 7.9890 
-1 7. 7778 
-1 7.5797 

-1 7.3935 
-1 7.2182 
-1 7.0527 
-1 6.8963 
-1 6. 7483 

-1 6,6079 
-1 6.4746 
-1 6.3480 
-1 6.2274 
-1 6.1125 

( -1) 6.0028 

-1 5. 7493 
-1 5.5217 
-1 5.3161 
-1 5.1294 
-1 4.9591 

-1 4,8030 
-1 4.6593 
-1 4.5266 
-1 4.4036 
-1 4.2892 

( -1) 4.1826 ! -1) 4.0829 
-1) 3.9895 
-1) 3.9017 
-1) 3.8191 

!( =�lli�H -1 3.5313 
-1 3.4684 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-9 

00 
41 3.6520 
3 2. 7602 
2 6. 5506 
2 2.4743 

2)  1.2024 
1� 6.8382 
1 4.3280 
1 2.9585 
1 2.1426 

1 1,6226 
1 1.2731 
1 1.0280 
0 8.4989 
0 7.1659 

0 6.1432 
0 5,3415 
0 4. 7013 
0 4.1817 
0 3. 7541 

0 3.3976 
0 3.0971 
0 2.8412 
0 2 . 6213 
0 2.4309 

O) 2.2646 
0 1 2.1186 
0 1.9895 
0 1,8746 
0 1 .  7720 

0! 1.6798 
0 1.596 7 
0 1.5213 
0 1.4528 
0 1,3902 

0 1.3329 
0 1.2803 
0 1.2318 
0 1.1870 
0 1.1455 

! �� i:6�rci 0 1.0376 
0 1.0062 

( -1 9. 7693 

-1! 9,4941 
-1 9.2354 
-1 8.9918 
-1 8. 7620 
-1 8.5449 

( -1) 8.3395 

-1 7,8717 
-1 7.4597 
-1 7.0942 
-1 6. 7680 
-1 6.4751 

-1) 6.2106 
-1)  5.9706 
-1l 5. 7519 
-1 5.5517 
-1 5.3678 � -1) 5.1982 
-11 5.0414 
-1 4.8959 

( -1 4. 7605 
( -1 4.6343 

( -1 1 4.5162 
( -1 4.4055 � -1 4.3015 

-1 4.2037 
-1) 4.1114 

00 
61 1.4620 
4 5.5388 
3 B. 7987 
3 2 .5064 

2 9.8119 
2 4.6886 
2 2.5675 
2 1.5517 
2 1.0102 

1 6.9687 
1 5.0344 
1 3. 7762 
1 2.9217 
1 2.3202 

1 1.8836 
1 1.5583 
1 1.3103 
1 1.1176 
0 9.6515 

0 8.4268 
0 7.4295 
0 6.6072 
0 5.9217 
0 5.3445 

0 4.8540 
0 4.4338 
0 4.0711 
0 3. 7557 
0 3.4798 

0 3.2370 
0 3.0221 
0 2.8311 
0 2.6603 
0 2.5071 

0 2.3689 
0 2.2440 
0 2.1306 
0 2.0273 
0 1.9328 

0 1.8463 
0 1.7667 
0 1.6934 
0 1.6257 
0 1.5629 

01 1.5047 
0 1.4505 
0 1.4001 
0 1.3529 
0) 1. 3088 

0) 1.2674 

0 1.1747 
0 1.0947 
0 1.0251 

-1 9.6415 
-1 9.1031 

-1� 8.6249 
-1 8.1974 
-1 7.8133 
-1 ) 7.4666 
-1) 7.1520 

( -1 1 6.8656 
( -1 6.6036 i -1 6.3633 

-1 6.1420 
-1) 5.9376 1 -1} 5. 7483 
-1 5.5725 
-1 5.4087 
-1) 5.2559 
-1) 5.1130 

00 
71 7.3138 
6 1.3875 
5 1.4730 
4 3.1 578 

3 9.9322 
3 3.9756 
3 1.8772 
2 9.9939 
2 5.8265 

2 3.6466 
2 2.4157 
2 1.6 762 
2 1.2087 
1 9.0029 

1 6.8929 
1 5.4037 
1 4.3240 
1 3.5226 
1 2.9153 

1 2.4465 
1 2.0786 
1 1.  7858 
1 1.5495 
1 1.3565 

1) 1.1973 
11 1.0645 
0 9.5285 
0 8.5813 
0 7.7717 

0 7.0748 
0 6.4711 
0 5.9448 
0 5.4835 
0 5,0771 

0 4.7171 
0 4.3970 
0 4.1110 
0 3.8544 
0 3.6235 

0 3.4148 
0 3.2256 
0 3 . 05 3 5  
0 2.8966 
0 2. 7530 

0 2.6213 
0 2.5002 
0 2.3886 
0 2.2855 
0 2.1900 

O) 2.1 014 

Ol l.9059 
0 1.7411 
0 1.6008 
o1 1.4B03 
0) 1.3758 

0) 1.2845 
0) 1.2043 
0} 1.1333 
0 1.0701 
0 1.0136 

-1 9.6276 
-1 9,1686 
-1 8. 7524 
-1 8.3734 
-1 8.0272 ! -1) 7. 7 097 
-1 1 7.4176 
-1 7.1482 
-1 6.8990 

( -1 6.6679 

00 
91 4.3897 
7 4.1679 
6 2.9548 
5 4. 7618 

5 1.2017 
4 4.0225 
4 1.6347 
3 7.6506 
3 3.9853 

3 2.2576 
3 1.3680 
2 B. 7586 
2 5.8709 
2 4.0904 

2 2.9455 
2 2.1822 
2 1.6572 
2 1.2860 
2 1.0171 

1 8.1821 
1 6.6819 
1 5.5310 
1 4.6342 
1 3.9258 

1 3.3589 
1 2. 9000 
1 2.5245 
1 2.2144 
1 1.9559 

1! 1. 7387 
1 1.5547 
1 1.3978 
1 1.2630 
1 1.1467 

1) 1. 0455 
0� 9.5723 
o a. 7970 
0 8. 1132 
0 7.5074 

0 6.9684 
0 6.4871 
0 6.0556 
0 5.6674 
0 5.3170 

0!4.9998 
0 4.7117 
0 4.4493 
0 4.2098 
0 3.9904 

0) 3. 7891 

0 3.3529 
0 2.9941 
0 2.6956 
0 2.4444 
0 2.2310 

0 2.0482 
0 1.8902 
0 1. 7527 
0 1.6323 
0 1.5261 

01 1.4319 
0 1.3480 
0 1.2729 
0 1.2053 
O) 1.1442 

! 01 1. 0888 
0 1.0384 

-1 9.9234 
-1 9.5015 

( -1) 9.1137 

exKs(x) 
00 ! 111 3.0735 

9 1.4602 
7 6.9092 
6 8.3647 

6 1.6923 
5 4. 7326 
5 1.6535 
4 6. 7942 
4 3.1580 

4 1.6168 
3 8.9469 
3 5.2768 
3 3.2821 
3 2.1352 

3 1.4435 
3 1.0088 
2 7.2560 
2 5.3532 
2 4.0388 

2 3.1084 
2 2.4352 
2 1.9384 
2 1.5654 
2 1.2807 

2 1.0602 
1 8.8721 
1 7.4980 
1 6.3942 
1 5.4983 

1 .4. 7644 
1 4.1577 
1 3.6521 
1 3.2275 
1 2.8685 

1 2.5628 
1 2.3010 
1 2.0754 
1 1.8800 
1 1. 7098 

1 1.5610 
1 1.4301 
1 1.3146 
1 1.2123 
1 1.1212 

1l l .0399 
0 9.6702 
0 9.0153 
0) 8.4247 
O) 7.8906 

0) 7.4062 

0) 6.3764 
0) 5.5518 
0! 4.8824 
0 4.3321 
0 3.8745 

0 3.4902 
0 3.1645 
0 2.8860 
0 2.6461 
0 2.4379 

0 2.2561 
0 2.0964 
0 1.9552 
0 1.8299 
0 1. 7181 

0 1.6178 
0 1.5276 
0 1.4460 
0 1.3721 
0 1.3048 

00 ! i�l �:��:� 
9 1.8454 
8 1.6777 

7 2.7197 
6 6.3504 
6 1.9061 
5 6.8707 
5 2.8469 

5 1.3160 
4 6.6436 
4 3.6055 
4 2.0785 
4 1.261 0  

3 7.9932 
3 5.2620 
3 3.5803 
3 2.5078 
3 1.8023 

3 1.3252 
2 9.9450 
2 7.6019 
2 5.9082 
2 4.6615 

2 3. 7285 
2 3.0199 
2 2.4741 
2 2.0483 
2 1. 7124 

2 ! 1.4444 
2 1.2284 
2 1.0528 
1 9.0873 
1 7.8960 

1 6.9034 
1 6.0705 
1 5.3671 
1 4. 7692 
1 4.2581 

1 3.8188 
1 3.4392 
1 3.1096 
1 2.8221 
1 2.5702 

1 1 2 .3486 
1 2.1529 
1 1.9794 
1 1.8251 
1)  1.6873 

1)  1.5639 

1 1.3069 
1 1.1070 
0 9.4885 
0 8.2205 
0 7.1904 

0 6.3439 
0 5.6407 
0 5.0510 
0 4.5521 
0 4.1265 

0 3. 7608 
0 3.4444 
0 3.1689 
0 2.9275 
0 2. 7150 

0 2.5269 
0 2.3595 
0 2.2100 
0 2.0759 
0 1. 9552 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 10, l l, 20 AND 21  Table 9.10  

:c l09x- I0/10(x) 1011x- 1 1lu (.c) 1Q-8.y!OK10(.c) 1Q24.r,-20f2o(x) lQ25.r,-21h (x) 1Q-22.r20 K2o(x) 
o.o 0.26911 445 1.22324 748 1 .85794 560 0,391990 0,933311 6.37771 
0.2 0.26935 920 1.22426 724 1 .85588 251 0.392177 0.933736 6.37435 
0,4 0.27009 468 1.22733 125 1 .84970 867 0.392738 0.935008 6.36429 
0.6 0,27132 457 1,23245 366 1.83947 021 0,393674 0.937136 6.34757 
0,8 0.27305 504 1.23965 820 1 .82524 326 0,394988 0.940123 6.32424 

1.0 0.27529 480 1.24897 831 1.80713 290 0.396684 0,943974 6.29437 
1.2 0,27805 517 1.26045 740 1 .  78527 1 69 0.398766 0,948703 6.25807 
1.4 0.28135 012 1.27414 918 1.75981 781 0.401239 0.954321 6.21545 
1.6 0.28519 648 1.29011 798 1. 73095 297 0.404112 0,960843 6,16665 
1.8 0.28961 396 1.30843 932 1.69887 992 0,407392 0.968285 6.11184 

2,0 0,29462 538 1.32920 036 1.66381 982 0.411087 0,976669 6.05118 
2.2 0.30025 682 1.35250 061 1 .62600 944 0.415209 0,986016 5,98488 
2.4 0.30653 784 1.37845 262 1.58569 822 0.419768 0.996351 5.91314 
2.6 0.31350 170 1.40718 285 1 .54314 529 0,424778 1 .007703 5.83620 
2.8 0,32118 565 1.43883 260 1.49861 645 0.430253 1.020101 5. 75428 

3,0 0.32963 121 1 .47355 907 1 .45238 126 0,436209 1.033581 5.66764 
3.2 0,33888 455 1.51153 657 1.40471 020 0.442662 1.048178 5.57655 
3.4 0,34899 681 1.55295 782 1 .35587 192 0,449632 1.063935 5.48128 
3.6 0,36002 459 1.59803 551 1 .30613 075 0,457139 1.080893 5.38210  
3,8 0.37203 039 1 .64700 388 1.25574 432 0,465205 1.0991 02 5.27932 

4.0 0,38508 316 1 .  70012 064 1,20496 150 0.473853 1.118613 5.17321 
4,2 0,39925 889 1 ,  75766 896 1 .1 5402 052 0,483111 1.139481 5.06408 
4.4 0.41464 125 1.81995 978 1 .10314 736 0,493006 1.161768 4.95224 
4.6 0.43132 237 1.88733 435 1.05255 442 0.503569 1.1 85538 4.83797 
4.8 0.44940 362 1.96016 700 1 .00243 944 0,514832 1.210861 4. 72159 

5,0 0,46899 655 2.03886 82 0,95298 465 0,526830 1.237813 4,60339 
5.2 0.49022 387 2.12388 83 0.90435 626 0.539601 1 ,266475 4.48367 
5.4 0.51322 061 2.21572 08 0.85670 405 0.553186 1.296933 4.36272 
5.6 0.53813 536 2.31490 71 0.81016 129 0.567630 1 .329281 4.24084 
5.8 0.56513 1 69 2.42204 09 0.76484 483 0,582979 1.363622 4.11830 

6,0 0,59438 965 2,53777 36 0.72085 532 0.599284 1.400061 3.99537 
6.2 0,62610 759 2,66282 00 0.67827 767 0,616599 1.438715 3.87234 
6.4 0,66050 400 2.79796 48 0.63718 1 61 0.634984 1 .479709 3. 74945 
6.6 0,69781 972 2.94406 93 0.59762 235 0,654501 1,523176 3.62695 
6.8 o. 73832 033 3.10208 00 0,55964 137 0.675219 1 .569259 3.50507 

7.0 o. 78229 881 3,27303 69 0.52326 729 0,697210  1.618113 3.38405 
7.2 0.83007 854 3.45808 34 0,48851 672 0,720554 1 .669904 3.26411 
7.4 0,88201 663 3.65847 74 0.45539 529 o. 745333 1 .724808 3.14543 
7.6 0.93850 764 3.87560 29 0.42389 854 0,771639 1 .783016 3.02821 
7.8 0,99998 773 4.11098 38 0.39401 295 o. 799570 1.844734 2.91264 

8.0 1.06693 936 4.36629 90 0,36571 690 0,829231 1.910180 2.79887 
8.2 1,13989 641 4.64339 88 0.33898 159 0,860735 1.979593 2.68705 
8.4 1.21945 007 4.94432 35 0.31377 202 0.894204 2.053225 2.57733 
8.6 1.30625 534 5,27132 42 0.29004 783 0,929769 2.131351 2.46983 
8.8 1.40103 829 5.62688 64 0,26776 418 0,967571 2.214264 2.36466 

9.0 1.50460 429 6.01375 48 0,24687 2 51 1 .007764 2.302281 2.26193 
9.2 1.61784 713 6.43496 31 0.22732 1 34 1.050510 2.395741 2.16172 
9,4 1.74175 933 6,89386 57 0.20905 690 1 .095988 2.495011 2.06411 
9,6 1.87744 369 7.39417 36 0,19202 382 1 .144389 2.600488 1.96916 
9.8 2.02612 620 7,93999 51 0.17616 568 1.195919 2. 712593 1.87692 

1 0.0  2.18917 062 8.53588 02 0.16142 553 1.250800 2.831786 1 .78744 

[C-�)2] [C-�)6] [C-:)5] [C-t)4J [C-t)9J [C-t)8J 

ln+! (X) = -�; ln(x) +ln-! (x) 2n 
Kn+ l  (x) = - Kn (x) + Kn-l (x) 

X 
Compiled from British Association for the Advancement of Science, Bessel functions, Part II. Func-
tions of positive integer order, Mathematical Tables, vol. X (Cambridge Univ. Press, Cambridge, Eng-
land, 1952) and L. Fox, A short table for Bessel functions of integer orders and larg� arguments. Royal 
Society Shorter Mathematical Tables No. 3 (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954) (with 
permission) . 
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Table 9.10 MODIFIED BESSEL FUNCTIONs-oRDERS 10, 11, 20 AND 21 

X e-x I 10(x) e-xJ n(x) eXK10(x) 1Q24x-20J zo(x) 1Q26x-21fz1 (x) l0-22x20Kzo(x) 

10.0 0 .00099 3 8819 0.00038 75284 35.55633 91 1.25080 2 .83179 1. 7 87443 
1 0.2 0.0 0107 29935 0.00042 45861 32.60759 68 1 .3 0927 2.95856 1.  7 00753 
10.4 0.00115 52835 0. 0 0 046 37417 29.98423 91 1.37160 3. 09345 1.616873 
1 0.6 0.00124 06973 0. 00050 50080 2 7. 64297 29  1.43806 3. 2 3703 1 .535814 
1 0.8 0.00132 91744 0. 00054 83934 25.54714 2 3  1. 50895 3. 38992 1.457578 

11.0 0 . 00142 06490 0.00059 39013 23. 66558 79 1. 58462 3. 55278 1.382 1 6 0  
11.2 0.00151 50508 0 . 0 0064 1 5309 21.97172 2 0  1 . 66540 3.72634 1 . 3 09546 
11.4 0. 00161 23051 0.00069 1 2768 20.44277 46 1. 75169 3.91139 1.2 39714 
11.6 0.00171 2 3339 0.00074 31298 19.05917 7 2  1 . 84390 4.1 0876 1 .17263 7  
11.8 0.00181 5 0559 0.00079 7 0766  17.80405 56  1 .9 4249 4.31937 1 . 108279 

1 2 . 0  0.00192 0 3870 o. 00085 3 1003  16.66281 2 4  2 .04795 4. 54421 1. 046601 
12.2  0.00202 82412 0.00091 1 1805 15.62277 97 2 .16080 4.  78434 0.987556 
12.4 0. 00213 85303 0 .00097 1 2937 14.67293 1 6  2.28162 5. 04093 0.931095 
12.6 0.0 0225 11650 0.00103 34132 1 3.80364 34 2.41105 5.31521 0.8771 64 
12.8 0.00236 60548 0.001 09 75097 13.00649 01 2. 54975 5 .60856 0.825703 

13 .0  0 .00248 31086 0 .00116  35512 12.27407 71 2.69846 5.92244 o.  7 76652 
13.2 0.002 60 2 2347 0.00123 15035 11. 59989 74 2.85799 6.25845 0.729947 
13.4 0. 00272 33415 0. 00130 1 3301 1 0.97821 07 3.02921 6.61832 0.685520 
13.6 0.00284 63375 0 .00137  2 99 2 6  10.40394 0 7  3.21 306 7.00393 0.643305 
1.3.8 0.002 9 7  11314 0.00144 64509 9.87258 79 3.41058 7.41731 0.603230 

14.0 0.00.309 76327 0 . 00152 1 66 34 9.3801 5 52  3.62289 7.86068 0.565225 
14.2 0. 00322  5 7518 0.00159 85870 8.92308 36 3.85121 8.33644 0.529218 
14.4 0.00335 53999 0.0016 7 7 17 76 8.49819 79 4.09686 8.84722 0 .495137 
14.6 0.00348 64894 0,00175 73898 8.1 02 6 5  95  4.36131 9. 39585 0.462910 
14.8 0,00361 89341 0.00183 91776 7.  73392 53 4. 6461 3 9. 98543 0.432464 

15.0  0.00375 2 6491 0 .00192 2 4942 7.38971 31 4.95305 1 0. 61932 0.403728 
1 5.2 0.00388 7 5510 0.00200 7 2921 7.06797 04 5 . 28394 11. 3 0119 0.376630 
1 5.4 0. 00402 3 5583 0 , 0 0209 3 52 35 6. 76684 87 5.64087 12. 03503 0.351101 
1 5.6  0.0041 6 05908 0.0021 8 1 1 4 03 6.48467 94 6.02608 1 2 . 82 52 0  0.32707 0  
15.8 0. 00429 85705 0 .00227  00942 6.21995 46 6.44202 13 .67643 0.304470 

1 6. 0  0.00443 742 09 0.00236 03.366 5.97130  87 6.891.37 14.59389 0.283235 
16. 2  0.0045 7 7 0 6  7 5  0.00245 1 8192 5. 73750 3 5  7. 3 7705 15.58322 0.263299 
16.4 0. 00471 7 4378 0 .00254 44936 5.51741 43 7.90228 1 6. 65059 0.2 44598 
16.6 0.00485 84612 0.00263 83118 5.31001 78 8.47055 17.80271 0 .227071 
16.8 0.00500 0 0690 0 .00273  32259 5.11438 19 9.08571 19.04691 0.210658 

17.0  0 .00514 2 1947 0.00282 91884 4.92965 63 9.75197 2 0.39124 0.195301 
17.2 0. 00528 47735 0. 00292 6152 3  4 .  75506 4 0  1 0.47392 21 .84444 0.180944 
1 7.4 0.00542 7 7427 0.00 302 40709 4. 58989 42  11.2 5 663 2 3.41611 0.1 67532 
17.6 0.0 055 7 1 0418 0.00312 2 89 82 4.43349 6 0  12.1 0562 2 5.11674 0.155012 
17.8 0.00571 46119 0.00322 2 5887 4.28527 2 0  13.02697 2 6.95781 0.14.3336 

18.0 0.00585 83964 0 . 003.32 3 0977 4.14467 4 0 14.02734 2 8.95188 0.1 32454 
18.2 0.00600 2 340.3 0.00342 43808 4.01119 7 5  15.11406 31.11272 0.122321 
18.4 0.00614 63909 0 .00352 63948 3.884.37 85 1 6.29515 3 .3. 45541 0.112891 
18.6 0.00629 04971 0.00.362 9 0969 3. 76378 89 1 7. 5 7946 35.99648 0.104124 
18.8 0.00643 4 6098 0 .00.373 2 4450 3.64903 4 1  18.97668 38.75407 0.095978 

19.0 0.00657 86817 0. 00.383 63982 3. 53974 93 2 0.49749 41.74804 0.088414 
19.2 0.00672 2 6672 0.00.394 091 61 3.43559 74 22.15363 45.00024 0. 081397 
19.4 0.00686 65226 0. 0 0404 59590 3.33626 62 2 .3.95803 48.53460 0. 074892 
19.6 o. 00  701 0 2059 0.00415 1 4885 3. 24146 65 25.92489 52.37745 0 .068865 
19.8 0.0 071 5 36768 0 ,0042 5 7 4667 3. 15093 00  28.06989 56.55768 0.0 63285 

2 0. 0  0.00729 68965 0. 00436 38567 3. 06440 75 30.41029 61.1 0706 0 . 0 58124 
[< -;)4] [< -;)3] cc-:)4] [( -;)2] [< -;)5] [< -l)4] 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR LARGE ARGUMENTS Table 9 .10  

I I I I I I 
x-1 In [ x2e-xl!O(x) ] In [ x2e-xlu (x) ] In [ .--lx2exKJO(x) ] In [ x2e-xl2o(x) ] In [ x2e-xhl (x) ] In [ .--lx2exK2o(x) ] <x> 

0.050 -3.42244 002 -3.93653 292 1.47299 048 -10.434749 -11.346341 8.250182 2 0  
0.049 -3.3731& 689 -3.87762 888 1.42771 939 -10.263511 -11.160467 8.088946 20 
0,048 -3.32386 306 -3.81861 524 1.38232 785 -10.091302 -10.973471 7.926737 21 
0.047 -3.27447 055 -3.75949 454 1.33681 644 - 9.918126 -10.785351 7.763551 21 
0.046 -3.22501 139 -3.70026 938 1.29118 575 - 9. 743983 -10.596108 7.599386 22 

0.045 -3.17548 766 -3.64094 242 1.24543 642 - 9.568876 -10.405744 7.434240 22 
0.044 -3.12590 147 -3.58151 639 1.19956 910 - 9.392809 -10.214259 7.268110 23 
0.043 -3.07625 496 -3.52199 408 1.15358 449 - 9.215785 -10.021658 7.100994 23 
0.042 -3.02655 033 -3.46237 835 1.10748 332 - 9.037810 - 9.827944 6.932893 24 
0.041 -2.97678 979 -3.40267 211 1.06126 635 - 8.858889 - 9.633121 6.763806 24 

0.040 -2.92697 559 -3.34287 833 1.01493 437 - 8.679029 - 9.437195 6.593733 25 
0.039 -2.87711 002 -3.28300 006 0.96848 822 - 8.498236 - 9.240173 6.422673 26 
0.038 -2.82719 539 -3.22304 039 0.92192 874 - 8.316519 - 9.042063 6.250630 26 
0.037 -2.77723 405 -3.16300 246 0.87525 686 - 8.133888 - 8.842873 6.077603 27 
0.036 -2.72722 837 -3.10288 949 0.82847 349 - 7.950352 - 8.642612 5.903597 28 

0.035 -2.67718 076 -3.04270 472 0.78157 961 - 7.765923 - 8.441293 5. 728614 29 
0.034 -2.62709 365 -2.98245 146 0.73457 624 - 7.580613 - 8.238927 5.552659 29 
0.033 -2.57696 948 -2.92213 308 0.68746 441 - 7.394434 - 8.035529 5.375732 30 
0.032 -2.52681 074 -2.86175 298 0.64024 520 - 7.207403 - 7.831113 5.197843 31 
0,031 -2.47661 992 -2.80131 461 0.59291 975 - 7.019533 - 7.625695 5.018998 32 

0.030 -2.42639 955 -2.74082 147 0.54548 920 - 6.830842 - 7.419294 4.839203 33 
0.029 -2.37615 216 -2.68027 709 0.49795 475 - 6.641348 - 7.211929 4.658466 34 
0.028 -2.32588 032 -2.61968 504 0.45031 764 - 6.451070 - 7.003620 4.476796 36 
0.027 -2.27558 659 -2.55904 894 0.40257 915 - 6.260027 - b. 794389 4.294202 37 
0.026 -2.22527 356 -2.49837 243 0.35474 059 - 6.068243 - 6.584261 4.110696 38 

0.025 -2.17494 384 -2.43765 918 0.30680 331 - 5.875738 - 6.373261 3.926290 40 
0.024 -2.12460 002 -2.37691 291 0.25876 871 - 5.682539 - 6.161416 3. 740995 42 
0.023 -2.07424 475 -2.31613 733 0.21063 822 - 5.488669 - 5.948754 3.554826 43 
0.022 -2.02388 063 -2.25533 620 0.16241 332 - 5.294155 - 5. 735305 3.367799 45 
0.021 -1.97351 031 -2.19451 329 0.11409 551 - 5.099025 - 5.521102 3.179929 48 

0.020 -1.92313 643 -2.13367 239 0.06568 636 - 4.903309 - 5.306177 2.991233 50 
0.019 -1.87276 162 -2.07281 731 +0.01718 745 - 4. 707035 - 5.090565 2.801730 53 
0.018 -1.82238 853 -2.01195 186 -0.03139 959 - 4.510235 - 4.874302 2.611440 56 
0.017 -1.77201 979 -1.95107 986 -0.08007 306 - 4.312943 - 4.657427 2.420383 59 
0.016 -1.72165 806 -1.89020 514 -0.12883 128 - 4.115190 - 4.439978 2.228582 63 

0.015 -1.67130 595 -1.82933 1 53 -0.17767 247 - 3.917011 - 4.221995 2.036059 67 
0.014 -1.62096 610 -1.76846 286 -0.22659 485 - 3.718443 - 4.003521 1.842840 71 
0.013 -1.57064 113 -1.70760 295 -0.27559 659 - 3.519520 - 3.784599 1.648949 71 
0.012 -1.52033 365 -1.64675 564 -0.32467 581 - 3.320281 - 3.565272 1.454415 83 
0.011 -1.47004 626 -1.58592 472 -0.37383 061 - 3.120763 - 3.345586 1.259264 91 

0.010 -1.41978 154 -1.52511 400 -0.42305 904 - 2.921004 - 3.125587 1.063526 100 
0.009 -1.36954 207 -1.46432 725 -0.47235 911 - 2. 721043 - 2.905322 0.867231 111 
o.oo8 -1.31933 040 -1.40356 824 -0.52172 881 - 2.520921 - 2.68483.8 0.670412 125 
0.007 -1.26914 908 -1.34284 072 -0.57116 608 - 2.320676 - 2.464184 0.473099 143 
0.006 -1.21900 063 -1.28214 841 -0.62066 881 - 2.120350 - 2.243408 0.275328 167 

0.005 -1.16888 754 -1.22149 499 -0.67023 489 - 1.919982 - 2.022558 +0.077133 200 
0.004 -1.11881 229 -1.16088 414 -0.71986 215 - 1.719613 - 1.801685 -0.121451 250 
0.003 -1.06877 735 -1.10031 949 -0.76954 839 - 1.519284 - 1.580838 -0.320388 333 
0.002 -1.01878 514 -1.03980 463 -0.81929 138 - 1.319036 - 1.360065 -0.519640 500 
0.001 -0.96883 808 -0.97934 314 -0.86908 886 - 1.118907 - 1.139416 -0.719170 1000 

o.ooo -0.91893 853 -0.91893 853 -0.91893 853 - 0.918939 - 0.918939 -0.918939 00 

[C-�)9] [ C-:) 1] [C-:)2] [ C-t) 1J [C-t) 1J [C-t) 1J 
<x>=nearest integer to :c. 

Compiled from L. Fox, A short table for Bessel functions of integer orders and large arguments. Royal 
Society Shorter Mathematical Tables No. 3 (Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954) (with 
permission). 
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Table 9.11 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
1 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  
13 
14 

15 
16 
11 
18 
19 

20  
30  
40 
50 

100 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10  
11 
12  
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

2 0  
30 
40 
50 

1 00 

BESSEL FUNCTIONS OF INTEGER ORDER 

MODIFIED BE SSEL FUNCTIONS-V ARlO US ORDERS 

1,.( 1) 
0 1. 26606 5878 

- 1 5. 65159 1040 
- 1 1. 35747 6698 
- 2 2. 21684 2492 
- 3 2. 73712 0221 

- 4 2. 71463 1560 
- 5 2. 24886 6148 
- 6 1. 59921 8231 
- 8 9. 96062 4033 
- 9 5. 51838 5863 

- 10 2. 75294 8040 
- 11 1. 24897 8308 
- 13 5. 19576 1153 
- 14 1. 99563 1678 
- 16 7. 11879 0054 

- 17 2. 37046 3051 
- 19 7. 40090 0286 
- 20 2. 17495 9747 
- 22 6. 03714 4636 
- 23 1. 58767 8369 ! - 25! 3. 96683 5986 
- 42 3, 53950 0588 
- 60 1. 12150 9741 
- 80 2. 93463 5309 

( -189) 8. 47367 4008 

ln(lO) 
3 2. 81571 6628 
3 2. 67098 8304 
3 2. 28151 8968 
3 1. 75838 0717 
3 1. 22649 0538 

2 7. 77188 2864 
2 4. 49302 2514 
2 2 . 38025 5848 
2 1. 16066 4327 
1 5. 23192 9250 

1 2. 18917 0616 
0 8. 53588 0176 
0 3. 11276 9776 
0 1. 06523 2713 

- 1 3. 43164 7223 

- 1 1. 04371 4907 
- 2 3. 00502 5016 
- 3 8, 21069 0206 
- 3 2. 13390 3457 
- 4 5. 28637 7589 �- 4! 1. 25079 9736 
-12 7. 78756 9783 
-20 2. 04212 3274 
-30 4. 75689 4561 

( -88) 1. 08234 4202 

ln(2) !� 0 2. 27958 5302 
0 1. 59063 6855 
1 6. 88948 44 77 
1 2. 12739 9592 
2 5. 07285 6998 

�� 3 9, 82567 9323 
3 1. 60017 3364 
4 2 , 24639 1420 
5 2 .  76993 6951 
6 3. 04418 5903 

- 7 3. 01696 3879 
- 8 2. 72220 2336 
- 9 2 . 25413 0978 
- 10 1 . 72451 6264 
- 11 1. 22598 3451 

- 13! 8. 13943 2531 
- 14 5. 06857 1401 
- 15 2. 97182 8970 
- 16 1. 64621 5204 
- 18 8. 64160 3385 !- 19!4. 31056 0576 
- 33 3. 89351 9664 
- 48 1. 25586 9192 
- 65 3. 35304 2830 

( -158) 1 . 08217 1475 

In(50) 
2 0  2. 93255 378 
2 0  2. 90307 859 
2 0  2 .  81643 064 
2 0  2. 67776 414 
2 0  2. 49509 894 

2 0  2. 27854 831 
2 0  2 .  03938 928 
2 0  1 .  78909 488 
2 0  1. 53844 272 
2 0  1. 29679 321 

2 0  1. 07159 716 
19 a. 68154 347 
19 6. 89609 247 
19 5. 37141 909 
19 4. 10295 454 

19 3. 07376 455 
19  2. 25869 581 
1 9  1 .  62819 923 
19 1. 15152 033 
18  7. 99104 593 ! lT. 44200 840 
16 4. 27499 365 
13 6. 00717 897 

+10 1. 76508 024 

( -16) 2. 72788 795 

ln(5) 
1 2 .  72398 7182 
1 2 . 43356 4214 
1 1. 75056 1497 
1 1 .  03311 5017 
0 5 . 10823 4764 

0 2 . 15797 4547 
- 1 7. 92285 6690 
- 1 2 . 56488 9417 
- 2 7. 41166 3216 
- 2 1 . 93157 1882 

- 3 4. 58004 4419 
- 4 9, 95541 1401 
- 4 1 . 99663 4027 
- 5 3. 71568 0720 
- 6 6. 44800 5272 

- 6 1 . 04797 7675 
- 7 1 . 60139 2190 
- 8 2 . 30866 7371 
- 9 3. 14983 7806 
- 10  4. 07841 5017 ! - 11! 5. 02423 9358 
- 21 3, 99784 4971 
- 32 1 . 18042 6980 
- 45 2 . 93146 9647 

( -119) 7 . 09355 1489 

In(lOO) 
42 1. 07375 171 
42 1 . 06836 939 
42 1 . 05238 432 
42 1. 02627 402 
41 9. 90807 878 

41 9 . 47009 387 
41 8. 96106 940 
41 8. 39476 555 
41 7.  78580 222 
41 7. 14903 719 .,r 49897 552 
41 5. 84924 209 
41 5. 21214 227 
41 4. 59832 794 
41 4. 01657 700 

41 3. 47368 638 
41 2, 97447 109 
41 2 . 52185 563 
41 2. 11704 017 
41 1. 75972 117 rlr. 44834 bl3 
40 1 .  20615 487 
38 3. 84170 550 
36 4. 82195 809 

( 21) 4. 64153 494 
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MODIFIED BESSEL FUNCTIONS-V ARlO US ORDERS Table 9.ll 

n Kn(l )  Kn(2) Kn(5) 
0 - 1 4. 21024 4382 ! - 1 1. 13893 8728 - 3  3. 691 09 8334 
1 - 1 6. 01907 2302 - 1 1. 39865 8818 - 3  4 .  04461 3445 
2 0 1. 62483 8899 - 1 2. 53759 7546 - 3  5. 3 0894 3712 
3 0 7. 1 0126 2825 - 1 6. 47385 3909 - 3  a. 29176 8415  
4 1 4. 42324 1585 0 2. 19591 5927 -2 1. 52590 6581 

5 2r 60960 "" 0 9. 43104 9101 -2 3. 2 7062 7371 
6 3 3. 65383 8312 1 4. 93511 6143 -2 8. 06716 1 323 
7 4 4. 42070 2033 2 3. 05538 0177 -1 2. 26318 1455 
8 5 6. 22552 1230 3 2. 18811 7285 -1 7. 14362 4206 
9 7 1. 00050 4099 4 1. 78104 7630 0 2. 51227 7891 

10 8 1. 80713 2899 5 1. 62482 4040 I 0 9. 75856 2829 
11 9 3. 62427 0839 6 1. 64263 4516 1 4. 15465 2921 
12  1 0  7 .  99146 7175 7 1. 82314 6208 2 1. 92563 2913 
13 12 1. 92157 6393 8 2. 20420 1795 2 9. 65850 3277  
14  1 3  5. 00409 0088 9 2. 88369 3795 3 5. 21498 4995 

15 15 1.  40306 6801 10 4. 05921 3332 4 3. 01 697 6630 
16 16 4. 2142 0 4494 11 6. 11765 6935 5 1. 86233  5828 
17 18 1.  34994 8505 12 9. 82884 3230 6 1. 22206 4696 
18 19 4.  59403 9121 14 1. 67702 1006 6 8. 49627 351 7  
1 9  2 1  1. 65520 4032 15 3. 02846 6654 7 6. 23952 3402 

2 0  "! '· 29436 9360 l "! '" 77085 6853 ( 8r- 82700 0521 
30 39 4.  70614 5527 30 4. 27112 5755 � 18 4. 11213 2063 
40 58 1. 11422 0651 45 9. 94083 9886 30 1.  05075 6722 
5 0  77  3. 40689 6854 62 2. 97998 1740 42 3. 39432 2243 

1 00 ( 185) 5. 90033 3184 ( 155) 4. 61941 5978 ( 115) 7. 03986 0193 

n Kn(lO) Kn(50) Kn(lOO) 
0 -5 1. 77800 6232 -23 3. 41016 774 -45 4. 65662 823 
1 -5 1. 86487 7345 -23 3. 44410 222 -45 4. 67985 373 
2 -5 2. 15098 1701 -23 3. 54793 183 -45 4. 75022 530 
3 -5 2. 72527 0026 -23 3. 72793 677 -45 4. 86986 274 
4 -5 3. 78614 3716 -23 3. 99528 424 -45 5. 04241 707 

5 -5 5. 75418 4999 -23 4. 36718 224 -45 5. 27325 611 
6 -5 9. 54032 8715 -23 4. 86872 069 -45 5. 56974 268 
7 -4 1. 72025 7946 -23 5. 53567 521 -45 5. 94162 523 
8 -4 3. 36239 3995 -23 6. 41870 975 -45 6. 40157 021 
9 -4 7. 10008 8338 -23 7. 58966 233 -45 6. 96587 646 

10  r, 1. 61425 5300 -23 9. 15098 819 r45 7. 65542 797 
11 -3 3. 93851 9435 -22 1. 12500 576 -45 8. 49696 206 
12 -2 1. 02789 9806 -22 1. 41010 135 -45 9. 52475 963 
13 -2 2. 86081 1477 -22 1. 80185 441 -44 1 . 07829 044 
14 -2 8. 46600 9646 -22 2. 34706 565 -44 1. 2 3283 148 

15 r 2. 65656 3849 r, 3. 1 1621 117 r4 1. 42348 325 
16 -1 8. 81629 2510 -22 4. 21679 235 -44 1. 65987 645 
17 0 3. 08686 9988 -22 5. 81495 828 -44 1. 95464 371 
18 1 1. 13769 8721 -22 8. 17096 398 -44 2. 32445 531 
19 1 4. 40440 2395 -21 1. 1 6980 523 -44 2. 79144 763 

2 0  ! 2! 1. 78744 2782 � -21! 1 .  70614 838 r .. r· 38520 541 
30 9 2. 03024 7813 -19 2. 00581 681 -43 3. 97060 205 
40 17 5. 93822 4681 -16 1. 29986 971 -41 1. 2 0842 080 
50 27 2. 06137 3775 -13 4. 00601 347 -40 9. 27452 265 

1 00 ( 85) 4. 59667 4084 ( +13) 1. 63940 352 ( -25) 1. 61712 963 
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Table 9.1 2  KELVIN FUNCTIONS-ORDERS 0 AND I 
;r ber �: bei x ber1 ·" beL x 

o. 0 1. 00000 00000 o. 00000 00000 o. 00000 00000 0. 00000 00000 
0. 1 0, 99999 84375 0. 00249 99996 -0. 03539 95148 o. 03531 11265 
o. 2 0, 99997 50000 0. 00999 99722 -0. 07106 36418 0. 07035 65360 
o. 3 0, 99987 34379 o. 02249 96836 -0. 10725 47768 0. 10486 83082 
o. 4 0. 99960 00044 o. 03999 82222 -0. 14423 08645 0. 13857 41359 

o. 5 0, 99902 34640 0, 06249 32184 -0. 18224 31238 0. 17119 51797 
o. 6 0, 99797 51139 0. 08997 97504 -0. 22153 37177 0, 2 0244 39824 
0. 7 0. 99624 88284 0. 12244 89390 -0. 26233 33470 0. 2 3202 24623 
0. 8 o. 99360 11377 0, 15988 62295 -0. 30485 87511 o. 25962 00070 
o. 9 0, 98975 13567 o. 20226 93635 -0. 34931 01000 0. 28491 16898 

1. 0 0. 98438 17812 0. 24956 60400 -0. 39586 82610 0. 30755 66314 
1. 1 o. 97713 79732 o. 30173 12692 -0. 44469 19268 0. 32719 65305 
1. 2 0. 96762 91558 0. 35870 44199 -0. 49591 45913 0. 34345 43903 
1. 3 0, 95542 87468 0. 42040 59656 -0. 54964 13636 0. 35593 34649 
1. 4 0. 94007 50567 o. 486 73 39336 -0. 60594 56099 o. 36421 64560 

1. 5 o. 92107 21835 0, 55756 00623 -0, 66486 54180 0. 36786 49890 
1. 6 0. 89789 11386 0. 63272 56 770 -0. 72639 98786 0. 36641 93986 
1. 7 0. 86997 12370 0. 71203 72924 -0. 79050 51846 0. 35939 88584 
1. 8 0. 836 72 17942 o. 79526 19548 -0. 85709 05470 0. 34630 18876 
1. 9 o. 79752 41670 0. 88212 23406 -0. 92601 39357 o. 32660 72722 

2. 0 o. 75173 41827 0. 97229 16273 -0. 99707 76519 0. 29977 54370 
2. 1 0, 69868 50014 1. 06538 81608 -1. 07002 37462 0. 26525 03092 
2. 2 o. 63769 04571 1. 16096 99438 -1. 14452 92997 0. 22246 17120 
2. 3 0. 56804 89261 1. 25852 89751 -1. 22020 15903 0. 17082 83322 
2. 4 o. 48904 77721 1. 35748 54765 -1. 2965 7 31717 0, 10976 13027 

2. 5 o. 39996 84171 1. 45718 20442 -1. 37309 68976 +0. 03866 84440 
2. 6 0. 30009 2 0903 1. 55687 77737 -1. 44914 09315 -0. 04304 07916 
2. 7 o. 18870 63040 1. 65574 24073 -1. 52398 37854 -0. 13594 96285 
2. 8 +0. 06511 21084 1. 75285 05638 -1. 59680 94413 -0. 24062 74875 
2. 9 -0. 07136 78258 1. 84717 61157 -1. 66670 26139 -0. 35762 26713 

3. 0 -0. 22138 02496 1. 93758 67853 -1. 73264 42211 -0. 48745 41770 
3. 1 -0. 38553 14550 2. 02283 90420 -1. 79350 71373 -0. 63060 25952 
3. 2 -0. 56437 64305 2. 10157 33881 -1. 84805 23125 -0. 78750 00586 
3. 3 -0. 75840 70121 2. 17231 01315 -1. 89492 53482 -0. 95851 92089 
3. 4 -0. 96803 89953 2. 23344 57503 -1. 93265 36306 -1. 14396 11510 

3. 5 -1. 19359 81796 2. 28324 99669 -1. 95964 41313 -1. 34404 23731 
3. 6 -1. 43530 53217 2. 31986 36548 -1. 97418 19924 -1. 55888 06139 
3. 7 -1. 69325 99843 2. 34129 77145 -1. 97443 00262 -1. 78847 96677 
3. 8 -1. 96742 32727 2. 34543 30614 -1. 95842 92665 -2. 03271 31257 
3. 9 -2. 2 5759 94661 2. 33002 18823 -1. 92410 07174 -2. 29130 70630 

4. 0 -2. 56341 65573 2. 29269 03227 -1. 86924 84590 -2. 56382 16886 
4. 1 -2. 88430 57320 2. 23094 27803 -1. 79156 42730 -2. 84963 19932 
4. 2 -3. 2194 7 98:323 2. 14216 79867 -1. 68863 39648 -3. 14790 74393 
4. 3 -3. 56791 08628 2. 02364 70694 -1. 55794 55649 -3. 45759 07560 
4. 4 -3. 92830 66215 1. 87256 37958 -1. 39689 95997 -3. 77737 59182 

4. 5 -4. 29908 65516 1. 68601 72036 -1. 20282 16315 -4. 10568 54084 
4. 6 -4. 67835 69372 1. 46103 68359 -0. 97297 72697 -4. 44064 68813 
4. 7 -5. 06388 55867 1. 19460 07968 -0. 70458 98649 -4. 78006 93721 
4. 8 -5. 45307 61749 o. 88365 68537 -0. 39486 10961 -5. 12141 92170 
4. 9 -5. 84294 24419 0. 52514 68109 -0. 04099 46681 -5. 46179 58790 

5. 0 -6. 23008 24787 o. 11603 43816 +0. 35977 66668 -5. 79790 79018 

[(
-
i)2] [ (-:)6] [ (  -i)6] [(-:)2] 

KELVIN FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR SMALL ARGUMENTS 
J: ker .<·+ber .1· In .1· kei .r+bei .r In r .•·(ken :�·+ben :t In .r) .r(keh :r+beh :�· In .r) 

o. 0 0. 11593 1516 -0. 78539 8163 -0. 70710 6 781 -0. 70710 6781 
o. 1 o. 11789 2485 -0. 78260 7108 -0. 70651 7131 -0. 70215 4903 
o. 2 0. 12374 5076 -0. 77421 9267 -0. 70486 2164 -0. 68733 0339 
o. 3 0. 13339 8210 -0. 76019 0919 -0. 70248 3157 -0. 66272 8003 
o. 4 o. 14669 9682 -0. 74045 0212 -0. 69994 6658 -0. 62851 1738 

o. 5 0. 16343 5574 -0. 71489 8693 -0. 69804 1049 -0. 58492 2770 [(-jl5] [ (-jl8J [(-i) l] [( -�) 1] 
Compiled from National Bureau of Standards, Tables of the Bessel functions J0(z) and J1(z) for complex 
arguments, 2d ed. (Columbia Univ. Press, New York, N.Y., 1947) and National Bureau of Standards, 
Tables of the Bessel functions Yo(z) and Y1(z) for complex arguments (Columbia Univ. Press, New York, 
N.Y., 1950) (with permission). 
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KELVIN FUNCTIONS-ORDERS 0 AND I Table 9.12 

:�: ker x kei x ker1 x kei1 ·" 
o. 0 .. -0. 78539 8163 "" .. 
0. 1 2. 42047 3980 -0. 77685 0646 -7. 14668 1711 -6. 94024 2153 
o. 2 1. 73314 2752 -0. 75812 4933 -3. 63868 3342 -3. 32341 7218 
0. 3 1 •• 33721 8637 -0. 73310 1912 -2. 47074 2357 -2. 08283 4751 
o. 4 1. 06262 3902 -0. 70380 0212 -1. 88202 4050 -1. 44430 5150 

o. 5 0. 85590 5872 -0. 67158 1 695 -1. 52240 3406 -1. 05118 2085 
o. 6 o. 69312 0695 -0. 63744 9494 -1. 27611 7712 -0. 78373 8860 
o. 7 0. 56137 8274 -0. 60217 5451 -1. 09407 2943 -0. 59017 5251 
o. 8 0. 45288 2093 -0. 56636 7650 -0. 95203 2751 -0. 44426 9985 
o. 9 o. 36251 4812 -0. 53051 1122 -0. 836 72 7829 -0. 33122 6820 

1. 0 o. 28670 6208 -0. 49499 4636 -0. 74032 2276 -0. 24199 5966 
1. 1 o. 22284 4513 -0. 46012 9528 -0. 65791 0729 -0. 17068 4462 
1. 2 o. 16894 5592 -0. 42616 3604 -0. 58627 4386 -0. 11325 6800 
1. 3 0. 12345 5395 -0. 39329 1826 -0. 52321 5989 -0. 06683 2622 
1. 4 o. 08512 6048 -0. 36166 4 781 -0. 46 718 3076 -0. 02928 3749 

1. 5 0. 05293 4915 -0. 33139 5562 -0. 41704 4285 +0. 00100 8681 
1. 6 o. 02602 9861 -0. 30256 5474 -0. 37195 1238 o. 02530 6776 
1. 7 +0. 00369 1104 -0. 27522 8834 -0. 33125 0485 o. 04461 5190 
1. 8 -0. 01469 6087 -0. 24941 7069 -0. 29442 5803 o. 05974 7779 
1. 9 -0. 02966 1407 -0. 22514 2235 -0. 26105 9495 o. 07137 3592 

2. 0 -0. 04166 4514 -0. 20240 0068 -0. 23080 5929 0. 08004 9398 
2. 1 -0. 05110 6500 -0. 18117 2644 -0. 20337 3135 0. 08624 3202 
2. 2 -0. 05833 8834 -0. 16143 0701 -0. 17850 9812 0. 09035 1619 
2. 3 -0. 0636 7 0454 -0. 14313 5677 -0. 15599 6054 o. 092 71 2940 
2. 4 -0. 06737 3493 -0. 12624 1488 -0. 13563 6638 o. 09 361 7161 

2. 5 -0. 06968 7972 -0. 11069 6099 -0. 11725 6136 o. 09331 3788 
2. 6 -0. 07082 5700 -0. 09644 2891 -0. 10069 5314 o. 09201 8037 
2. 7 -0. 07097 3560 -0. 08342 1858 -0. 08580 8451 0. 08991 5810 
2. 8 -0. 07029 6321 -0. 0715 7 0648 -0. 07246 1339 o. 08716 77 62 
2. 9 -0. 06893 9052 -0. 06082 54 73 -0. 06052 9755 0. 08391 2666 

3. 0 -0. 06702 9233 -0. 05112 1884 -0. 04989 8308 o. 08027 0223 
3. 1 -0. 06467 8610 -0. 04239 5446 -0. 04045 9533 0. 07634 3451 
3. 2 -0. 06198 4833 -0. 03458 2313 -0. 03211 3183 0. 07222 0724 
3. 3 -0. 05903 2916 -0. 02761 9697 -0. 02476 5662 o. 06797 7529 
3. 4 -0. 05589 6550 -0. 02144 6287 -0. 01832 9556 o. 0636 7 7999 

3. 5 -0. 05263 9277 -0. 01600 2568 -0. 01272 3249 0. 05937 6256 
3. 6 -0. 04931 5556 -0. Oll23 1096 -0. 00787 0585 o. 05511 7592 
3. 7 -0. 04597 1723 -0. 00707 6704 -0. 00370 0576 0. 05093 9514 
3. 8 -0. 04264 6864 -0. 00348 6665 -0. 00014 7138 o. 04687 2681 
3. 9 -0. 03937 3608 -0. 00041 0809 +0. 00285 1155 o. 04294 1728 

4. 0 -0. 03617 8848 +0. 00219 8399 0. 00535 1296 o. 03916 6011 
4. 1 -0. 03308 4395 o. 00438 5818 o. 00740 6063 o. 03556 0272 
4. 2 -0. 03010 7574 o. 00619 3613 o. 00906 4226 o. 03213 5235 
4. 3 -0. 02726 1764 0. 00766 1269 o. 01037 0752 o. 02889 8142 
4. 4 -0. 02455 6892 o. 00882 5624 0. 01136 6998 o. 02585 3229 

4. 5 -0. 02199 9875 o. 00972 0918 0. 01209 0904 o. 02300 2160 
4. 6 -0. 01959 5024 o. 0103 7 8865 0. 01257 7182 o. 02034 4409 
4. 7 -0. 01734 4409 o. 01082 8725 o. 01285 7498 0. 01787 7607 
4. 8 -0. 01524 8188 0. Oll09 7399 0. 01296 0651 0. 01559 784 7 
4. 9 -0. 01330 4899 o. 01120 9526 o. 01291 2753 0. 01349 99 60 

5. 0 -0. 01151 1727 o. 01118 7587 0. 01273 7390 o. 01157 7754 

KELVIN FUNCTIONS-AUXILIARY TABLE FOR SMALL ARGUMENTS 

X ker x+ber x In J: kei .v+bei .c In "' x(ker1 x+ben x In .r) .r(kei1 x+bei1 o· In .r) 
o. 5 0. 16343 5574 -0. 71489 8693 -0. 69804 1049 -0. 58492 2770 
o. 6 0. 18332 9435 -0. 68341 3456 -0. 69777 156 7 -0. 53229 1460 
o. 7 o. 20604 1279 -0. 64584 9920 -0. 70035 3648 -0. 47105 2294 
o. 8 o. 23116 6407 -0. 60204 5231 -0. 70720 4389 -0. 40176 2012 
0. 9 o. 25823 4099 -0. 55182 2327 -0. 71993 1903 -0. 32512 0736 

1. 0 0. 28670 6208 -0. 49499 4636 -0. 74032 2276 -0. 24199 5966 [(-+)4] [(-+)8] [(-�)1] [(-�)1] 
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Table 9.12  KELVIN FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE 

ber x=Mo(x) cos Uo (x) berr .r =ilfr(.r) cos er (.r) 
bei x=llfo(x) sin eo(x) hei r  x =Mr (x) sin er (J�) 

X ilfo(x) eo(:v) Mr (x) Dr (.1·) 
o. o 1. 000000 o. 000000 o. oooooo 2. 356194 
o. 2 1. 000025 o. 010000 0. 100000 2. 361194 
o. 4 1. 000400 o. 039993 o. 200013 2. 37&194 
o. 6 1. 002023 o. 089919 o. 300101 2. 401189 
0. 8 1. 006383 0, 159548 0, 400427 2. 4361&6 

1 . 0 1. 015525 o. 248294 o. 501301 2. 481086 
1. 2 1. 031976 o. 354999 0, 603235 2. 535872 
1. 4 1. 058608 o. 477755 0, 706982 2. 600386 
1. 6 1. 098431 o. 613860 0, 813585 2. 674406 
1. 8 1. 154359 o. 759999 0. 924407 2. 757605 

2. 0 1. 229006 0. 912639 1. 041167 2. 849536 
2. 2 1. 324576 1. 068511 1. 165949 2. 949617 
2. 4 1, 442891 1. 225011 1. 301211 3. 057139 
2. 6 1. 585536 l. 380379 1. 449780 3. 171285 
2. 8 1. 754059 1. 533667 1. 614838 3. 291160 

3. 0 1. 950193 1. 684559 1. 799908 3. 415839 
3. 2 2. 176036 1. 833156 2. 008844 3. 544415 
3. 4 2. 434210 1. 979784 2. 245840 3. 676044 
3. 6 2. 727979 2. 124854 2. 515453 3. 809981 
3. 8 3. 061341 2. 268771 2, 822653 3. 945601 

4. 0 3. 439118 2. 411887 3. 172896 4. 082407 
4. 2 3. 867032 2. 554483 3. 572227 4. 220023 
4. 4 4. 351791 2. 696771 4. 027393 4. 358179 
4. 6 4. 901189 2. 838893 4. 545990 4. 496691 
4. 8 5. 524209 2. 980942 5. 136619 4. 635441 

5. 0 6. 231163 3. 122970 5. 809060 4. 774362 
5. 2 7. 033841 3. 265002 6. 574474 4, 913417 
5. 4 7, 945700 3. 407044 7, 445618 5. 052589 
5. 6 8. 982083 3. 549094 8. 437083 5. 191872 
5. 8 10. 160473 3. 691142 9. 565568 5. 331267 

6. 0 11. 500794 3. 833179 10. 850182 5. 470772 
6. 2 1:3. 025757 3. 975197 12. 312791 5. 610390 
6. 4 14. 761257 4. 117190 13. 978402 5. 750117 
6.  6 16. 736836 4. 259152 15. 875614 5, 889950 
6. 8 18. 986208 4. 401083 18. 037122 6, 029884 

7. 0 21. 547863 4. 54,2982 20, 500302 6. 169913 

[(-;)4] [(-:)2] (C-fl4] [(-:) 1] 

K ELVIN FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE FOR LARGE ARGUMENTS 

:r- 1 xl e-xf..;'J Jfo(x) eo(x)- (x/..j?,) .r!e-•�>'2 Jf1 (x) 
0. 15 o .  40418 -0. 40758 0, 38359 
0. 14 0, 40383 -0. 40644 0. 38457 
0, 13 0, 40349 -0. 40534 0. 38556 
0, 12 o. 40315 -0. 40427 0, 38655 
0. 11 o. 40281 -0. 40323 0. 38755 

0. 10 o .  40246 -0. 40221 0. 38856 o. 09 o. 40211 -0, 40119 0, 38957 
o. 08 0. 40176 -0. 40019 o. 39060 o. 07 0. 40141 -0. 39921 0. 39162 o. 06 o. 40106 -0. 39824 0, 39266 

o. 05 o. 40071 -0. 39728 o. 39369 o. 04 o. 40035 -0. 39634 o. 39474 o. 03 0, 40000 -0. 39541 o. 39578 o. 02 0, 39965 -0. 39449 o. 39683 
0, 01 0, 39930 -0. 39359 0, 39789 

o. 00 o. 39894 -0, :39270 0. 39894 

[(-�)1] [(-�)1] [(-�)3] 
<x>=nearest integer to x. 

er (x)-(x/,/2) 
1, 22254 
1. 21922 
1. 21598 
1, 21280 
1. 20968 

1. 20660 
1. 20356 
1. 20057 
1. 19762 
1, 19471 

1. 19184 
1. 18901 
1. 18622 
1. 18348 
1. 18077 

1. 17810 

[<-�llJ 

<·r> 
7 
7 
8 
8 
9 

10 
11 
13 
14 
17 

20 
25 
33 
50 

100 

"' 
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KELVIN FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE Table 9.12 

ker x=No (x) cos <l>o (x) ker 1 :c =N1 (.c) cos t/>J (c) 
kei x=No (x) sin t/>o (x) kei 1 x =NJ (x) sin <1>1 (x) 

x No (x) t/>o (x) N1 (x) <1>1 (x) 
0. 0 00 o. 000000 00 -2. 356194 
0. 2 1, 891702 -0. 412350 4. 927993 -2. 401447 
0. 4 1. 274560 -0. 584989 2. 372347 -2. 487035 
0, 6 0, 941678 -0, 743582 1. 497572 -2. 590827 
0. 8 o. 725172 -0. 896284 1 . 050591 -2. 704976 

1. 0 
1. � 
1. 4 
1. 6 
1. 8 

2. 0 
2. 2 
2. 4 
2. 6 
2, 8 

3. 0 
3. 2 
3. 4 
3. 6 
3. 8 

4, 0 
4. 2 
4. 4 
4. 6 
4. 8 

s. 0 
5. 2 
5, 4 
5. 6 
5. 8 

6. 0 
6. 2 
6. 4 
6. 6 
6. 8 

7. 0 

o. 572032 
0. 458430 
o. 371548 
0. 303683 
0. 249850 

o. 206644 
0. 171649 
0. 143095 
0. 119656 
0. 100319 

0. 084299 
o. 070979 
o. 059870 
o. 050578 
o. 042789 

0. 036246 
o. 030738 
o. 026095 
0, 022174 
0, 018859 

0. 016052 
o. 013674 
0. 011656 
o. 009942 
0. 008485 

0, 007246 
0. 006191 
0, 005292 
0. 004526 
0, 003872 

o. 003315 

-1. 045803 
-1. 193368 
-1. 339631 
-1. 484977 
-1. 629650 

-1. 773813 
-1. 917579 
-2. 061029 
-2. 2 04225 
-2. 347212 

-2. 490025 
-2. 632692 
-2. 775236 
-2. 917672 
-3. 060017 

-3. 202283 
-3. 344478 
-3. 486612 
-3. 628692 
-3. 770724 

-3. 912712 
-4. 054662 
-4. 196576 
-4. 338460 
-4. 480314 

-4. 622142 
-4. 763947 
-4. 905730 
-5. 047493 
-5. 189238 

-5. 330966 

o. 778870 
o. 597114 
0. 468100 
o. 372811 
o. 300427 

0. 244293 
0. 200073 
0. 164807 
0, 136407 
0. 113353 

0, 094515 
o. 079039 
o. 066264 
0, 055677 
0. 046873 

0. 039530 
0, 033389 
0. 028242 
0. 023918 
0. 020280 

o. 017213 
o. 014624 
0. 012435 
o. 010583 
0. 009013 

0. 007682 
0. 006551 
0, 005590 
0, 004773 
0, 004077 

o. 003485 

-2. 825662 
-2. 950763 
-3. 078993 
-3. 209526 
-3. 341804 

-3. 475437 
-3. 610143 
-3. 745715 
-3. 881994 
-4. 018860 

-4. 156217 
-4. 293990 
-4. 432118 
-4. 570551 
-4. 709250 

-4. 848179 
-4. 987312 
-5. 126623 
-5. 266093 
-5. 405705 

-5. 545443 
-5. 685295 
-5. 825250 
-5. 965298 
-6. 105430 

-6. 245638 
-6. 385917 
-6. 526260 
-6. 666662 
-6. 807119 

-6. 947625 

KELVIN FUNCTIONS-MODULUS AND PHASE FOR LARGE ARGUMENTS 

x-1  xlexi�No (x) t/>o (x)+ (x/.J?,) x1exN2N1 (x) q,1 (x)+ (x/.J2) <x> 
o. 15 1. 23695 -0. 38070 1. 30377 -1. 99943 7 
o. 14 1. 23802 -0. 38142 1. 30039 -1. 99725 7 
0. 13  1. 2 3909 -0. 38217 1. 29701 -1. 99505 8 
o. 12 1. 24017 -0. 38291 1. 29363 -1. 99281 8 
0, 11 1, 24125 -0. 38367 1. 29024 -1. 99055 9 

0. 10  
o .  09 
o. 08 
o. 07 
o. 06 

o. 05 
o.  04 
o. 03 
o. 02 
o. 01 

o. 00 

1. 24233 
1. 24342 
1. 24451 
1 . 24560 
1. 24670 

1, 24779 
1. 24889 
1. 25000 
1. 25110 
1. 25221 

1. 25331 [C-�)IJ 

-0, 38444 
-0. 38522 
-0. 38600 
-0. 38680 
-0. 38761 

-0, 38843 
-0. 38926 
-0. 39010 
-0. 39096 
-0. 39182 

-0. 39270 [C-�)3] 

1, 28687 
1. 28349 
1. 28012 
1. 27675 
1. 27339 

1, 27002 
1. 26667 
1. 26332 
1. 25998 
1. 25664 

1. 25331 [C-�)3] 
<x>=nearest integer to x. 

-1, 98825 
-1, 98592 
-1. 98357 
-1. 98118 
-1, 97876 

-1. 97630 
-1. 97381 
-1. 97128 
-1. 96872 
-1. 96613 

-1. 96350 [C-�)5] 

10 
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1 0. Bessel Functions of Fractional Order 

Mathematical Properties 

10.1. Spherical Bessel Functions Wronakians 

Definitions 
Dift'erential Equation 

10.1.1 

z2w" +2zw' +[z2-n(n+1) ]w=0 
(n=0,± 1 , ±2, . . . ) 

Particular solutions are the Sp'Mrical Bessel 
functions of t'M first kind 

in(z)=-./!r/zJ n+t(z) , 
the Sp'MricoJ, Bessel junctions of tM second kind 

Yn(Z) =..J!r/zY n+t(z), 
and the Sp'MricoJ, Bessel junctions of tM third 
kind 

h�ll (z) = in(z) +iy"(z) =.J ir/zH�1�t(z) 1 

h�2> (z) = in(z) -iyn(z) =.J !r/zH�2./.t(z) . 
The pairs j11(z) , Yn(z) and h�ll (z) , h�'> (z) are 

linearly independent solutions for every n. For 
general properties see the remarks after 9.1.1. 

Ascending Series (See 9.1.2, 9.1.10) 

10.1.2 
z" { izl 

j,.(z) 1 · 3 · 5  . . .  (2n+1) 1 1 !(2n+3) 

10.1.3 

y,.(z) 

10.1.4 

10.1.5 

(!z')' } +2!(2n+3) (2n+5) - · · · 

1 · 3 · 5 . . . (2n-1) { 1 !z1 
z"+l 1 1 (1-2n) 

+2!(1-�!)?;-2n) · · ·} 
(n=O, 1 , 2, . . .  ) 

Limiting Values as z-+0 

n • ( ) 
1 

z- Jn 2 � 1·3 ·5  . . .  (2n+1) 

z•-+tyn(z)�- 1 · 3  ·5 . . .  (2n-1) (n=O, 1 , 2, . . .  ) 

10.1.6 

10.1.7 

W{j.(z) , Yn(Z) } =z-2 

W{h!:>(z) , h�> (z) } =-2iz-s (n=O, 1 , 2, . . .  ) 

Representations by Elementary Functions 

10.1.8 

j.(z) =z-1 [P(n+!, z) sin (z,...-inr) 
+Q(n+!, z) cos (z-fn,r)] 

10.1.9 

y,.(z) = (-1)"+1z-1[P(?�-+!, z) cos (z+tnr) 
- Q(n+!, z) sin (z+inr)] 

P (n+l' z) =1 (n+2) ! (2z)-2 2! r (n-1) 

+ (n+4) ! (2 ) - 4 

4!r(n-3) z - · · · 

= � ( -1)11(n+!, 2k)(2z)-2�: 
0 

Q( + 1 ) (n+l)l 
(2 ) _1 (n+3) 1 (2z) -a n -,, 2 = 1 !r (n) 2 31r (n-2) 

(n+5)! _5 +5!r(n-4) (2z) - · · · 

� 
1 
2 
3 
4 
5 

(t(!!,::;.l)] 
== 2.,; (-l)A:(n+l, 2k+1) (2z) -a-t 

1 

2 
6 

12  
20 
30 

0 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 
(n+k) ! (n+t, k) k!r (n-k+1) 

2 3 

12 
60 120 

180 840 

4 

1680 
420 3360 15120 

5 

30240 

4.37 
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10.1.10 
j,.(z) =f,.(z) sin z+ (-1) "+1f-n-I (z) cos z 

fo(z) =z-I, fi (z) =z-2 
fn- 1 (z) +fn+l (z) = (2n+ l)z- 1fn (z) 

(n=O, ± 1 ,  ± 2, . . . ) 
The Functions j,.(z), y,.(z) for n=O, 1, 2 

10.1.11 

10.1.12 

' ( )  sin z Jo z =-z
-

. ( "_sin z cos z Jt z,=� --
z

-

. ( ) (3 1) . 3 J2 z = 3-- sm z-2 cos z z z z 

Yo(z) =-j-t (z) = -cos z 
z 

. cos z sin z Yt (z) = J-2(z) = -7 -� 

Y2(z) = -j-a(z) =(-!+!) cos z-§- sin z .z3 z z2 

.6 

. 5  

I 
. 4  l I I 

I 
, 

.3 : 
I 
I 
, 

.2 : 
, 
I 
, 

I . I I 

-. I 

-.2 

-. 3 

I 
I 
I 

•see page II. 

FIGURE 10.1 .  j,.(x) . n=0(1)3. 

* 

Y n (x) 

. 2  

. I  

FIGURE 10.2. y,.(x) . n = 0(1)3. 

y 

. 10 

.05 

0 

-.05 

-. 1 0  

-. 15  

-.20 
FIGURE 10.3. j,.(x), y,.(x) . z= lO. 

Po;�n's Integral and Gegenbauer's Generalization 

10.1.13 j,.(z) =2,!� 1 f .. cos (z cos 0) sin2"+1o dO n. J o 
(See 9.1.20.) 

10.1.14 

=! ( - i) " f .. e 1• co• BP,.(cos 0) sin ode 2 Jo  
(n=O, 1 ,  2 ,  . . .  ) 

* 

* 

* 
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Spherical Bessel Functions of the Second and Third 
Kind 

10.1.15 
y,.(z)= ( -1) "+1i-n-1 (z) (n=O, ± 1 , ± 2, . . .  ) 

10.1.16 

10.1.17 
* 

10.1.18 
hc.!�-1 (z) =i( -l)"h�I> (z) 
h<!�- 1 (z)=-i ( -1) "h�2> (z) (n=O, 1 ,  2, . . . ) 

Elementary Properties 
Recurrence Relations 

J,.(z) :j,.{'t� , y,.(z) , h�I> (z) , h�21 (z) 
(n=O, ± 1 ,  ± 2, . . .  ) 

10.1.19 fn-1 (z) +f,.+I(z)= (2n+l)z- 1j,.(z) 

10.1.20 d nj,._1 (z)- (n+1)f,.+I (z)= (2n+1) dz f,.(z) 

10.1.21 n+1 d - J,.(z)+d-J,.(z)=fn-t(z) z z 
(See 10.1.23.) 

n d 10.1 .22 -j,. (z)-d-j,. (z)=fn+I (z) z z 
(See 10.1.24.) 

Dift"erentiation Form.ulas 

j,.(z) :j,.(z) , y,.(z) , �I> (z) , h�2> (z) 
(n=O, ± 1, ± 2, . . .  ) 

10.1.23 c; iz)m [z"+1j,.(z))=zn-m+1fn-m(z) 

10.1.24 c; :z)m [z-"j,.(z)] = ( -1)mz-n-mfn+m(z) 
(m=l ,  2, 3, . . .  ) 

Rayleigh's Form.ulas 

10.1.25 

j,.(z)=z" (-! �)" sin z 
z dz z 

10.1.26 

y,.(z)=-z" (-!�)" cos z 
z dz z 

"See page n. 

(n=O, 1 , 2, . . .  ) 

Modulus and Phase 

j,.(z) =...J!-tr/zM,.+i(Z) cos 8,.H(Z) ,  
y,.(z)=...Jir/zM,.H(z) sin 8,.H(z) 

(See 9.2.17.) 

10.1.27 

(.l I ) M2 ( ) =_!_ � (2n-k) ! (2n-2k) ! (2 )2!:_211 2" 'II" z n+l z z2 i-' k! [ (n-k) !)2 z 

(See 9.2.28.) 

10.1.28 (!-n-/z)Mf,2 (z)= j�(z) +y� (z)=z-2 

10.1.29 
(!r/z).Mf,2 (z) = iHz) +yf (z) =z-2+z-4 

10.1.30 

Cross Products 

10.1.31 jn(Z)Yn-1 (z)-in- 1 (z)y11(z) = z-·2 

10.1.32 

in+1 (z)Yn-1 (z)-in-1 (z)y,.+I (z) = (2n+ 1) z-3 
10.1.33 

jo(z)jn(Z) +Yo(z)yn(Z) 

=z-2 � ( -1)"'2"-2.1: (k+!) cn-k) z2.1:-ll 
0 n-2.t k 

(n=O, 1 , 2, . . .  ) 

10.1.34 

10.1.35 

10.1.36 

10.1.37 

10.1.38 

Analytic Continuation 

Yn(zemr() = ( -1)memnr(Yn(Z) 
h�'l (ze<2mHlrt) = ( -1) "h�l (z) 

h�ll (ze2mrt) =h�1> (z) 
(1=1 , 2; m, n=O, 1 , 2, . . .  ) 

Generating Functions 
10.1.39 

1 Cl) (-t)" - sin...)z2+2zt=L: -1- Yn-t(z) z o n. (2 1 t l< lzl) 

10.1.40 1 <D t" - cos ...)z2-2zt=� 1 in-t (Z) z o n. 
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Derivatives With Respect to Order 
10.1.41 

[�j.(x)J =(!11"/x) {Ci(2x) sin x-Si (2x) cos x}  ()" •-o 
10.1.42 

[:11 j.(x) ]. __ 1 =(!11"/x) { Ci(2x) cos x+Si(2x) sin x}  

10.1.43 

[� y.(x)] =<!1r/x) { Ci(2x} cos x+[Si(2x)-11"] sin x}  
u JI  •-o 

10.1.44 

[� y.(x)J = 
UJI • - -1 

(!1r/x) { Ci(2x) sin x-[Si(2x) -1r] cos x} 

Addition Theorems and Degenerate Forms 

r, p , 8, � arbitrary complex; R=../(r2+p2-2rp cos 8) 

10.1.45 si��R = � (2n+ l)j,.(�r)j,.(�p)P,.(cos 8) 

* cos �R CD • 10.1.46 ->Jl=� (2n+l)J,.(�r)y,.(�p)P,.(cos 8) 

l re±'8 I< IP I  CD 
10.1.47 et• coa 8= � (2n+ l) el"�"' j,.(z)P,.(cos 8) 

0 

10.1.48 

Jo(z sin 8) =� (4n+1) 2
�(�!�2 j2,. (z)P2,. (cos 8) 

Duplication Formula 
10.1.49 
j,.(2z)= 

* 1 n+ l � 2n-2k+1 . ( )  ( )  -n.z � k! (2n-k+1) ! )n-t Z Yn-k z 

Some Infinite Series Involving j!(z) 

CD 
10.1.50 � (2n+l)j!(z)= 1  

0 

10.1.51 "£ (-1)"(2n+ 1)j!(z) = sin
2 
2Z 

0 z 

10.1.52 

•see page n. 

� • 2 ( )-Si(2z) � Jn Z -2Z 

10.1.54 

Fresnel Integrals 

CD 
+sin !x � (-1)"J2n+3/2(!x) ] 

0 

1 rz S(.J2x/11")=2Jo Jt(t)dt 

CD 
-cos !x � (- 1)nJ2n+3/2(!x) ] . 

0 

(See also 11.1.1, 11.1.2.) 

Zeros and Their Asymptotic Expansions 

The zeros of jn(x) and Yn(x) are the same as the 
zeros of Jn+t(X) and Yn+t(x) and the formulas for 
j, ·' and y, .• given in 9.5 are applicable with 
11=n+l. There are, however, no simple relations 
connecting the zeros of the derivatives. Ac
cordingly, we now give formulas for a� .• , b� ... the 
s-th positive zero of j�(z) , y�(z) , respectively; 
z=O is counted as the first zero of j�(z) .  

(Tables of a� ., b� ., j,.(a� .• ) , y,.(b� .• ) are given in 
[ 10.31 ].) 

Elementary Relations 

fn(Z) j,.(z) cos 1rt+y,.(z) sin 1rt 
(t a real parameter, O �t � 1} 

If r,. is a zero of j�(z) then 

10.1.55 j,.(rn) = [r,./(n+ 1) l f,.-1 (r,.) 
(See 10.1.21.) 

10.1.56 = (rn/n)f,.+l (r,.) 
(See 10.1.22.) 

10.1.57 
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McMahon's Expansions for n Fixed and 8 Large 

10.1.58 

a� . ., b� .• -!3- (�+7) (8!3) -1 -� (7�2+154�+95) (8!3) -3 

-�� (85�3+3535�2+3561�+6133)(8!3)-6 

-1�� (6949�4+474908�3+330638�2 

+9046780�-5075147) (8!3) -7- • • • 

!3=11'(s+ !n- !) for a� . . . !3=11'(s+!n) for b� . • ; 
� = (2n+1)2 

Asymptotic Expansions of Zeros and Associated Values 
for n Large 

10.1.59 

a�. l "' (n+ !) + .8086165(n+!) 113- .236680(n+!) - 113 

- .20736(n+!) - 1+.0233(n+!) -6'3+ . . . 

10.1.60 

b� . l - (n+!) + 1 .8210980(n+ !J 1'3 

10.1.61 

+.802728(n+!) - 1!3-.11740(n + !) - 1 

+.0249(n+t) -613+ . . .  

jn(a� . 1) "'.8458430(n+!) -616 { 1 - .566032(n+!) -213 

+.38081 (n+!) -413- .2203(n+t) -2+ . . . } 

10.1.62 

Yn(b� . 1) "' .7183921(n+ !)-516 {  1 - 1 .27 4769(n+!)-213 

+ 1 .23038 (n+ !) -4'3- 1 .0070 (n+!) -2+ . . . } 

See [ 10.31] for corresponding expansions for 
8=2, 3. 

Uniform Asymptotic Expansions of Zeros and 
Associated Values for n Large 

10.1.63 

a� . • -(n+!) { z[(n+t)-2'3a;] 
CD 

+ � h.�:[(n+!)-213a;](n+!)-211 } 
k-1 

10.1.64 

b� . •  -(n+!) { z[(n+t)-213b;] 

10.1.65 

in (a�. ,) -.Jt'li'Ai(a;) (n+!) -616 
h[(n+l) -2tsa;] (z[(n+i) -2/aa;]) - 1/2 

10.1.66 

Yn(b� . •  ) "' -.Jl;Bi(b;) (n+}) -5'6 
h [(n+!) -2tab;] (z [ (n+!) -2tab;]) - 1/2 

{ 1 + ± H.�:[(n+!)-2tab;](n+!)-2k } 
k-1 

h (e), z (E) are defined as in 9.5.26, 9.3.38, 9.3.39. 
a;, b; s-th (negative) real zero of Ai' (z) , Bi' (z) 
(see 10.4.95, 10.4.99.) 

Complex Zeros of h�ll(z), h�u'(z) 

h�l> (z) and h�1> (ze21Art) ,  m any integer, have the 
same zeros. 

M0 (z) has n zeros, symmetrically distributed with 
respect to the imaginary axis and lying approxi
mately on the finit-e arc joining z= -n and z=n 
shown in Figure 9.6. If n is odd, one zero lies on 
the imaginary axis. 

h�1> '  ( z) has n+ 1 zeros lying approximately on the 
same curve. If n is even, one zero lies on the 
imaginary axis. 
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-t (-t)h,(J) (-t)�(t) ( -t)ha(t) (-t)2H,(t) ( -t)4H2(t) (-t)6Ha(t) 

0. 0 -. 4409724 -. 122500 -. 06806 . 000000 . 00000 . 0000 
0. 2 -. 4572444 -. 114201 -. 05986 . 027518 . 00575 . 0023 
0. 4 -. 4702250 -. 107243 -.  05279 . 049069 . 01118 . 0043 
0. 6 - .  4802184 - .  101318 -. 04674 . 065677 . 01592 . 0061 
0. 8 -. 4875705 -. 096159 -. 04160 . 078255 . 01983 . 0075 

1. 0 -. 4926355 -. 091561 -. 03725 . 087587 . 02290 . 0085 

-t h,(t) �(J) ha(t) H,(t) H2Ct) 

1. 0 -. 4926355 -. 09156 -. 037 . 087587 . 0229 
1. 2 -. 4131280 - .  05056 -. 014 . 065507 . 0121 
1. 4 -. 3551700 -. 03043 -. 006 . 050524 . 0070 
1. 6 -. 3108548 -. 01950 -. 003 . 039890 . 0042 
1. 8 -. 2757704 -. 01310 -. 001 . 032085 . 0027 

2. 0 -. 2472521 -. 00914 . 026206 . 0018 
2. 2 - .  2235898 -. 00658 . 021682 . 0012 
2. 4 -. 2036314 -. 00485 . 018141 . 0008 
2. 6 -. 1865701 -. 00366 . 015326 . 0006 
2. 8 -. 1718217 -. 00280 . 013061 . 0004 

3. 0 -. 1589519 -. 00219 . 011217 . 0003 
3. 2 -. 1476304 -. 00173 . 009701 . 0002 
3. 4 -. 1376005 -.  00138 . 008443 . 0002 
3. 6 -. 1286601 -. 001 12 . 007391 . 0001 
3. 8 -. 1206469 -. 00091 . 006505 . 0001 

4. 0 -. 1 134296 -. 00075 . 005753 
4. 2 -. 1069004 -. 00062 . 005111  
4. 4 -. 1009699 - .  00052 . 004560 
4. 6 -. 0955634 -. 00044 . 004085 
4. 8 -. 0906180 -. 00037 . 003672 

5. 0 -. 0860804 -. 00032 . 003313 
5. 2 -. 0819049 -.  00027 . 002998 
5. 4 - .  0780523 -. 00023 . 002722 
5. 6 -. 0744888 -. 00020 . 002478 
5. 8 -. 0711850 - .  00018 . 002262 

6. 0 -. 0681152 -. 00015 . 002070 
6. 2 -. 0652570 -. 00013 . 001899 
6. 4 -. 0625905 -. 00012 . 001746 
6. 6 -. 0600985 -. 00010 . 001609 
6. 8 -. 0577653 -. 00009 . 001486 

7. 0 -. 0555773 -. 00008 . 001375 

(-t) -t h, (t) �(t) H,(t) 

0. 40 -. 0645731 -. 00013 . 001859 
. 36 -. 0487592 -. 00005 . 001056 
. 32 -. 0352949 -. 00002 . 000551 
. 28 -. 0242415 -. 00001 . 000259 
. 24 -. 0155683 . 000106 

. 20 -. 0091416 . 000037 

. 16 -. 0047276 . 000010 

. 12 -. 0020068 . 000002 

. 08 -.  0005965 

. 04 -. 0000747 

. 00 -. 0000000 
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10.2. Modified Spherical Bessel Functions 

Definitions 

Differential Equation 
10.2.1 

z2w' ' +2zw' -[z2+n(n+ 1) ]w=O 

(n=O, ± 1 ,  ± 2, . . .  ) 

Particular solutions are the M odijied Spherical 
Bessel junctions of the first kind, 
10.2.2 

-Jtrr/zln+!(z) = e-nrtl2jn(zertl2) (-7r<arg z� !7r) 
= e3nrtl2jn(ze-3rtl2) Ctrr"<arg z�1r) 

of the second kind, 
10.2.3 

-Jt'lr/ z[_n-J(Z) = e3<n+1)rll2yn(zertl2) 
(-7r<arg z � trr) 

= e-<n+ 1lrtl2yn (ze -srt/2) 

of the third kind, 
10.2.4 

(!·n<arg z�1r) 

-JtTr/zKn+!(Z) =}7r( -l)n+t-J!7r/z[ln+!(z) -I -n-! (z) ]  

The pairs 
-Jj1rjzl nH(z) , -Ji1r/zl -n-!(z) 

and 

Wronskians 
10.2.7 

W{-Ji'lr/Zln+!(z) , -J!1r/zl -n-i(Z) }  = ( - l)n+lz-2 

10.2.8 

W{-J!'lr/Zln+t(Z) ,  -JtTr/zKn+t (z) } = -tTrz-2 

Representations by Elementary Functions 
10.2.9 

-Jh/zln+t(z) = (2z) -l[R(n+l,-z) e• 
- (-l)nR(n+ !,z) e-•] 

10.2.10 

-Jh/zl -n-i(z) = (2z) -1[R(n+!,- z) e• 

+ C -l)nR(n+!,z) e-•] 
10.2.11 

R( 1 ) (n+1) ! (2 )-1 n+2, z = 1 +  1 !r (n) z 

+ (n+2) ! 
(2 ) 2+ 2 !r(n-1) z - · · · 

n 
=� (n+!, k) (2z)-t 

(See 10.1.9.) 

10.2.12 

0 
(n=O, 1 ,  2 ,  . . .  ) 

{f;{zin+!(z) =gn(z) sinh z+U-n-1 (z) cosh z 

Uo(z) =z-1, Ut (z) =-z-2 

Un-l (z) -gn+l (z) = (2n+ 1) z-1gn(z) 
are linearly independent solutions for every n. (n=O, ± 1 ,  ±2,  . . .  ) 

Most properties of the Modified Spherical 
Bessel functions can be derived from those of the The Functions -Jp/zl± <n+i> (z) , 11=0, 1 ,  2 
Spherical Bessel functions by use of the above 
relations. 10.2.13 

Ascending Series 
10.2.5 

10.2.6 
rt:::�: 1 . 3 · 5 . . .  (2n-1) 

"V !71"/ZLn-!(Z) ( -1)nzn+l { !z2 (!z2)2 } 1 + 1 ! (1 -2n) +2! (1 -2n) (3-2n) +
 · · · 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 

rt::�: sinh z 
Y'J1rfdtt2(z) =--z 

fl':I.J ( ) - sinh z+cosh z 
"V27rf4 a12 z - - z2 z 

-Jpjzl512(z) =(3a+!) sinh z- 3
2 cosh z 

z z z 
10.2.14 

1-1 - cosh z -v 21r/zl -t/2 (z) =-z-

rt:::�:/ I ( ) _sinh z _cosh z 
"V27rf<: -s12 z - z z2 

-J!1r/zl _512(z) =-:2 sinh z+(:a+�) cosh z 

•see page 11. 

* 

* 
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Modified Spherical Be88el Functions of �e Third Kind 

10.2.15 

�lJ7r/ZKn+t(Z) = lj11'ie<n+llrll2h�1l (zelr1) 
(-1r<arg z::5]7r) 

= -i'll"ie- (n+ll r1/2h�2) (ze-tr') 
(!7r<arg z� 1r) 

n 
=(i7r/z)e-' � (n+!, k) (2z) -� 

10.2.16 

Kn+t (Z)=K-n-j(Z) 

0 

(n=O, 1 , 2, . . .  ) 
The Functions .Yi11-/ZKn+t(z) ,n=O, 1, 2 

10.2.17 �!1r/zK1t2(z) = (pfz)e-' 
�!1r/zKat2(z) = (}71"/z)e-'(1 +z- 1) 
�i7r/ZK6t2 (z) = (lj1rjz)e-z(l +3z-1+3z-2) 

Elementary Properties 

Recurrence Relations 

fn(z) : �!11"/Zl n+t(Z) , ( -1) "+1�!71"/ZKn+t(z) 
(n=O, ± 1 ,  ±2, . . .  ) 

10.2.18 fn-l (z)-f,.+t (Z) = (2n+ 1)z- 1/ .. (z) 
d 

10.2.19 nfn-1 (z)+ (n+1)fn+1 (z)= (2n+l) dz f,. (z) 

n+l d 
10.2.20 - fn(z) +d- fn(z) =fn-1 (z) z z 
(See 10.2.22.) 

n d 
10.2.21 -- f,. (z)+-d fn(z) -fn+t (Z) z z 
(See 10.2.23.) 

Differentiation Fonnulas 

j,.(z) : �vfzl n+t(Z) , ( -1)"+1�!11'/zKn+t(Z) 
(n=O, ± 1 , ±2, . . .  ) 

10.2.22 G d:)m[z"+'j,.(z) ]=z"-m+'fn-m(Z) 

10.2.23 G d:)"'[z-".fn(z) ]=z-"-"'fn+m(z) 
(m=l ,  2, 3, . . .  ) 

y 

6 

4 

� 

2 

I i I I I I I I I I I 
I I 1./f; I I 1 2i( KL 

2 I I I 
I I 1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 1 I I I I I 

I I I 
I I I I I I I I I I I I 

FIGURE 10.4. -Jix ln+t(x) , .Jlx K,.+t(X) . n=0(1)3. 

• 
10 4 

' 
• lo-5 

FIGURE 10.5 . ..Jiz l..+t(x), -J; K,.+t(x) . x= lO. 
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Formulas of Rayleigh's Type 

10 2 24 fl"'""l:/ I ( ) _ n (! !£)n sinh z 
• • 1/ Pf t:. n+i Z - Z  d z z z 

10.2.25 

1- (1 d)n cosh z 
-v !-rrfzLn-i(z) =zn z dz -z-

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 

Formulas for l�+i(z) -En-! (z) 

10.2.26 

(i?r/z) ln+i(z) -En-i(z)] = !_ ± ( _1)Hl (2n-k) !  (2n-2k) !  
(2z)

2A:-2n z2 o k! [ (n-k) !]2 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 

10.2.27 (!11'/z) [n2(z) -Ev2(z)] = - z-2 

10.2.28 (!11'/z) [/�12 (z) -E312 (z)]= z-2-z-4 

10.2.29 

Generating Functions 

1G.2.30 

! sinh-v'z2-2izt= :i: (-�t)n 
[ -v'�11'/ZLn+l(z) ] z o n. 

(2 J t J< Jz i) 
10.2.31 

1 "' (it)n 
- cosh-v'z2+2izt=� -1 [.J!11'/Zln-i(z) ] z 0 � 

Derivatives With Respect to Order 

10.2.32 

[� J.(x)] •• i=--2
1 

[Ei(2x)e-"'-Et (-2x)e"'] 
VII 11'X 

10.2.33 

10.2.34 [� K.(x)J = ":f-v'11'/2xEi( -2x)e"' 
VII >•±i 

For Et(x) and Ei(x) , see 5.1.1, 5.1.2. 
•see page n. 

Addition Theorems and Degenerate Forms 

r, p , 0, ;\ arbitrary complex; R=-v'r2+p2-2rp cos 0 
10.2.35 

e-XR 2 "' ;\R =; � (2n+1) [.Jpf;\rln+l(Xr) ] 

(-ypf>.pKn+i (Xp) ]Pn(eos 8) 
10.2.36 

e " 008 9=£ (2n+1) [.J�11'/ZlnH(z) ]Pn(cos 0) 
0 

. 10.2.37 e-z co• 9=£ (-l) n(2n+l)[.J!11'/Zln+i(z) ]Pn(C<i1S 0) 
0 

Duplication Formula 
10.2.38 
Kn+i(2z) = 

10.3.1 

1 _1 n+i � (-1)k(2n-2k+1) K2 ( ) n.11' z "'1r k! (2n-k+1) ! n-Hi z 

10.3. Riccati-Bessel Functions 

Differential Equation 

z2w" + [z2-n(n+ 1)]w=O 

(n=O, ± 1 ,  ±2, . . .  ) 

Pairs of linearly independent solutions are 

Zjn(Z), zyn(Z) 
zh�1> (z), zh�2> (z) 

All properties of these functions follow directly 
from those of the Spherical Bessel functions. 

The Functions zj,.(z), zy,.(z), n=O, 1, 2 

10.3.2 
zj0(z) =sin z, zjt (Z) = z-1 sin z-cos z 

zj2(z) =(3z-2- 1) sin z-3z-l cos z * 

10.3.3 
zyj)(z) = -cos z, zyt(Z) = -sin z - z-1 cos z 

zy2(z) = -3z-1 sin z-(3z-2- 1) cos z * 

Wronskians 

10.3.4 W{ zin(z) , ZYn(z) } = 1 
10.3.5 W{ zh�O (z), zh�2> (z) } = -2i 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 
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10.4. Airy Functions 

Definitions and Elementary Properties 

Differential Equation 

10.4.1 w"- zw=O 
Pairs of linearly independent solutions are 

Jli (z), 13i (z) ,  
Ai (z) , Ai (ze2T113) ,  
Jli (z) , Ai (ze-2T113) .  

Ascending Series 

10.4.2 Jli (z) =cd(z) -c2g(z) 

10.4.3 Bi (z) .J3 [cd(z) +c2g(z)] 
1 3 1 · 4 6 1 · 4 · 7  g f(z) = 1 +31 z +6T z +91 z + . . .  

31t (a+�)k= (3a+1) (3a+4) . . .  (3a+3k-2) 

(See 6.1.22.) 
(a arbitrary ; k= l ,  2 ,  3 , . . .  ) 

10.4.4 
c1 =Ai (O) =Bi (O) /.JJ=a-213/r (2/3) 

= .35502 80538 87817 
10.4.5 
e2= -Ai' (O) =Bi' (O)/.J3=3-113jf(l/3) 

= .25881 94037 92807 
Relations Between Solutions 

10.4.7 
Ai (z) +e2rt/3 Ai (ze2rl/3) +e-2 .. 1/3 Ai (ze-2rt!3) =0 

10.4.8 
Bi (z) +e2rt/3 Bi (ze2rt!3) +e-2rt/3 Bi (ze-2rl!3) =0 

10.4.9 Ai (ze=2 .. 113) =ie±rt!a[Ai (z) =fi Bi (z) ] 
Wronskians 

10.4.10 W{ Ai (z) ,  Bi (z) } 
10.4.11 W{ Ai (z) , Ai (ze2.-tta) } =i11"-le -rt/6 

10.4.12 W{Ai (z) , Jli (ze-2rtl3) } =!11"-lert/6 
10.4.13 W{Ai (ze2r113) ,  Ai (ze-2�"113) } =li11"-1 

FIGURE 10.6. Ai (±x), Ai' (±x) .  

2.2 

2.0 

• 1 .8 

1.6 

1.2 

1.0 

.a ('I f\ I \ I 

-1.0 

FIGURE 10.7. Bi (±z), Bi' (±x). 
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Repreeentations in Terms of Beseel Functions 

s=Jz312 
10.4.14 

Ai (z) =i.J'Z[/ - 11�(t)-I,,a(s) ]=7r-1{Z13Klla(S) 

10.4.15 

10.4.16 

Ai (-z)=i.JZ[J,,a(t) +J-1/a(s) l 
= h'z/3[e,.116HDHs) +e-.. �18Hm(t) 1 

* 
Ai' (z)=lz[/ - 2ta(t) -I2,s(s)] =r-'(zJ.J3)K213(s) 

10.4.17 

Ai' (-z) = -iz[J-2ta(tJ -J213(sJl 
= i(z/.J3) [e-.. '18Hm<n +e  .. '18Hm<r>l 

10.4.18 Bi (i) =-v'zi3[L11a(t) + J,,a(t)] 

10.4.19 

Bi (-z) = .JZ/3[J-11a(t) -J11a(s) l  
= li.JZ/3[e,.118Hm<r J -e-r''8Hm<r> 1 

10.4.20 Bi' (z) = (z/.J3) [L2ta(S) + I2ta(s) ] 

10.4.21 

Bi' ( -z) = (z/.J3)[J_213(s) +J2,a(s)] 
=ii(z/.J3) [e-.. '18Hm<n -e .. ''8Hm<r>1 

Repreeentations of Beseel Functions in Terms of Airy 
Functions (3 )2/3 z= 2 r 

10.4.22 J::t:lla(s) =i..fi!Z[.J3 Ai (-z) =t= Bi (- z) ]  
*10.4.23 H�l13(t) =Hrt16.J3/Z[Ai (-z) -i Bi (- z)]  
10.4.24 H�l18(r) =e=rti&.J3/Z[Ai (- z) +i Bi (- z)]  
10.4.25 l:t/a(s)=i.J3/Z[=t= .J3 Ai (z) +Bi (z) ]  

10.4.26 K.'*=tra(s) =7r..ffiZ Ai (z) 
10.4.27 J±21a(t)=(va/2z)[±-v'3" Ai' (- z)+Bi' (-z)] 
10.4.28 

Hm(t) =e-2rmH!!J1a(s) 
=e.-116(-vaJ.z) [Ai' (-z) -i Bi' (-z)]  

10.4.29 

H�'�(s)=e2 .. 113H�J1a(t) 
=e-.. 116(-va/z)[Ai' (- z) +i Bi' (- z)] 

'See page u. 

10.4.30 I:�:2 ra(s) = (va/2z) [± -v'3" Ai' (z) + Bi' (z)] 
10.4.31 K±M(s) = -1r(va/z) Ai' (z) 

Integral Repreeentations 

10.4.32 

(3a) -1137r Ai [ ±  (3a)-113x]= J:"' cos (at3 ±Xl1)dt 

10.4.33 

(3a)-1137r Bi [± (3a)-113x] 
= J:"' [exp (-at3 ± xt) +sin (at3 ± xt) ]dt 

The Integrals L' Ai ( ± t)dt, L' Bi ( ± t)dt 

t= fz3i2 

10.4.34 J:' Ai (t)dt=� J:r [L113(t) -/113(t)]dt 
10.4.35 J:' Ai (-t)dt=� J:r [J_ 11a(t) +Jtta(t)]dt 

10.4.36 J:' Bi (t)dt= .Jg J:r [Lt1a(t) +I1,3(t) ]dt 

10.4.37 J:' Bi ( - t)dt= � J:r [J -113(t) -JtJa(t) ]dt 

Ascending Series for L' Ai ( ± t)dt, L' Bi ( ± t)dt 

10.4.38 i' Ai (t)dt=c1F(z) -c2G(z) 

(See 10.4.2.) 

10.4.39 J:' Ai (-t)dt= -c,F(-z) +c,G(- z) 

10.4.40 i' Bi (t)dt=.J3[clF(z) +c2G(z} 1 

(See 10.4.3.) 

10.4.41 J:' Bi (-t)dt=- .J3[ctF(-z) +cP(- z)] 
1 " 1 . 4 1 1 . 4 . 7 10+ F(z)=z+ 41 z +7� z +10! z . . .  

= � at (�)da�;�)! 
1 2 2 . 5 2 . 5 . 8 11+ G(z} =2I z2+51 z3+'"'8f z8+1i! z . . . 

=� at (�)t (3�;;) t 
The constants c1 , c2 are given in 10.4.4, 10.4.5. 
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The Functions Gi(z), Hi(z) 
10.4.42 

Gi (z)=r-1.["' 
sin(� t3+zt) dt 

=�Bi (z) + i'[Ai (z) Bi (t) -Ai (t) Bi (z)]dt 
10.4.43 

Gi' (z) =�Bi' (z) + i'[Ai'(z) Bi (t)-Ai (t) Bi' (z)]dt 

10.4.44 

Hi(z) = r-1.["' exp (-� t3+zt) dt 

=�Bi (z) + i'[Ai (t) Bi (z)-Ai(z) Bi (t)]dt 

10.4.45 

Hi' (z)=�Bi' (z) + i'[Ai (t) Bi' (z)-Ai' (z) Bi (t)]dt 

10.4.46 Gi (z) +Hi (z) =Bi (z) 

Representations of l" Ai(± t)dt, l" Bi(± t)dt 
10.4.47 

by Gi (± z), Hi (± z) 
.['Ai (t)dt=�+r[Ai' (z)Gi(z) -Ai (z)Gi'(z) ] 

10.4.48 

= -�-r[Ai' (z) Hi (z) -Ai (z) Hi' (z) ] 
10.4.49 

f•Ai (-t)dt= -!-r[Ai' (-z) Gi (-z) Jo 3 
-Ai (-z) Gi' (-z)] 

10.4.50 
=�+r[Ai' (-z) Hi (-z) 

-Ai (-z)Hi'(-z) ]  
10.4.51 .[' Bi (t)dt=r[Bi' {z) Gi (z) -Bi (z) Gi' {z) ] 

10.4.52 = -r[Bi' (z) Hi (z) -Bi (z) Hi' (z)] 
10.4.53 J:' Bi (-t)dt=-r[Bi' (-z) Gi (-z) 

-Bi (-z) Gi' (-z)] 
10.4.54 =r[Bi' (-z) Hi (-z) 

-Bi (-z) Hi' (-z) ]  

Dift"erential Equations for Gi (z), H i (z) 
10.4.55 w" -zw= -r-1 

w(O) =� Bi (O) =}a Ai (0) = .20497 55424 78 

w'(O) =� Bi' (0) =-.:s Ai' (0) = .14942 94524 49 

w(z) =Gi(z) 
10.4.56 w" -zw=r-1 

w(O) =� Bi (O) = � Ai (0) = .40995 10849 56 

w' (O) =� Bi' (0) =-� Ai' (0) = .29885 89048 98 

w(z) =Hi {z) 
Differential Equation for Products of Airy Functions 

10.4.57 w' ''  -4zw' -2w=O 
Linearly independent solutions are AP (z) , 
Ai (z) Bi (z) , Bi2 (z) . 

Wronskian for Products of Airy Functions 

10.4.58 W{Ai2 (z) , Ai (z) Bi (z) , Bi2 (z) } =21r-a 
Asymptotic Expansions for lzl Large 

r (3k+i) (2k+1) (2k+3) . . .  (6k-1) Co=l ,  c� 54�klr (k+i) 216Tck! ' 

10.4.59 

2 t=- 2a12 3 

(k=1 ,  2 ,  3, . . .  ) 

1 ... 
Ai (z) -2 r-112z-1t•e-r � {-1)tci'Cr-t {larg zl<r) 

10.4.60 
Ai ( -z) -r-1'2z-114 [sin (r+i) * ( -1)1'Cc21'Cr-21'C 

-cos (r+i) * (-1)tc21'C+t!-21'C-t] 
(I arg z I <f r) 

10.4.61 ... 
Ai' (z) ,..., -!r-1t2ztt•e-r � ( -l)I'Cdi'Cr-I'C 

0 
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10.4.62 

Ai' (-z) - -'11"-tzt [cos (r+�) * (-1)td2.�: r-21: 

10.4.63 

+sin (r+�) * (-1)ld2Ht r-!k-l] 
( jarg zl<f '11") 

"' 

Bi (z) ""'11"-tz-ter ::E c.�:r-�: ( )arg zl<l 1r) 
0 

10.4.64 

Bi (- z)-'11"-tz-1 [cos (r+'i) * (- l)tc2.tr-21: 

10.4.65 

Bi (ze:l:"'13) 

+sin (r+i) * (- 1).tc21:
+1r-21:-1] 

( larg zJ<f 'll") 

- $Fie:l:""6z-t [sin (r+�=F; ln 2) * ( -1)tc2.tS-21: 

-cos (r+i=F� ln 2) * (-1).tc2.t+lf-21:-] 
( Jarg zl<f 'll") 

10.4.66 

* Bi' (z) -'11"-tzlet * d.�:r-�: ( larg zl<l 'll") 

10.4.67 

Bi' (-z) - '11"-tzl [sin (r+�) * (-1).td2�:r-21: 

-cos (r+�) * (-1)�:d2.t+t S-21:- 1] 
(Jarg zl<f 11') 

10.4.68 

--../2fire'F""6zl [cos (r+i=F� ln 2) � (-1)�<�.�:r-21: 

+sin (r+�=F; In 2) * ( - l).td2.t+1S-21:-t] 
( Jarg zJ<i 11") 

Modulus and Phase 

10.4.69 

Ai ( -x) =M(x) cos 8(x) , Bi ( -x) =M(x) sin O(x) 
M(x)=.J[Ai2 ( -x)+Bi2 ( -x)], 

8(x)=arctan [Bi ( -x)/Ai ( -x) ] 

'See page u. 

10.4.70 

Ai' ( -x)=N(x) cos t/J (x) , Bi' ( -x)=N(x) sin t/J(x) 

N(x) =.J[Ai'1 (-x)+Bi'1 (-x)], 
rp(x)=arctan [Bi' ( -x)/Ai' ( -x)] 

Dift'erential Equations Cor Modulus and Phase 

Primes denote differentiation with respect to x 
10.4.71 

10.4.72 

10.4.73 NN'=-xMM' 
10.4.74 

tan (t/1-fJ)=MO'/M'= - (1rMM')-1, 

MN sin (t/1-0) =r-1 

10.4.75 M"+xM-r-2M-3=0 
10.4.76 (M2)"� +4x(M2) ' -2M2=0 

10.4. 77 8'2+!(8" '/8') -f(8" /8')2=x 

* 

Asymptotic Expansions of Modulus and Pha.ee for 
Large x 

10.4.7&. M2(x) -� x-112 t \�.t�!.t 23.t (Da.t (2x) -311 
10.4.79 

8(x) ,....,! 1r-� x312 [1 -� (2x) -s+ 
1105 (2x) - a  

4 3 4 96 
-82825 (2 ) -9+12820 31525 (2 ) - 12_ J 128 X 14336 X ' • •  

10.4.80 

N2
(x) ......,! xt t (-�)t+I 6k+ 1 2s.t (!) (2x) -a.t 

11' 0 12 k! 6k-1 2 3.t 

10.4.81 

t/J(x) -�'11"-� xsl2 [1 +� (2z)-a_ 1463 (2x) -e 
4 3 4 96 

+495271 (2 ) -9 2065 30429 (2 ) -12+ J 
640 X 2048 X • ' .  

Asymptotic Forms offo•
Ai ( ± t)dt,fo*

Bi ( ± t) dt for Large x 

10.4.82 l:r Ai (t)dt-�-� 11'-llt:z:-3'4 exp (-�zm) 
10.4.83 

iz Ai (- t)dt-�-11'-l/2x-3/4 cos Gz3!2+i) 
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10.4.84 iz Bi (t)dt"'7r-1'2x-314 exp (� x3'2) 
10.4.85 iz Bi (- t)dt"'7r- 1'2x-3'4 sin (� x3'2+�) 
Asymptotic Forms ofGi ( ±x), Gi' ( ±x), Hi ( ± x) ,  Hi' ( ± x) 

for Large x 

10.4.86 

10.4.87 

10.4.88 

10.4.90 

10.4.91 

10.4.92 

10.4.93 

Zeros and Their Asymptotic Expansions 

Ai (z) , Ai' (z) have zeros on the negative real 
axis only. Bi (z) , Bi' (z) have zeros on the nega
tive real axis and in the sector t1r<J arg z J<!7r. 
a,, a; ; b,, b; s-th (real) negative zero of Ai (z) , 
Ai' (z) ; Bi (z) , Bi' (z) , respectively. {3,, {3; ;  {3., {3; 
s-th complex zero of Bi (z) , Bi' (z) in the sectors 
f7r<arg z<!1r, - !7r<arg z< -t1r, respectively. 

10.4.94 

10.4.95 

a,= -j[3'11"(4s- 1)/8] 

a;= -g[37r(4s-3)/8] 

10.4.96 Ai' (a,) = (- 1)•-�1[37r(4s- 1)/8] 

10.4.97 Ai (a;) = ( - 1)•-1g1[3'11"(4s-3)/8] 

10.4.98 b,= -j[3'11"(4s-3)/8] 

10.4.99 b;= -g[3'11"(4s- 1)/8] 

10.4.100 Bi' (b,) = ( - 1)'-�1[3'11"(4s- 3)/8] 

10.4.101 Bi (b;) = ( - 1)'g1[37r(4s- 1)/8] 

10.4.102 {3,=e .. 113f [3; (4s-1) + �i In 2 J 
10.4.103 {3;= e  .. 113g [3; (4s-3) + �i In 2 J 

• See page n. 

10.4.104 
Bi' (f3,) = (-1)'{2e-rti8J1 [3; (4s-1) + �i ln 2 J 

10.4.105 

Bi ({3;) = ( - 1) •- 1{2ert16g1 [3; (4s-3) + �i In 2 J 
I zl sufficiently large 

j( ) 2/3 (1 + 5 -2 5 -4+77125 - 6 Z "-'Z 48 z -36 z 82944 Z 

1080 56875 - 8 
- 69 67296 z 

+1 6  23755 96875 - 10_ ) 
3344 30208 z . . . 

( ) 2/3 (1 7 -2+ 35 -4 181223 -6 g Z "-' Z  -
48 z 288 Z -207360 z 

+ 186 83371 -8 

1� 44160 
z 

-
9 11458 84361 -10+ ) 

1911 02976 
z . . .  

j (z) "-7r-112zll6 (1 +!_ z-2_1525 
z-4 1 48 4608 

23 97875 -6 ) + 
6 63552 z - . . .  

Formal and Asymptotic Solutions of Ordinary Differ
ential Equations of Second Order With Turning 
Points 

An equation 

10.4.106 W" +a(z, X)W' +b(z, X)W 0 

in which X is a real or complex parameter and, 
for fixed X, a(z, X) is analytic in z and b(z, X) is 
continuous in z in some region of the z-plane, may 
be reduced by the transformation 

10.4.107 W(z) =w(z) exp ( -�J" a(t, X)dt) 
to the equation 

10.4.108 
w'' +�P(z, X)w=O 

1 1 d �P(z, X) = b (z, X) -4 a
2(z, X) -2 dz a(z, X) . 

* 



BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 451 
If rp(z, X) can be written in the form 

10.4.109 

where q(z, X) is bounded in a region R of the z· 
plane, then the zeros of p(z) in R are said to be 
turning points of the equ�tion 10.4.108. 

The Special Case w" +!>-2z +q(z, >.)]w =O 

Let X= IXI e1"' vary over a sectorial domain S: 
IXI ;?: Xo(>O) , w1 � w� w2, and suppose that q(z, X) is 
continuous in z for l z l<r and X in S, and q(z, X) 

-� q,.(z)X-" as ).-+CXl in S. 
0 

Formal Series Solution 
10.4.ll0 

w(z) =u(z) i: rp,.(z)X-"+>.-1u' (z) i: 1/;,.(z)">..-" 
0 0 

u" +>-2zu=O 

'l'o(z) =co, c0, C1 constants 

1 1 f' 'II 
'l'n+t (z) = -2 !/;� (z) -2 J 0 � q,._k(t)l/tt(t)dt 

1/;,.(z) =� z-l 1• t-i [,�' (t)+ * q,._k(t)rpk(t) J dt 

(n=O, 1 ,  2, . . .  ) 
Uniform Asymptotic Expansions of Solutions 

For z real, i.e. for the equation 

10.4.111 

where x varies in a bounded interval a <x < b  that 
includes the origin and where, for each flxed). in S, 
q(x, >.) is continuous in x for a -:::; x -:::; b, the following 
asymptotic representations hold. 

(i) If ). is real and positive, there are solutions 
Yo(x), Y1 (x) such that, uniformly in x on a=:;x =:;o, 

10.4.112 

Yo(x) =Ai (-X2fdx) [1 + 0(>.-l)] 
y1(x) =Bi (->.Mx)[l + 0(>.-1)] 

and, uniformly in x on 0 �x�b 

10.4.113 

Yo(x) =Ai (- X2fdx) [1 + 0(>. -1)] + Bi (- >.2tdx) 0(X -x) , 

Y1 (x) =Bi (- >.213x) [l +0(>. -1)] + Ai (- ).2tdx)O(>. -I) 

(>.-+CXl ) 

(ii) If £lt'>. ;?: O, f>. r!:O, there are solutions 
Yo(x), y,(x) such that, uniformly in x on a Sx�b, 

*See page n. 

10.4.114 

Yo(x) =Ai ( ->.213x) [l +ocx-1)) 

Yl(x) =Bi (->.2fdx) [l +O(>.-I)] 

For further representations and details, we refer 
to [10.4] . 

When z is complex (bounded or unbounded) , 
conditions under which the formal series 10.4.110 
yields a uniform asymptotic expansion of a solu
tion are given in [10. 121 if q(z, >.) is independent 
of ). and 1>- 1-+CXl with fixed w, and in 1 10. 14] if ). 
lies in any region of the complex plane. Further 
references are [10.2 ; 10.9 ; 10. 10]. 

The General Case w" +(>.2p(z) + q(z, X)]w==O 

Let X= i>-ie'"' where 1>-1 ;?: Xo(>O) and -'II" -:::; w S11"; 
suppose that p(z) is analytic in a region R and has 
a zero z= Zo in R, and that, for fixed >., q(z, >.) is 
analytic in z for z in R. The transformation 
�=�(z), v= [p(z)/EP14w(z), where E is defined as 
the (unique) solution of the equation 

10.4.115 (dE)2 
E dz p(z) , 

yields the special case 

10.4.116 
d2v 
dE2 + [>-2E+f(E, >.)]v = 0, * 

J<E, x) =(��) -2 q(z, x) -(�!) -• ;;2 [ (�!YJ 
Example: 

Consider the equation 

10.4.117 y" + [>.2- (>.2-l) x-2]y=O 
for which the points x=O, (X) are singular points 
and x= 1 is a turning point. It has the fun¢tions 
x!J.,..(>..x) , xi E(>..x) as particular solutions (see 
9.1.49) . 

The equation 10.4.115 becomes 

whence 

(O<xS 1) 

(l � x< (X) ) .. 

Thus 

10.4.118 
(x2- l)l/4 

v(�) = 
x2� y(x) 
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satisfies the equation 

d2v [ 5 e x2(x2+4)] 
10.4.ll9 de+ X2�- 16e+4 (x2-l)·a v=O 

which is of the form 10.4.1ll with x replaced by � 
and q(£, X) independent of X. 

Suppose £?1>. :2:,0,  fX �O.  By the first equation 
of 10.4.ll4 there is a solution voW of 10.4.ll9, 
i.e., a solution y0(x) of 10.4.ll7 for which the 
representation 
10.4.120 

vo(£)=CX:2� 
1)''4 vo(x)=Ai(-X2'3�) [ 1+0<x-l) J 

holds uniformly in x on O<x<oo as I XI �oo . 
To identify y0(x) in terms of xlJA(Xx), xlY>.(Xx) , 

restrict x to O<x::s; b<1 so that by 10.4.ll8 £ is 
negative, and replace the Airy function by its 
asymptotic representation 10.4.59. This yields 

10.4.121 

Yo(x) 
=(x2-1)- 114 !.7r-112X -116( -£) 1,. exp (� X( -�)3/2) � 2 3 

[ 1+0(x-1) ]  

=� 7r- I/2X -I/6 (1 
x2

x) -I/4 exp (� X( -�)3/2) 
[ 1+0cx-1) ]  

T_.et now X be fixed and x�o in 10.4.121. There 
results 

On the other hand, y0(x) is a solution of 10.4.ll7 
and therefore it can be written in the form 

where, from 9.1.7 for }. fixed and x�o 

(!Xx)>. JA(Xx)"' r (X+ 1) ' 
(!Xx)>. (!Xx) ->. YA(Xx)"'r(x+1) cot X1r r (1-X) esc X1r. 

Thus, letting x�o in 10.4.123 and comparing the 
resulting relation with 10.4.122 one finds that 
c2=0 and 

It follows from 10.4.120 that uniformly in x on 
O<x< oo 
10.4.125 

JA(Xx) 

Numerical Methods 

10.5. Use and Extension of the Tables 

Spherical Bessel Functions 

To compute j,.(x) , y,.(x) , n=O, 1 ,  2,  for values of 
x outside the range of Table 10.1, use formulas 
10.l.ll, 10.1.12 and obtain values for the circular 
functions from Tables 4.H.8. 

Example 

I

. Compute j1 (x) for x= 1 1 .425. 

From 10.1.ll, j1 (x) = sm
2 
x-cos x. Hence, using 

X X 
Tables 4.6 and 4.8, 

.90920 500 .41634 873 
(1 1 .425)2 1 1 .425 

= - .00696 54535- .03644 1 902 
= - .04340 7356. 

To compute j,.(x) , 1 1 ::s; n ::s; 2o, for a value of x 
within the range of Table 10.3, obtain from Table 
10.3, directly or possibly by linear interpolation, 
j21 (x) , j20(x) and use these as starting values in the 
recurrence relation 10.1.19 for decreasing n. 

An alternative procedure which often yields 
better accuracy and which also applies to compu
tations of j,.(x) when both n and x are outside the 
range of Table 10.1 is the following device essen
tially due to J. C. P. Miller [9.20] . 

At some value N larger than the desired value 
n, assume tentatively FN+I = O, FN= 1  and use 
recurrence relation 10.1.19 for decreasing N to 
obtain the sequence FN-h . . .  , F0• If N was 
chosen large enough, each term of this sequence 
up to F,. is proportional, to a certain number of 
significant figures, to the corresponding term in 
the sequence iN-I (x) , . . .  , j0(x) of true values. 
The factor of proportionality, p, may be obtained 
by comparing, say, Fo with the true value jo(x) 
computed separately. The terms in the sequence 
pF0, • • •  pF,. are then accurate to the number 
of significant figures present in the tentative 
values. If the accuracy obtained is not sufficient, 
the process may be repeated by starting from a 
larger value N. 
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Example 2. Compute jt5(:C) for x=24.6.  
Interpolation in Table 10.3 yields for x=24.6 

x-21&''86j21 (x) = ( - 28)3.934616 
x-20ez'!B2j20(x) = ( -27)9.48683 

whence . 

j21(24.6) = .05604 29, j2o(24.6) = .03896 98. 
From the recurrence relation 10.1.19 there 

results 
}t 9(24 .6) = .00890 67660 
j18(24.6) - .02484 93173 
jl7(24.6) = - .04628 17554 
jl6(24.6) = - .04099 87086 
j1 6(24 .6) = - .0087 1 65122 

[ .00890 70] 
[- .02485 90] 
[- .04628 16] 
[- .04099 88] 
[- .0087 1 67] 

For comparison, the correct values are shown in 
brackets. 

To compute j,5(x) for x=24.6 by Miller's de
vice, take, for example, N=39 and assume 
F40=0, F39= 1 .  Using 10.1.19 with decreasing N, 
i.e . ,  FN_1 = [(2N+ 1)/x]FN-FN+t , N=39, 38, . . .  , 
1 ,  0, generate the sequence Fas, Fa7, • • •  , ' Ft, Fo, 
compute from Table 4.6, }o(24.6)= (sin 24.6)/24.6 
= - .02064 620296, and obtain the factor of pro
portionality 

p=j0(24 .6)/F0= .00000 03839 17642. 

The value pFu equals jt5(24.6) to 8 decimals. 
The final part of the computations is shown in 
the following table, in which the correct values 
are given for comparison. 

N FN pFN jN(24.6) 

15 - 22704. 7 1 107 -. 00871 67391 -. 00871 674 
14 + 78178. 88236 + .  03001 42522 +. 03001 425 
13 + 1 14866. 80811  +.  04409 93941 +. 04409 939 
12 + 47894. 44353 + .  01838 75218 +.  01838 752 
1 1  - 66193. 59317 -.  02541 28882 -. 02541 289 
10 - 109782. 76234 -. 04214 75392 -. 04214 754 
9 - 27 523. 39903 -. 01056 67185 -. 01056 672 
8 + 88524. 85252 +. 03398 62526 +. 03398 625 
7 + 88699. 1 1017 +. 03405 31532 +. 03405 315 
6 - 34440. 02929 -. 01322 21348 -. 01322 213 
5 - 106899. 1 2565 -. 04104 04602 -. 04104 046 
4 - 13360. 39272 1- 00512 92905 -. 00512 929 
3 + 102011.  17704 + .  03916 38905 + .  03916 389 
2 + 42387. 96341 +. 01627 34870 + .  01627 349 
1 - 93395. 73728 -. 03585 62712 1- 03585 627 
0 - 53777. 68747 -. 02064 62030 -.  02064 620 

It may be observed that the normalization of the 
sequence FN, FN-t,  . . .  , F0 can also be obtained 
from formula 10.1.50 by computing the sum 
u='£ (2k+ I).F1 and finding p=l/{;;. This 

0 

yields, in the case of the example, p= 1/.f;= 
.00000 03839 177. 

Modified Spherical Bessel Functions 

To compute ../h/xln+t(x) , ../!1f-/XKn+t(x), �=0, 
1, 2 ,  . . .  for values of x outside the range of 
Table 10.8, use ·formulas 10.2.13, 10.2.14 together 
with 10.2.4 and obtain values for the hypenbolic 
and exponential functions from Tables 4.4 and 
4.15. In those cases when ../!1f'/Xln+!(x) and 
../h-/xLn-t(x) are nearly equal, i .e . ,  when x is 
sufficiently large, compute ../!1r/xKn+t(x) from 
formula 10.2.15, for which the coefficients (n + !, ,1:) 
are given in 10.1.9. 

Example 3. Compute ../!1r/xls12(x) , ../!1r/xKbt2(;t) 
for x= 16.2.  

Fro"m 10.2.13, ../!7r/xl512(x) = (3+r) sinh �/w -
3 cosh x/x2 ; from Table 4.4, cosh 16 .2 = (6)5 .421)7 
59950 and this equals the value of sinh 16.2 to tht� 
same number of significant figures. Hence 

../!7r/16.215/2(16 .2) = (.06243 402371 
- .01 143 1 18427)[(6)5.4267 59950] 
= 338814 .4594 - 62034.29298 
=276780 .1664. 

To compute ../!1r/l6.2K512(l6.2) use 10.2.17 and 
obtain 

../!7r/l6.2Kst2(16.2)=7re -16' 2 [J.4 + (32�4) 2+ (3��) :i] 
= (  - 7)2.8945 38069 [.036932 60400] 
= (-8)1 .0690 28283. 

To compute ../b!xlnH (x) , 3 ::;;n ::;; 8, fdr a 
value of x within the range of Table 10.9, obta:ln 
from Table 10.9, .Yi1r/xlt912(x) , ../!1r/xl21 12(x) for 
the desired value of x and use these as starting 
values in the recurrence relation 10.2.18, for 
decreasing n. 

To compute ../!1r/xKnH (x) for some integer n 
outside the range of Table 10.9, obtain from 
10 .2 . 15  or from Table 10 .8 ,  ../!1r/xHt(x) , 
../!1r/xK312 (x) for the desired value of x and u�>e 
these as starting values in the recurrence relation 
10.2.18 for increasing n. If x lies within the 
range of Table 10.9 and n>IO, the recurtenee 
may be started with ../!1r/xK1912(x) ,  ../h/xK2112(:r;) 
obtained from Table 10.9. 

Example 4. Compute ../!1rjxKu12(x) for x=3.5. 
Obtain from Table 10.8 for x=3.6 

../i1r/XKt12(x) = .01 192 222 

../lTr/XK312(x) = .01523 3952 
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The recurrence relation 10.2.18 yields successively 

--v'!'71"/3 .6K512 (3 .6) =- .01 192 222 
3 -3.6 (.01523 3952) 

=-.02461 718 

-v'!'71"/3 .6K712(3.6) = .01523 3952 
5 + 3.6 ( .02461 718) 

= .04942· 4480 

--v'l'71"/3.6K912(3.6) =-.02461 718 
7 -3.6 (.04942 '!480) 

=- .12072 034 

-v'!'71"/3.6Kn12(3.6) = .04942 4480 
9 + 3.6 (. 12072 034) 

= .35122 533. 
As a check, the recurrence can be carried out until 

n=9 and the value of -v'!'71"/3.6K1912(3 .6) so obtained 
can be compared with the corresponding value 
from Table 10.9. 

To compute -v'h/xln+t(x) when both n and x 
are outside the range of Table 10.9, use the device 
described in [9 .20]. 

Airy Functions 

To compute Ai(x) , Bi(x) for values of x beyond 
1, use auxiliary functions from Table 10.11. 

Example 5. Compute Ai (x) for x=4.5. 
First, for x=4.5, 
�=ix312=6.36396 1029, �-1= . 15713 48403. 

Hence, from Table 10.11, j(-�) = .55848 24 and 
thus 
Ai (4.5) 

=!(4.5)-114(.55848 24) exp ( -6.36396 1029) 
= !(.68658 905) (.55848 24) (.00172 25302) 
= .00033 02503. 

To compute the zeros c, c' of a solution y(x) of 
the equation y" -xy=O and of its derivative 

y' (x) , respectively, the following formulas may be 
used, in which d, d' denote approximations to c, c' 

and u=y(d)jy' (d) , v=y' (d')/d'2y(d') . 
ua u4 u5 c=d-u-2d -+2 --24d2 -3 !  4 !  5 !  

us u7 +88d 6 !- (88+720d3) 7 !  
us u9 +5856d2 8 !- (16640d+40320d4) 9 !+ . . .  

{ v2 va v4 y(c') =y(d') 1-d'2 --d'3 --(3d'3+3d'6)-2! 3! 4! 
5 -(15d'3+ 14d'6)!:... 5 ! 

- (105d'3+ 101d'6+45d'4)�;- • • •  } 

.Example 6. Compute the zero of y(x) =Ai(x) 
-Bi (x) near d=- .4. 

From Table 10.11, 

y( - .4)= .02420 467, y'( - .4)= - .71276 627 

whence u=y( - .4)/y'( - .4)=- .03395 8776. From 
the above formulas 

c=- .4+ .03395 8776- .00000 5221 
+.00000 01 1 1+ .00000 0001 

=- .36604 6333. 
y' (c)= (  - .71276 627) { 1 + .00023 0640 

- .00000 6527- .00000 0027 + .00000 0002 } 
= (  - .71276 627) (1 .00022 4088) 
=- .71292 599. 
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SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, 1 AND 2 Table 10.1 

X j0(x) jl (x) j2 (x) y0(x) yl (x) y2(x) 
o.o 1.00000 000 0.00000 0000 o.ooooo 000000 - co  - co  - co  
0.1 0.99833 417 0.03330 0012 0.00066 619061 -9.95004 17 -100.49875 - 3005.0125 
0.2 0.99334 665 0.06640 0381 0.00265 90561 -4.90033 29 -25.495011 - 377.52483 
0.3 0.98506 736 0.09910 2888 0.00596 15249 -3.18445 50 - 1 1.599917 - 112.81472 
0.4 0.97354 586 0.13121 215 0.01054 5302 -2.30265 25 -- 6. 73017 71 - 48.173676 

0.5 0.95885 108 0.16253 703 0.01637 1107 -1.75516 51 - 4.46918 13 - 25. 059923 
0.6 0.94107 079 0.19289 196 0.02338 8995 -1.37555 94 - 3.23366 97 - 14.792789 
0.7 0.92031 098 0.22209 828 0.03153 8780 - 1.09263 17 - 2.48121 34 - 9.54114 00 
o.8 0,89669 511 0.24998 551 0.04075 0531 -0.87088 339 - 1.98529 93 - 6.57398 92 
0.9 0.87036 323 0.27639 252 0.05094 5155 - 0.69067 774 - 1.63778 29 - 4.76859 87 

1 .0  0.84147 098 0.30116 868 0.06203 5052 -0.54030 231 - 1. 38177 33 - 3.60501 76 
1.1 0.81018 851 0.32417 490 0.07392 4849 -0.41236 011 - 1.18506 13 - 2.81962 54 
1.2 0.77669 924 0.34528 457 0.08651 2186 -0.30196 480 - 1. 02833 66 - 2.26887 66 
1.3 o. 74119 860 0.36438 444 0.09968 8571 -0.20576 833 - 0.89948 193 -1.86995 92 
1.4 0.70389 266 0.38137 537 0.11334 028 -0.12140 510 - o. 79061 059 - 1.57276 05 

1.5 0.66499 666 0.39617 297 0.12734 928 -0.04715 8134 - 0.69643 541 - 1.34571 27 
1.6 0.62473 350 0.40870 814 0.14159 426 +0.01824 9701 - 0.61332 744 - 1.16823 87 
1.7 0.58333 224  0.41892 749 0.15595 157 0.07579 0879 - 0.53874 937 - 1.02652 51 
1.8 0.54102 646 0.42679 364 0.17029 628 0.12622 339 - 0.47090 236 - 0.91106 065 
1.9 0.49805 268 0.43228 539 0.18450 320 0,17015 240 - 0,40849 878 - 0.81515 048 

2.0  0.45464 871 0.43539 778 0.19844 795 0,20807 342 - 0.35061 200 - o. 73399 142 
2.1 0.41105 208 0.43614 199 0.21200 791 0.24040 291 - 0.29657 450 - 0.66408 077 
2.2 0.36749 837 0.43454 522 0.22506 330 0.26750 051 - 0.24590 723 - 0.60282 854 
2.3 0.32421 966 0.43065 030 0.23749 812 0,28968 523 - 0.19826 956 - 0.54829 769 
2.4 0.28144 299 0,42451 529 0.24920 113 0.30724 738 - 0.15342 325 - 0.49902 644 

2.5 0.23938 886 0.41621 299 0.26006 673 0.32045 745 - 0.11120 588 - 0.45390 450 
2.6 0.19826 976 0.40583 020 0.26999 585 0.32957 260 - 0. 07151 1067 - 0.41208 537 
2.7 0.15828 884 0.39346 703 0.27889 675 0.33484 153 - 0.03427 3462 - 0,37292 316 
2.8 0.11963 863 0.37923 606 0.28668 572 0.33650 798 + 0.00054 2796 - 0.33592 641 
2.9 0.08249 9769 0.36326 136 0.29328 784 0,33481 316 0.03295 3045 - 0.30072 380 

3.0 0.04704 0003 0.34567 750 0,29863 750 0.32999 750 0.06295 9164 - 0.26703 834 
3,1 +0,01341 3117 0.32662 847 0,30267 895 0.32230 166 0.09055 5161 - 0.23466 763 
3.2 -0.01824 1920 0.30626 652 0.30536 678 0.31196 712 0.11573 164 - 0.20346 870 
3.3 -0.04780 1726 0.28475 092 0.30666 620 0.29923 629 0.13847 939 - 0.17334 594 
3.4 -0.07515 9148 0.26224 678 0.30655 336 0,28435 241 0.15879 221 - 0.14424 164 

3.5 -0.10022 378 0.23892 369 0.30501 551 0,26755 905 0.17666 922 - 0.11612 829 
3.6 -0.12292 235  0.21495 446 0.30205 107 0.24909 956 0.19211 667 - 0.08900 2337 
3.7 -0.14319 896 0.19051 380 0.29766 961 0.22921 622 0.20514 929 - 0.06287 8964 
3.8 -0.16101 523 0.16577 697 0.29189 179 0.20814 940 0.21579 139 - 0.03778 7773 
3.9 -0.17635 030 0.14091 846 0.28474 912 0.18613 649 0.22407 760 - 0.01376 91')2 

4.0 -0.18920 062 0.11611 075 0.27628 369 0.16341 091 0.23005 335 + 0.00912 9107 
4.1 -0.19957 978 0.09152 2967 0.26654 781 0.14020 096 0.23377 514 0. 03085 4018 
4.2 -0.20751 804 0.06731 9710 0.25560 355 0.11672 877 0.23531 060 0.05135 0236 
4.3 -0.21306 185 0.04365 9843 0,24352 220 0.09320 9110 0.23473 838 0.07056 1855 
4.4 -0.21627 320 +0.02069 5380 0.23038 368 0.06984 8380 0.23214 783 0.08843 4232 

4.5 -0.21722 892 -0.00142 95812 0.21627 586 0.04684 3511 0.22763 858 0.10491 554 
4.6 -0.21601 978 -0.02257 9838 0,20129 380 0.02438 0984 0.22132 000 0.11995 814 
4.7 -0.21274 963 -0.04262 9993 0.18553 900 + 0.00263 5886 0.21331 046 0,13351 972 
4.8 -0.20753 429 -0.06146 5266 0,16911 850 - 0.01822 8955 0.20373 659 0.14556 433 
4.9 -0.20050 053 -0.07898 2225 0,15214 407 - 0.03806 3749 0.19273 242 0.15606 319 

5.0 -0.19178 485 -0.09508 9408 0.13473 121 - 0.05673 2437 0.18043 837 0.16499 546 

[( --:)4] [ ( -:)3] [ ( -:)2] 
jn (x)=-v�rj:Jn+t (x) Yn(x)=-v�"jxYn+t(X) = (- It+! �rjxJ -(n+t) (x) 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel functions, vols. I, II. Columbia 
Univ. Press, New York, N.Y., 1947 (with permission) . 
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Table 10.1  

X jo(x) 
5. 0 -1 -1. 9178 
5. 1 -1 -1. 8153 
5. 2 -1 -1. 6990 
5. 3 -1 -1. 5703 
5. 4 -1 -1. 4310 

5. 5 r -1. 2828 
5. 6 -1 -1. 1273 
5. 7 -2 -9. 6611 
5. B -2 -B. 0104 
5. 9 -2 -6. 3369 

6. 0 -2� -4. 6569 
6. 1 -2 -2. 9B63 
6. 2 -2 -1. 3402 
6. 3 -3� +2. 66B9 
6. 4 -2 1. B211 

6. 5 � =�l 3. 3095 
6. 6 4. 7203 
6. 7 6. 0425 
6. B � =�� 7. 2664 
6. 9 B. 3B32 

7. 0 j :ll 9. 3855 
7. 1 1. 0267 
7. 2 1. 1023 
7. 3 -1� 1. 1650 
7. 4 ( -1 1. 2145 

7. 5 -1 1. 2507 
7. 6 -1 1. 2736 
7. 7 -1 1.  2B33 
7. B -1 1. 2802 
7. 9 -1 1. 2645 

B. 0 -1 1. 2367 
B. 1 -1 1. 1974 
B. 2 -1 1. 1472 
B. 3 -1 1. 0870 
a. 4 -1 1. 0174 

a. 5 -2 9. 3940 
8. 6 -2 8. 5395 
a. 1 -2 7. 6203 
B. 8 -2 6. 6468 
B. 9 -2 5. 6294 

9. 0 r 4. 5791 
9. 1 -2 3. 5066 
9. 2 -2 2. 4227 
9. 3 -2 1. 3382 
9. 4 -3 +2. 6357 

9. 5 -3 -7. 9106 
9. 6 -2 -1. 8159 
9. 7 -2 -2. 8017 
9. B -2 -3. 7396 
q. 9 -2 -4. 6216 

10. 0 ( -2) -5. 4402 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 0, I AND 2 

jl (x) j2 (x) 
-2 -9. 5089 -1 1. 3473 
-1 -1. 0971 -1 1. 1700 
-1 -1. 2277 -2 9. 9065 
-1 -1. 3423 -2 8. 1054 
-1 -1. 4404 -2 6. 3084 

-1 -1. 5217 -2 4. 5277 
-1 -1. 5862 -2 2. 7749 
-1 -1. 6339 -2 +1. 0617 
-1 -1. 6649 -3 -6. 0100 
-1 -1. 6794 -2 -2. 2024 

-1� -1. 6779 -2 -3. 7326 
-1 -1. 6609 -2 -5. 1B19 
-1 -1. 62B9 -2 -6. 541B 
-1� -1. 5828 -2 -7. 8042 
-1 -1. 5234 -2 -8. 9620 

r
l 

-1. 4515 -1} -1. 0009 
-1 -1. 3682 -1 -1. 0940 -1 -1. 2746 -1 -1. 1750 
-1 -1. 1717 -1� -1. 2435 
-1 -1. 0607 -1 -1. 2995 

-2 -9. 4292 -1 -1. 3427 
-2 -8. 1954 -1 -1. 3730 
-2 -6. 91B3 -1 -1. 3906 
-2 -5. 6107 -1 -1. 3956 
-2 -4. 2B51 -1 -1. 3882 r -2. 9542 -1 -1. 36BB 
-2 -1. 6303 -1 -1. 3379 
-3 -3. 2520 -1 -1. 2960 
-3 +9. 4953 -1 -1. 2437 
-2 2. 1829 -1 -1. 1816 

-2 3. 3646 -rl. UOS 
-2 4. 4850 -1 -1. 0313 
-2 5. 5351 -2 -9. 4473 
-2 6. 5069 -2 -8. 5177 
-2 7. 3932 -2 -7. 5334 

-21 8. 1877 � -2 -6. 5042 
-2 a. aa51 -2 -5. 4401 
-2 9. 4810 -2 -4. 3510 
-2 9. 9723 � -2 -3. 2471 
-1 1. 0357 -2 -2. 1 3B5 

r 1. 0632 r -1. ,,., 
-1 1. 0800 -4 +5. 381B 
-1 1. 0859 -2 1. 1184 
-1 1. 0813 -2 2. 1498 
-1 1. 0663 -2 3. 1395 

-1 1. 0413 -2 4. 0795 
-1 1. 0068 -2 4. 9622 
-2 9. 6325 -2 5. 7808 
-2 9. 1126 -2 6. 5291 
-2 a. 5149 -2 7. 2018 

( -2) 7. 8467 ( -2) 7. 7942 

y0(x) 
-2 -5. 6732 
-2 -7. 4113 
-2 -9. 0099 
-1 -1. 0460 
-1 -1. 1754 

r -1. 2885 
-1 -1. 3849 
-1 -1. 4644 
-1 -1. 526B 
-1 -1. 5720 

-1 -1. 6003 
-1 -1. 6119 
-1 -1. 6073 
-1 -1. 5871 
-1 -1. 5519 

-1 -1. 5024 
-1 -1. 4397 
-1 -1. 3648 
-1 -1. 2785 
-1 -1. 1B22 -rl. 0770 
-2 - 9. 6415 
-2 -8. 4493 
-2 - 7. 2065 
-2 - 5. 9263 

-2 -4. 621B 
-2 -3. 3061 
-2 -1. 9919 
-3 -6. 9174 
-3 +5. 8231 

r2 1. BlBB 
-2 3. 0067 
-2 4. 1 360 
-2 5. 1973 
-2 6. 1820 

-2 7. 0825 
-2 7. 8921 
-2 8. 6051 
-2 9. 2170 
-2 9. 7240 

-1 1. 0124 
-1 1. 0415 
-1 1. 0596 
-1 1. 0669 
-1 1. 0635 

rl 1. 0497 
-1 1. 0257 
-2 9. 9213 
-2 9. 4941 
-2 a. 9817 

( -2) 8. 3907 

-1 
-1 
-1 
-1 
-1 

-1� 
-2 
-2 
-2� 
-2 

-2 
-3 
-2 
-2 
-2 

y! (x) 
1. 8044 
1. 6700 
1. 5257 
1. 3730 
1. 2134 

1. 0485 
a. 7995 
7. 0920 
5. 37BO 
3. 6725 

1. 989B 
+3. 4379 
-1. 2523 
-2. 7861 
-4. 245B n-5. 6210 

-2 -6. 9018 
-2 -8. 0795 
-2 -9. 1 466 
-1 -1. 0097 

-1 -1. 0924 
-1 -1. 1625 
-1 -1. 2197 
-1 -1. 2637 
-1 -1. 2946 

-r1. 3123 
-1 -1. 3171 
-1 -1. 3092 
-1 -1. 2891 
-1 -1. 2571 

-1 -1. 2140 
-1 -1. 1603 
-1 -1. 096B 
-1 -1. 0243 
-2 -9. 4378 

-2 -8. 5607 
-2 -7. 6218 
-2 -6. 6312 
-2 -5. 5994 
-2 -4. 5369 

r2 -3. 4542 
-2 -2. 3621 
-2 -1. 2710 
-3 -1. 9101 
-3 +B. 6782 

-2 1. 8960 
-2 2. 8844 
-2 3. 8245 
-2 4. 7084 
-2 5. 5288 

( -2) 6. 2793 

y2(x) 
-1 1. 6500 
-1 1. 7235 
-1 1. 7812 
-1 1. 8231 
-1 l. 8495 

-1 1. 8604 
-1 1. 8563 
-1 1. 8377 
-1 1. 8049 
-1 1. 7587 

-1 1. 6998 
-1 1. 6288 
-1 1. 5467 
-1 1. 4544 
-1 1. 3528 

-1 1. 2430 
-1 1. 1260 
-1 1. 0030 
-2 a. 7500 
-2 7. 4323 

r 6. 0883 
-2 4. 7295 
-2 3. 3674 
-2 2. 0132 
-3 + 6. 7812 

r· -6. 2736 
-2 -1. 8929 
-2 -3. 10B9 
-2 -4. 2662 
-2 -5. 3561 

_T,_ ,u -2 -7. 3040 
-2 -8. 1487 
-2 -8. 8997 
-2 -9. 5527 

r - 1. 0104 
-1 - 1. 0551 
-1 -1. 0892 
-1 -1. 1126 
-1 -1. 1253 

-1 -1. 1275 
-1 -1. 1193 
-1 -1. 1 011 
-1 -1. 0731 
-1 -1. 0358 -T'· "" -2 -9. 3558 
-2 -8. 7385 
-2 -8. 0528 
-2 -7. 3063 

( -2) -6. 5069 

jn (x) =��"jxJn+t(x) Y,.(x) =�Yn+t (x) = (-lt+10T/xJ -(n+t) (x) 



X 

o.o 0,1 0.2 0.3 0,4 
0,5 0.6 0,7 0.8 0,9 
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 
1.5 1.6 1, 7 1,8 1.9 
2.0 2.1 2;2 2.3 2.4 
2,5 2,6 2,7 2.8 2.9 
3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 
3,5 3.6 3. 7 3,8 3.9 
4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 
4.5 4,6 4. 7 4. 8 4.9 
5.0 

j3(x) j4(x) 
0.0000 0.0000 rr"" n l.0577 -5 7.6021 -6 1.69 00 -4 2.5586 -6 8.5364 -4 6.0413 -5 2.6894 

-T .1740 -T·"" -3 2.0163 -4 1.3491 -3 3,1787 -4 2.4847 -3 4. 7053 -4 4,2098 -3 6.6361 -4 6.6912 

r 9.0066 r, 1 .0110 -2 1.1847 -3 1.4661 -2 1.5183 -3 2.0546 -2 1.9033 -3 2. 7976 
- 2 2.3411 -3 3. 7164 { -2
!
2.8325 � -3

!
4.8324 -2 3.3774 -3 6.1667 -2 3.9754 -3 7. 7397 � -2l 4.6252 � -3l 9.5709 -2 5. 3249 -2 1.1679 

� -2 6,0722 ( -T·"" -2 6.8639 r 1.678, ( -2 7.6962 -2 1.9817 ( -2 8.5650 -2 2.3176 ( -2 9.4654 -2 2.6872 
� -1 1.0392 ( -2 3.0911 -1 1,1339 r 3.5292 t
1 1.2301 -2 4.0014 -1 1.3270 -2 4.5071 -1 1.4241 -2 5. 0454 
-1 1.5205 -2l 5.6150 -1 1,6156 -2 6.2142 -1 1. 7087 -2l 6.8409 -1 1. 7989 -2 7.4929 -1 1,8857 -2 8.1673 
-1 1. 9681 -T·"" -1 2.0456 -2 9.5706 -1 2,1174 -1 1.0292 -1 2,1829 -1 1.1022 -1 2.2414 -1 1.1756 
-1 2.2924 -1 1,2489 
-1 2,3354 -1 1.3217 -1 2,3697 -1 1.3935 -1 2.3951 -1 1.4637 -1 2.4110 -1 1.5319 
-1 2.4174 -1 1.5976 -1 2,4138 -1 1.6602 -1 2.4001 -1 1. 7193 -1 2.3763 -1 1. 7743 -1 2.3423 -1 1.8247 
( -1) 2,2982 ( -1) 1.8702 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-10 

j5(x) 
0, 0000 r"! '·"" - 8 :3.0737 7) 2.3296 - 7) 9. 7904 - T·"" 6 7.3776 - 5 1.5866 5 3.0755 - 5 5, 5059 

- 5 9.2561 - 4 1,4786 - 4 2,2643 - 4 3. 3461 - 4 4, 7963 
� - 4) 6.6962 - 4l 9.1354 � - 3 1.2212 - 3 l l

.6031 3 2.0705 { - 3 2,6352 - 3 3.3094 - 3 4,1059 � - 3 5. 0375 - 3 6.1171 
- 3 7.3576 3 a. 1111 - 2 1, 0372 - 2 1.2169 - 2 1. 4174 
- 2 1.6397 - 2 1,8848 - 2 2,1532 - 2 2.4457 - 2 2. 7626 
- 2 3.1042 - 2 3.4705 - 2 3.8614 - 2 4,2765 - 2 4. 7151 
- 2 5.1766 - 2 5.6596 - 2 6,1630 - 2 6,6851 - 2 7.2242 
- 2 7,7780 - 2 8.3444 - 2 8,9207 - 2 9,5043 
- 1 1.0092 
( - 1) 1,0681 

j6(x) j7(x) 0, 0000 0,0000 r"! '·"" ! -14) 4.9319 -10 4,7297 -12) 6.:3072 - 9l 5.3784 -10l 1.0761 - 8 :3. 0149 -10 8.0448 
- 7 1.1467 - 9 3.8259 - 7 3,4113 - 8 1.3665 - 7 8,5649 - 8 4,0046 - 6 1.8989 - 7 1.0153 - 6 3,8277 - 7 2.3040 
- 6

� 
7.1569 - 7

� 
4. 7901 - 5 1.2590 - 7 9.2769 - 5 2,1058 - 6 1.6942 - 5

l
3.3756 - 6l 2,9451 - 5 5.2181 - 6 4.9082 � - 5 7,8174 ( 6r.8875 - 4 1.1395 - 5 1,2279 - 4 1.6212 - 5 1.8587 �- 4 2.2577 �- 5l 2.7444 4 3.0840 - 5 3.9632 

- '! '.1404 - 5 5.6097 - 4 5.4720 - 5 7. 7975 - 4 7.1289 - 4 1.0661 - 4 9,1665 - 4 1.4358 - 3) 1.1645 - 4 1,9071 
_ 3r.4630 - 4l 2.5009 - 3 1.8192 - 4 3.2410 3 2.2404 - 4

l
4.1542 - 3) 2. 7345 - 4 5.2705 - 3) 3.3096 - 4 6.6231 r ,  ,_, .. - 4 8,2484 - 3 4.7374 - 3 1.0187 - :3 5. 6074 - 3 1.2481 - 3 6,5935 - 3 1.5177 - 3 7,7045 - 3 1,8326 

r , 8.9491 - 3 2.1980 - 2 1. 0336 - 3 2.6195 - 2 1.1873 - 3 3.1030 - 2 1. 3569 - 3 3.6544 - 2 1. 5429 - 3 4.2801 
- 2 1. 7462 - 3 4.9865 - 2 1.9673 - 3 5. 7801 - 2 2,2065 - 3 6.6676 - 2 2.4645 - 3 7.6554 - 2 2, 7413 - 3 8. 7501 
- 2 3.0371 - 3 9,9581 - 2 3.3520 - 2 1.1286 - 2 3.6857 - 2 1.2739 - 2 4. 0381 - 2 1.4:322 - 2 4, 4086 - 2 1.6042 
( - 2) 4. 7967 ( - 2) 1. 7903 

j (x) =��"jxJ (x) n n+t 

js(x) o.oooo ( -16 ! '· 9012 -14 7.4212 � -12 1.8995 -11 1.8938 
-10 1 .1261 -10 4.8282 - 9 1.6515 - 9 4.7873 - 8 1.2228 
- 8 2.8265 - 8 6,0254 - 7 1.2013 - 7 2.2640 - 7 4,0669 
_ 7

r
.0086 - 6 1.1649 - 6 1.8756 - 6l 2.9356 - 6 4.4800 

- 6
� 
6,6832 - 6 9.7670 - 5 1.4009 - 5) 1 .9754 - 5) 2. 7420 

- 5 3. 7516 - 5 5.0647 - 5 6,7532 5 8.9013 - 4 1.1607 
- 4 1.4983 - 4 1.9160 - 4 2.4283 - 4 3,0520 - 4 3,8056 
- 4 4. 7098 - 4 5. 7875 - 4 7. 0639 - 4 8.5665 - 3 1.0325 
�- 3 1.2372 - 3 1,4743 � 3 1.7473 - 3 2.0603 - 3 2.4174 
� - 3 2.8229 - 3 3.2814 �- 3 3. 7976 - 3 4.3763 - 3 5.0226 
( - 3) 5. 7414 

459 
Table 10.2 

lOll -9 . (· ) 1011 - 1 o . ( ) X Jg X X JIO X 
1,52734 93 7.27309 19 1.52698 56 7.27151 10 1 .52589 5:3 7.26677 00 1.52407 96 7.25887 47 1.52154 09 7.24783 46 
1 .51828 26 7.23366 29 1.51430 88 7.21637 65 1.50962 48 7,19599 61 1.50423 66 7.17254 61 1 .4981 5 12 7.14605 44 
1.49137 65 7.11655 26 1.48392 11 7.08407 57 1.47579 48 7.04866 21 1,46700 80 7.01035 39 1.45757 18 6.96919 61 
1 .44749 84 6.92523 71 1,43680 05 6,87852 85 1 .42549 17 6.82912 49 1 .41358 63 6.77708 37 1 .40109 93 6.72246 53 
1.38804 63 6.66533 28 1 .37444 35 6.60575 19 1 .36030 78 6.54379 07 1.34565 67 6.47951 98 1.33050 81 6.41301 19 
1.31488 05 6.34434 22 1.29879 28 6.27358 74 1.28226 44 6.20082 63 1.26531 50 6.12613 95 1.24796 48 6.04960 91 
1.23023 41 5.97131 85 1 .21214 38 5,89135 26 1 .19371 48 5,80979 75 1 .17496 82 5.72674 00 1 .15592 54 5.64226 82 
1.13660 79 5.55647 05 1.11703 73 5.46943 61 1.09723 52 5.38125 47 1 .07722 33 5.29201 62 1.05702 31 5.20181 05 
1.03665 63 5.11072 78 1.01614 44 5.01885 80 0,99550 88 4.92629 07 0.97477 06 4.83311 51 0.95395 10 4.73942 00 
0.93307 06 4.64529 34 0.91215 01 4.55082 25 0 ,89120 97 4.45609 35 0.87026 94 4.36119 18 0,84934 88 4.26620 13 
0,82846 70 4.17120 50 
[ <  -:)9] [C -:)4] 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel functions, vols. I, II.  Columbia 
Univ. Press, New York, N.Y., 1947 (with permission) . 
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Table 10.2 

.r 
o.o 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 

0.5 
0,6 
0.7 
0.8 
0.9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

- 00 
5! -1.5015 
3 -9.4126 
3 -1.8686 
2) -5.9544 

2) -2.4613 
2! -1.2004 
1 -6.5670 
1 -3.9102 
1 -2.4854 

1) -1.6643 
1) -1.1631 
O) -8.4253 
0) -6.2927 
O) -4.8264 

0) -3.7893 
O) -3.0374 
O) -2.4804 
0) -2.0598 
0) -1.7366 

2.0 1 0) -1.4844 
2.1 0) -1.2846 
2.2 O)  -1.1242 
2.3 ( -1) -9.9368 
2.4 ( -1) -8.8622 

2.5 ( -1� -7.9660 
2,6 ( -1 -7.2096 
2. 7 ( -1 -6.5632 
2,8 ( -1) -6.0041 
2.9 ( -1) -5.5144 

N ! =ij =�:�m 
3.2 -1 -4.3365 
3.3 -1 -4.0112 
3.4 ( -1) -3.7091 

3,5 1 -1) -3.4257 
3.6 -1) -3.1573 
3. 7 -1) -2.9012 
3.8 ( -1) -2.6551 
3.9 ( -1) -2.4173 

4.0 1 -1 -2.1864 
4.1 -1 -1.9615 
4.2 -1 -1.7418 
4.3 ( -1 -1.5269 
4.4 ( -1 -1.3165 

4.5 1 -1� -1.11 07 
4.6 -2 -9.0931 
4.7 -2 -7.1268 
4.8 ( -2) -5.2107 
4. 9 ( -2) -3.3484 

5.0 ( -2) -1.5443 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

- 00 
7! -1.0507 
5 -3. 2906' 
4 -4.3489 
4) -1. 0372 

3 -3.4208 
3 -1.3857 
2 -6.4716 
2 -3.3557 
2 -1.8854 

2) -1.1290 
1 ! -7. 1198 
1 -4.6879 
1 -3.2014 
1 -2.2559 

1) -1.6338 
1) -1.2120 
0)  -9.1871 
O) -7,0994 
0) -5.5830 

o� -4.4613 
0 -3.6178 
0 -2.9740 
0) -2. 4760 
0) -2.0858 

o� -1. 7766 
0 -1. 5290 
0 -1.3287 
0) -1.1651 
0) -1.0303 

( -1! -9.1835 
( -1 -8.2448 i -1 -7.4514 

-1) -6.7752 
-1) -6.1940 

-1 -5.6901 
-1 -5.2492 
-1 -4.8600 
-1 -4.5131 
-1 -4.2011 

-1 -3.9175 
-1 -3,6574 
-1 -3.4165 
-1 -3.1913 
-1 -2.9788 

-1� -2. 7768 
-1 - 2.5833 
-1 -2.3966 
-1 -2.2155 
-1) - 2. 0390 

( -1) -1.8662 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-10 

- 00 
8l -9.4553 
7 -1.4798 
6 -1.3028 
5 -2.3278 

41 -6.1328 
4 -2.0665 
3 -8.2549 
3 -3.7361 
3 -1.8606 

2 -9.9944 
2 -5.7090 
2 -3.4317 
2 -2.1534 
2 -1.4020 

1! -9.4236 
1 -6.5140 
1 -4.6157 
1 )  -3.3437 
1) -2.4709 

1 -1.8591 
1 -1.4220 
1 -1.1042 
0 -8,6948 
0 -6,9354 

Ol -5.5991 
0 -4.5716 
0 -3.7725 
O) -3.1446 
0) -2.6462 

01 -2.2470 
0 -1.9246 
0 -1.6621 
O)  -1.4467 
0) -1.2687 

0 -1.1206 
-1 -9,9657 
-1 -8,9204 
-1 -8.0339 
-1 -7.2774 

-1 -6.6280 
-1 -6,0670 
-1 -5.5793 
-1 -5.1525 
-1 -4.7765 

-1) -4.4430 
-1) -4.1450 
-1) -3.8766 
-1) -3.6331 
-1) -3.4102 

- 00 ! 11) - 1.0400 
8) -8.1359 
7) -4.7726 
6) -6.3910 

6 -1.3458 
5 -3.7747 
5 -1.2907 
4 -5.1035 
4 -2.2552 

4 -1.0881 
3 -5.6378 
3 -3.0988 
3 -1.7901 
3 -1. 0790 

2) -6.7473 
2) -4.3572 
2! -2.8948 
2 -1.9724 
2 -1.3747 

1 -9.7792 
1 -7.0870 
1 -5.2238 
1 -3,9108 
1 -2,9702 

1 -2.2859 
1 -1.7812 
1 -1.4041 
1 -1.1189 
0 -9.0069 

0 -7.3207 
0 -6. 0048 
0 -4.9682 
0 -4.1447 
0 -3.4851 

0 -2.9528 
0 -2.5201 
0 -2.1660 
0 -1.8743 
0 -1.6325 

( 0 -1.1196 
� gl =um 
( - 1 -9,9895 
( - 1  -8.9625 

-1 -8.0839 
-1 -7.3286 
- 1  -6.6763 
-1 -6.1102 
-1 -5,6166 

y7 (x) 
- 00 

(131 -1.3519 �10 -5.2868 
9 -2.0668 
8) -2.0747 

I b! =Nm 
6 -2.3888 
5 -8.2559 
5) -3.2389 

5 -1.4045 
4 -6.6058 
4 -3.3227 
4 -1.7686 
3 -9,8790 

3 -5.7534 
3 -3.4751 
3 -2.1 675 
3 -1.3911 
2 -9.1587 

2 1 -6.1705 
2 -4.2450 
2 -2.9764 
2) -2.1235 
2) -1.5395 

21 -1.1327 
1 -8.4491 
1 -6.3832 
1 )  -4.8802 
1) -3.7729 

1 -2.9476 
1 -2.3257 
1 -1.8521 
1 -1.4881 
1 -1.2057 

0 -9.8471 
0 -8.1040 
0 -6.7182 
0 -5.6086 
0 -4.7139 

0 -3.9878 
0 -3,3947 
0 -2.9075 
0 -2.5048 
0 -2.1704 

01 -1.891 0 
0 -1.6566 
0 -1.4590 
0) -1.2915 
0) -1.1491 

- 00 ! 15! -2.0277 
12 - 3.9643 
11  - 1.0329 

9) - 7.7739 

9 - 1. 0465 
8 - 2.0357 
7 - 5,1060 
7 - 1.5429 
6 - 5.3756 

6 - 2, 0959 
5 - 8.9515 
5 - 4.1224 
5 - 2.0227 
5 - 1. 0477 

4 - 5.6859 
4 - 3.2143 
4 -1. 8835 
4 -1 .1395 
3 - 7.0931 

31 - 4.5301 
3 - 2,9613 
3 - 1,9771 
3) - 1.3458 
2 ) - 9.3247 

2 ! - 6.5676 
2 - 4.6963 
2 - 3.4058 
2) - 2.5025 
2) - 1.8615 

2 - 1.4006 
2 -1.0653 
1 - 8.1850 
1 - 6.3496 
1 - 4.9707 

1 - 3.9249 
1 - 3.1246 
1 - 2.5070 
1 - 2.0265 
1 - 1.6498 

1 1- 1.3523 
1 -1.1158 
0 -9.2642 
0) - 7.7389 
O) - 6.5027 

0) - 5,4951 
oi - 4.6692 
0 - 3.9887 
0 - 3,4251 
0 -2.9560 

( -1) -3.2047 ( - 1) -5.1841 O) -1.0274 ( 0) - 2.5638 

yn(x) ��YnH (x) � (- 1t+I �J -(nH) (x) 

10-8xl0Yg (x) 
-0.34459 42 
-0,34469 56 
-0.34499 99 
-0.34550 77 
-0.34622 02 

-0.34713 86 
-0.34826 48 
-0.34960 12 
-0.35115 04 
-0.35291 56 

-0.35490 04 
-0.35710 89 
-0.35954 56 
-0.36221 57 
-0.36512 46 

-0.36827 87 
-0.37168 46 
-0.37534 96 
-0.37928 17 
-0.38348 96 

-0,38798 26 
-0.39277 08 
-0.39786 5 0  
-0.40327 71 
-0.40901 97 

-0,41510 62 
-0,42155 14 
-0.42837 1 0  
-0.43558 18 
-0.44320 20 

-0.45125 11  
-0.45975 01 
-0.46872 14 
-0.47818 95 
-0.48818 03 

-0.49872 20 
-0.50984 49 
-0.52158 17 
-0.53396 75 
-0.54704 05 

-0.56084 19 
-0.57541 63 
-0.59081 20 
-0.60708 14 
-0,62428 15 

-0.64247 43 
-0,66172 73 
-0,68211 42 
-0.70371 55 
-0.72661 94 

-0.75092 23 

[<-:)2] 

I0-:-9xlly!O(x) 
- 0.65472 90 
- 0.65490 1 4  
- 0.65541 86 
- 0.65628 1 8  
- 0,65749 2 3  

- 0.65905 2 3  
- 0,66096 47 
- 0.66323 28 
-0.66586 06 
- 0.66885 29 

- 0,67221 5 0  
- 0,67595 30 
-0,68007 37 
- 0.68458 47 
- 0,68949 42 

- 0.69481 14 
- 0.70054 60 
- 0.70670 90 
- 0.71331 20 
- 0.72036 75 

- 0.72788 93 
- 0.73589 19 
- 0. 74439 11  
- 0,75340 38 
- 0.76294 81 

-0.77304 34 
- 0.78371 06 
- 0.79497 18 
- 0,80685 08 
- 0,81937 31 

- 0,83256 59 
- 0,84645 82 
- 0,86108 11 
- 0.87646 78 
-0.89265 39 

- 0.90967 72 
- 0,92757 84 
- 0,94640 1 0  
- 0.96619 1 5  
- 0.98699 9 7  

- 1.00887 9 1  
- 1.03188 69 
- 1.05608 44 
- 1.08153 78 
-1.10831 79 

- 1.13650 10 
- 1.16616 90 
- 1.19741 05 
- 1.23032 08 
- 1.26500 29 

- 1.30156 80 

[<-:)2] 



X j3(x) 
5.0 -1 2.2982 5.1 -1 2.2441 
5,2 -1 2.1803 
5.3 -1 2.1069 
5.4 -1 2.0245 

5.5 �1� 1.9335 
5.6 -1 1.8340 
5.7 -1 1.7270 
5.8 -1� 1.6131 
5.9 -1 1.4928 

6.0 -1 1.3669 
6.1 -1 1.2361 
6.2 -1 1 .1014  
6.3 -2 9.6346 
6.4 -2 8.2324 

6,5 n .. 8161 
6.6 -2 5.3947 
6.7 -2 3 .9773 
6.8 -2 2.5729 
6.9 -2) +1.1905 

7.0 r, -1.6120 
7.1 -2 -1.4736 
7.2 -2 -2.7385 
7.3 -2 -3.9479 
7,4 ( -2 -5.0945 

7.5 � -2 -6.1713 
7.6 -2 -7.1719 
1.7 � -2 -8.0904 
7,8 -2 -8.9217 
7.9 ( -2 -9.6613 

8.0 -1) -1.0305 
8,1 -y1.0851 
8,2 -1 -1.1296 
8.3 -1 -1.1638 
8.4 -1 -1.1877 

8, 5 -1 -1.2014 
8,6 -1 -1.2048 
8,7 -1 -1.1982 
8.8 -1 -1.1817 
8.9 -1 -1.1558 

9.0 -1) -1.1207 
9.1 -1} -1.0770 
9.2 -1 -1.0252 
9.3 -2 -9,6572 
9,4 -2) -8.9931 

9.5 -2 -8.2662 
9.6 -2 -7.4836 
9,7 -2 -6.6527 
9.8 -2 -5.7814 
9,9 -2 -4.8776 

1 0.0  ( -2) -3.9496 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

j4(x) 
-1 1.8702 
-1 1.9102 
-1 1.9443 
-1 1.9722 
-1 1.9935 

-1! 2.0078 
-1 2.0150 
-1 2.0147 
-1 2.0069 
-1 1.9913 

-1 1.9679 
-1 1.9367 
-1 1.8977 
-1 1.8509 
-1 1.7966 

-1 1.7349 
-1 1.6661 
-1 1.5905 
-1 1.5084 
-1 1.4203 

-1l 1.3265 
-1 1.2277 
-1 1.1243 
-1 1.0170 . 2 ) 1 0628 

-2 7,928� 
-2 6. 7736 
-2 5,6051 
-2 4.4300 
-2 3.2552 

( -2) 2.0880 1 _T'·"" -3 -1.9533 
-2 -1.2975 

( -2 -2.3644 

-2) -3.3894 -y··"" -2 -5.2894 
-2 -6.1529 
-2 -6.9520 

-2 -7.6819 
-2 -8.3387 
-2 -8.9186 
-2 -9.4187 
-2 -9.8365 

-1 -1.0170 
-1 -1.0419 
-1 -1.0582 
-1 -1.0659 
-1 -1.0651 

( -1) -1.0559 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-10 

j5(x) j6(x) j7(x) 
-1 1.0681 -2 4,7967 r 1. 7903 
-1 1.1268 -2 5.2015 -2 1.9908 
-1 1.1849 -2 5.6221 -2 2.2061 
-1 1.2421 -2 6.0573 -2 2.4365 
-1 1.2980 -2 6.5057 -2 2.6821 

-1 1.3522 � -2 6.9660 -2 2.9429 
-1 1.4044 -2 7.4364 -2 3.2191 
-1 1.4542 t2 7.9151 -2 3.5104 
-1 1.5011 -2 8.4000 -2 3.8166 
-1 1.5448 -2 8.8889 -2 4.1374 

-1 1.5850 -2 9.3796 -2 4.4722 
-1 1.6213 -2 9.8696 -2 4.8205 
-1 1.6533 -1 1.0356 -2 5.1815 
-1 1.6807 -1 1.0837 -2 5.5543 
-1 1. 7033 -1 1.1309 -2 5.9379 

-1� 1.7206 -1 1,1769 -'l '·"" 
-1 1.7325 -1 1.2214 -2 6. 7327 
-1} 1.7388 -1 1 .2642 -2 7.1412 
-1 1.7391 -1 1.3049 -2 7.5551 
-1 1. 7335 -1 1.3432 -2) 7.9728 

-1 1.7217 -1 1.3789 -2 8.3923 
-1 1.7036 -1 1 .4117 -2 8,8118 
-1 1.6793 -1 1 .4412 -2 9.2292 
-1 1.6486 -1 1.4672 -2 9. 6425 
-1 1.6117 -1 1.4895 -1 1.0049 

( -1) 1.5685 i -11 1.5077 -1 1. 0448 m! 1.5193 -1 1.5217 -1 1,0835 
1.4642 -1 1.5312 -1 1.1209 
1.4033 � -1 1. 5360 -1 1. 1568 
1 .3370 -1) 1.5361 -1 1.1908 

( -1 1.2654 � -1) 1.5312 ( -T·"" � -1 1.1890 -1� 1 .5212 r1 1.2524 
-1 1.1081 � -1 1.5060 -1 1.2795 
-1 1.0231 -1 1,4857 -1 1.3039 

( -2 9.3440 -1) 1 .4601 -1) 1. 3252 

( -2 8.4249 -1� 1.4292 -1) 1.3434 r, 7.4784 -1 1.3932 -T·"" -2 6.5099 -1� 1.3520 -1 1.3693 
-2 5.5245 -1 1.3059 -1 1.3767 
-2 4.5278 -1 1.2548 -1 1.3801 

-2 3,5255 -1 1.1991 -1 1.3795 
-2 2.5233 -1 1.1389 -1 1.3746 
-2 1.5269 -1 1 .0744 -1 1.3655 
-3 +5.4232 -1 1.0060 -1 1.3520 
-3 -4.2485 -2 9. 3394 -1 1.3341 

-2! -1.3689 -2 8.5853 r 1.3117 
-2 -2.2842 -2 7.8016 -1 1.2849 
-2 -3.1654 -2 6.9921 -1 1.2536 
-2 -4.0072 -2 6.1608 -1 1.2180 
-2 -4.8048 -2 5 .3120 -1 1.1780 

( -2) -5.5535 ( -2) 4.4501 ( -1) 1.1339 

jn(x)=vi >rjxJ n+t (x) 

j8(x) 
-3 5. 7414 
-3 6.5379 
-3 7.4172 
-3 8.3843 
-3 9.4443 

-2 1. 0602 
-2 1.1862 
-2 1.3229 
-2 1 .4707 
-2 1.6299 r 1.8010 
-2 1.9842 
-2 2,1797 
-2 2.3877 
-2 2.6084 

-2 2.8417 
-2 3. 0876 
-2 3.3461 
-2 3.6168 
-2 3.8996 

-2 4.1940 
-2 4.4994 
-2 4.8154 
-2 5,1412 
-2 5.4759 

_,! 5.818S 
-2 6.1686 
-2 6,5244 
-2 6.8849 
-2 7.2486 

!T·"" 
-2 7.9804 
-2 8.3451 
-2 a. 7069 

( -2) 9.0640 

-2 9.4145 
-2 9 .  7564 
-1 1 .0088 
-1 1.0407 
-1 1.0712 r 1.1000 
-1 1.1270 
-1 1 .1520 
-1 1.1747 
-1 1.1949 

-1 1.2126 
-1 1.2275 
-1 1.2394 
-1 1.2482 
-1 1.2537 

( -1) 1.2558 
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Table 1 0.2 

109 -9 . ( ) 1011 -10 .  ( ) X J9 
X X JIO X 

0.82846 70 4.17120 50 
0.80764 29 4.07628 42 
0.78689 50 3.98151 88 
o. 76624 10 3.88698 72 
0.74569 86 3. 79276 59 

0.72528 47 3.69892 98 
0.70501 58 3.60555 18 
0 .68490 78 3.51270 30 
0.66497 60 3.42045 23 
0.64523 54 3 .32886 66 

0.62570 01 3.23801 06 
0.60638 37 3.14794 66 
0.58729 93 3.05873 50 
0,56845 94 2.97043 34 
0.54987 57 2.88309 73 

0,53155 94 2.79677 98 
0.51352 10 2. 71153 12 
0 .49577 04 2.62739 98 
0.47831 68 2.54443 09 
0.46116 89 2.46266 76 

0.44433 45 2 .38215 03 
0.42782 11 2 .30291 70 
0 .41163 52 2 .22500 27 
0.39578 30 2.14844 05 
0.38026 97 2.07326 03 

0.36510 02 1.99948 99 
0.35027 86 1 ,92715 45 
0.33580 85 1 ,85627 66 
0.32169 28 1, 78687 63 
0.30793 39 1 .71897 14 

0,29453 36 1.65257 72 
0.28149 30 1 .58770 64 
0.26881 29 1 .52436 97 
0.25649 33 1.46257 53 
0.24453 39 1,40232 92 

0.23293 38 1.34363 53 
0.22169 16 1.28649 51 
0.21080 54 1 .23090 84 
0.20027 29 1 .17687 25 
0 .19009 14 1 .12438 32 

0.18025 78 1.07343 42 
0.17076 84 1 .02401 72 
0 .16161 93 0.97612 24 
0.15280 62 0.92973 83 
0,14432 46 0,88485 16 

0.13616 93 0.84144 75 
0,12833 53 o. 79950 99 
0.12081 68 0.75902 10 
0.11360 83 0.71996 20 
0.10670 35 0,68231 26 

0.10009 64 0.64605 15 [C -:)5) [C -:)2] 
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Table 1 0.2 

X y3(x) 5,0 -2 -1,5443 5.1 -3 +1.9691 5,2 -2 1.8700 5.3 -2 3,4698 5,4 -2 4,9908 
5,5 -2� 6,4276 5,6 -2 7. 7750 5.7 -2

l 
9.0279 5.8 -1 1.0182 5.9 -1 1.1232 

6.0 -1 1.2175 6.1 -1 1.3007 6.2 -1 1.3726 6,3 -1 1.4329 6,4 -1 1.4815 
6.5 � -1 1.5183 6,6 -1 1.5432 6,7 � -1 1.5564 6,8 -1 1.5580 6,9 -1 1.5482 
7.0 � =B 1.5273 7.1 1.4956 7.2 � =t� 1.4535 7.3 1.4016 7.4 1.3404 
7.5 � -1 1.2705 7.6 -1 1.1925 7.7 f -1 1.1073 7.8 -1 1.0156 7.9 -2 9.1812 
8.0 � =�� 8.1577 8.1 7.0941 8.2 { =�l 5.9992 8.3 4.8821 8.4 3. 7517 
8.5 ( -2 2.6172 8.6 r 1.4876 8.7 -3 +3.7160 
a. a -3 -7.2210 8.9 -2 -1.7852 
9,0 _T'· "" 9.1 -2 -3.7880 9.2 -2 -4.7130 9.3 -2 -5.5782 9.4 -2 -6.3774 
9.5 r, -7.1053 9.6 -2 -7.7572 9.7 -2 -8.3288 9,8 -2 -8.8169 9.9 ( -2 -9.2189 
10.0 ( -2) -9.5327 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 3-1 0  

y4(x) -1 -1.8662 -1 -1.6965 -1 -1.5295 -1 -1.3649 -1 -1.2025 
-
y

l.0424 -2 -8.8447 -2 -7.2898 -2 -5.7610 -2 -4.2612 � -2l -2. 7936 -2 -1.3619 � -4 +2.9727 -2� 1.3770 -2 2.6754 
� -2 3.9204 -2 5.1073 
f -2 6.2315 -2 7.2886 -2 8.2743 

_,l 9.1846 -1 1.0016 -1 1.0764 -1 1.1427 -1 1,2001 

j =B 1.2485 1,2877 -ll 1.3176 -1 1.3380 -1 1.3491 
-1l 1.3509 -1 1.3435 -ll 1.3270 -1 1.3017 -1 1.2679 
-1 1.2259 -1 1.1762 -1 1.1191 -1 1.0551 -2 9,8492 
-2 9.0898 -2 8.2794 -2 7.4246 -2 6.5321 -2 5.6089 
-2� 4.6623 -2 3.6995 -2 2.7280 -2� 1. 7550 -3 +7.8793 
( -3)- 1.6599 

y5(x) -1 -3.2047 -1 -3.0134 -1 -2.8341 -1 -2.6t.47 -1 -2.5033 
-1 -2.3484 -1 -2.1990 -1 -2.0538 -1 -1.9121 -1 -1.7732 
-
T

1.6"' -1 -1.5017 -1 -1.3683 -1 -1.2362 -1 -1.1052 
-2 -9.7544 -2 -8.4678 -2 -7.1937 -2 -5.9337 -2 -4.6896 _T'·"" -2 -2.2599 -2 -1.0801 -4 +7.1768 -2) 1.1922 
-2 2.2774 -2 3.3235 -2 4.3267 -2 5.2830 -2 6.1887 
-2 7.0400 -2 7.8334 -2 8.5654 -2 9.2329 -2 9.8330 
-1 1.0363 -1 1.0821 -1 1.1205 
-1 1.1513 -1 1.1745 
-
ll 

1.1899 -1 1.1976 -1 1.1976 -1 1.1900 -1 1.1748 
-1 1.1522 -1 1.1225 -1 1.0860 -1 1.0429 -2 9.9352 
( -2) 9.3834 

y6(x) y7 (x) -1 -5.1841 � -� -1.0274 -1 -4.8031 -9.2298 -1 -4.4658 � -1 -8.3305 -1 -4.1656 -1 -7.5528 -1 -3.8967 -1 -6.8777 
-1 -3.6545 -1 -6.2895 -1 -3.4349 -1 -5.7750 -1 -3.2345 -1 -5.3232 -1 -3.0503 -1 -4.9248 -1 -2.8799 -1 -4.5723 
-
T

2.7210 -1 -4.2589 -1 -2.5717 -1 -3.9791 -1 -2.4306 -1 -3.7281 -1 -2.2961 -1 -3.5018 -1) -2.1672 -1 -3.2969 
( -1l -2.0428 -1 -3.1101 ( -1 -1.9220 -1 -2.9390 
{ -lrl.8042 -1 -2.7813 -1 -1.6887 -1 -£,6351 -1 -1.5751 -1 -2.4985 
-1 -1.4628 -ll -2.3703 -1 -1.3517 -1 -2.2489 -1 -1.2414 -1� -2.1334 -1 -1.1319 -1 -2.0228 -1 -1.0229 -1 -1.9162 
-2 -9.1449 -1 -1.8129 -2 -8.0665 -1 -1.7122 -2 -6.9945 -1 -1.6136 -2 -5.9299 -1 -1.5166 -2 -4.8741 -1 -1.4209 
-2 -3.8290 -1 -1.3262 -2 -2.7968 -1 -1.2322 -2 -1.7798 -1 -1.1387 -3 -7.8077 -1 -1.0456 -3 +1.9747 -2 -9.5274 
� -2 1.1519 -2 -8.6015 -2 2.0793 -2 -7.6780 � -2 2.9765 -2 -6.7573 -2 3.8403 -2 -5.8403 -2 4.6672 -2 -4.9278 _

,l 5.4540 -2 -4.0214 -2 6.1976 -2 -3.1227 -2 6.8948 -2 -2.2335 -2 7.5427 -2 -1.3560 -2 8.1384 -3 -4.9250 _,l 8.6793 -3 +3.5462 -2 9.1630 -2 1.1827 -2 9.5874 -2 1.9892 -2 9.9507 -2 2.7712 -1) 1.0251 -2 3.5259 
( -1) 1.0488 ( -2) 4.2506 

Ys(x) 10-8xlOY9 (x) 0� -2.5638 - o. 75092 23 0 -2.2343 - 0.77673 01 ol -1.9564 - 0,80415 92 0 -1.7210 - 0,83333 74 0 -1,5208 - 0,86440 56 
0 -1,3499 - 0,89751 90 0 -1.2034 - 0,93284 85 0 -1.0774 - 0.97058 31 -1 -9.6863 - 1.01093 09 -1 -8.7446 - 1.05412 18 
-1 -7.9262 - 1.10040 93 -1 -7.2128 - 1.15007 32 -1 -6.5889 - 1.20342 16 -1 -6.0416 - 1.26079 38 -1 -5.5598 - 1.32256 26 

� -1� -5.1344 - 1,38913 71 -1 -4.7576 - 1,46096 57 
f -1 -4.4227 - 1.53853 78 -1� -4.1239 - 1,62238 69 -1 -3.8565 - 1.71309 24 

t
1 -3.6163 - 1.81128 11 -1 -3.3996 - 1.91762 85 -1 -3.2032 - 2.03285 95 � -1 -3.0246 - 2,15774 75 -1 -2.8613 - 2,29311 31 
-1 -2.7112 - 2,43982 13 -1 -2.5726 - 2.59877 67 -1 -2.4439 - 2.77091 77 -1 -2.3236 - 2.95720 73 -1 -2.2106 - 3,15862 24 
-ll -2.1038 - 3.37613 93 -1 -2.0022 - 3.61071 67 -ll -1.9050 - 3.86327 49 -1 -1.8115 - 4.13466 98 -1 -1.7211 - 4.42566 38 
-1 -1.6331 - 4.73689 09 -1 -1.5471 - 5. 06881 69 -1 -1.4627 - 5.42169 35 -1 -1.3795 - 5.79550 68 -1 -1.2973 - 6.18991 88 
-1� -1.2156 - 6.60420 33 -1 -1,1345 - 7.03717 50 -ll -1.0536 - 7.48710 95 -2 -9.7298 - 7.95166 19 -2 -8.9243 - 8.·�2777 38 
-2 -8.1193 - 8.91157 56 -2 -7.3150 - 9.39828 63 -2 -6.5114 - 9.88210 58 -2 -5.7090 - 10.3561 0 3 -2 -4.9088 - 1 0.81210 4 
( -2) -4.1117 - 11.24057 9 

yn(x)=�� .. jxYnH(x) = (-lt+1�J -(nH) (.r) [< -:)3] 

10-9x11y10(x) - 1.30156 80 - 1.34013 68 - 1.38083 98 - 1,42381 86 -1.46922 70 
-1.51723 25 - 1.56801 75 - 1.62178 08 -1.67873 97 -1 .73913 16 
-1 .80321 67 - 1.87128 02 -1.94363 49 - 2.02062 45 - 2.10262 69 
-2.19005 78 - 2.28337 46 - 2.38308 14 -2.48973 26 -2,60393 95 
-2.72637 44 - 2.85777 73 -2.99896 17 -3.15082 08 -3.31433 45 
-3.49057 53 - 3.68071 56 -3.88603 37 -4.10791 96 -4. 34788 05 
-4.60754 55 -4.88866 85 - 5.19312 95 - 5.52293 51 - 5.88021 45 
- 6.26721 41 -6.68628 70 -7.13987 95 -7. 63051 13 - 8.16074 96 
-8.73317 65 -9.35034 96 -10.01475 2 -1 0.72873 2 -11.49443 4 
-1 2.31371 5 -13.18805 0 -14.11841 9 - 1 5.10518 2 - 16.14793 9 
- 1 7.24536 7 

[< -:)7] 
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SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 20 AND 2 1  Table 1 0.3 

X 1026fzo(x) 1027! 
2
1 (x) l0-24Y

2
o(x) 10-25g

2
1 (x) 

o.o 7.62597 90 1.77348 35 - 0.31983 1 0  -1.31130 7 0  
0.5 7.62705 91 1 .77371 23  - 0.3 1988 1 1  -1.31149 3 3  
1. 0 7.63028 29 1. 77439 56 - 0. 32003 25 -1,31205 61 
1 .5  7.63560 15 1.77552 32 - 0,32028 86 - 1.31300 70 
2.0 7.64293 25 1. 77707 85 - 0.32065 49 -1.31436 61  

2.5 7. 65215 99 1.77903 78 - 0,32113 96 -1.31616 11 
3. 0 7.66313 22 1. 78137 03  - 0.32175 30  -1.31842 87 
3. 5 7. 67566 19 1. 78403 80  - 0.32250 82 -1.32121 43 
4. 0 7.68952 28 1 .  78699 49 - 0.32342 08 -1. 32457 29 
4.5 7.  70444 90 1.79018 73 - 0.32450 98 -1.32856 95 

5.0 7. 72013 23 1.79355 29 - 0.32579 69 -1.33328 02 
5. 5 7. 73621 95 1. 79702 05 - 0.3 2730 79 -1.33879 33  
6. 0 7.75231 00 1.80050 95 - 0. 3 2907 24 - 1. 34521 03 
6.5 7. 76795 28 1.80392 94 - 0.33112 44 -1. 35264 77 
7.0 7.  78264 38 1 .80717 91 - 0.33350 34 - 1.36123 89 

7.5 7. 79582 2 3  1.810 14 64 - 0.33625 47 -1.37113 69 
8. 0 7.80686 80 1.81270 77 - 0.3:3943 07 -1.38251 67 
8, 5 7.81509 84 1.81472 70 - 0.:34:309 23  -1.39557 96 
9. 0 7.81976 53 1.81605 56 - 0. 34731 02 -1.41055 73 
9. 5 7.82005 32  1.81653 14 - 0.35216 70 -1.42771 82 

1 0. 0  7.815076 1.815979 - 0. 35776 04 -1.447374 
1 0. 5  7,803876 1. 814208 - 0.36420 59 -1.469891 
11 .0  7 .  785428 1.811016 - 0. 37164 20  -1.495697 
11.5 7.  758627 1.806185 - 0. 38023 59 -1.525305 
12.0 7. 722309 1. 799482 - 0.39019 23 -1.559325 

12. 5 7.675238 1. 790664 - 0.40176 53 -1.598497 
13.0 7.616116 1. 779472 - 0.41527 46 -1.643728 
13. 5 7.543601 1. 765639 - 0.4311:3 22 - 1.696143 
14. 0 7.456316 1.  748885 - 0.44987 76 -1.757166 
14. 5 7.352841 1. 728929 - 0.47223 40 -1.828625 

15.0 7. 231764 1. 705481 - 0.49918 70 -1.912922 
15. 5 7.091689 1. 678251 - 0.53209 15 -2.013273 
16. 0  6.931265 1.b4b95b - 0.57279 98 -2.134049 
16.5 6.  749220 1. 611324 - 0.62378 79 -2.281228 
17.0 6. 544411 1.571 096 - 0.68821 72 -2.462936 

17 .5  6.315851 1.526041 - 0.76981 49 -2.689957 
1 8. 0  6.062784 1.475960 - 0.87240 01 -2.975953 
18. 5 5. 784739 1.420698 - 0.99883 14 -3.336925 
19. 0 5.481584 1.360155 - 1. 149171 -3.789188 
19. 5 5. 153621 1 .294299 -1.317987 -4. 344958 

20.0 4.801647 1.223178 - 1.490982 -5.004711 
20. 5 4. 427041 1.146936 - 1. 641599 -5.745922 
21 .0  4.031843 1.065826 - 1.728777 -6.508927 
21. 5 3. 618830 0.98022 63 - 1.697442 -7.182333 
22. 0 3.191590 0.89065 46 - 1.483467 -7.592679 

22.5 2.  754567 o. 79777 92 - 1.024223 -7.504782 
23 .0  2.313103 0.70243 25  - 0.274630 -6.640003  
23 .5  1 .873442 0.60561 45 + 0.773430 -4.717888 
24. 0 1.442686 0,50849 80 2.072631 -1.52185 
24. 5 1 .028721 0.41242 27 3.508629 +3.01816 

25.0 0 .640055 0 .31888 30 4.901591 +8. 74251 [ <-:)3] [ <-:)7] 
j11(x)=f11x11 exp ( - x2/4n+2) Yn(x) =Ynx- (n+l) exp (x2j4n+2) 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel func-
tions, vols. I, II.ColumbiaUniv. Press, New York, N.Y., 1947(with permission) . 
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Table 10.4 

SPHERICAL BES SEL FUNCTIONS-MODU LUS AND PHASE-ORDERS 9, 10, 20 AND 21 

x- I 
0. 1 0 0  
o .  0 9 5  
o. 090 
o. 085 
o. 080 

o. 075 
o. 070 
a. 065 
o. 060 
0. 055 

o. 050 
o. 045 
o. 040 
o. 035 
o. 030 

o. 025 
0. 020 
o. 015 
o. 010 
o. 005 

o. ooo 

x-1 
o. 040 
o. 038 
o. 036 
0. 034 
o. 032 

o. 030 
o. 028 
o. 026 
o. 024 
o. 022 

0. 020 
o. 018 
0. 016 
o.  014 
o. 012 

o. 010 
o. 0 08 
o. 0 06 
1), 004 
o. 002 

o. 0 00 

j (x) =�!?r/XMn+J(X) COS fln+J(X) 
n 

�!TxMt '� (x) Ot,�(x) -x 
1. 50513 6:30 1. 72:311 121  
1 . 41043 073 1. 44562 029 
1 . 33509 121 1. 17232 718 
1 . 2 7462 197 0. 90.378 457 
1.  22560 809 o. 640 1 7  615 

1. 18548 011 0. 38142 613 
1. 15231 423 +0. 12 729 416 
1. 12467 134 -0. 12255 277 
1. 10147 221 -0. 36849 087 
l. 08190 340 -0. 61090 826 

1. 06534 781 -0. 85018 673 
1. 05133 389 -1. 08669 229 
1. 03949 892 -1. 32077 114 
1. 02956 2 35 -1. 55274 891 
l. 02130 658 -1. 78293 175 

1. 01456 304 -2. 01160 832 
1. 00920 210 -2. 23905 224 
1.  00512 574 -2. 46552 469 
l. 00226 240 -2. 691 2 7  701 
1. 00056 327 -2. 91 655 326 

l. 00000 000 -3. 14159 265 

[< -93)2] [C -94)6] 

.J!nM47� (x) B•%(x) -x 
l. 31126 605 1. 12909 207 
l. 25741 042 0. 61321 1 35 
1. 21433 612 +0. 1 1048 098 
1 . 17917 949 -0. 38066 745 
1. 15001 033 -0. 8616.3 915 

1 . 12549 256 -1. 33366 819 
1. 10467 736 -1. 79783 172 
1. 08687 488 -2. 25507 118 
1.  07157 283 -2.  70621 373 
1. 05838 371 -3. 15199 149  

1. 04700 987  -3. 59305 805 
1. 03721 972 -4. 03000 220 
1. 02883 137 -4. 46335 928 
1, 02170 104 -4. 89362 072 
1 . 01571 485 -5. 32124 187 

1. 01078 282 -5. 74664 872 
1, 0068:3 452 -6. 1 7024 356 
1. 00381 592 -6. 59240 995 
1, 00168 705 -7. 01 351 707 
1. 00042 044 -7. 43392 365 

1 , 00000 000 -7. 85398 1 64 

[< -93)1] [< -:)2] 

Yn(x) =�!?r/XMn+J (X) sin t9nH(X) 

�!'lf'xM�� (x) 
1. 8415 7  799 
1. 65174 534 
1. 50947 539 
1. 40190 550 
1. 31 955 792 

1. 25559 2 2 3  
1 .  2 0514 049 
1. 1 6476 186 
l .  1 3202 416 
1. 1 0519 883 

1. 08304 588 
1 . 0 6466 5 62 
1. 04939 746 
l. 03675 1 0 4  
1. 02635 931 

1. 01794 637 
1. 01130 529 
l. 00 628 277 
1 . 00276 864 
1. 00068 866 

1 . 00000 000  

[C -:)6] 

�\7rXM4% (X) 
l. 37979 868 
l. 3 0763 025  
1. 2 5205 7 67 
1. 2 0806 627 
1. 1 7245 1 78 

1 . 14310 1 53 
1. 11857 851 
1. 09787 629 
1. 08027 122 
1. 06523 083 

1. 05235 561 
1. 04134 092 
1 . 03195 154 
1. 02400 42:3 
1. 01735 560  

1 .  01189 351  
1. 00753  09.3 
1 . 00420 1 5 3  
1. 00185 654 
1. 00046 2 53 

1 . 00000 000 

[< 18)2] 

8��(x) -x 
1. :35401 461 
1. 0019 6  372 
o. 6531 0 249 

+0  • .30984 705 
-0. 02643 915 

-0. 35524 574 
-0. 67664 889 
-0. 99107 278 
-1. 29911 571 
-1. 60143 947 

-1. 89870 678 
-2. 19155 009 
-2. 48055 907 
-2. 76627 814 
-3. 04920 9.36 

-3.  32981 7.37 
-3. 6085.3 532 
-3. 88577 070 
-4. 1 6191 1 0 6  
-4. 43732 935 

-4. 71238 898 

[C l�)
9] 

8'%(x) -x 
+0. 54348 547 
-0. 04056 472 
-0. 60729 830 
-1. 1 5885 172 
-1. 6971 7 688 

-2. 22398 514 
-2. 74075 480 
-3. 24876 024 
-3. 7491 0 503 
-4. 24275 239 

-4. 7.3055 1 0 5  
-5. 21325 651 
-5. 69154  843 
-6. 1 6604 479 
-6. 63731 .350 

-7. 10588 196 
-7. 5722 4 522 
-8. 03687 285 
-8. 5 0021 498 
-8. 96270 770 

-9. 42477 796 

[< -:)2] 
<x> = nearest integer to x. 

<x> 
1 0  
1 1  
1 1  
1 2  
1 .3  

1 3  
1 4  
15 
17 
1 8  

20  
22 
25 
29 
33 

40  
50  
67 

1 0 0  
2 00 

QO 

<x> 
25  
26 
28  
29  
31  

33 
36 
38 
42 
45 

50  
56  
63  
71  
8.3  

100  
1 2 5  
167 
250 
5 00 

QO 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel functions, vols. I, II .  
Columbia Univ. Press , New York, N.Y.,  1947 (with permission).  



n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  
13  
14 

15  
1 6  
17  
1 8  
19 

2 0  
3 0  
4 0  
5 0  

1 0 0  

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
14 

15 
16 
17  
18 
19 

20 
30  
40 
50 

100 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-VARIOUS ORDERS 

jn(x) 

Table 10.5 

x = l  
- 1! 8. 41470 9848 

1 3. 01168 6789 
2 6. 2 0350 5201 
3 9. 00658 1117 
3 1. 01101 5808 

- 5 9. 25611 5861 
- 6 7. 15693 6310 
- 7 4.  79013 4199 
- 8 2. 82649 8802 
- 9 1. 49137  6503 

- 11 7. 11655 2640 
- 12 3. 09955 1855 
- 13 1. 24166 2597 
- 15 4. 60463 7678 
- 16 1. 58957 5988 ! - 18 5. 1 32 68 6115 
- 19 1. 55670 8271 
- 21 4. 45117 7504 
- 22 1. 20385 5742 
- 24 3. 08874 2364 ! - 261 7. 53779 5722 
- 43 5. 56683 1267 
- 61 1. 53821 0374 
- 81 3. 61527 4717 

( -190) 7. 44472 7742 

x = lO 
- 21 -5. 44021 1109 
- 2 +7. 84669 4180 
- 2 +7. 79421 9363 
- 2 -3. 94958 4498 
- 1) -1. 05589 2851 

- 2 -5. 55345 1162 
- 2 +4. 45013 2233 
- 1 1. 13386 2307 
- 1 1. 25578 023b 
- 1 1. 00096 4095 � - 2 6. 46051 5449 
- 2 3. 55744 1489 � - 2 1. 72159 9974 
- 3 7. 46558 4477 
- 3 2. 94107 8342 

- 3 1. 06354 2715 
- 4 3. 55904 0735 
- 4 1. 1 0940 7280 
- 5 3. 23884 7439 
- 6 B. 89662 72b9 

! =l�l 2. 30837 1961 
2. 51205 7385 

-22 8. 43567 1634 
( -31 2. 23069 6023 

( -90) 5. 83204 0182 

X = 2  
- 1 4. 54648 7134 
- 1 4. 35397 7750 
- 1 1. 98447 9491 
- 2 6, 07220 9766 
- 2 1. 40793 9276 

- 3 2. 6351 6 9770 
- 4 4, 14040 9734 
- 5 5. 60965 5703 
- 6 6. 68320 4324 
- 7 7. 10679 7192 

- 8 6. 82530 0865 
- 9 5. 97687 1612 
- 10 4. 81014 8901 
- 11 3. 58145 1402 
- 12 2. 48104 9119 

- 13 1. 60698 2166 
- 15 9. 77323 7728 
- 16 5. 60205 9151 
- 17  3. 03657 8644 
- 18 1. 56113 3992 ! - 2 01 7. 63264 1101 
- 34 5. 83661 7888 
- 49 1. 66097 8779 
- 66 4. 01157 5290 

( -160) 9. 36783 2591 

x= 50 
( - 3) -5. 24749 7074 � - 21 -1. 94042 7051 

- 3 +4. 08324 0843 
- 2 +1. 98125 9460 
- 3 -1. 30947 7600 

r 2 -2. 00483 0056 
- 3 -3. 10114 8524 
- 2 +1. 92420 0195 
- 3 +B. 87374 9108 

( - 2 -1. b2249 2725 

( - 2 -1. 50392 2146 
- 3 +9. 90845 4236 
- 2 +1. 95971 1041 
- 4 -1. 09899 0300 
- 2 -1. 96564 5589 

- 2! -1. 12908 4539 
- 2 +1. 265b1 3175 
- 2 +1. 9b438 9234 
- 3 +1, 09459 2888 
- 2 -1. 88338 9360 �- 2 1 -1. 57850 2990 
- 3 -1. 494b7 3454 
- 2 -2. 60b33 6952 
- 2 +1. 88291 0737 

( -22) +1. 01901 2263 

x= 5  
- 1 � -1. 91784 8549 

2 -9. 50894 0808 
1 +1. 34731 2101 

- 1) 2. 29820 6182 
1) 1. 87017 6553 

- :1�l 1. 06811 1615 
4. 79668 9986 
1. 79027 7818 
5. 74143 4675 
1. 61809 9715 

- 4 4. 07344 2442 
- 5 9. 27461 1037 
- 5 1. 92878 6347 
- 6 3. 69320 6998 
- 7 6. 55454 3131 

- 7
8

) 1. 08428 0182 
) 1. 6 7993 9976 

9� 2. 44802 0198 = 10 3. 36741 6303 
- 11 4. 38678 6630 ! 12 1 5. 42772 6761 = 22 4. 28273 0217 
- 33 1. 21034 7583 
- 46 2. 85747 9350 

( -120) 5. 53565 0303 

X= lOO � -3) -5. 06365 6411 
-3 -8. 67382 5287 
-3
1
+4. 80344 1652 

-3 +8. 91399 7370 
( -3 -4. 17946 1837 � -3 � -9. 29014 8935 

-3 +3. 15754 5454 
-3 +9. 70062 9844 
-3 -1. 70245 0977 

( -3) -9. 99004 6510 

-4 -1. 95657 8597 
-3 +9. 94895 8359 
-3 +2. 48391 8282 
-3 -9. 32797 8789 
-3 -5. 00247 2555 

-3 +7. 87726 1748 
-3 +7. 44442 3697 
-3 -5. 42060 1928 
-3 -9. 34163 4372 
-3 +1. 96419 7210 � -2� +1. 01076 7128 
-3 +B. 700b2 8514 
-2 +1. 04341 0851 
-4 +5. 79714 0882 

( -2) +1. 08804 7701 

465 
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Table 10.5 SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-VARIOU S ORDERS 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
11  
12  
13  
14 

15 
16 
17  
1 8  
1 9  

2 0  
3 0  
40 
50  

100 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
14  

15  
16  
17  
18  
19 

2 0  
3 0  
4 0  
50  

100 

X = 1  
- 1  -5. 40302 3059 

0 - 1. 38177 3291 
0 - 3. 60501 7566 
1 - 1. 66433 1454 
2 - 1. 12898 1842 

2 -9. 99440 3434 
4 -1. 08809 4559 
5 - 1. 40452 8524 
6 - 2. 09591 1840 
7 - 3. 54900 4843 

8�-6. 72215 0083 
10 -1. 40810 2512 
11 - 3. 23191 3629 
12�-8. 06570 3047 
14 -2. 17450 7909 

15 -6. 29800 7233 
17 - 1. 95020 7734 
18 -6. 42938 7516 
20  - 2. 24833 5423 
21 - 8. 31241 1677 

2l 3. 23959 2219 
40 - 2. 94642 8547 
58 -8. 02845 0851 
78 �2. 73919 2285 

( 186) -6. 68307 9463 

x = 10 
- 2  -+- 8. 39071 5291 
-2 +6. 27928 2638 
-2 - 6. 50693 0499 
-2  -9. 53274 7888 
- 3  - 1. 65993 0220 rT9. 38335 4168 
- 1  +1. 04876 8261 
-2  +4. 25063 3221 
- 2 - 4. 11173 2775 
-1 - 1. 12405 7894 

-1  - 1. 72453 6721 
- 1  -2 . 49746 9220 
- 1  - 4. 01964 2485 
- 1  -7. 55163 6993 

0 -1. 63697 7739 

0 - 3. 99207 1745 
1 -1. 07384 4467 
1 - 3. 14447 9567 
1 -9. 93183 4017 
2 - 3. 36033 0630 

I 31·L 21 121 0605 
9 -6. 9 0831 8646 

18 -1. 51 030 4919 
27 -4. 52822 7272 

( 85)-8. 5 7.322 6309 

Yn(x) 
x = 2  x = 5  { - 1 +2 . 08073 4183 1 - 2  -5. 67324 3709 

- 1 -3, 50612 0043 - 1  +1. 80438 3675 
1 -7. 33991 4247 - 1  +1. 64995 4576 

� 0 - 1. 48436 6557 � - 2 -1. 54429 0991 
0 -4. 46129 1526 - 1  -1. 86615 5315 

1 - 1. 85914 4531 r, -3. 2 0465 0467 
1 -9.  77916 5769 - 1  -5. 18407 5714 
2 -6. 17054 3296 0 -1. 02739 4639 
3 - 4. 53011 5815 0 -2. 56377 6345 
4 - 3. 78889 3009 0 -7. 68944 4934 

T3. 55414 1201 1 -2. 66561 1441 
6 -3. 69396 5631 2 -1. 04266 2356 
7 -4. 21251 9003 2 -4. 52968 5692 
8 -5. 22870 9098 3 -2. 1605 7 6611 
9 -7. 01663 2 092 4 -1. 12141 4513 

11 - 1. 01218 2944 4 -6, 28814 6513 
12 -1. 56186 6932 5 -3. 78650 9387 
1 3  -2. 56695 8608 6 -2. 43621 4730 
14 -4. 47655 8894 7 -1. 66748 5217 
15 -8. 25596 4368 8 -1. 20957 6913 

17�-1. 60543 6493 T9. ,. 795 1403 
:n -1. 40739 3871 18 -7. 76071 7570 
46 -3. 72092 9322 30  -2. 05575 8716 
63) -1. 23502 1944 42 - 6. 96410 9188 

(156) -2. 65595 5830 ( 116) -1. 79971 3983 

x = 50 x= lOO 
- 2  -1 . 92993 2057 -3 - 8. 62318 8723 
- 3 +4. 86151 0663 -3 + 4. 97742 4524 
- 2 +1. 95910 1121 -3 + 8. 77251 1459 
- 3 -2. 90240 9542 -3 - 4. 53879 8951 
- 2 -1.  99973 4855 -3 -9, 09022 7385 

- 4  - 6. 97113 1965 -T 3. 72067 8486 
- 2 +1. 98439 8364 -3 +9. 49950 2019 
- 3  +5. 85654 8943 -3 - 2. 48574 3224 
- 2  - 1. 80870 1896 -3 -9. 87236 3502 
- 2 -1. 20061 3539 -4)+8, 07441 4285 

! -2 +1. 35246 8751 � -2!+ 1. 00257 7737 
- 2  +1. 76865 0414 -3 + 1. 29797 1820 
- 3  -5. 38889 5605 -3 -9. 72724 3855 
-2 -2. 03809 5195 -3 - 3. 72978 2784 

( - 3  -5. 61681 8446 { -3 +8, 72020 2503 

-2 +1. 71231 9725 ( -3 +6. 25864 1510 
-2 +1. 62.332 0074 ( -3 -6. 78002 .3635 
- 3  -6. 40928 4759 I -3 -8. 49604 9309 
-2 -2. 07197 0007 � -3 +3. 80640 6377 
- 3  -8. 92329 3294 -3 +9. 9 0441 9669 

I . 21 .1. 37595 3130 � -51+5. 63172 9379 
-2 -2. 24122 6812 -3 -5. 41292 9349 
- 5 +4. 97879 7221 -4 -7. 04842 0407 
- 2 -4. 19000 0150 -2 +1. 07478 2297 

( +18)- 1. 12569 2891 ( -2) -2. 29838 5049 
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ZEROS OF BESSEL FUNCTIONS OF HALF-INTEGER ORDER Table 10.6 

J.(i,, .)=O Y.(11,, 8)=0 
jv1 8 J;(j,) l/11,8 (- l)n+I Y;(Y, , ,) Jv, 8 /lv, N 

(- l)n+�"r;(!I,, J 
l/2 1 3. 141593 -0. 45015 8 2  1. 570796 -0. 63661 98 1 5/2 1 1 1 . 657032 -0. 20550 46 9. 457882 +0, 2 0754 83 

2 6. 283185 +0. 3 1 83 0  9 9  4, 712389 +0. 36755 2 6  2 15, 431 289 +0. 19008 87 1 3. 600629 -0. 1 9801 0 1  
3 9. 424778 -0. 2 5989 89 7. 853982 -0. 28470 5 0  3 18. 922999 -0. 17582 99 1 7. 197777 +0. 1 8264 01 
4 1 2. 566370 +0. 2 2 5 0 7  91 10. 995574 +0. 24061 9 7  4 2 2 . 295348 +0. 16402 3 8  20. 619612 -0. 1 6964 4 4  
5 15. 707963 -0. 2 01 3 1  68 14. 1 3 7 1 67 -0. 2 1 2 2 0  66 5 2 3. 955267 +0. 1 5890 1 4  
6 1 8. 849556 +0. 1 83 7 7  63 17. 278760 +0. 19194 81 
7 21. 9911 49 -0. 1 70 1 4  38 20. 420352 -0. 1 7656 66 
8 23. 561945 +0. 1 64 3 7  45 

1 7/2 1 1 2. 790782 -0. 1 9 382 82 1 0. 529989 -0. 1 9361 38 
2 1 6. 641003 +0. 1 8 1 5 5  1 5  1 4. 777175 +0. 18810 9 2  
3 20. 1 82 4 71 -0. 1 6922 1 0  18. 434529 -0. 1 75 1 7  2 7  

'3/2 1 4. 493409 -0. 36741 35 2. 798386 +0. 44914 8 4  4 2 3. 591275 +0. 15870 04 21. 898570 +0. 16373 75 

2 7, 725252 +0. 28469 2 0  6. 1 2 1 2 5 0  -0. 31827 3 7  
3 10. 904122 -0. 24061 69 9. 317866 +0. 2 5989 3 3  
4 14. 066194 +0. 2 1 2 2 0  5 7  1 2. 486454 -0. 2 2 5 0 7  7 6  
5 1 7. 220755 -0. 1 9194 7 7  1 5. 6441 2 8  +0. 20131 6 3  19/2 1 1 3. 915823 -0. 1 83 7 6  1 2  11. 597038 +0. 18186 4 2  
6 20. 371303 +0. 1 7656 64 1 8. 796404 -0. 1 8377 61 2 1 7. 838643 +0. 1 7 398 8 0  1 5. 942945 -0 . 1 7944 1 0  
7 23. 519452 -0. 1 64 3 7  44 21. 94561 3 +0. 17014 37 3 21. 428487 -0. 16326 1 7  19. 658369 +0. 1 6849 3 3  

4 24. 8 7 3 2 1 4  +0. 15383 8 4  23, 1 63734 -0. 1 5837 4 5  

5/2 1 5. 763459 -0. 3 1 7 1 0  58 3. 959528 -0. 36184 6 8  2 1 / 2  l 15. 0 33469 -0. 1 7496 82 12. 659840 -0. 1 71 7 9  2 2  
2 9. 095011 +0. 2 59 7 3  3 0  7. 451610 +0. 28430 7 5  2 19. 025854 +0. 16722 5 9  1 7, 099480 +0. 1 7176 9 7  
3 1 2. 322941 -0. 2 2 5 03 59 10. 715647 -0. 24053 93 3 22. 662721 -0. 1 5 785 09 2 0. 870973 -0. 16247 1 3  
4 15. 5 1 4603 +0. 2 01 3 0  1 4  13. 921 686 +0. 2 1 2 1 8  1 5  4 24. 416749 +0. 1 5347 56 
5 18. 689036 -0. 1 8376 9 6  17. 1 03359 -0. 19193 81 
6 21. 853874 +0. 17014 0 5  20. 2 7 2 369 +0. 1 7656 1 9  
7 23. 433926 -0. 1 6437 21 

23/2 1 1 6. 1 44743 -0. 1 67 2 0  3 9  1 3. 719013 +0. 1 6304 06 
2 20. 2 0 3943 +0. 1 61 1 3  2 5  18. 247994 -0. 16491 8 6  
3 23. 886531 -0. 15290 8 7  22. 073692 +0. 1 5 7 0 0  5 0  

7/2 1 6. 987932 -0. 28223 7 1  5. 088498 +0. 3 0882 3 6  
2 1 0. 417119 +0. 24019 2 3  B .  733710 -0. 25896 7 7  
3 1 3. 698023 -0. 2 1 2 0 8  02 12, 067544 +0. 22485 6 8  25/2 1 1 7. 2 5 0455 -0. 16028 44 14. 775045 -0. 1 5 534 9 7  
4 16. 923621 +0. 1 91 89 90 15, 3 1 5390 -0. 2 01 2 4  01 2 21. 373972 +0. 15560 4 7  1 9. 389462 +0. 15875 2 0  
5 20. 1 21 8 0 6  -0. 1 7654 40 18. 525210 +0. 18374 36 3 23. 267630 -0. 15201 34 
6 23. 304247 +0. 16436 2 8  21. 714547 -0. 1 70 1 2  77 
7 24, 891503 +0. 1 59 1 4  62 

27/2 l 18. 3 5 1 2 61 -0. 1 5406 88 15. 828325 +0. 1 4852 56 
2 22, 536817 +0. 15056 0 0  20. 524680 -0. 1 5 3 1 6  36 
3 24. 453705 +0. 1 4743 1 5  

9/2 1 8. 182561 -0. 2 5 620 49 6. 1 9 7831 -0. 2 7 2 3 6  2 5  
2 11. 704907 +0. 22432 5 3  9. 982466 + 0. 2 3908 76 
3 15. 039665 -0. 2 0 1 0 7  1 2  13. 385287 -0. 2 1 1 7 9  2 7  
4 18. 301256 +0. 1 83 6 7  4 4  16. 676625 +0. 1 9 1 7 9  35 2 9/2 l 19. 447703 -0. 14844 6 9  1 6. 879170 -0. 1 42 4 2  0 4  
5 21. 525418 -0. 1 7009 4 6  19. 91 6796 -0. 1 7 649 69 2 2 3. 693208 +0. 14593 2 1  21. 654309 +0. 14806 9 1  
6 24. 727566 +0. 1 5 9 1 2  8 6  23. 128642 +0. 16433 8 9  

31/2 1 20, 540230 -0. 14333 1 2  17. 927842 +0, 1 3691 88 
2 24. 843763 +0. 1 4 1 66 70 22. 778902 -0. 1 4 34 0  05 

11/2 1 9. 355812 -0. 2 3 5 80 60 7. 293692 +0. 2 4 5 38 1 4  
2 12. 966530 +0. 2 1 1 0 9  29 1 1 . 206497 -0. 2 2 2 93 49 
3 16. 354710 -0. 19155 58 14. 676387 +0. 2 0067 8 6  33/2 1 21. 629221 -0. 1 3865 1 1  1 8. 974562 -0. 1 31 92 99 
4 19, 653152 +0. 1 7639 49 18. 011609 -0. 1 8352 21 2 2 3. 898931 +0. 1 391 0 20 
5 22. 904551 -0. 16428 83 21. 283249 +0. 1 7 002 38 
6 24. 518929 -0. 15909 1 5  

.35/2 1 22. 71 5002 -0. 1 3434 9 3  2 0. 019515 +0. 1 2738 05 

1 3/2 1 10, 5 12835 -0. 21926 4 8  8. 379626 -0. 2 2441 70 
37/2 23. 797849 -0. 1 3 037 81 21. 062860 -0. 12321 1 3  

2 14. 2 0 7 39 2  +0. 19983 04 12. 4 1 1 301 +0. 2 0946 6 5  
3 1 7. 647975 -0. 1 83 2 1  82 1 5. 945983 -0. 1 9 1 06 59 
4 20. 983463 +0. 1 6988 8 2  19. 32482 0 +0. 17619 60 
5 24. 2 62768 -0. 1 5902 21 2 2. 628417 -0. 1 6419 26 39/2 24. 878005 -0. 1 2 669 8 1  22. 104735 +0. 1 1 9 3 7  34 

Values to greater accuracy and over a wider range are given in [10.31]. 
From National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel functions, vols. I, II. Columbia Univ. 

Press, New York, N.Y., 1947 (with permission). 
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Table 10.7 ZEROS OF THE DERIVATIVE OF BESSEL .FUNCTIONS 
OF H ALF-INTEGER ORDER 

J;u; . •  )=o r;(.11;, ,)=O 
i;.s J,U;, .) Y;, s ( -1)"+ 1 Y,(Y;, 8) i;, s J.U; . •  ) Y;,s  ( - 1)n+lY,(Y;, ,) 

1/2 1 1, 1 65561 +0. 679192 2. 975086 -0. 456186 1 5/2 1 9. 1 1 3402 +0. 330874 ll. 5.357.31 +0. 266883 
2 4. 60421 7  -0. 369672 6. 202750 +0. 319331 2 1 3 . 525575 -0. 236854 15. 376058 -0. 21728 3  
3 7. 789884 +0. 285287 9. 371475 -0. 260267 3 17. 153587 +0. 2 02841 1 8. 885886 +0. 191447 
4 1 0. 949944 -0. 240870 12. 526476 +0. 225258 4 2 0. 587450 -0. 182077 22. 266861 -0. 1 74147 
5 1 4. 1 0 1 72 5  + 0 .  212340 15. 676078 -0. 2 01419 5 2 3. 929631 +0. 1 67294 
6 17. 249782 -0. 192029 18. 822999 +0. 183841 
7 20. 395842 +0. 1 76620 21. 968393 -0. 170188 
8 23. 540708 -0. 164412 

1 7/2 1 10. 180054 +0. 318378 1 2. 669130 -0. 257833 
2 14. 7 02493 -0. 2 29449 1 6. 586323 +0. 210950 
3 18. 390930 +0. 1 97291 2 0. 145940 -0. 1 86505 
4 21. 8&6965 -0. 1 77623 2 3. 563314 + 0. 170098 

3/2 1 2. 460536 +0. 525338 4. 354435 +0. 38B891 
2 6. 029292 -0. 328062 7. 655545 -0. 290138 
3 9. 261402 +0. 263295 1 0. 856531 +0. 242 910 
4 12. 445260 -0. 22&711 14. 029845 -0. 213417 1 9/ 2  1 11. 241 675 +0. 307606 1 3. 793646 +0. 249935 
5 15, 61 1585 + 0. 202245 17. 191285 +0. 192678 
6 18. 769469 -0. 184363 2 0. 346496 -0. 177046 

2 15. 868463 -0. 222927 17. 784362 -0. 205332 

7 21. 922619 +0. 170542 23. 498023 +0. 1 64709 
3 1 9 . 615227 +0. 192335 21. 392422 +0. 182 067 
4 2.3. 132584 -0. 1 73605 24. 845689 -0. 1 &6427 

5/2 1 3. 632 797 +0. 4 57.398 5. 634297 -0. 3 5 0669 
21/2 1 12. 299124 +0. 298179 14. 910648 -0. 242951 

2 7. 367009 -0. 301449 9. 030902 +0. 2 70 0 06 
2 17. 025072 -0. 2 1 7118 lB. 971857 +0. 2 0 0296 

3 1 0. 603561 +0. 247304 12. 278Bo3 -0. 2297B3 
3 2 0. B28186 +0. 187870 22. 627032 -0. 178048 

4 1 3. B83370 -0. 215670 15. 480655 +0. 203956 
4 24. 385974 -0. 169950 

5 17. 072849 +0. 194015 1 8. &61309 -0. 1 B5432 
6 20. 246945 -0. 177917 21. B30390 +0. 171 262 
7 2 3. 412100 +0. 1 65 31 4  24. 992411 -0. 159953 

2 3/2 1 1 3. 353045 +0. 289825 1 &. 02119& +0. 236710 
2 18. 1 7 3567 -0. 2 1 1 89 3  2 0. 1 5 0142 -0. 195742 
3 22. 0 31 1 81 +0. 1 B3813 23. B5ll47 -1-0. 174383 

7/2 1 4. 762196 +0. 415533 6. 863232 +0. 324651 
2 B. 653134 -0. 282237 1 0. 356373 -0. 2 54849 
3 12. 018262 +0. 234B75 1 3. 656304 +0. 219318 2 5/2 1 14. 403937 +0. 2B2348 1 7. 126125 -0. 231 081 
4 15. 279 081 -0. 2 06685 1 6. 891 400 -0. 196124 2 19. 314945 -0. 207156 21 .  320300 i-0, 191594 
5 lB. 496200 + 0. 187103 2 0. 095393 +0. 1 79270 3 23. 2 2 533.3 +0. 1B0103 
b 21. 690284 -0. 1 72377 2 3. 281796 -0. 166245 
7 24. 870602 +0. 1 60741 

2 7/2 1 15. 452196 +0. 275596 18. 226109 +0. 2 2 59 6 5  
2 20. 450018 -0. 202830 22. 483219 -0. 1 87792 
3 24. 411 571 +0. 176690 

9/2 1 5. 868420 +0. 386006 8. 060030 -0. 305246 
2 9, 904306 -0. 267385 1 1 . 646354 +0. 242810 
3 1 3. 337928 +0. 22478B 14. 999624 -0. 2 1 0 67 3  29/2 1 16, 498138 +0. 269455 19. 321702 -0. 2212B6 4 16. 641 787 -0. 199151 18. 270330 +0. 189472 
5 19. 8B8934 + 0. 181169 21. 500029 -0. 1 73929 

2 21. 579459 -0. 198856 23. 639641 +0. 184287 

6 2 3, 1 05297 -0. 167534 24, 7 05942 +0. 1 61826 

31/2 1 17. 542024 +0. 263833 2 0. 413362 +0. 2 1 6981 
2 22. 7 03832 -0. 1 95187 24. 790191 -0. 1B1040 

1 1/2 1 6. 959746 +0. 363557 9. 234274 +0. 2B9946 
2 11. 1 29856 -0. 2 5 5 385 12. 909478 -0. 2 32895 
3 14. 630406 +0. 2 1 6349 1 0. 3 1 5912 +0. 203344 33/2 1 18. 584071 +0. 258658 21. 501 477 -0. 2 13000 
4 17. 977886 -0. 1 92692 19. 623229 -0. 1 83714 2 23. 823614 -0. 191783 
5 21. 2 56291 +0. 1 75987 22. 879980 +0. 1 69229 
6 24. 49632 7 -0. 1 63244 

35/2 1 19. 624460 +0. 253B71 22. 5B6374 +0. 2 09303 
2 24. 939214 -0. 188612 

1 3/2 1 B. 040535 ... o. 345649 1 0. 391621 -0. 2 77420 37/2 1 20. 663347 +0. 249423 -0. 205855 2 12. 335631 -0. 245384 14, 1 51 39 9  +0. 22451 3 23. 668335 

3 1 5. 901023 ... o. 2 09127 1 7, 610124 -0. 197009 
4 19. 291967 -0. 187058 2 0, 954335 +0. 178651 
5 22. 602185 +0. 1 71399 24. 238863 -0. 1 65043 39/2 1 2 1 . 7 00865 +0. 245275 24. 747606 +0. 202629 

Values to greater accuracy and over a wider range are given in [10.31]. 
From National Bureau of Standards, Tables of spherical Bessel functions,. vols. I, II. Columbia Univ. 
Press, New York, N.Y., 1947 (with permission) . 
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MODIFIED SPHERICAL BESSE L  FUNCTIONs-oRDERS 0, I AND 2 Table 10.8 

X io(x) i 1 (X) i2 (X) ko(x) k1 (x) k2 (x) 0. 0 1.00000 000 0.00000 000 0.00000 0000 00 00 00 0.1 1.00166 750 0.03336 668 0.00066 7143 14.21315 293 156.344682 4704.5536 0.2 1.00668 001 0.06693 370 0.00267 4294 6.43029 630 38.58177 78 585.15696 0.3 1.01506 764 0.10090 290 0.00603 8668 3.87891 513 16.80863 22 171.96524 0.4 1.02688 081 0.13547 889 0.01078 9114 2.63234 067 9.21319 233 71.731283 
0.5 1.04219 061 0.17087 071 o. 01696 6360 1.90547 226 5. 71641 679 36.2 03973 0.6 1.06108 930 0.20729 319 0.02462 3348 1.43678 550 3.83142 801 20.593926 0,7 1.08369 100 0.24496 858 0,03382 56 78 1.11433 482 2. 70624 170 12.712514 0.8 1.11013 248 0.28412 808 0.04465 2156 0.88225 536 1.98507 456 8.32628 49 0.9 1.14057 414 0.32501 361 0.05719 5452 0.70959 792 1.49804 005 5.70306 48 
1.0 1.17520 119 0.36787 944 0.07156 2871 0.57786 367 1.15572 735 4.04504 57 1.1 1.21422 497 0.41299 416 0.08787 7251 0.47533 880 0.90746 4974 2.95024 33 1.2 1.25788 446 0.46064 259 0.10627 7995 0.39426 230 o. 72281 4219 2.20129 78 1.3 1.30644 803 0.51112 785 0.12692 2227 0.32930 149 0.58261 0332 1.67378 69 1,4 1.36021 536 0.56477 365 0.14998 6112 0,27668 115 0.47431 0537 1.29306 09 
1.5 1.41951 964 0.62192 665 0.17566 6332 0,23366 136 0.38943 5596 1.01253 25 1.6 1.48472 997 0.68295 906 0.20418 1728 0.19821 144 0.32209 3595 0.80213 693 1.7 1.55625 408 0, 74827 140 0.23577 5138 0.16879 918 0.26809 2818 0.64190 415 1.8 1.63454 127 0.81829 550 0.27071 5433 0,14425 049 0,22438 9655 0.51823 325 1.9 1.72008 574 0.89349 778 0.30929 9770 0.12365 360 0.18873 4440 0.42165 535 
2.0 1.81343 020 0.97438 274 0.35185 6089 0.10629 208 0.15943 8124 0. 34544 927 2.1 1. 91516 988 1.06149 681 0.39874 5868 0.09159 719 0.13521 4906 0.28476 135 2.2 2. 02595 690 1.15543 247 0.45036 7165 0.07911 327 0.11507 3847 0.23603 215 2.3 2.14650 513 1.25683 283 0.50715 7959 0. 06847 227 0.09824 2824 0.19661 508 2.4 2.27759 551 1.36639 653 0.56959 9849 0.05937 476 0.08411 4246 0.16451 757 
2.5 2.42008 179 1.48488 308 0.63822 2102 0.0515 7 553 0.07220 5736 0.13822 241 2.6 2.57489 701 1.61311 877 o. 71360 6125 0.04487 256 0.06213 1241 0.11656 246 2,7 2.74306 041 1.75200 304 o. 79639 0365 0.03909 858 0,05357 9539 0.09863 140 2.8 2.92568 513 1.90251 546 0.88727 5704 0.03411 437 o. 04629 806 7 0.08371 944 2.9 3.12398 658 2.06572 335 o. 98703 1387 0.02980 354 0.04008 0625 0.07126 626 
3.0 3.33929 164 2.24279 012 1.09650 152 0.02606 845 0.03475 7931 0.06082 638 3.1 3.57304 872 2.43498 437 1.21661 224 0.02282 681 0.03019 0302 0.05204 323 3.2 3.82683 875 2.64368 983 1.34837 954 0.02000 910 0.02626 1944 0.04462 967 3.3 4.10238 723 2.87041 631 1,49291 787 0,01755 635 0.02287 6452 0. 03835 312 3.4 4.40157 747 3,11681 153 1.65144 965 0.01541 84l 0.01995 3243 0,03302 422 
3.5 4.72646 494 3. 38467 421 1.82531 562 0.01355 255 0.01742 4712 0. 02848 802 3,6 5.07929 316 3.67596 831 2.01598 623 0.01192 222 0.01523 3952 0.02461 718 3.7 5.46251 092 3.99283 865 2.22507 418 0. 01049 611 0.01333 2903 0.02130 658 3.8 5.87879 128 4.33762 799 2.45434 813 0.00924 735 0,01168 0862 0. 01846 908 3.9 6.33105 220 4. 71289 572 2.70574 780 0.00815 280 0.01024 3262 0.01603 223 
4.0 6,82247 930 5.12143 838 2.98140 051 0.00719 253 0.00899 0668 0.01393 554 4.1 7.35655 060 5.56631 208 3.28363 932 0. 00634 934 0.00789 7961 0.01212 834 4.2 7.93706 374 6.05085 704 3.61502 300 0.00560 833 0.00694 3650 0. 01056 808 4.3 8.56816 571 6.57872 451 3. 97835 791 0.00495 661 0.00610 9316 0.00921 893 4.4 9.25438 538 7.15390 628 4.37672 200 0.00438 300 0.00537 9136 0.00805 059 
4.5 10.00066 914 7.78076 689 4.81349 122 0.00387 777 0. 00473 9498 0.00703 744 4.6 10,81241 998 8.46407 908 5.29236 840 0.00343 248 0.00417 8666 0.00615 769 4.7 11.69554 012 9,20906 250 5.81741 513 0.00303 975 0.00368 6506 0.00539 284 4.8 12.65647 789 10.02142 620 6.39308 652 0.00269 318 0.00325 425 7 0.00472 709 4.9 13.70227 889 10.90741 515 7.02426 961 0.00238 716 0.00287 4331 0.00414 695 
5.0 14.84064 212 11.87386 128 7.71632 535 0.00211 679 0.00254 0146 0.00364 088 [(-;)1] [( -;)1] [( -l)8] 

in(X) = �� 1r/xl , (x) n+� kn(X) = �� 1rjxK nH (x) 
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Table 10.9 MODIFIED SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 9 AND 10 

X 109x-9i9 (x) 1010x- 10i10 (x) 10-7 x10k9(x) 10-9xllkw(x) 
o. 0 1. 52734 93 o. 72730 92 5. 41287 38 1. 02844 60 
0. 1 1. 52771 30 o. 72746 73  5. 41128 21 1. 02817 54 
0. 2 l. 52880 46 o. 72794 19 5. 40650 99 l.  02736 41 
o. 3 l. 53062 54 o. 72873 35 5, 39856 70 1. 02601 35 
0. 4 l. 53317 79 o. 72984 30 5, 38746 92 l. 02412 59 

o. 5 1, 53646 54 o. 73127 18 5. 37323 85 1. 02170 47 
o. 6 1. 54049 23 o. 73302 17 5, 35590 33 1. 01875 42 
0. 7 1. 54526 36 o. 73509 47 5. 33549 79 l.  01527 95 
o. 8 l. 55078 57 o. 73749 33 5. 31206 23  1. 01128 67 
o .  9 1. 55706 60 o. 74022 04 5. 28564 31 1. 006 78 27 

1. 0 1. 56411 27 o. 74327 93 5. 25629 13 1. 00177 53 
1. 1 1. 57193 49 o. 74667 38 5. 22406 45 0. 99627 31 
1. 2 1. 58054 32 o. 75040 79 5. 18902 48 0. 99028 56 
1. 3 l. 58994 87 o. 75448 62 5. 15123 93 o. 98382 30 
1. 4 1. 60016 42 o. 75891 37 5. 11078 01 0. 97689 61 

1. 5 1. 61120 30 o. 76369 58 5. 06772 38 0. 96951 68 
1. 6 1. 62308 02 o. 76883 83 5, 02215 07 o. 96169 72 
1. 7 l. 63581 13  o .  77434 76 4. 97414 57 0, 95345 03 
1. 8 l. 64941 38 o. 78023 05 4. 92379 68 0. 94478 97 
1. 9 l. 66390 60 o. 78649 43 4. 87119 57 o. 935 72 94 

2. 0 1. 67930 73 o. 79314 68 4. 81 643 66 o. 92628 41 
2. 1 1. 69563 90  o. 80019 63 4 .  75961 72 o .  91646 88 
2. 2 1. 71292 33 o. 80765 17 4.  70083 65 o. 90629 89 
2. 3 1. 73118 39 0, 81552 21 4. 64019 67 0. 89579 04 
2. 4 l. 75044 59 o. 82381 79 4. 57780 09 o. 88495 95 

2, 5 l. 77073 63 o. 83254 94 4. 51375 41 0. 87382 25 
2. 6 1. 79208 32 o. 84172 78 4. 44816 2 3  o. 86239 63 
2. 7 1. 81451 64 0. 85136 49 4. 38113 22 0. 85069 78 
2. 8 1. 83806 76 o.  86147 30 4.  31277 10 o. 83874 39 
2. 9 1. 86277 03 0. 87206 54 4. 24318 63 o. 82655 20  

3 .  0 l. 88865 96 o. 88315 57 4. 17248 53 o. 81413 92 
3. 1 1. 91577 24 0. 89475 86 4. 10077 50 0. 80152 28 
3. 2 1. 94414 79 0. 90688 95 4. 02816 19 o. 78872 01 
3. 3 1, 97382 74 0. 91956 42 3. 95475 12 o. 77574 83 
3. 4 2. 00485 39 o. 93279 97 3. 88064 76 o. 76262 45 

3. 5 2. 03727 33 o. 94661 40 3, 80595 33 o. 74936 56 
3. 6 2. 07113 33 o. 96102 55 3. 73076 99 o. 73598 84 
3. 7 2. 10648 43 0. 97605 38 3. 65519 70 o. 72250 95 
3. 8 2. 14337 94 o. 99171 97 3. 57933 16 o. 70894 53  
3. 9 2. 18187 40 1. 00804 44 3. 50326 88 o. 69531 19 

4. 0 2. 22202 68 l. 02505 08 3. 42710 13 o. 68162 50 
4. 1 2. 26389 90 1. 04276 26 3. 35091 95 0. 66790 02 
4, 2 2. 30755 54 1. 06120 45 3. 27481 07 o. 65415 25 
4. 3 2. 35306 35 l. 08040 28 3. 19885 96 0. 64039 66 
4. 4 2. 40049 43 1. 1 0038 47 3. 12314 76 0. 62664 70 

4. 5 2, 44992 27 1. 12117 91 3. 04775 39 o. 61291 75 
4. 6 2. 50142 71 1. 14281 58 2. 97275 34 0. 59922 16 
4. 7 2, 55508 99 1. 16532 63 2. 89821 88 0. 58557 24 
4, 8 2, 61099 74 1. 18874 39 2. 82421 90 0. 57198 25 
4. 9 2. 66924 03 1. 21310 29 2. 75081 98 0. 55846 39 

5. 0 2. 72991 40 1. 23843 97 2. 67808 38 0. 54502 82 

[<-:)3] [ <-l)l] [<-:)4] [<-:)7] 
i,.(x) �i 1r(�I nH (x) k,.(x) 1r(xK !(x) n+ 

Compiled from C. W. Jones, A short table for the Bessel functions I (x) (2/7r)K (x) n+� ' n+! ' 
Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1952 (with permission) . 
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MODIFIED SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 9 AND 10 Table 10.9 

X 
5. 0 
5. 1 
5. 2 
5. 3 
s. 4 

5. 5 
5. 6 
5. 7 
5. 8 
5. 9 

6. 0 
6. 1 
6. 2 
6. 3 
6. 4 

6. 5 
6. 6 
6. 7 
6. 8 
6. 9 

7. 0 
7. 1 
7. 2 
7. 3 
7. 4 

7. 5 
7. 6 
7. 7 
7. 8 
7. 9 

B. 0 
8. 1 
B. 2 
B. 3 
8. 4 

8. 5 
B. 6 
8. 7 
8. 8 
8. 9 

9. 0 
9. 1 
9. 2 
9. 3 
9. 4 

9. 5 
9. 6 
9. 7 
9. 8 
9. 9 

10. 0 

e-XJ19(X) 
2 

( -5 6. 40961 
( -5 7. 16216 

I -5 7. 97716 
-5 8. 85734 
-5 9. 80541 

-4 1 . 08240 
-4 1. 19157 
-4 1 .  30831 
-4 1.  43285 
-4 1 .  56545 

( -4! 1. 7 0632 l -4 1.  85569 
-4 2. 01376 
-4 2 . 18075 
-4 2 . 35684 

-4 2. 54221 
-4 2. 73703 
-4 2 . 94147 
-4 3. 15568 
-4 3. 37978 

-4 3. 61391 
-4 3. 85819 
-4 4. 11271 
-4 4. 37758 
-4 4. 65288 

I -4 4. 93867 
-4 5 . 23503 
-4 5. 54199 

( -4 5. 85960 
( -4 6. 18789 

-4 6. 52688 
-4 6. 87657 
-4 7. 23697 
-4 7. 60807 
-4 7. 98985 � -4 8. 38228 
-4 8. 78533 
-4 9. 19895 

( -4 9. 62308 
( -3 1 .  00576 

-3 1.  05026 
-3 1. 09579 
-3 1 . 1 4235 
-3 1. 18991 
-3 1 . 23849 

-3) 1 .  28806 
-3) 1 .  33861 
-3 � 1. 39014 
-3 1.  44263 
-3 1. 49607 

( -3) 1. 55045  

e-xl21 (x) 
2 

( -5 1. 45387 
( -5 1. 65403 

I -5 1. 87488 
-5 2. 1 1 778 
-5 2, 38413 

-5) 2 .  67535 
-5l 2. 99285 
-5 3. 33809 
-5 3. 71252 
-5 4. 11760 

-5) 4. 55480 
-5l 5. 02559 
-5 5. 53143 
-5 6. 07377 
-5 6. 65407 

-5 7. 27375 
-5 7. 93423 
-5 8. 63691 
-5 9. 38317 
-4 1, 01743 

-4 1. 1 0117  
-4  1. 18967 
-4 1. 28304 
-4 1. 38142 
-4 1. 48492 

-4 1. 59365 
-4 1. 70773 
-4 1. 82727 
-4 1 . 95236 
-4 2. 08311 { -4 2. 21961 
-4 2. 36195 
-4 2. 51020 

( -4 2. 66447 
( -4 2. 82481 

-4) 2. 99130 
-4) 3. 1 6400 
-4) 3. 34298 
-4) 3. 52828 
-4) 3. 71997 

-4 3. 91809 
-4 4. 1 2268 
-4 4. 33377 
-4 4. 55140 
-4 4.  77560 ! -4J 5. 00639 
-4 5. 24378 
-4 5. 48779 
-4) 5. 73844 

( -4) 5. 99571 

( -4) 6. 25963 

g �Kt9(X) 7f 2 
2) 4. 62276 
2l 4. 1 1899 
2 3. 68187 
2 3. 30123 
2 2. 96863 

( 2 2. 67706 ! 2 2. 42066 
2 2. 1 9449 
2 1. 99441 
2 1.  81692 

2 1. 65905 
2 1 . 51825 
2 1. 39236 
2 1. 2 7955 
2 1 . 1 7821 

2 1. 08697 
2 1.  00464 
1 9. 30213 
1 8.  62775 
1 8. 01557 l 1 7. 45880 
1 6. 95148 
1 6. 48B40 
1 6. 06498 
1 5. 67717 � 1 � 5. 32140 
1 4. 99452 
1 4. 69371 

( 1} 4. 41649 
( 1)  4. 16065 

1 3. 92420 
1 3.  70539 
1 3. 5 0262 
1 3. 31 448 
1 3. 13970 

( 1 � 2. 97713 ! 1 2. 82574 
1 2 . 68460 
1} 2. 55287 
1) 2. 42979 ! i l �: �5:�� 
1 2. 1 0586 
1 2. 01109 
1 1. 92209 

1 1. 83843 
1 1.  75973 
1 l. 68563 
1 1. 61578 
1 l. 54991 

( 1)  1. 48772 

g e"K21 (x) 7f 2 
3 1. 88159 
3 1. 64774 
3 1. 44818 
3 1 . 27719 
3 1. 13013 

31 1. 00320 
2 8. 93250  
2 7. 97686 
2 7. 14360 
2 6. 41477 

2 � 5. 77537 
2 5. 21281 
2 4. 11647 
2 ) 4. 27737 
2 }  3 .  88791 

2 3. 54160 
2 3. 23292 
2 2. 95714 
2 2. 71019 
2 2. 48857 

2 2. 28926 
2 2. 1 0966 
2 1. 94748 
2 1. B0076 
2 1.  66777 

2I 1. 54701 
2 1. 43717 
2 1 . 33708 
2} 1. 24573 
2) 1. 16223  

21 1. 08577  
2 1 . 01566 
1 9. 51284 
1 8. 92076 
1 8. 37549 

11 7. 87266 
1 7. 40835 
1 6. 97906 
1 6. 58165 
1 6. 21331 li l�: ���;j 
1 5. 25858 
1 4. 98356 
1 4. 72722 � 1 4. 48802 
1 4. 26461 
1 4. 05572 

( 1 3. 86022 
( 1 3. 67709 

( 1 )  3. 50537 

471 
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Table 10.9 

MODIFIED SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-ORDERS 9 AND 10 
x-I fg(x) 

0. 100  1. 10630 573 
o. 095 1. 08238 951 
a. o9o 1. 06167 683 
o. 085 1. 04394 741 
o. 080 1. 02899 406 

o. 075 1. 01 661 895 
o. 070 1. 00662 998 
o. 065 a. 99883 728 
o. 060 0. 99304 985 
o. 055 a. 98907 251 

o. o5a 0. 98670 32 0 
a. a4s o. 98573 a80 
o. a40 0. 98593 357 
0. 035 a. 98707 842 
a. 030 a. 98892 100  
a .  o25  a. 991 2a 68a 
o. 020 0. 99367 323 
o. 015 0. 99605 259 
o. 010 0. 99807 595 
o. 005 0. 99947 760 

o. ooo 1. 00000 000 [< -64)4] 

fw(x) gg (X) 
1. 21411 149 o. 65502 364 
1. 17260 877 o. 68557 030 
1. 13650 462 o. 71 563 676 
1. 1 0534 464 o. 74502 124 
1. 07872 041 o. 77352 114 

1. 05626 085 0. 80093 667 
1. a3762 412 0. 827a7 483 
1. a2248 982 o. 85175 354 
1 . 01055 159 o. 8748a 587 
1 . 00151 ao9 0. 89608 425 

0. 99506 643 0. 91546 455 
a. 99 a91 634 o. 93284 978 
a. 98874 519 o. 9481 7 344 
o. 98822 421 0. 96140 216 
0. 989aa  824 a. 97253 769 
a. 99073 519 o. 98161 804 
0. 99302 746 o. 98871 764 
0. 99549 538 0. 99394 654 
0. 99774 259 0 . 99744 863 
o. 99937 316 o.  99939 894 

1. 00000 000 1. 00000 000 [< -74)1 [( -64)3] 
�27rX/t9(x) = fg(x)ex-4Sx- 1 

2 

.J27Txl 21 (x) = !Io(x)&-55x- I 
2 

�2Xj7TKi9(X) = gg(x) e-x+45x- l 
2 

.J2x;;K21 (x) = gw(x)e-x+55x- 1 
2 

<x> = nearest integer to x. 

gw(x) 
0. 56777 303 
o. 60351 931 
0. 63926 956 
o. 67473 612 
o. 70961 813 
o. 74360 745 
o. 77639 538 
0. 80768 018 
o. 83717 510 
0. 86461 675 

o. 88977 340 
0. 91245 301 
0. 93251 a41 
a. 94985 358 
a. 96444 83a 
a. 97632 121 
0. 98556 077 
o. 99231 623 
o.  99679 434 
o. 99925 41 5 

1.  00 000 aoo [( -74)3] 

<x> 
10  
11  
1 1  
1 2  
1 3  
13  
14 
15  
17  
1 8  

20  
22 
25 
29 
33 
4a 
50 
67 

100 
200 

00 



n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10  
11 
12  
13  
14 

15 
1 6  
1 7  
18 
19 

20  
30 
40 
50 

100 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10  
11  
12  
13  
14  

15 
16 
17 
18 
19 

20 
30 
40 
50 

100 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

Table 10.10 
MODIFIED SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-VARIOUS ORDERS 

x=l 
0 1. 17520 1194 

- 1 3. 67879 4412 
- 2 7. 15628 7013 
- 2 1. 00650 9052 
- 3 1. 10723 6461 

- 5! 9. 99623 7520 
6 7. 65033 3778 
7 5. 08036 0873 
8 2. 97924 6909 
9 1. 56411 2692 

- 11 7. 43279 3549 
- 12 3. 22604 7141 
- 13 1. 28851 2381 
- 15 4. 76618 7751 
- 16 1. 64168 8672 l - 18! 5. 29060 2725 
- 19 1. 60182 7153 
- 21 4. 57312 0086 
- 22 1. 23512 2995 
- 24 3. 16500 3796 l- 26! 7. 71514 7565 
- 43 5. 65589 8686 
- 61 1. 55685 5122 
- 81 3. 65054 5412 

( -190) 7. 48149 1755 

X=lO T . 10132 ,.7 
2 9. 91190 9633 
2 8. 03965 9985 
2 5. 89207  9640 
2 3. 91520 4237 

2 2, 36839 5827 
2 1. 30996 8827 
1 6. 65436 3519 
1 3. 11814 2991 
1 1. 35352 0435 r· ·••s• 1653 
0 2. 05966 6874 

- 1 7. 27307 8439 
- 1 2. 41397 2641 
- 2 7. 55352 3093 �- '! 2, 23450 9437 
- 3 6. 26543 8379 
- 3 1. 66914 7720 
- 4 4, 23421 3574 
- 4 1. 02488 6979 �- 'l 2. 37154 3577 
-12 1. 22928 4325 
-21 2. 81471 5830 
-31 5. 88991 6154 

( -90) 9. 54463 8661 

-v� 1rjxlnH (x) 
x=2 

0 1. 81343 0204 
- 1 9. 74382 7436 
- 1 3. 51856 0886 
- 2 9. 47425 2220 
- 2 2. 02572 6087 

- 3 3. 58484 8301 
- 4 5. 40595 2086 
- 5 7. 09794 4523 
- 6 8. 24936 9394 
- 7 8. 59805 3854 ! - 8 8. 12182 3211 
- 9 7. 01394 8275 
- 10 5. 57826 9483 
- 11 4. 11114 2138 
- 12 2. 82275 9636 

- 13 1. 81406 6530 
- 14 1. 09565 1449 
- 16 6. 24163 9390 
- 17 3. 36455 5792 
- 18 1. 72111 7468 l - 2 0l 8. 37672 8478 
- 34 6. 21921 4440 
- 49 1.  74298 6176 
- 66 4. 17042 9214 

( -160) 9. 55425 1030 

x=50 
19 5. 18470 5529 
19  5. 08101 1418 
19 4. 87984 4844 
19 4 .  59302 6934 
19 4. 23682 1073 

19 3. 83039 9141 
19 3. 39413 3262 
19 2. 94792 4492 
19 2. 50975 5914 
19 2. 09460 7482 

19  1.  71380 5071 
19 1. 37480 9352 
19 1 .  08139 2769 
18  a. 34112 9672 
18  6. 30971 7670 

18  4. 68149 3423 
18 3. 40719 1747 
18 2. 43274 6870 
18  1 .  70426 8938 
18 1. 17158 7856 l 17l 7. 90430 4104 
15 5. 67659 3929 
12 7, 34905 8082 

+ 9 2. 00489 8633 

( -17) 2. 34189 3740 

X=5 
1 1. 48406 4212 
1 1. 18738 6128 
0 7. 71632 5346 
0 4. 1 5753 5935 
0 1. 89577 5037 

- 1 7. 45140 8690 
- 1 2. 56465 1251 
- 2 7, 83315 4364 
- 2 2. 14704 9422 
- 3 5. 33186 3294 

- 3 1. 2 0941 3702 
- 4 2. 52325 7454 
- 5 4. 87152 7330 
- 6 8. 74937 8858 
- 6 1, 46862 7470 

- 7 2. 31339 5316 
- 8 3. 43223 7424 
- 9 4. 81186 1587 
- 10 6. 39343 1309 
- 11 8. 07224 1852 l- 12! 9. 7 0826 6441 
- 22 6, 36889 3001 
- 33 1. 63577 1994 
- 46 3, 64245 9664 

( -120) 6. 26113 6933 

x=lOO 
41 1. 34405 8571 
41 1, 33061 7985 
41 1. 30414 oo:n 
41 1. 26541 0984 
41 1. 21556 1262 

41 1, 15601 0470 
41 1. 08840 0111 
41 1. 01451 8456 
40 9. 36222 3425 
40 8. 55360 6574 

40 7. 73703 8176 
40 6, 92882 8557 
40 6. 14340 7607 
40 5, 39297 6655 
40 4. 68730 3911 

40 4. 03365 8521 
40 3. 43686 9769 
40 2. 89949 1497 
40 2, 42204 7745 
40 2, 00333 3832 

( 40) 1. 64074 7551 � 39� 1. 3 0147 2327 
37 3. 95371 9716 
35 4. 74095 0959 

( 20 )  3. 73598 8741 
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474 BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

Table 10.10 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
11  
12 
13  
14 

15  
1 6  
1 7  
1 8  
1 9  

20  
30  
40 
50 

100 

n 
0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
30 
40 
50 

100 

MODIFIED SPHERICAL BESSEL FUNCTIONS-VARIOUS ORDERS 

x=l ! - 1 5. 77863 6749 
0 1. 15572 7350 
0 4. 04504 5724 
1 2. 13809 5597 
2 1. 53711 7375 

3 1. 40478 6594 
4 1. 56063 6427 
5 2. 04287 5221 
6 3. 07991 9195 
7 5. 25629 1384 l 9! 1. 00177 5282 

10 2. 1 0898 4384 
11 4. 86068 1836 
13 1. 21727 9443 
14 3. 29151 5179 

15! 9. 55756 6814 
17 2. 96613 7227 
18 9. 79781 0417 
20 3. 43219 9783 
22 1. 27089 3701 

( 23) 4. 95991 7633 � 40� 4. 55045 5450 
59 1.  24524 3351 
78 4. 25947 0196 

( 87) 1. 04451 3645 

:r=lO � - 6 7. 13140 4291 
- 6  7. 84454 4720 
- 6  9. 48476 7707 � - 5  1. 25869 2857 
- 5  1 .  82956 1771 

r r· 90529 8451 
-5 5. 02539 006 7 
- 5  9. 43830 5538 
-4 1. 91828 4837 

( - 4 4. 20491 4777 

- 4  9. 90762 2914 
- 3  2. 50109 2290 
-3 6. 74327 4558 
- 2  1. 93592 7868 
- 2  5. 90133 2701 

r 1. 90497 9270 
-1 6. 49556 9007 

0 2. 33403 5699 
0 8. 81868 1848 
1 3. 49631 5854 

( 2) 1. 45175 0001 � 9� 1.  99043 6138 
17 6. 68871 7408 

( 27 2. 59020 6572 

( 85) 8. 14750 7624 

- !T":fxK (x) )I 2 " / � nH 
X=2 ! -= 1 1. 06292 0829 

1 1. 59438 1243 
1 3. 45449 2694 
0 1.  02306 1 298 
0 3. 92616 3812 

1 1. 86907 9845 
2 1. 06 725 5553 
2 7. 12406 9079 
3 5. 44977 7364 
4 4. 70355 1451 

5 4. 52287 1652 
6 4. 79605 0749 
7 5. 56068 7078 
8 6. 99881 9354 
9 9. 50401 2999 ! 11) 1. 38508 0704 

12) 2. 15637 9105 
13� 3. 57187 6330 
14  6. 27234 7368 
16 1. 16395 6139 

( 17) 2. 27598 6819 (� 31� 2. 06581 6824 
46 5. 55624 8963 
63 1. 86314 7755 

( 156) 4. 08894 4237 

x=50 
-24 6. 05934 6353 
-24 6. 18053 3280 
-24 6. 43017 8350 
-24 6. 82355 1115 
-24 7. 38547 5506 

-24 8. 15293 6706 
-24 9. 17912 1581 
-23 1. 05395 0832 
-23 1. 23409 7408 
-23 1.  47354 3950 

-23� 1. 79404 4109 
-23 2. 22704 2476 
-23 2. 81848 3648 
-23� 3. 63628 4300 
-23 4. 78207 7170 � -23 6. 40988 9058 
-23 B. 75620 8386 
-22 1. 21889 8659 � -22 1. 72884 9900 
-22 2. 49824 7585 

( -22) 3. 67748 3017 � -20� 4. 72460 0057 
-17 3. 32175 1557 
-13 1. 1 0246 0162 

( +12) 5. 97531 1344 

X=5 
- 312. 11678 8479 
- 3 2. 54014 6175 
- 3 3. 64087 6184 
- 3 6. 18102 2359 
- 2 1. 22943 0749 

- 2 2. 83107 7584 
- 2 7. 45780 1433 
- 1 2. 22213 6131 
- 1 7. 41218 8536 

0 2. 74235 7715 

1 ! 1. 11621 7817 
1 4. 96235 0604 
2 2. 39430 3059 
3 1. 24677 5036 
3 6. 97201 5499 

4! 4. 16844 6493 
5 2. 65415 6981 
6 1.  79342 8072 
7 1 , 28194 1220 
7 9. 66570 7838 

8) 7. 66744 6235 
18) 7. 97979 3303 
30) 2. 35318 1718 
42) B. 49795 8757 

( 116) 2. 49323 8041 

X=lOO 
-46 5. 84348 1679 
-46 5. 90191 6495 
-46 6. 02053 9173 
-46 6, 20294 3454 
-46 6. 45474 5215 

-46 6. 78387 0523 
-46 7. 20097 0973 
-46 7. 71999 6750 
-46 8. 35897 0485 
-46 9. 141 02 1732 

-45 1. 00957 6461 
-45 1. 12611 3230 
-45 1. 26858 2504 
-45 1. 44325 8856 
-45 1. 65826 2396 

-45 1. 92415 4951 
-45 2, 25475 0430 
-45 2. 66822 2593 
-45 3. 18862 8338 
-45 3. 84801 5078 

( -45) 4. 68935 4218 � -44} 5. 77221 5084 
-42 1. 84121 2999 
-40 1. 47876 1633 

( -25) 1. 48279 6529 



X 
o.oo 
0,01 
0,02 
0,0 3  
0.04 

Ai(x) 
0.35502 805 
0.35243 992 
0.34985 214 
0,34726 505 
0.34467 901 

BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

Ai'(x) 
-0.2 5881 940 
-0.25880 174 
-0.25874 909 
-0.25866 197 
-0.25854 090 

Bi(x) 
0.61492 663 
0.61940 962 
0.62389 322 
0.62837 808 
0.63286 482 

AIRY FUNCTIONS 

Bi' (x) 
0.44828 836 
0,44831 926 
0,44841 254 
0.44856 911 
0.44878 987 

x Ai(x) 
0,50 0.23169 361 
0,51 0,22945 031 
0,52 0.22721 872 
0.53 0.22499 894 
0,54 0,22279 109 

Ai'(x) 
-0.22491 053 
-0,22374 617 
-0.22257 027 
-0.22138 322 
-0.22018 541 

Table 10.1 1 
Bi(x) Bi' (x) 

0,85427 704 0.54457 2 5 6  
0.85974 4 3 1  0.54890 0 4 9  
0.86525 543 0.55334 2 3 9  
0.87081 1 5 4  0.55789 959 
0.87641 381 0,56257 345 

0,05 0.34209 435 -0.25838 640 0.63735 409 0.44907 570 0.55 0.22059 527 -0,21897 720 0.88206 341 0.56736 532 
0.06 0.33951 139 -0.25819 898 0.64184 655 0.44942 752 0.56 0.21841 158 -0.21775 898 0.88776 152 0.57227 662 
0.07 0.33693 047 -0.25797 916 0,64634 286 0.44984 622 0.57 0.21624 012 -0.21653 112 0.89350 934 0.57730 873 
o.o8 0.33435 191 -0.25772 745 o.65084 370 0,45033 210 o.58 o.21408 099 -0.21529 397 o.89930 810 o.58246 311 
0,09 0.33177 603 -0.25744 437 0.65534 975 0,45088 787 0.59 0.21193 427 -0.21404 790 0.90515 902 0.58774 120 

0,10 0.32920 313 -0.25713 042 0.65986 169 0.45151 263 0.60 0.20980 006 -0.21279 326 0.91106 334 0.59314 448 
0.11 0.32663 352 -0.25678 613 0.66438 023 0,45220 789 0.61 0.20767 844 -0.21153 041 0.91702 233 0.59867 447 
0,12 0.32406 751 -0.25641 200 0.66890 609 0.45297 457 0.62 0.20556 948 -0.21025 970 0.92303 726 0.60433 2&7 
0,13 0.32150 538 -0.25600 854 0.67343 997 0.45381 357 0.63 0.20347 327 -0.20898 146 0.92910 941 0.61012 064 
0,14 0.31894 743 -0.25557 625 0.67798 260 0.45472 582 0.64 0.20D8 987 -0.20769 605 0.93524 011 0.61&03 997 

0.15 0.31639 395 -0.25511 565 0.68253 473 0.45571 223 0,65 0,19931 937 -0.20640 378 0.94143 066 0.62209 226 
0.16 0.31384 521 -0.25462 724 0.68709 709 0,45677 373 0.66 0,19726 182 -0.20510 500 0.94768 241 0.62827 912 
0.17 0.31130 1 50 -0.25411 151 0.69167 046 0.45791 125 0.67 0.19521 729 -0.20380 004 0.95399 670 0.63460 222 
0.18 0.30876 307 -0.25356 898 0,69625 558 0,45912 572 0.68 0.19318 584 -0,20248 920 0,96037 491 0.64106 324 
0.19 0.30623 020 -0.25300 013 0.70085 323 0,46041 808 0.69 0.19116 752 -0.201 1 7  281 0.96681 843 0.64766 389 

0.20 0.30370 315 -0.25240 547 0.70546 420 0.46178 928 0.70 0.18916 240 -0.19985 119 0.97332 866 0.65440 592 
0.21 0.30118 218 -0.25178 548 0,71008 928 0,46324 026 0.71 0,18717 052 -0.19852 464 0.97990 703 0.66129 109 
0.22 0.29866 753 -0.25114 067 0.71472 927 0.46477 197 0.72 0.18519 192 -0.19719 347 0.98655 496 0.66832 121 
0.23 0.29615 945 -0.25047 151 0,71938 499 0,46638 539 0.73 0.18322 666 -0.19585 798 0.99327 394 0,67549 810 
0.24 0.29365 818 -0.24977 850 0.72405 7 2 6  0.46808 147 0,74 0.18127 478 -0.19451 846 1.00006 542 0.68282 363 

0.25 0.29116 395 -0.24906 211 0,72874 690 0,46986 119 0.75 0.17933 631 -0.19317 521 1. 00693 091 0.69029 970 
0,26 0.28867 701 -0.24832 284 0.73345 477 0.47172 554 0.76 0.17741 128 -0.19182 851 1 . 01387 192 0.69792 824 
0.27 0.28619 757 -0.24756 115 0,73818 170 0,47367 549 0.77 0,17549 975 -0.19047 865 1 . 02088 999 0.70571 121 
0.28 0,28372 586 -0.24677 753 0,74292 857 0.47571 205 0.78 0.17360 172 -0.18912 591 1.02798 667 0.71365 062 
o.29 0,28126 209 -0.24597 244 0,74769 624 0.47783 623 o.79 0.11111 724 -0.18777 ass 1.03516 353 0.72174 849 

0,30 0,27880 648 -0.24514 636 0,75248 559 0,48004 903 0.80 0.16984 632 -0.18641 286 1. 04242 217 0.73000 690 
0. 31 0.27635 923 -0,24429 976 0.75729 752 0,48235 148 0.81 0.16798 899 -0,18505 310 1.04976 421 0.73842 795 
0.32 0,27392 055 -0.24343 309 0,76213 292 0,48474 462 0.82 0.16614 526 -0,18369 153 1 . 05719 128 0.74701 380 
0.33 0.27149 064 -0.24254 682 o. 76699 272 0.48722 948 0.83 0.16431 516 -0.18232 840 1.06470 504 o. 75576 663 
0.34 0.26906 968 -0.24164 140 0.77187 782 0,48980 713 0,84 0.16249 870 -0.18096 398 1.07230 717 0.76468 865 

0,35 0.26665 787 -0,24071 730 0,77678 917 0.49247 861 0.85 0.16069 588 -0,17959 851 1. 07999 939 0.77378 215 
0.36 0,26425 540 -0.23977 495 0, 78172 770 0,49524 SOl 0.86 0,15890 673 -0.17823 223 1. 08778 340 0. 78304 942 
0.37 0.26186 243 -0.23881 481 0.78669 439 0.49810 741 0,87 0.15713 124 -0.17686 539 1. 09566 096 0,79249 282 
0.38 0.25947 916 -0.23783 731 o. 79169 018 0.50106 692 0,88 0.1 5536 942 -0.17549 823 1,1 0363 385 0.80211 473 
0.39 0,25710 574 -0,23684 291 0.79671 605 0.50412 463 0,89 0.15362 128 -0.17413 097 1.11170 386 0.81191 759 

0.40 0.25474 235 -0.23583 203 0.80177 300 0.50728 168 0.90 0,15188 680 -0.17276 384 1.11987 281 0.82190 389 
0,41 0.25238 916 -0.23480 512 0.80686 202 0.51053 920 0.91 0.15016 600 -0.17139 708 1,12814 255 0.83207 615 
0.42 0.25004 630 -0.23376 259 0,81198 412 0.51389 833 0.92 0,14845 886 -0.17003 090 1.13651 496 0.84243 695 
0.43 0.24771 395 -0.23270 487 0,81714 033 0.51736 025 0.93 0.14676 538 -0.16866 551 1.14499 193 0.85298 891 
0.44 0.24539 226 -0.23163 239 0.82233 167 0.52092 614 0.94 0.14508 555 -0.16730 113 1.15357 539 0.86373 470 

0.45 0,24308 135 -0.23054 556 0.82755 920 0,52459 717 0.95 0.14341 935 -0.16593 797 1.16226 728 0.87467 704 
0.46 0.24078 139 -0.22944 479 0,83282 397 0.52837 457 0.96 0.14176 678 -0.16457 623 1.17106 959 0.88581 871 
0.47 0.23849 250 -0.22833 050 0,83812 705 0,53225 956 0.97 0.14012 782 -0.16321 611 1.17998 433 0.89716 253 
0.48 0.23621 482 -0.22720 310 0,84346 952 0.53625 338 0.98 0.13850 245 -0.16185 781 1.18901 352 0.90871 137 
0.49 0.23394 848 -0.22606 297 0.84885 248 0.54035 729 0.99 0.1 3689 066 -0.16050 153 1.1 9815 925 0.92046 818 

0.50 0,23169 361 -0.22491 053 0,85427 704 0,54457 256 1.00 0.13529 242 -0.15914 744 1.20742 359 0.93243 593 [( -:)1] [( -:)4] [( -:)5] [( -:) 1] [( -:)2] [( -:)1] [( -:)1] [( -:)3] 
AIRY FUNCTIONS-AUXILIARY FUNCTIONS FOR LARGE POSITIVE ARGUMENTS 

1 - 1  x f( - r) f(r) g( ->) g(r) ,- I x f( -r) f(r) g( - r) g(r) 
1.5 1.000000 0.527027 0.619912 0.619954 0.478728 0.50 2.080084 0.548230 0.593015 0.587245 0,526011 
1.4 1 . 047069 0.528783 0.620335 0,617156 0,479925 0,45 2.231443 0.549584 0.589451 0.585235 0.530678 
1.3 1.100099 0.530601 0.620327 0,614275 0.481658 0.40 2.413723 0,550980 0.585855 0.583174 0.535345 
1.2 1.160397 0.532488 0.619799 0.611305 0.484018 0,35 2,638450 0.552421 0.582330 0.581056 0.539902 
1.1 1.229700 0.534448 0.618649 �.608239 0.487107 0.30 2.924018 0.553912 0.578985 0.578878 0.544235 

1,0 1.310371 0.536489 0.616764 0.605068 0.491037 
0,9 1.405721 0.538618 0.614022 0.601782 0.495921 
0,8 1.520550 0,540844 0.610309 0,598372 0.501859 
o. 7 1.662119 0.543180 0.605543 0,594823 0,508909 
o. 6 1.842016 o. 545636 o. 599723 0,591120 0,517032 

0.25 3,301927 0.555456 0.575908 0.576635 0.548255 
0.20 3.831547 0.557058 0.573135 0.574320 0.551930 
0.15 4.641589 0.558724 0.570636 0.571927 0.555296 
0,10 6.082202 0.560462 0. 568343 0.569448 0.558428 
o.os 9.654894 0.562280 0.566204 0.566873 0.561382 

l l l I :1 
Ai(x)=�x-4 e-'f( -r) Bi(x)=x-4 e!f(r) Ai'(x)--- �x4 e-1 g( -r) Bi' (x)=x4 erg(r) r � x 2 

From J. C. P. Miller, The Airy integral, British Assoc. Adv. Sci. Mathematical 
Tables, Part-vol. B .  Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1946 (with 
permission) . 
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476 BESSEL FUNCTIONS OF FRACTIONAL ORDER 

Table 10.1 1 AIRY FUNCTIONS 

X Ai( - x) Ai '( � x) Bi( - x) Bi'( -x) X Ai( - x) Ai' (  -x) Bi( -x) Bi'( -x) 
o.oo 0. 35502 805 -0.25881 940 0.61492 663 0,44828 836 0.50 0.47572 809 -0.20408 16  7 0, 38035 266 o.50593 :m 
0.01 0,35761 619 -0.25880 157 0.61044 364 0.44831 896 0.51 0.47775 692 -0.20167 409 0.37528 379 0,50784 166 
0,02 0,36020 397 -0.25874 771 0,60596 005 0.44841 015 0.52 0,47976 138 -0,19920 846 0.37019 579 0,50976 123 
0,03 0.36279 102 -0.25865 731 0.60147 524 0.44856 104 0.53 0.48174 089 -0.19668 449 0.36508 853 0,51169 132 
0,04 0,36537 699 -0.25852 986 0,59698 863 0,44877 074 0,54 0,48369 487 -0.19410 192 0 .35996 193 0.51363 080 

0.05 0.36796 149 -0.25836 484 0,59249 963 0.44903 833 0.55 0.48562 274 -0.19146 050 0,35481 589 0.51557 853 
0.06 0.37054 416 -0,25816 173 0.58800 767 0.44936 293 0,56 0,48752 389 -0,18875 999 0.34965 033 0.51753 339 
0.07 0,37312 460 -0,25792 001 0.58351 218 0.44974 364 0,57 0,48939 774 -0.18600 016 0. 34446 520 0.51949 424 
0,08 0,37570 243 -0.25763 918 0.57901 261 0.45017 955 0,58 0,49124 369 -0.18318 078 0 .33926 043 0.52145 991 
0.09 0.37827 725 -0.25731 872 0.57450 841 0.45066 976 0,59 0.49306 115 -0.18030 166 0. 33403 599 0.52342 927 

0,10 0.38084 867 -0,25695 811 0,56999 904 0.45121 336 0,60 0,49484 953 -0,17736 260 0.32879 184 0.52540 115 
O,ll 0.38341 628 -0,25655 685 0.56548 397 0.45180 945 0.61 0.49660 821 -0.17436 341 0.32352 796 0.52737 438 
0,12 0.38597 967 -0.25611 443 0,56096 268 0.45245 712 0.62 0.49833 659 -0.17130 392 0 .31824 435 0.52934 780 
0.13 0.38853 843 -0.255-63 033 0.55643 466 0,45315 546 0.63 0 .50003 408 -0.16818 399 0.31294 101 0.531 32 022 
0.14 0.39109 213 -0.25510 406 0.55189 940 0.45390 355 0.64 0.50170 007 -0.16500 345 0.30761 795 0.53329 046 

0.15 0.39364 037 -0.25453 511 0.54735 642 0.45470 047 0.65 0. 50333 395 -0.16176 218 0.30227 521 0,53525 733 
0.16 0.39618 269 -0.25392 297 0.54280 523 0.45554 530 0.66 0,50493 511 -0.15846 007 0.29691 282 0.53721 964 
0.17 0,39871 868 -0.25326 716 0.53824 536 0.45643 713 0.67 0.50650 295 -0.15509 701 0,29153 084 0.53917 618 
0,18 0,40124 789 -0.25256 716 0.53367 634 0.45737 503 0.68 0,50803 685 -0.15167 290 0.28612 932 0,54112 575 
0,19 0,40376 987 -0.25182 250 0.52909 771 0.45835 806 0.69 0,50953 620 -0.14818 768 0.28070 835 0.54306 714 

0.20 0.40628 419 -0.25103 267 0,52450 903 0.45938 529 0.70 0 .51100 040 -0,14464 129 0.27526 801 0 ,54499 912 
0,21 0, 40879 038 -0.25019 720 0.51990 986 0,46045 578 0.71 0.51242 882 -0.14103 366 0.26980 840 0.54692 048 
0.22 0.41128 798 -0.24931 559 0.51529 977 0.46156 860 0,72 0.51382 087 -0.13736 479 0.26432 964 0.54883 000 
0,23 0.41377 653 -0.24838 737 0.51067 835 0.46272 279 0.73 0,51517 591 -0.13363 464 0,25883 185 0,55072 642 
0.24 0.41625 557 -0.24741 206 0.50604 518 0.46391 740 o. 74 0.51649 336 -0.12984 322 0.25331 516 0,55260 852 

0.25 0.41872 461 -0.24638 919 0.50139 987 0.46515 148 0,75 0,51777 258 -0.12599 055 0.24777 973 0.55447 506 
0.26 0.42118 319 -0.24531 828 0.49674 203 0.46642 408 o. 76 0.51901 296 -0.12207 665 0,24222 571 0.55632 480 
0.27 0,42363 082 -0.24419 888 0,49207 127 0.46773 423 0�17 0.52021 390 -0.11810 15 7 0.23665 329 0.55815 647 
0.28 0.42606 701 -0.24303 053 0.48738 722 0,46908 095 0,78 0,52137 479 -0.11406 538 0.23106 265 0,55996 884 
0.29 0.42849 126 -0,24181 276 0.48268 953 0.47046 327 0,79 0.52249 501 -0.10996 815 0,22545 398 0.56176 063 

0.30 0.43090 310 -0.24054 513 0.47797 784 0.47188 022 0.80 0.52357 395 -0.10580 999 0.21982 751 0,56353 059 
0.31 0,43330 200 -0.23922 719 0.47325 181 0.47333 081 0.81 0 .52461 101 -0.10159 101 0,21418 345 0.56527 745 
0,32 0.43568 747 -0.23785 851 0,46851 ll2 0,47481 405 0.82 0.52560 557 -0.09731 134 0.20852 204 0,56699 994 
0.33 0.43805 900 -0.23643 865 0.46375 543 0.47632 895 0,83 0.52655 703 -0,09297 113 0,20284 354 0.56869 679 
0.34 0.44041 607 -0.23496 718 0,45898 443 0.47787 450 0.84 0.52746 479 -0.08857 055 0.19714 820 0.57036 671 

0,35 0.44275 817 -0.2 3344 368 0.45419 784 0.47944 970 0.85 0 .52832 824 -0.08410 979 0 .19143 630 0,57200 845 
0.36 0,44508 477 -0.23186 773 0,44939 534 0.48105 354 0.86 0.52914 678 -0.07958 904 0,18570 813 0.57362 071 
0,37 0.44739 535 -0,23023 893 0.44457 667 0.48268 500 0.87 0.52991 982 -0,07500 854 0.17996 399 0,57520 220 
0.38 0.44968 937 -0.22855 687 0.43974 156 0.48434 307 0.88 0.53064 676 -0.07036 852 0,17420 419 0.57675 165 
0.39 0,45196 631 -0.22682 116  0.43488 973 0.48602 670 0.89 0. 53132 700 -0,06566 925 0 ,16842 906 0,57826 777 

0.40 0.45422 561 -0.22503 141 0.43002 094 0.48773 486 0.90 0.53195 995 -0.06091 100 0.16263 895 0.57974 926 
0.41 0.45646 675 -0.22318 723 0.42513 495 D.48946 652 0.91 0.53254 502 -0.05609 407 0.15683 420 0.581 19 484 
0,42 0,45868 918 -0.22128 826 0.42023 153 0.49122 062 0.92 0.53308 163 -0.05121 879 0.15101 518 0.58260 321 
0.43 0.46089 233 -0.21933 412 0.41531 047 0.49299 611 0.93 0.53356 920 -0.04&28 549 0.14518 226 0.58397 309 
0.44 0.46307 567 -0.21732 447 0,41037 154 0.49479 193 0.94 0.53400 715 -0.04129 452 0.13933 585 0.58530 317 

0.45 0,46523 864 -0.21525 894 0,40541 457 0,49660 702 0.95 0.53439 490 -0.03624 628 0.13347 634 0.58659 217 
0,46 0,46738 066 -0.21313 721 0.40043 934 0,49844 031 0.96 0. 53473 189 -0.0:3114 116 0,12760 415 0.58783 879 
0,47 0.46950 119 -0.21095 893 0,39544 570 0.50029 070 0,97 0. 53501 754 -0.02597 95 7 0,12171 971 0.58904 174 
0.48 0.47159 965 -0.20872 379 0.39043 348 0.50215 713 0.98 0.53525 129 -0,02076 197 0,11582 346 0.59019 973 
0,49 0,47367 548 -0.20643 147 0.38540 251 0.50403 850 0.99 0.53543 259 -0.01548 880 0 .10991 587 0.59131 145 

0.50 0.47572 809 -0.20408 167 0.38035 266 0.50593 371 1.00 0 .53556 088 -0.01016 057 0.10399 739 0,59237 563 

[<-;)3] [<-;)7] [<-;)2] [<-;)8] [<-;)7] [< -;)8] [<-;)2] [<-;)6] 
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AIRY FUNCTIONS Table 10.1 1 

Ai( -x) Ai'(-x) Bi( -x) Bi'( -x) X Ai( -x) Ai'( -x) Bi( -x) 
0.53556 088 -0.01016 057  +0.1 0399 739 0.59237 563 5,5 +0.01778 154 0,86419 722 -0.36781 345 
0.53381 051 +0,04602 915 +0,04432 659 0.60011 970 5.6 -0.06833 070 0.85003 256 -0.36017 223 
0.52619 437 0.10703 157 -0.01582 137 0.60171 016 5.7 -0.15062 016 0,78781 722 -0.33245 825 
0.51227 201 0,17199 181 -0.07576 964 0,59592 975 5.8 -0.22435 192 0.67943 152 -0.28589 021 
0,49170 018 0.23981 912 -0.13472 406 0.58165 624 5.9 -0.28512 278 0.52962 857 -0.22282 969 

0.46425 658 0,30918 697 -0.19178 486 0.55790 810 6.0 -0.32914 517 0.34593 549 -0.14669 838 
0.42986 298 0,37854 219 -0.24596 320 0.52389 354 6.1 -0.35351 168 +0.13836 394 -0.06182 255 
0.38860 704 0.44612 455 -0.29620 266 0.47906 134 6,2 -0.35642 107 -0.08106 856 +0.02679 081 
0.34076 156 0.50999 763 -0.34140 583 0.42315 137 6.3 -0.33734 765 -0.29899 161 0,11373 701 
0,28680 006 0.56809 172 -0.38046 588 0.35624 251 6.4 -0.29713 762 -0.50147 985 0.19354 136 

0.22740 743 0.61825 902 -0.41230 259 0,27879 517 6.5 -0,23802 030 -0.67495 249 0,26101 266 
0.16348 451 0,65834 069 -0,43590 235 0,19168 563 6,6 -0.16352 646 -0.80711 925 0.31159 995 
0,09614 538 0.68624 482 -0.45036 098 +0.09622 919 6. 7 -0.07831 247 . -0.88790 797 0,34172 774 

+0.026 70 633 o. 70003 366 -0.45492 823 -0.00581 106 6,8 +0,01210 452 -0.91030 401 0.34908 418 
-0.04333 414 0.69801 760 -0.44905 228 -0.11223 237 6.9 0.10168 800 -0.87103 106 0.33283 784 

-0.11232 507 0,67885 273 -0.43242 247 -0.22042 015 7.0 0,18428 084 -0.77100 817 0.29376 207 
-0.17850 243 0,64163 799 -0.40500 828 -0.32739 717 7.1 0.25403 633 -0.61552 879 0.23425 088 
-0.24003 811 0.58600 720 -0.36709 211 -0.42989 534 7.2 0.30585 152 -0.41412 428 0.15821 739 
-0.29509 759 0.51221 098 -0.31929 389 -0.52445 040 7.3 0.33577 037 -0.18009 580 +0.07087 411 
-0.34190 510 0.42118 281 -0.26258 500 -0.60751 829 7.4 0.34132 375 +0.07027 632 -0.02159 652 

-0.37881 429 0,31458 377 -0.19828 963 -0.6 7561 122 7.5 0.32177 572 0.31880 951 -0.11246 349 
-0.40438 222 0,19482 045 -0.12807 165 -0.72544 957 7.6 0,27825 023 0.54671 882 -0.19493 376 
-0.417 44 342 +0,06503 115 -0,05390 576 -o. 75412 455 7. 7 0,21372 037 o. 73605 242 -0.2626 7 007 
-0.41718 094 -0.07096 362 +0.02196 800 -0.75926 518 7.8 0,13285 154 0.87115 540 -0.31030 057 
-0.40319 048 -0.20874 905 0.09710 619 -0.73920 163 7.9 +0.04170 188 0,94004 300 -0.33387 856 

-0.37553 382 -0.34344 343 0.16893 984 -0.69311 628 8.0 -0.05270 505 0.93556 094 -0.33125 158 
-0.33477 748 -0.46986 397 0,23486 631 -0,62117 283 8.1 -0.14290 815 0.85621 859 -0.30230 331 
-0.28201 306 -0.58272 780 0.29235 261 -0.52461 361 8.2 -0,22159 945 o. 70659 870 -0.24904 019 
-0.21885 598 -0.6 7688 257 0.33904 647 -0.40581 592 8.3 -0.28223 176 0,49727 679 -0.17550 556 
-0.14741 991 -0.74755 809 0.37289 058 -0.26829 836 8.4 -0.31959 219 +0.24422 089 -0.08751 798 

-0.07026 553 -0.79062 858 0.39223 471 -0.1166 7 05 7 8.5 -0.33029 024 -0.03231 335 +0.00775 444 
+0.0096 7 698 -0.80287 254 0.39593 974 +0.04347 872 8.6 -0.31311 245 -0.30933 027 0.10235 647 

0,08921 076 -0.78221 561 0,38346 736 0.20575 691 8.7 -0.26920 454 -0.56297 685 0.18820 363 
0.16499 781 -0.72794 081 0.35494 906 0.36320 468 8.8 -0.20205 445 -0.77061 301 0,25778 240 
0.23370 326 -0.64085 018 0.31122 860 0,50858 932 8.9 -0.11726 631 -0,91289 276 0,30483 241 

0.29215 278 -0.52336 253 0.25387 266 0.63474 477 9.0 -0.02213 372 -0.97566 398 0.32494 732 
0,33749 598 -0.37953 391 0,18514 576 0,73494 444 9.1 +0.07495 989 -0.95149 682 0.31603 471 
0.36736 748 -0.21499 018 0.10794 695 0,80328 926 9.2 0.16526 800 -0.8406 7 107 0.27858 425 
0,38003 668 -0.036 76 510 +0.02570 779 0,83508 976 9.3 0.24047 380 -0.65149 241 0.21570 835 
0.37453 635 +0.14695 743 -0.05774 655 0.82721 903 9.4 0.29347 756 -0.39986 23 7 0.13293 876 

0.35076 101 0,32719 282 -0.13836 913 o. 77841 177 9,5 0.31910 325 -0.10809 532 +0.03778 543 
0.30952 600 0.49458 600 -0.21208 913 0,68948 513 9.6 0,31465 158 +0.19695 044 -0.06091 293 
0,25258 034 0.63990 517 -0.27502 704 0,56345 898 9.7 0.28023 750 0.48628 629 -0.15379 421 
0.18256 793 o. 75457 542 -0.32371 608 0.40555 694 9.8 0.21886 743 0.73154 486 -0.23186 331 
0.10293 460 0.83122 307 -0.35531 708 0,22307 496 9.9 0.13623 503 0.90781 333 -0.28738 356 

0.01778 154 0.86419 722 -0.36781 345 0.02511 158 10.0 0.04024 124 0.99626 504 -0,3146 7 983 [C -�)2] [( -�)5] [( -�)2] [( -�)5] [( -�)4] [( -fJlJ [C -�)4) 
AIRY FUNCTIONS- t\UXILIARY FUNCTIONS FOR LARGE NEGATIVE 

ARGUMENTS 

�- 1 X fl(t) !2(�) gl(�) g2(t) <r> 
0.05 9.654894 0.39752 21 
0.04 11.203512 0.39781 14 
0.0:3 13.572088 0.39809 83 
0,02 17.784467 0,39838 24 
0.01 28.231081 0.39866 38 

o.oo 00 0,39894 23 [( -J)4] 
I 

Ai( -x)=x -4 [f1(r) cos r+ fk) sin r] 
I 

Ai'( -x)�x4 [g 1(r) sin r-g2(r) cos r] 
3 

0.40028 87 
0,40002 58 
0. 39975 97 
0. 39949 03 
0.39921 79 

0.39894 23 [C -J)4J 

0,40092 31 0.39704 87 
0.40052 06 0.39741 99 
0.40012 11 0.39779 49 
0.39972 48 0.39817 37 
0.39933 19 0.39855 62 

0.39894 23 0.39894 23 [C -J)4J [( -J)5J 
I 

Bi( -x)=x -4 [f2(r) cos r-f1(r) sin r] 
I 

Bi' ( -x )=x4 [g 1(r) cos r+g2(r) sin r] 
2 2 <r:> =nearest integer to r. i= 3 X 

20 
25 
33 
50 

100 

00 

Bi'( -x) 
+0.02511 158 
-0.17783 760 
-0.37440 903 
-0.55300 203 
-0.7024 7 952 

-0.81289 879 
-0.87622 530 
-0.88697 896 
-0,84276 110 
-0.74461 387 

-0.59717 06 7 
-0.40856 734 
-0.19009 878 
+0.04437 678 

0.27926 391 

0.49824 459 
0.68542 058 
0.82650 634 
0.90998 427 
0.92812 809 

0.87780 228 
o. 76095 509 
0.58474 045 
0.36122 930 

+0.10670 215 

-0.15945 050 
-0.41615 664 
-0.64232 293 
-0.81860 044 
-0.92910 958 

-0.96296 917 
-0.91547 918 
-0.78882 623 
-0,59221 371 
-0.34136 475 

-0,05740 051 
+0.23484 379 

0.50894 402 
o. 73928 028 
0.90348 537 

0,98471 407 
0.97349 918 
0.86898 388 
0.67936 774 
0.42147 209 

0.11941 411 [( -12Jl] 
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Table 10.12 INTEGRALS OF AIRY FUNCTIONS 

X J: Ai (t) dt J: Ai (-t) dtJ: Bi (t) dt J: Bi (-t) dt X J: Ai (t) dt J: Ai (-t) dtJ: Bi (-t) dt 
o.o 0.00000 00 0.00000 00 o.ooooo 00 o.ooooo 00 5.0 0.33328 76 -0.71788 22 -0.15873 09 
0.1 0.03421 01 -0.03679 54 C.06373 67 -0.05924 87 5.1 0.33329 73 -0.75103 62 -0.14113 39 
0.2 0 . 06585 15 -0.07615 70 0.13199 45 -0.11398 1 0  5 . 2  0.33330 5 0  -0.77926 27 -0.11667 30 
0.3 0.09497 09 -0.11802 51 0.20487 68 -0.16411 57 5.3 0.33331 11 -0.80111 58 -0.08660 41 
0.4 0.12164 06 -0.16229 44 0.28256 70 -0.20952 89 5.4 0.33331 59 -0.81545 49 -0.05250 OJ 

0.5 0.14595 33 -0.20880 95 0.36533 85 -0.25006 28 5.5 0.33331 97 -0.82151 82 -0.01617 86 
0.6 0.16801 79 -0.25736 07 0.45356 50 -0.28553 62 5.6 0.33332 27 -0.81897 90 t0.02038 99 
o. 7 0.18795 52 -0.30768 05 0.54773 36 -0.31575 56 5. 7 0.33332 50 -0.80797 96 0.05518 54 
0.8 0.20589 45 -0.35944 15 0.64845 82 -0.34052 58 5.8 0.33332 69 -0.78914 06 0.08625 18 
0.9 0.22196 97 -0.41225 56 o. 75649 64 -0.35966 27 5.9 0.33332 83 -0.76354 19 0.11181 25 

1.0 0.23631 73 -0.4656 7 40 0.87276 91 -0.37300 50 6.0 0.33332 95 -0.73267 53 0.13038 11 
1.1 0.24907 33 -0.51918 94 0. 99838 41 -0.38042 77 6.1 0.33333 OJ -0.69836 93 0.14086 00 
1.2 0.26037 12 -0.57224 05 1.13466 38 -0.38185 43 6.2 0.33333 1 0  -0.66268 9 6  0.14262 05 
1.3 0.27034 09 -0.62421 79 1.28318 00 -0.37726 99 6.3 0.33333 16 -0.62781 93 0.13555 73 
1.4 0.27910 66 -0.67447 31 1 . 44579 42 -0.36673 34 6.4 0.33333 20 -0.59592 62 0.12011 15 

1.5 0.28678 67 -0.72232 88 1.62470 81 -0.35038 81 6.5 0.33333 23 -0.56902 35 0.09726 08 
1.6 0.29349 24 -0.76709 26 1.82252 33 -0.3284 7 24 6.6 0.33333 25 -0.54883 59 0.06847 29 
1.7 0.29932 75 -0.80807 24 2.04231 52 -0.30132 67 6.7 0.33333 27 -0.5366 7 65 0.03562 42 
1.8 0.30438 82 -0.84459 41 2.28772 12 -0.26939 97 6.8 0.33333 29 -0.53334 74 t0.00088 80 
1.9 0.30876 29 -0.87602 06 2.56304 90 -0.23325 04 6.9 0.33333 30 -0.53906 98 -0.03340 40 

2.0 0.31253 28 -0.90177 2 8  2.87340 8 3  -0.19354 74 7.0 0.33333 31 -0.55345 17 -0.06491 67 
2.1 0.31577 11 -0.92135 09 -0.15106 46 7.1 0.33333 31 -0.57549 7 2  -0.09147 3 6  
2 . 2  0.31854 4 3  -0.93435 5 6  -0.10667 1 8  7 . 2  0.33333 3 2  -0.60365 96 -0.11121 47 
2.3 0.32091 19 -0.94050 97 -0.06132 23 7.3 0.33333 32 -0.63593 60 -0.12273 90 
2.4 0.32292 74 -0.93967 67 -0.01603 45 7.4 0.33333 33 -0.66999 96 -0.12521 80 

2.5 0.32463 80 -0.93187 78 t0.02812 94 7.5 0.33333 33 -0.70336 19 -0.11847 31 
2.6 0.32608 57 -0.91730 54 0.07009 01 7.6 -0.73355 34 -0.10300 57 
2. 7 0.32730 74 -0.89633 20 0.10878 06 7. 7 -0.75830 99 -0.07997 85 
2.8 0.32833 55 -0.86951 37 0.14317 88 7.8 -0.77575 13 -0.05114 35 
2.9 0.32919 83 -0.83758 77 0.17234 20 7.9 -0.78453 65 -0.01872 22 

3.0 0.32992 04 -0.80146 29 0.19544 25 8.0 -0.78398 26 t0.01475 64 
3.1 0.33052 31 -0.76220 32 0.21180 21 8.1 -0.77413 57 0.04664 84 
3.2 0.33102 49 -0.72100 37 0.22092 49 8.2 -0.75578 55 0.07440 43 
3.3 0.33144 15 -0.67915 91 0.22252 61 8.3 -0.73041 93 0.09577 87 
3.4 0.33178 65 -0.63802 56 0.21655 57 8.4 -0.70011 70 0.10902 22 

3.5 0.33207 15 -0.59897 71 0.20321 50 8.5 -0.66739 21 0.11303 86 
3.6 0.33230 63 -0.56335 61 0.18296 47 8.6 -0.63499 08 0.10749 35 
3. 7 0. 33249 93 -0.53242 25 0.15652 33 8.7 -0.60566 32 0.09285 98 
3.8 0.33265 76 -0.50730 05 0.12485 43 8.8 -0.58192 70 0.07039 64 
3.9 0.33278 70 -0.48892 77 0.08914 28 8.9 -0.56584 22 0.04205 63 

4.0 0.33289 27 -0.47800 75 t0.05076 01 9.0 -0.55881 97 t0.01033 04 
4.1 0.33297 86 -0.47496 79 +0.01121 78 9.1 -0.56148 12 -0.02196 26 
4.2 0.33304 84 -0.47992 95 -0.02788 79 9.2 -0.57358 51 -0.05192 24 
4.3 0.33310 50 -0.49268 51 -0.06494 00 9.3 -0.59403 00 -0.07682 93 
4.4 0.33315 07 -0.51269 28 -0.09837 02 9.4 -0.62093 76 -0.09439 87 

4.5 0.33318 76 -0.53908 35 -0.12673 04 9.5 -0.65181 01 -0.10300 2 7  
4.6 0.33321 73 -0.5 7068 59 -0.14876 50 9.6 -0.68375 25 -0.10183 70 
4.7 0.33324 11 -0.60606 63 -0.1634 7 66 9.7 -0.71373 85 -0.09101 44 
4.8 0.33326 02 -0.64358 51 -0.17018 59 9.8 -0.73889 84 -0.07157 33 
4.9 0.33327 54 -0.68146 70 -0.16857 74 9.9 -0.75680 07 -0.04539 57 

5.0 0.33328 76 -0.71788 22 [< -�)4] -0.15873 09 10.0 (<-�)3] -0.76569 84 -0.01504 04 [<-�)3] [< -�)1] [<-:)1] [<-�)1] [(-�)I] 
Table 10.13 ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF AIRY FUNCTIONS 

s 
1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

1 0  

AND THEIR DERIVATIVES 
a. Ai'(a,) a', Ai(a',) b, Bi'(b,) b' • 

- 2.33810 741 tO. 70121 082 - 1.01879 297 t0.53565 666 - 1.17371 322 t0.60195 789 - 2.29443 968 
- 4. 08794 944 -0.80311 137 - 3.24819 758 -0.41901 548 - 3.27109 330 -0.76031 014 - 4.07315 509 
- 5.52055 983 t0.86520 403 - 4.82009 921 +0.38040 64 7 - 4.83073 784 t0.83699 101 - 5.51239 573 
- 6. 786 70 809 -0.91085 074 - 6.16330 736 -0.35790 794 - 6.16985 213 -0.88947 990 - 6. 78129 445 
- 7.94413 359 +0.94733 571 - 7.37217 726 t0.34230 124 - 7.37676 208 tO. 92998 364 - 7.94017 869 

- 9.02265 085 -0.97792 281 - 8.48848 6 73 -0.33047 623 - 8.49194 885 -0.96323 443 - 9.01958 336 
-10.04017 434 +1.00437 012 - 9.53544 905 t0.32102 229 - 9.53819 438 +0.99158 637 -10.03769 633 
-11.00852 430 -1.02773 869 -10.52766 040 -0.31318 539 -10.52991 351 -1.01638 966 -11.00646 267 
-11.93601 556 +1.04872 065 -11.47505 663 +0.30651 729 -11.47695 355 +1.03849 429 -11.93426 165 
-12.82877 675 -1.06779 386 -12.38478 837 -0.30073 083 -12.38641 714 -1.05847 184 -12.82725 831 

AUXILIARY TABLE-COMPLEX ZEROS AND ASSOCIATED VALUES OF 
Bi (z) AND Bi' (z) 

s 
1 
2 
3 
4 
5 

e-•i/3�. 
Modulus Phase 

2.354 0.095 
4.093 0.042 
5.524 0.027 
b. 789 0.020 
7.946 0.015 

Bi'(�.) 
Modulus Phase 

0.993 +2.641 
1.136 -0.513 
1.224 t2.625 
1.288 -0.519 
1.340 +2.622 

Modulus 
1.121 
3.257 
4.824 
6.166 
7.374 

Phase 
0.331 
0.059 
0.033 
0.023 
0.017 

From J. C. P. Miller, The Airy integral, British Assoc. Adv. Sci. Mathematical 
Tables Part-vol. B. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1946 and 
F. W. J. Olver, The asymptotic expansion of Bessel functions of large order. 
Philo�. Tran�. Roy. Soc. London (A] 247, 328-368, l954 (with permission). 

Modulus 
0.750 
0.592 
0.538 
O.S06 
0.484 

Phase 
+0.466 
-2.632 
t0.515 
-2.624 
t0.519 

Bi(b'.) 
-0.45494 438 
t0.39652 284 
-0.36796 916 
t0.34949 912 
-0.33602 624 

t0.32550 974 
-0.31693 465 
+0.30972 594 
-0.30352 766 
+0.29810 491 
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1 1. Integrals) of Bessel Functions 

Mathema.ical Properties 
! 

11.1. Simple Integrals of Bessel Functio�s 

11.1.1 

i' t�'J.(t)dt 

i' t�>J,(t)dt 

z"r ("+;+1) 

r ("-;+1) 

"' (v+2k+1)r c��-�+1 +k) X� 
r ("+;+

3 +k) 
J•+2k+t(z) 

(.?l(.u+v+ 1) >O) 

11.1.2 

Recurrence Relatione 

I1.1.5 i' J n+l (t)dt= i'J ,._1 (t)dt-2J ,.(z) 

ll.I.6 i'Jt(t)dt=1-J0(z) 

I Jo(t)dt , I Yo(f)dt , I l0(t)dt , I K0(t)dt 

11.1.7 

r� 1 Jo <iffo(t)dt=x<iffo(x)+r�rx{Ho(x)�(x)-H1(x)�(x) } 
�.(x) =AJ.(x) +BY,(x) ,v=0,1 

A and B are constants. 

480 

11.1.8 

Jo�zo(t)dt=xZo(x) +�11'X{ -Lo(x)Zl(x)+Lt(x)Zo(x) } 
Z,(x) =Al,(x) +Bet• .. K.(x) ,v=0,1 

A and B are constants . 

B,(x) and L,(x) are Struve functions (see 
chapter 12) . 

11.1.9 
r � 

( X) "' (x/2) 2� 
J o  K0(t)dt=- 'Y+ln2 X� (kl) 2(2k+1) 

"' (x/2)2" +x� (kl) 2(2k+1)2 "' (x/2) 2� ( 1 1) +x� (kt)2(2k+ 1) 1 +z+ · · · +k 

'Y (Euler's constant) = .57721 56649 . . .  
In this and all other integrals of 11.1, x is real 

and positive although all the results remain valid 
for extended portions of the complex plane unless 
stated to the contrary. 

11.1.10 

r-tx 11' rz 11' r� Jo K0(t)dt=2 Jo J0(t)dt+i 2 Jo Y0(t)dt 

Asymptotic Expansions 

11.1.11 

.["' (Jo(t)+iY0(t) ]dt-(:xY e1 <�-rt4> 

x[� (-)ka2k+lx-2�- 1+i � (-)ka2kx-zk] 
11.1.12 

11.1.13 

2(k+1)aH1=3 (k+�)( k+�) ak 
-( k+�)2 ( k-�) ak-1 
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where the a� are defined as in 11.1.12. 

11.1.15 xle"' i"' K0(t)dt"'(�Y to (-)
�
akx-�: 

where the a� are defined as in 11.1.12. 
Polynomial Approxhnations ' 

11.1.16 

i"' [J0(t)+iY0(t) ]dt 

=x�Jet<z-rt�>[± (-)"a�:(x/8) -21c-� 
k-0 

+i � (- )"b� (x/8)-�+E(X) J 
I E(x) l �2X 1o-o 

k a. b. 

0 . 06233 47304 . 79788 45600 
1 . 00404 03539 . 01256 42405 
2 . 00100 89872 . 00178 70944 
3 . 00053 66169 . 00067 40148 
4 . 00039 92825 . 00041 00676 
5 . 00027 55037 . 00025 43955 
6 . 00012 70039 . 00011 07299 
7 . 00002 68482 . 00002 26238 

11.1.17 8 �x � co  

k d. 
0 . 39894 23 
1 . 031 17 34 
2 . 00591 91 
3 . 00559 56 
4 -. 01 148 58 
5 . 01774 40 
6 -. 00739 95 

1 Approximation ll .I.16 ill from A. J. M. Hitchcock . 
Polynomial approximations to Bessel functions of order 
zero and one and to related functions, Math. Tables Aids 
Comp. 11, 86-88 (1957) (with permission) . 

11.1.18 

11.1.19 

k 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

e •  

1. 25331 414 
0. 1 1 190 289 
. 02576 646 
. 00933 994 
. 00417 454 
. 00163 271 
. 00033 934 

JJ0(t)dt fY0(t)dt JK0(t)dt 
t ' t ' t 

f"' 1-Jo(t) dt Jo t 

<» 
+2x-1 � (2k+5) [1/t(k+3) -1/t(1) -1]J2kH(x) k-0 

For 1/t(z) , see 6.3 • 

11.1.20 i"' Jo(t)dt +r+ln �= f"' [1-J0(t) ]dt 
., t 2 Jo t 

11.1.21 i"' Y0(t)dt 
"' t 

<» (-)� 
(�)

21: 
=-� ----,..,�� k-1 2k(k!)2 

1 ( X)2 2-y ( X) 1 (� 1 ) -; In 2 - -; In 2 +; 6-r2 (x)2k 

2 "' (-).t 2 { 1 X} 
+; � 2k(k!)2 1/t(k+1)+2k -In 2 

11.1.23 J-t<» K0(t)dt i1r i"' J0(t)dt _! i"' Yo(t)dt 
- u  t 2 ., t 2 ., t 
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Asymptotic Expansions 

where 

11.1.25 

where 

11.1.27 
13 Co= 1 , cl=g 

2(k+l)cH1=[a<k+l)2+�] c.t-( k+�fc.t-x 

11.1.28 �/2e-z f:r [Jo(t) - l ]dt -(2-Jr)-i-::E CtX-.t 
Jo t k•O 

where c" is defined as in 11.1.27. 

11.1.29 

where 

Polynomial Approximations 

f"' �(t)dt 2gt (X)'lfo (x) g0(x)�(x) 
Jz t x

2 
X 

k a�; bk 

0 1. 0 1. 0 
1 0. 15999 2815 0. 31998 5629 
2 . 10161 9385 . 30485 8155 
3 . 13081 1585 . 52324 6341 
4 . 20740 4022 1. 03702 0 1 12 
5 . 28330 0508 1. 69980 3050 
6 . 27902 9488 1. 95320 6413 
7 . 17891 5710 1. 43132 5684 
8 . 06622 8328 0. 59605 4956 
9 . 01070 2234 . 10702 2336 

11.1.30 

xi� J: .. Ko�t)dt = t (-)kd.t (i) -.t +E (X) 

! �: (x) I :::; 6XIO-• 

k rh 
0 1 .  25331 41 
1 0. 50913 39  
2 . 32191 84 
3 . 26214 46 
4 . 20601 26 
5 . 1 1 1 03 96 
6 . 02724 00 

11.1.31 5:::;x:::; (X) 

xie-=J:=[Io(t);l]dt tof.t (g)-.t + �:(x) 

le(x) I 5 1 .1 Xl 0-6 

k /�; 

0 0. 39893 1 4  
1 . 13320 55 
2 -. 04938 43 
3 1. 47800 44 
4 -8. 65560 13 
5 28. 1 2214 78 
6 --48. 05241 1 5  
7 40. 39473 40 
8 -11. 90943 95 
9 --3. 51950 09 

10 2. 1 9454 64 
11.2. Repeated Integrals of J ,.(z) and K0(z) 

Repeated Integrals of J ,.(z) 
Let 

11.2.1 

fo, ,.(z) =J,.(z) , 

ft. ,.(z) ==  i' J,.(t)dt, . . .  , j,, ,.(z) = J:'
fr-I, n (t)dt 

11.2.2 

Then 

11.2.3 

d' f-r, n(Z) =dz' Jn(z) 

1 re J,, ,.(z) = r (r} Jo (z- t)'-lJ.(t)dt (9tr>O) 

_ 2' "' r(k+r) 
11.2.4 j,, ,.(z)-r (r) t; 

kl J,.+r+2.t(z) 
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Recurrence Relations 
11.2.5 

r(r- 1)fr+I. n(Z) =2(r-1 )zfr. n(Z) 
- [ (1-r)2-n2+ z:IJfr-1, n(Z) 

+ (2r-3)zfr-2 , n(Z) - z2fr-a, n(Z) 11.2.6 

rfr+i.o(z) =zf,. o(z)- (r- l)fr-i, o(z) +zfr-2, o(z) 
11.2.7 fr+i. n+i(z) fr+I. n-i(z)-2},, n(Z) 

Repeated Integrals of Ko(ll) 
Let 

11.2.8 

Ki0(z) =Ko(z) ,  

Ki1 (z)= f."' K0(t)dt , . . .  , Ki, (z)= f."' Ki,_1 (t)dt 

d' 11.2.9 Ki_, (z) = (-)' dz' Ko(z) 

Then 

11.2.10 

K1 (z) = . i"' e-• cosh I dt ' 0 cosh' t 
(9t'z;::: o , 9t'r>O, 9t'z>o, r=O) 

p.2.11 
1 f."' Ki,(z) =r(r) • 

(t-z)'- 1K0(t)dt 
(9t'z;::: o , 9t'r>O) 

(9t'r>O) 11.2.12 Ki2,(0) 
r (r) r (t) 
r(r+!) 
7r 

11.2.13 Ki2r+l (O) 
2 r(r+!) 
r(!) r (r+1) 

11.2.14 

rKi,+I (z) =-zKi,(z) + (r- 1)Ki,_l (z) + zKi,_2(z) 

11.3. Reduction Formulas for Indefinite 
Integrals 

Let 

11.3.1 g�' ,.(z)= s· e-111t�'Z,(t)dt 
where Z,(z) represents any of the Bessel functions 
of the first three kinds or the modified Bessel 
functions. The parameters a and b appearing in 
the reduction formulae are associated with the 
particular type of Bessel function as delineated 
in the following table. 

11.3.2 Z.(z) 
J.(z), Y.(z), H�ll (z) , H�2> (z) 
I.(z) 
K.(z) 

11.3.3 
pg�' · .(z)= -e-11•z�'Z,(z) 

a b 
1 1 

- 1  1 
1 - 1  

+ (JL+II)gl'-1 ,  ,(z)-ag,.,.+I (z) 
11.3.4 
pg,., •+I (z) = -e-11•z,.z.+I (z) 

+ <�-�-��- 1 )g,._l .•+I (z) +bg,. ,. (z) 
11.3.5 
(p2+ab)g,.,.(z)=ae-11•z�'Z,+I (z) 

+ (JL-11-1 )e-P•z,.-1Z,(z)-pe-11•z�"Z,(z) 
+p(2JL- 1)gl'-1 .• (z) + [112- (JL- 1  )2]g,._2 .• {z) 

11.3.6 
a(II-JL)U�'.•+i (z)= -2��e-11'z�'Z,(z)-211pg,. ,.(z) 

+b(JL+II)g,.,,_i (z) 

Case 1 :  

e -P•z-•+1{ b } 11.3.8 g_,, ,(z)=:; 211_1 Z.(z)+P Z,_1 (z) 

11.3.9 

11.3.10 

r· et•z-·+1 
J o e11t- ·J.(t)dt=- 211_1 [J.(z)+iJ,_1(z) ] 

"' +2. 1 (211- 1) r (11) <��� !) 
11.3.11 

r· et•z•+i 
Jo e1 1t

•Y.(t)dt=211+1 [Y.(z) -iY.+1 (z) ] 

11.3.12 

i2•+1r (11+1) 
7r(211+1) 
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i' 
e- 11 ,.(t)dt=ze-•[J0(z) +11 (z)] 

n-1 
+n[ e-•J0(z) - 1 ]+2e-•� (n-k)l"(z) k-1 

11.3.14 

l' e±'r•J,(t)dt= e±•z-•+ I 
2v_1 [l,(z) =Ff,_1 (z)] 

11.3.15 

=F 1 (v;o6}) 2•- 1(2v-1)f(v) 

King's integral (see [1 1 .5]) 

11.3.16 .f e 1K0(t)dt=ze•[K0(z)+K1(z) ]-1 

11.3.17 

J. .. e1t-•K,(t)dt 

Case 2: 

11.3.18 

e•z- •+1 
= 2v_1 [K,(z)+K,_1 (z) ] 

p=O, IL=±v 
bg,, ,_1 (z) = z•Z,(z) 

11.3.19 ag_,, •+1 (z) = - z-•Z,(z) 

11.3.20 i' t•J,_t (t)dt = z•J, (z) (9t'v>o) 

11.3.21 

11.3.22 

2n f' J2n(t)dt 1-� � (2k- I)J2A:-t (z) Jo t Z t=l  

ll.3.23 

11.3.24 

f• t•Y,_t(t)dt=z·Y. (z)+ 2'f(v) Jo � 

11.3.26 fo' t- •J,H(t)dt=z-· /,(z)-2 .r(�+1) 
11.3.27 

i' 
t•K.-1 (t)dt=-z•K,(z) +2•-1 r (v) 

Indefinite Integrals of Products of Bessel Functions 

Let %(z) and �.(z) denote any two cylinder 
functions of orders IL and v respectively. 

ll.3.29 

s· { (k2-l2) t-(JJ.2 t v2) }%(kt) �.(lt)dt 

= z {ktt'11+t (kz)�.(lz) - ltt'11(kz) �.+1 (lz) } * 
- (IL-v)tt'11(kz)P#,(lz) 

11.3.30 

s· t-��-·- 1%+I (�)!').+I (t)dt 
z-,.- , 

=-2(JJ.+v+I) { %,(z)P#,(z) +%+I (z)�,_,_, (z) } 

11.3.31 

s· t��+·+I<t;(t)PJ.(t)dt 
z"+•+2 

2 (1L+v+ 1) { �(z) P#,(z) +%+1 (z)�.+I(z) } 

11.3.32 

r• tJ!-I (t)dt=2 i: (v+2k)J!+2A:(z) Jo k-o 

ll.3.33 

i' 
t[J�-� (t)-J;+I(t) ]dt=2vJ�(z) 

11.3.34 i' 
tJ�(t)dt=�2 [J�(z)+JHz)] 

11.3.35 

C9t'JI>o) 

J:. 1 11 
J,.(t)J,.+I (t)dt=-2 [ 1-J�(z) ]-� JHz) 

0 k-1 = :E JHz) 
k -n+t 

•see page u. 
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ll.3.36 

(�+11) Jz t- 1%(t)!Y). (t)dt 

-(�+JI+2n) Jz t- 1%+n(t)!Y).+n(t)dt 
n-1 =%(z)!Y).(z) +%+n(z)Et.+n(z) +22: %+k(z)!Y)•+k(z) k=l 

Convolution Type Integrals 
ll.3.37 

i' J,.(t)J.(z-t)dt=2 "to (-)kJ,.+•+2k+1 (z) 

(8l'�>-1 , 8l'll>-1) 
ll.3.38 

i• J.(t)J1_. (z- t)dt=J0(z)-cos z (-1<9l'll<2) 

ll.3.39 

i• J.(t)J_.(z-t) dt=sin z 

ll.3.40 

r • f-IJ,.(f)J. (z-t)df= J,.+.(z) 
Jo � 

ll.3.41 

r· J,.(t)J. (z-t)dt 
Jo t (z-t) 

ll.4. Definite Integrals 

Orthogonality P�operties of Bessel Functions 

Let �(z) be a cylinder function of order 11. 
In particular, let 

ll.4.1 �(z) =AJ.(z) + BY.(z) 

where A and B are real constants. Then 

ll.4.2 

ib
t�.(Xmt)�.(Xnt)dt=O (m ¢n) 

=G t2{ (1->.�2) �(Xnt) +�;2(Xnt) } I 
(m=n) (O<a<b) 

provided the following two conditions hold : 
1 .  Xn is a real zero of 

ll.4.3 

2 . There must exist numbers k1 and k2 (both 
not zero) so that for all n 
ll.4.4 

In connection with these formulae, see ll.3.29. 
If a=O, the above is valid provided B=O. This 
case is covered by the following result. 

ll.4.5 

i1
tJ.(amt)J.(ant)dt=0 (m¢n, 11>-1) 

=![J;(an)]2 
(m=n, b=O, 11>-1) 

=2!� [�;+a�-112] [J.(an) ]2 

(m=n, b ¢0, 11 ;?:: - 1) 
a1 , a2, . . .  are the positive zeros of 
aJ.(x) +bxJ; (x) = O, where a and b are real con
stants . 

ll.4.6 

ll.4.7 

(m ¢n) 
1 

2(2n+JI+l) 
(m=n) (ll+n+m>-1) 

Definite Integrals Over a Finite Range 
" i2 J2n (2z sin t)dt=� J�(z) 

ll.4.8 l .. J0(2z sin t) cos 2ntdt=7rJ!(z) 

ll.4.9 ii 
Y0(2z sin t) cos 2ntdt=� Jn(z)Yn(z) 

ll.4.10 

ii 
J,.(z sin t) sin,.+It  cos2•+1 tdt 

2•r(11+1) 
z•+1 J,.+•+I (z) (8l'�>-1 , 8l'11>-1) 

ll.4.ll 
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Infinite Integrals 

Integrals of the Form i"' e-P' t�'Z,(t)dt 
ll.4.12 

ll.4.13 i"' e- 't�'-1l.(t)dt 
ll.4.14 

iir(p.+v) e r (JL+v) r (t-J.L) 
r (t)2�'r (v-J.L+1) ( .c?lJL<�' .c?l(JL+v)>O) 

r (J.L+v)r(!-J.L) 
r (!)2�'r (v-J.L+1) (&I�-'<�' .c?l (J.L+v) >o) 

ll.4.23 i"'K0(t)dt=� 

ll.4.24 f_"'., e-i w•Jn (t)dt 2 (  0�3);w) (w2<1) 

where Tn(w) is the Chebyshev polynomial of  the 
first kind (see chapter 22) . 

ll.4.25 

f_"'., t - le- iwtJ n (t)dt 
=2i (-i) n(1-w2)iUn- l (w) (w2<1) n 

=O (w2>1) 

i"' cos btK0(t) dt (1t2) ! 

ll.4.15 

where Un(w) is the Chebyshev polynomial of the 
( /fb/<1) second kind (see chapter 22) . 

f"' arc sinh b 
J 0 sin bt K0( t)dt (1 + b2)i 

ll.4.16 i"' t�'J.(t)dt 2�'r e+�+1) 
r (v-�+1) 

( /  fbl<l) 

( .c?l(J.L+v) >-1 , £1lJ.L<�) 
ll.4.17 i"' J.(t)dt=1 

ll.4.18 

f "' [ 1-Jo(t) ]dt 
J o  t�' 

ll.4.19 i"' t�'Y. (t)dt=� r (�-'+;+1) r (�-'-;+1) 
X sin � (J.L-�) ( .c?l(J.L± v)>- 1 , .c?lJ.L<�) 

ll.4.26 

f_"'., t-ie- i wtJnH(t)dt= ( -i)n(27r)iPn(w) (w2<1) 
=0(w2>1) 

where P n(w) 1S the Legendre polynomial (see 
chapter 22) . 

11.4.27 

i"' e -• t;-1Ja[2(zt) i] dt= 'Y��;) (.c?la>O, .c?lz>O) 

where -y(a, z) is the incomplete gamma function 
(see chapter 6) . 

Integrals of the Form So"' e-•2 •2t•Z. (bt)dt 

11.4.28 

ll.4.20 i"' Y. (t)dt= -tan v; ( /.c?lv/<1) where the notation M(a, b, z) stands for the con
fluent hypergeometric function (see chapter 13) . 

11.4.21 

11.4.22 i"'t�'K.(t)dt=2,.- 1 r (�-'+;+1) r (�-'-;+1) 
(.c?l(JL± v)>-1) 

ll.4.29 

f"' 2 2 
J o e -a 1 t•+lJ.(bt)dt 
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11.4.30 

f "' t -� [ ( b2 ) 
Jo 

e-4212 Y2.(bt)dt=-;a 
e aa• /, 8a2 tan P1r 

+; K. c:;2) sec vr] (i&lvl<�' &la•>o) 

11.4.31 
b2 i"' e-a•i• I.(bt)dt=;;, eaa• It• (8�2) 

(&lv>-1 , 8la2>0) 
11.4.32 

Weber-Schafheitlin Type Integrals 
11.4.33 

f"' J,.(at)J.(bt)dt 
Jo tA 2Aa•-H1r (v+l)r ("-vt>-+1) 

X F (l'+v-X+l v-1'-X+l . +I · b2) 2 I 2 ' 2 ' v ' a2 

(&l(l'+v-X+l)>O, &t'X>-1 , O<b<a) 
11.4.34 

2Ab,.-Hir("+I) r (v-"t>-+1) 

X F ("+v-X+l 1'-v-X+l . 
+I · a

2
) 2 I 2 I 2 ' I' J b2 

(al'(l'+v-X+l)>O, &t'X>-1, O<a<b) 

For 2F1, see chapter 15. 
Special Cases of the Discontinuous Weber-Schafheitlin 

Integral 
11.4.35 
f"' J,.(at) sin bt dt 1 . [ . b] J 0 t I' sm I' arc sm a 

a" sin 1r; 
11 .4.36 J:"' J,.(at) cos bt dt 1 [ . b] t =- cos I' arc sm -o I' a 

a" COS � 

(O:$ b:$a) 

(b�a>O) 

(&ll'>-1) 

(O:$b:$a) 

(b�a>O) 

(&li'>O) 

ll.4.37 

"' cos [I' arc sin �] i J,.(at) cos bt dt= (a2-b2)t (O:$b<a) 

11.4.38 

11.4.39 i"' etbtJo (at)dt 
11.4.40 

. 71"1' -a" sm -2 

a" cos 71"; 

(b>a>O) 

1 
(a2-b2)t 

� 
(b2-a2)t 

(&ll'>-2) 

(O:$ b<a) 

(O<a<b) 

i"' e1b1Y0 (at)dt 2i b 
7r(a2-b2)l arc sin a (O:$ b<a) 

11.4.41 

- 1  2i 
(b2-a2)l + 7r(b2-a2)l 

Xln { b- (b;-a2)l} (O<a<b) 

i"' t,.-•+1J,. (at)J,(bt)dt=O 

11.4.42 

11.4.43 

2,.-.+1a�'(b2-a2) .-,.- 1 
b•r (v-1') 

(b>a>O) 

(&lv >all'>-I) i"' bp- 1 J,. (at)J,_1 (bt)dt=-
0 a" 

1 =2b 

=0 

i"' Jo (at) { l-J0 (bt) } dt=O 0 t 

(O<b<a) 

(O<b=a) 

(b>a>O) 

(&li'>O) 

(O<b:$a) 
b 

=In a (b �a>O) 
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Hankel-Nicholaon Type Integral• 

11.4.44 

f"' t•+1J.(at)dt an·-�� ) Jo (t2 +z2)�'+1  2�'r (M+ l) K._,.(az 

(a>o, �z>o,-:-
1 <�v<2�M+D 

11.4.46 

f"' Yo(at)dt 
Jo t2+z2 

K0(az) 
z (a>O, �z'>O) 

11.4.47 

f"' K,(at)dt r 
Jo t•(t2+z2) 4z•+l cos 1171'" [H.(az) -Y.(az)] 

(�a>O, �z>o, ��<!) 
11.4.48 

f ., J.(at)dt It.<!az)Kt.<taz) Jo (t2+ z2)i 

11.4.49 

(��)' r (v+l) 
r (2v+ l) I.(iaz)K.(taz) 

(a>O, �z>O, ���>-!) 

Numerical Methods 

ll.5. Use and Extension of the Tables 

rx J0(t)dt, rx Y0(t)dt , rx Io(t)dt , f., 
Ko(t)dt Jo Jo Jo J

z 
For moderate values of x, use 11.1.2 and 11.1.7-

11.1.10 as appropriate. For x sufficiently large, 
use the asymptotic expansions or the polynomial 
approximations 11.1.11-11.1.18. 

rs . os 
Example 1. Compute Jo J0(t)dt to 5D. 

Using 11.1.2 and interpolating in Tables 9.1 and 
9.2, we have 
rs.o& 

Jo  Jo(t)dt=2[.32019 09+ .31783 69 + .0461 1  52 
+ .  00283 19+ .00009 72+ .00000 21] 

= 1 .37415 

rs .05 
Example 2. Compute Jo J0(t)dt to 5D by 

interpolation of Table 11.1 using Taylor's formula. 
We have 

.£z+h Jo(t)dt== J:z Jo(t)dt+hJo(x) -� J1(x) 
ha h4 

+12 [J2(x) -Jo(x) J+96 [3Jt (x) -J3(x) J+ . . .  
Then with :�:=3.0 and h= .05, 
ra . os 

Jo Jott)dt= 1 .387567 + (.05) (- .260052) 
- (.00125) (.339059) 
+ (.000010) (.746143) =1 .37415 

This value is readily checked using x=3.1 and 
h = - .05. Now /J0(x) / :s; l  for all x and /J11 (x) /  
<2-t , n �  1 for all x. In Table 11.1, we can 
always choose /h/ ::::; .05. Thus if all terms of OW•) 
and higher are neglected, then a bound for the 
absolute error is 2W/48<.2 · I0-6 for all x if /hl 
::::; .05. Similarly, the absolute error for quadratic 
interpolation does not exceed 

h3 (2t+2)/24<.2 . IQ-4• 

. 
Example 3. Interpolation of J:zJ0(t)dt using 

Smtpson's rule. We have 

iz+h Jo(t)dt== iz Jo(t)dt+ iz+h Jo(t)dt 

iz+h Jo(t)dt =� [Jo(x) +4Jo(x+�)+Jo(x+h) ]+R 
hs 

R=-2880 Jg•> (�) , x<�<x+h 
Now 

1 Jri�l (x)=s [J,(x) -4J2(x) +3Jo(x) ] 

IJJ'> (x) l<6��-v'2 <.82 
and with !hi :$; .05, it follows that 

/R/<.9 · 10-10 
Thus if x=3.0 and h=.05 

ia .os J0(t)dt=1 .38756 72520+ (.�5) [ -.26005 19549 
+4(- .26841 13883) - .27653 49599] 

=1 .37414 86481 
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which is correct to 10D. The above procedure 
gives high accuracy though it may be necessary to 
interpolate twice in J0(x) to compute Jo ( x+�) 
and J0(:�;+h) . A similar technique based on the 
trapezoidal rule is less accurate, but at most only 
one interpolation of J0(x) is required. 

Example 4. Compute ia J0(t)dt and ia Y0(t)dt 

to 5D using the representation in terms of Struve 
functions and the tables in chapters 9 and 12. 

For x=3, from Tables 9.1 and 12.1 

J0= -. 260052 J1= . 339059 

Yo= . 376850 Y1 = . 324674 
llo= . 574306 H1 = 1. 020110 

Using 11.1.7, we have 

ia J0(t)dt=3(- .260052) + 3; [ ( .574306) (.339059) 

- (1 .0201 10) (- .260052) 1 
= 1 .38757 

Similarly, 
i3 Y0(t)dt= .19766 

Using 11.1.8 and Tables 9.8 and 12.1, one can 

compute i"' l0(t)dt and i"' K0(t)dt. 

i., J0(t)dt,i"' Y0(t)dt, f"' [l0(t) -1 ]dt
,
i"' K0(t)dt 

z t z t J o t ., t 

For moderate values of x, use 11.1.19-11.1.23. 
For x sufficiently large, use the asymptotic ex
pansions or the polynomial approximations 
11.1.24-11.1.31. 

Repeated Integrals of J0(:r;) 

For moderate values of x and r, use 11.2.4. 
If r= 1, see Example 1. For moderate values of 
x, use the recurrence formula 11.2.5. If x is large 
and x»r, see the discussion below. 

Example 5. Compute j,, 0(x) -j,(x) to 5D for 
x=2 and r=0(1)5 using 11.2.6. We have 

rf,+I �x) =:r.J,(x) - (r- 1)fr-� (x)+xf,-2 (x) 

J -1 (x) = -J1 (x) ,  fo(x) =Jo(x) , J1 (x) = .C Jo (t) dt 

and the terms on this last line are tabulated. Thus 
for x=2, 

f-1 = - .57672 48, Jo= .22389 08, }1 = 1 .42577 03 

The recurrence formula gives 

fa= l .20909 66, }4 = .62451 73, }5= .25448 17  

When x> >r, i t  is convenient to use the auxil
iary function 

g,(x) = (r- 1) !x-r+'j,(x) 

This satisfies the recurrence relation 

l?Ur+1 (x) =x2g,- (r- 1)2g,_1 (x) 
+ (r- 1) (r-2)Ur-2(x) , r ;::: 3 

U1 (x) = i"' Jo(t)dt, g2(x) =g1 (x) -J1 (x) 

Ua(x) = [x2g2(x) -g1 (x) +xJo(x) ]/:1:2 

Example 6. Compute g,(x) to 5D for x= 10 
and r=0(1)6. We have for x= 10, 

J0= - .24593 58, J1 --,;: .04347 27, g1= 1 .06701 1 3  
Thus 

02= 1 .02353 86, ua= .98827 49 

and the forward recurrence formula gives 

g4 = .96867 36, us= .941 14 12, g6= .90474 64 

For tables of 2-'f,(x) , see [ 1 1 . 16]. 

Repeated Integrals of Ko(x) 

For moderate values of x, use the recurrence 
formula 11.2.14 for all r. 

Example 7. Compute Ki,(x) to 5D for x=2 
and r=0(1)5. We have 

rKi,+l (x) = -xKi,(x) + (r- 1)Kir-� (x) +xKi,_2(x) 

Ki_1 (x) =K1(x) , Ki0(x) =K0(x) , Ki1 (x) = i"' Ko(t)dt 

and the functions on this last line are tabulated 
Thus for _x=2, 

K0= . 1 1389 39, K1= . 13986 59, Ki1 = .09712 06 

and 

Similarly, 

Ki3= .07696 36, Ki4= .07043 17, Kis= .06525 22 

If x/r is not large the formula can still be used 
provided that the starting values are sufficiently 
accurate to offset the growth of rounding error. 

For tables of Ki,(x) , see [ 1 1 . 1 1 ] .  



490 INTEGRALS OF BESSEL FUNCTIONS 

Now 

fo(x)= .C Ko(t)dt,j1 (x)=[1-xK1(x)]jx 

the latter following from 11.3.27 with v= 1 . In 
11.3.5, put a= 1, b=- 1, p=O and v=O. Let 
J.L=m. Then 

fm(X)= [(m- 1)�m-2(x) -x2Kt (X) 
-x(m- 1)K0(x)]/r 

Using tabular values ofj0 andj1, one can compute 
in succession J2, }a, . . . provided that mfx is not 
large. 

Example 8. Computefm(x) to 5D for x=5 and 
m=0(1)6. We have, retaining two additional 
decimals 

Thus 

K0= . 00369 1 1 
fo= l. 56738 74 

K1 =. 00404 46 
ft= · 19595 54 

}2= .05791 27,}.= .01458 93,}6= .00685 36 
Similarly starting withj1, we can compute fa andj5. 

If m>x, employ the recurrence formula in 
backward form and write 

j m-2(x) = [r}m(x) +rK1 (x) +x(m- 1)K0(x)]/(m- 1)2 
In the latter expression, replace fm by Um· Fix x. 
Take r>m and assume g,=O. Compute Ur-2, Ur-41 etc. Then 

lim Ur-2k(x)=fm(x) , m=r-2k r�ao 

Apart from round-off error, the value of r needed 
to achieve a stated accuracy for given x and m 
can be determined a priori. Let 

Then 
E,= jg,-j, j 

Er-2k (r- 1)2(r-3)2 • • •  (r-2k+ 1 )2 
E,�[x2Kt (x) +x(r-1)K0(x) ]/(r-1)2 

since for x fixed ,j, (x) is positive and decreases as r 
increases. 

Example 9. Computefm(x) to 5D for x=3 and 
m=0(2) 10. We have 

K0=.03473 95 
If r=16, 

Kt= .04015 64 

Eto< 1 .4 · 10-6 
Taking Ut6=0, we compute the following values 

of Uu, Uu, . . .  , Uo by recurrence. Also recorded 
are the required values of j m to 5D. 

m Um fm 

14 . 00855 42 
1 2  . 01061 09 
10  . 01325 05 . 01325 

8 . 01751 39 . 01751 
6 . 02548 09 . 02548 
4 . 04447 31  . 04447 
2 . 1 1936 90 . 1 1937 
0 1. 53994 71  1.  53995 

For tables offm(x), see [ 1 1 .2 1] . 
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Table 11.1 INTEGRALS OF BESSEL FUNCTIONS 

X JoxJo (t) dt J0xYo (t) dt e-xLx Io (t) dt e"' L � K0 (t) dt 
o. 0 0. 00000  0 0 0 0 0  0, 00000  0 0 0 0 0  0. 00000  0 0  1 .  5 7 0 7 9  6 3  
0 .  1 o. 09991 6 6979 -0. 21743 05666 0. 09055  92 1. 35784 82 
o. 2 0. 19933 4332 5 -0. 34570 88380 o. 1 6429 28 1. 25032 54 
o. 3 0. 29775 7 5802 -0. 43928 31758 0. 22391 7 9  1. 17280 09 
o. 4 0. 39469 85653 -0. 50952 48283 o. 27172 46 1. 11171 28  

o. 5 0. 48968 05066  -0. 56179 54559 0. 30964 2 9  1. 0 6127 17  
o. 6 o. 58224 12719  -0. 59927 1 5570 0. 33929 99  1. 01836 48  
o. 7 0. 67193 68094 -0. 62409 9 6341 o. 36206 71  o. 9 81 09 70  
o. 8 o. 75834 44308 -0. 63786 88991 o. 37910 05 0. 94821 8 0  
o . 9 0. 841 0 6  59149 -0. 64184 01770 0. 39137 42  0. 91885 5 6  

1.  0 o. 91973 04101 -0. 63706 93766  0. 39970 88  0 . 89237 52 
1. 1 0. 99399 71082 -0. 62447 91607 0. 40479 52 0 . 86829 97 
1.  2 1. 06355 7 6711 -0.  60490 2 6964 o. 40721 52  o. 84626 10  
1. 3 l. 1281 3 83885 -0. 57911 12548 0. 4 0745 78 0. 82596 89 
1. 4 l. 18750  2 0495 -0. 54783 19295 o. 40593 39 0. 80719 0 4  

1. 5 1. 2 4144 95144 -0. 51175 90340  0. 40298 85  o. 7 8973  57  
1.  6 1. 28982 09734 -0. 47156  1 3039 o. 39891 09  o. 77344 8 0  
1 .  7 l. 33249 68829 - 0. 42788 62338 o. 39394 29 o. 7 5819 62 
1. 8 1. 36939 85727 -0. 3 81 3 6  24134 0. 38828 68 0. 7 4386 97 
1. 9 1. 40048 85208 -0. 3 32 6 0  04453 o. 38211 11  o. 73037 44 

2. 0 1. 42577 02932 -0. 28219 28501 0. 37555 57 o. 71762 9 5  
2. 1 1. 44528 81525 - 0. 230 71 32490 0. 36873 6 7  o .  70556  50 
2. 2 1. 45912 63387 -0. 1 7871 50399 o. 36174 9 8  o. 69412 02 
2. 3 1. 46740 80303 - 0. 1 2 672 97284 0. 35467 3 8  0. 68324 1 6  
2 .  4 1. 4 7029 39949 -0. 07526 5 0420 0. 34757 29 o. 67288 26  

2. 5 1. 4 6  798 09446 - 0. 02480 29261 0. 34049 9 3  o. 66300  1 5  
2 .  6 1 .  46069 96081 +0. 0242 0 24953 0. 33349 48  o. 65356 16  
2 .  7 1. 44871 2 5408  0. 07132 69288 0. 32659 30 0. 64452 98 
2. 8 1. 43231 1 6899 o. 11617 78353 o. 31981 99  o. 63587 68 
2. 9 1. 41181 57386 0. 1 5839 62206 o. 31319  59 0. 62757 60  

3 .  0 1. 38756 72520  0, 19765 82565  o .  30673  62 o. 61960 34 
3. 1 1. 35992 9 6508  0. 23367  66986 0. 3 0045 18 0. 61193 74  
3 .  2 1. 32928 40386 0. 26620 2 0 748 0. 29435 04 0. 60455 84  
3. 3 1 . 29602 59125 0. 29502 36222 0. 28843 6 7  0. 59744 8 4  
3 .  4 1. 26056  17835  0. 31996 99576  o. 28271  31 o. 59059 11 

3. 5 1. 22330  5 7382 0. 34090 94657 o. 27718 02 0 . 58397 14  
3. 6 1. 1846 7 59706 0. 35775 03989 o. 27183 7 0  o. 57757 57  
3. 7 l. 14509 13136  0. 37044 06831 0. 2 6668 11 o. 57139 1 3  
3 .  8 1. 1 0496 78009 0. 37896 74266 o. 26170 94 0. 5 6540 66  
3 .  9 1. 06471 52877 o. 38335 61369 o. 2 5691 7 8  o . 55961 09  

4 .  0 1. 02473 41595 0 . 38366 9 6479 o. 2 5230  18 o. 5 5399 42  
4. 1 0. 98541 21560 0 . 38000  6 7 672 0. 24785 61  0. 54854 72  
4 .  2 0. 94712 13375 o. 37250 0 6552 0. 24357 56  o. 54326 15  
4 .  3 0. 91021 52175 o. 36131 69475 0. 2 3945 46 0. 53812 91 
4. 4 0. 87502 6 0866 0 . 34665 16398 0. 2 3548 74  o. 53314 27  

4. 5 0. 84186 2 5481 0. 32872 87513 o. 23166 83 o. 52829 52 
4. 6 o. 81100 72858 o. 30779 7 7 892 0. 22799 15 0. 52358 0 3  
4 .  7 o. 7 82 71 50802 0. 28413 1 0 351 0. 22445 13 o. 51899 19 
4. 8 o. 75721 10902 0. 2 5802 06786 0. 22104  21 o. 51452 43 
4. 9 o. 7 3468 941 0 6  0. 22977  58227 0. 21775 83 o. 51017  24  

5 .  0 0. 71531 19178 o. 1 9971 9387 6 0. 21459 4 6  0. 5 0593 1 0  [( -i)7] [(-:)2] 
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INTEGRALS OF BESSEL FUNCTIONS Table 11.1 

X .C J0 (t) dt fox Yo (t)dt e -x fox Io ( t) dt ex fx ro K0 ( t) dt 
5. 0 0. 71531 19178 o. 19971 93876 0.  21459 46 0. 50593 1 0  
5. 1 0. 69920 74098 o. 1 681 8 49405 o. 21154 58 o. 50179 55 
5. 2 0. 68647 1 0457 0. 1 3551 34784 0. 2 0860 68 0. 49776 16  
5. 3 o. 67716 40870 0. 1 0 2 05 01932 0. 20577 28  o. 49382 50 
5. 4 o. 67131 39407 o. 06814 1 2463 0. 2 0303 89 0. 48998 19  

5 .  5 0. 66891 44989 o. 03413 05806 0. 20040 08 0. 48622 86 
5.  6 0. 66992 67724 + 0. 00035 67983 0. 19785 40 0. 48256 1 6  
5. 7 0. 6742 7  98068 -0. 03284 98697 0. 19539 44 0. 47897 75 
5. 8 0. 68187 18713 -0. 06517 04775 0. 19301 81 0. 47547 34 
5. 9 o. 692 57 1 9078 -0. 09630 01 348 0. 19072 13 o. 47204 60 

6. 0 o. 70622 12236  -0. 12595 06129 0. 1 8850 02 0. 46869 29 
6. 1 o. 72263 541 00 -0. 15385 2 7646 o. 1 8635 16 o. 46541 11 
6. 2 o. 74160 64692 -0. 1 7975 87372 0. 1 8427  20 o. 462 1 9  83 
6. 3 o. 76290 51256 -0. 2 0344 39625 o .  18225 84 o. 45905 2 0  
6 .  4 o. 78628 33012  -0. 2 2470 89068 0. 18030 78 0. 45596 99 

6. 5 o. 81147 67291 -0. 24338 05692 0. 17841 74 0. 45294 98 
6. 6 0. 83820 76824 -0.  2 5931 37161 0. 17658 44 0. 44998 97 
6. 7 0. 86618 77897 -0. 2 7239 18447 0. 17480 64 0. 44708 76 
6. 8 0. 89512 09137 -0. 2 8252  78684 0. 17308 09 0. 44424 1 5  
6 .  9 0. 92470 60635 -0. 28966 45218 0. 1 7140  55 0. 44144 97 

7. 0 0. 95464 03155 -0. 29377 44843 0. 1 6977 82 0. 43871 05 
7. 1 0. 98462 17153 -0. 2 9486 02239 0. 1 6819 68 0. 43602 2 2  
7. 2 1 .  01435 2 1 344 -0. 29295 35658 0. 1 6665 93 0. 43338 34 
7. 3 1. 04354 00558 -0. 2 8811 49927 o. 16516 39 o. 43079 2 3  
7 .  4 1. 07190 32 638 -0. 2 8043 2 6862 o. 16370 89 0. 42824 76 

7.  5 1. 09917 14142 -0. 27002  13202  0. 1 62 2 9  24  0.42574 81 
7. 6 1 .  12508 84628 -0. 2 57 0 2  06208 0. 1 6091 30 o. 42329 20 
7. 7 1 . 14941 49299 -0. 24159 37080 0. 1 5956 91 o. 42087 86 
7. 8 1. 17192 99830 -0. 2 2392 52368 0. 1 5825 93 0. 41850 63 
7. 9 1. 19243 33198 -0. 2 0421 93575 0. 15698 21 0. 41617 40 

8. 0 1. 21074 68348 - 0. 18269 7 51 5 0  0. 1 5573 64 0. 41 388 07 
8. 1 1. 2 2671 60587 -0. 15959 61109 0. 1 5452 08 0. 41162 52 
8. 2 1. 24021 1 3565 -0. 13516 40494 0. 1 5333 42 o. 40940 65 
8. 3 1. 25112  88778 - 0. 1 0966 01934 0. 15217  55 o. 40722 37 
B. 4 1. 2 5939 12520  - 0. 08335 07540 0. 1 5104 36 o. 40507 56 

8. 5 1. 2 6494 80240 - 0. 05650 66385 0. 14993 74 0. 40296 1 5  
8 .  6 1. 2 6  777 58297 -0. 02940 0 7834 0. 14885 61 0. 40088 04 
8. 7 1. 2 6787 83120 -0. 00230 54965 0. 14779 88 0. 39883 15 
8. 8 1. 2 6528 57796 +0. 02451 01 664 0. 14676 44 0. 39681 40 
8. 9 1. 26005 461 62 0. 0 5078 29664 0. 14575 23 o. 39482 69 

9. 0 1. 2 5 2 2 6  64460 0. 07625 79635 0. 14476 16 o. 39286 97 
9. 1 1. 24202  70675 0. 1 0069 08937 0. 14379 16  o. 39094 1 5  
9 .  2 1. 2 2946 51666 0. 1 2 385 04194 0. 14284 16  0. 38904 17 
9. 3 1. 21473 08237 0. 14552 02334 0. 14191 08 0. 3871 6 95 
9. 4 1. 19799 38314 0 . 1 6550 09969 0. 14099 87 0. 38532 41 

9. 5 1. 1 7944 18392 o.  1 83 61 2 0962 0. 14010  46 o. 38350 53 
9. 6 1 . 15927 83464 0. 1 9969 32017 0. 1 3922  78  0. 38171 20  
9. 7 1 .  1 3772  05614 o. 21360 56169 0. 1 3836 79 0. 37994 39 
9. 8 1. 11499 7 1 504 .. 0. 22523  34059 0. 1 3752  43 0. 37820 03 
9. 9 1. 09134 58985 0. 23448 42919 0. 1 3669 65 0. 37648 06  

1 0. 0 1. 06701 13040 0. 24129 03183 0. 1 3588 40 0. 37478 43  [C -i)4J [C-i)4J [ ( -f) l] [(-f) l] 
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Table U.2 

X 

o. 0 
0. 1 
o. 2 
o. 3 
o. 4 

o. 5 
o. 6 
o. 7 
o. 8 
o. 9 

1. 0 
1. 1 
1 , 2 
1. 3 
1. 4 

1. 5 
1 . 6 
1 . 7 
1 . 8 
1 . 9 

2. 0 
2. 1 
2. 2 
2. 3 
2. 4 

2. 5 
2. 6 
2. 7 
2. 8 
2. 9 

3. 0 
3. 1 
3. 2 
3 .  3 
3. 4 

3. 5 
3. 6 
3. 7 
3. 8 
3. 9 

4. 0 
4. 1 
4. 2 
4. 3 
4. 4 

4. 5 
4. 6 
4. 7 
4. 8 
4. 9 

5. 0 

INTEGRALS OF BESSEL FUNCTIONS 

i" 1 -Jo(t) 
0 t 

dt 

o. 00000 000  
o. 00124 961 
0, 00499 375 
o. 01121 841 
0, 01990 030 

o.  03100 699 
0. 04449 711 
o.  06032 057  
0. 07841 882 
0. 09872 519 

o. 12116 525 
0. 14565 721 
0. 1 7211 240 
0. 20043 570 
o. 23052 610 

o. 262 2 7  724 
0. 29557 796 
o. 33031 288 
o. 36636 308 
0. 40360 666 

0. 44191 940 
o. 481 1 7  541 
0. 52124 775  
o .  56200  913 
0. 60333 248 

o.  64509 164 
o. 6871 6 194 
o. 72942 081 
o. 77174 836 
0. 81402 795 

o. 85614 669 
0. 89799 596 
0. 93947 188 
0. 98047 571 
1. 02091 428 

1. 06070 032 
1. 09975 277 
1. 13799 707  
1, 17536 536 
1. 21179 667 

1. 24723 707  
1. 28163 975  
1 .  31496 504 
1. 34718  044 
1. 37826 060 

1. 40818 716 
1. 43694 870 
1.  46454 052 
l .  49096 446 
1. 51622 864 

1. 54034 722 

[( -:)3] 

INTEGRALS OF B E S SEL FUNCTIONS 

.[ "'  Yo(t) 
dt 

X t 
- co  

-1. 34138 382 
-0. 43423 067 
-0.  05107 832 
+0. 15238 037  

0. 26968 854 
o .  33839 213  
o. 37689 807 
0. 39543 866 
o.  40022 301 

0. 39527 290 
0. 38332 909 
0. 36633 694 
o. 34572 398 
o. 32256 7 01 

0. 29769 696 
o. 27176 713  
0. 24529 896 
o.  21871 360 
0. 19235 409 

0. 16650 135  
0. 14138 594 
o. 11719 681 
0. 09408 798 
o. 07218 365 

0. 05158 229 
0. 03235 987 

+0. 01457 248 
-0. 00174 144 
-0. 01655 931 

-0. 02987 2 72 
-0. 04168 613 
-0. 05201 554 
-a. 06088 740 
-0. 06833 756  

-0. 07441 025  
-0. 07915 722 
-0.  08263 683 
-0. 08491 323  
-a. 08605 553  

-0. 08613 706  
-0. 08523 459 
-0. 08342 762 
-0. 08079 769 
-0. 07742 769 

-0. 07340 123  
-0. 06880 199  
-0. 06371 317  
-0. 05821 690 
-0. 05239 371 

-0. 04632 205 

i" lo(t) - 1 
e - x -- dt 

0 t 
o. 00000 000 
0. 00113 140 
0. 00409 877 
0. 00835 768 
o. 01347 363 

o. 01910 285 
0.  02497 622 
0. 03088 584 
0. 03667 383 
0. 04222 295 

0. 04744 889 
o.  05229 376 
0. 05672 080 
o. 06070 995 
o. 06425 420 

0. 06735 663 
0. 07002 797 
o. 07228 458 
o. 07414 688 
0. 07563 806 

0. 07678 298 
o. 07760 744 
o. 07813 746 
o. 07839 884 
0. 07841 674 

0. 07821 544 
o. 07781 809 
o. 07724 664 
0. 07652 168 
o. 07566 245 

0. 07468 681 
o. 07361 124 
0. 07245 090 
0. 07121 963 
0, 06993 006 

0. 06859 360 
o. 06722 060 
o. 06582 033 
o. 06440 109 
o . a6297 029 

o. 06153 450 
0. 06009 952 
o. 05867 042 
o. 05725 166 
0. 05584 708 

0. 05446 000 
0. 05309 325 
0. 05174 921 
o. 0.5042 989 
0, 04913 691 

o. 04787 161 

[( -i)2] 

x e" .[ "'  Ko(t) 
dt 

X t 
o .  000000 
0. 368126 
o. 460111 
0. 506394 
0. 53291 0 

0, 548819 
0. 558366 
0. 563828 
0. 566545 
0. 567355 

o. 56681 1 
0. 565291 
0. 563058 
o. 560302 
o. 557163 

0. 553745 
o. 550126 
o.  546364 
o. 542506 
o. 538587 

0. 534635 
0. 530670 
0. 526711 
0. 522768 
a. 518854 

0. 514976 
0. 511139 
o. 507350 
o. 503610 
0. 499924 

0. 496292 
a. 492717 
0, 489198 
0 • .485736 
0. 482332 

o. 478984 
o. 475694 
0. 472459 
0. 469280 
0. 466155 

0. 463085 
0. 460067 
o .  457100 
0. 454185  
0. 451320 

0. 448503 
o. 445734 
0. 44301 2  
0. 440335 
0. 437703 

0. 435114 



12. Struve Functions and Related Functions 

MILTON ABRAMOWITZ 1 

Contents 

Mathematical Properties . . . . . . . . 
12.1. Struve Function H,(z) . . . . . 
12.2. Modified Struve Function L,(z) . 

12.3. Anger and Weber Functions . . 

Numerical Methods . . . . . . . . . . 
12.4. Use and Extension of the Tables 

Page 
496 
496 
498 
498 

499 
499 

References . . . . . . . . . . . . . . 500 

Table 12.1 .  Struve Functio:q.s (O � x �  oo )  . 501 

Bo(x) , B1(x), L"' Ho(t)dt, Io(z)-Lo(z) , lt(x)-Lt(X) , L"' [lo(t)-Lo(t) }dt 

(2/Jr) .["' t-1Ho(t)dt, X=0(.1)5, 5D to 7D 
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12. Struve Functions and Related Functions 

Mathematical Properties 

12.1. Struve Function B,(lll) 

Differential Equation and General Solution 

12.1.1 

The general solution is 

12.1.2 w=aJ,(z) +bY',(z)+H,(z) (a,b, constants) 

where z-'B, (z) is an entire function of z. 
Power Series Expansion 

12.1.3 

12.1. 5 

Integral Representations 

12.1.6 

B, (z) 2 (iz)• fl (1- t2y-t sin (z t) dt .J;. r(v+!) Jo 

12.1.7 

12.1.8 

12.1.9 

12.1.10 

496 

'It 
2(! z)• J:2 

_ 1  ( sin (z cos 9) sin 2• e de 
")'11"r v+ !) 0 

=Y. (z) 

+ �(! z)• f "' e-"' (1 + t2) '-tdt v'i'r(v+i) Jo 

(larg zl< ;) 

Recurrence Relations 

12.1.11 

12.1.12 

12.1.13 

-.4 

FIGuRE 12 . 1 .  Struve junctions. 

H,.(x) , n=0(1)3 

Hn (X) 
. a  

FIGURE 12.2 . Struve functions. 

H,.(x) , -n= 1(1)3 
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FIGURE 12 .3. Strove junctions. 

Special Properties 

12.1.14 H.(x)�O  (x>O and �� �  !) 
12.1.15 

B-<•+t> (z) = (- 1)"J,.+t(Z) (n an integer� O) 

12.1.16 Bt(z)=(:zy (1-cos z) 

12.1.17 ( z )l ( 2 ) ( 2 )l ( . cos z) llt(z)= 2r 1+ z2 - rz sm z+-z-

12.1.18 B.(ze"' .. 1)=e"'<>+I>rt B.(z) (m an integer) 

12.1.19 

12.1.20 

12.1.21 

12.1.22 

12.1.23 

Integrals (See chapter 11) 

f"' t-• Ho(t)dt=! Jo 2 

Struve's Integral 
12.1.25 

12.1.27 

fo"' t,.- ·- •H.(t)dt r(!J£)2"-·-• tan (!r�£) 
J� r(v-!J£+1) 

. .  ] 
( i9l�£ 1<1 , 9lv>9l"-i) 

Ifj.(z)= J:' H.(t)t"dt 

12.1.28 
f•+• = (2v+ 1)j.(z) -z•HB.(z) 

zb+l 
+ (v+ 1)2•+�r(!)r(v+i) (9lv >-!) 

Asymptotic Expansions for Large 1•1 
12.1.29 

1 m-l r(k+!) B.(z)-Y.(z)=- :E ( )tt •+l+R,. 
11" k=O r(v+!-k) = 2 

( jarg z l<r) 
where R,.=O(Izl•-2111-1) .  If " is real, z positive * 

and m+ t-v �O, the remainder after m terms is 
of the same sign and numerically less than the 
first term neglected. 

12.1.30 
2 [1 1 I2 . 32 I2 . 32 • 52 J lfo(z)-Yo(z) -; -z--za+zr z7 + · · · 

( jarg zl<r) 
12.1.31 

2 [ 1 12 • 3 I2 . 32 • 5 J B.(z)-Y.(z) -- 1+---+ - . . . r z2 z4 z6 

12.1.32 

[H0(t)-Yo(t) ]dt-- [In (2z)+y] i. 2 
0 11" 

( jarg zl<r) 

where �,.= .57721 56649 . . . is Euler's constant. 

12.1.33 

f. ... -
2 ... (- 1)t[ (2k) l]1 

, 
t 1 [H0(t) -Yo (t) ]dt-11'Z � (k!)•(2k+ l) (2z)2t 

(larg zl<r) 
• SPP page 11. 
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Asymptotic Expansions for Large Orders 
12.1.34 

2(\z)• "' k!bk H, (z)-Y, (�)- {ir(  + 1 ) � -"+1 
1r II 2 k =0 ;:;-· 

b0= 1 , b1=2v/z, b2= 6(v/z)2- l, b3=20(11/Z)3-4(11/Z) 
12.1.35 

H, (z)+iJ,(z) - 2(iz)• ± k!!� ' <l��l > l zl) .J;r(11+i) k-o z" 

12.2. Modified Struve Function L.(z) 
Power Series Expansion 

bl" 
12.2.1 L.(z)= -ie-2 H,(iz) 

12.2.2 

12.2.3 

12.2.4 

12.2.5 

6 

5 

4 

3 
2 

\ 

CD (z/2)2A: = (i z)•+i � r(k+l) f(k+��+J) 
Integral Representations 

.. 
2(z/2)• J:2 L.(z)=- c sinh (z cos 0) sin2P OdD -vrf(11+!) o 

(£JP11>-i) 

Recurrence Relations 

I \L-l 
I 
I 
' 
' 
' 
I 
' 
\ 

\ 
\ \ \ ' 

3.0 3.5 4.0 4.5 

FIGURE 12.4. Modified Struve junctions. 
L,.(z) , ± n=0(1)5 

*See page n. 

Asymptotic Expansion for Large I • ! 
12.2.6 L,(z)-L.(z) 

1 CD (- l)A:+lr(k+!) "'; {; (z)2k •+I ( jarg z l<!r) 
r(11+!-k) 2 

Integrals 
12.2.7 

i. 2 12.2.8 [10(t) -L0(t) ]dt-- [In (2z)+'Yl 0 1r 

2 CD (2k) ! (2k- 1) !  --; � (k!) 2(2z)2A: ( j arg zl<!r) 

12.2.9 i. 2 L1(t)dt= L0(z) -- z 0 1r 

Relation to Modified Spheric&l Bessel Function 

12.2.10 L-(n+l) (z) =l(n+l) (z) (n an integer ;:::O) 

12.3. Anger and Weber Functions 

Anger's Function 

12.3.1 I f .. J,(z) =- cos (110- z sin 0) dO 
1r 0 

12.3.2 J,.(z) = J,. (z) (n an integer) 

12.3.3 

Weber's Function 

E,(z)===-!. f" sin (110- z sin 0) dO 
11 J o 

Relations Between Anger's and Weber's Function 

12.3.4 sin (n) J,(z)=cos (n) E,(z) -E_,(z) 

12.3.5 sin (n) E,(z)=J_,(z)-cos (n) J,(z) 
Relations Between Weber's Function and Struve's 

Function 

If n is a positive integer or zero, 

f;1 J r(k+!) (!z)"-2k-l 12.3.6 E,.(z)=; � r(n+!-k) 
12.3.7 

* 
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12.3.8 

12.3.9 

Eo(z)=-8o(z) 
2 

Et (Z) =--8t(Z) 
7r 

12.3.10 

Numerical Method�;� 

12.4. Use and Extension of the Tables 

Example 1.  Compute L0(2) to 6D. From 
Table 12.1 /0(2) -L0(2) = .342 152 ; from Table 9.ll 
we have /0(2 )= 2.279585 so that L0(2) = 1 .937433 .  

Example 2. Compute H0(10) to 6D. From 
Table 12.2 for x-1 = . 1 .  H0(10) -Y0(10 )= .063072 ; 
from Table 9.1 we have Y0(10)= .055671 .  Thus, 
llo(lO ) =  . 1 18743 . 

Example 3. Compute .r Ho(t)dt for x=6 to 

5D. Using Tables 12.2, 11.1 and 4.2, we have 

f6Ho(t)dt= f6 Yo(t)dt+� ln 6+ft (6) Jo J o  1r 

= - .125951 + ( .636620) (1 .791759) 
+ .816764 

= 1 .83148 

Example 4. Compute 8,.(x) for x=4,  -n= 
0 (1 )8  to 68. From Table 12.1 we have H0(4) = 
. 1350146, 81(4) = 1 .0697267. Using 12.1.9 we find 

H_t(4) = - .433107 H_5(4) = .689652 
H_2(4) = .240694 H_6(4) = - 1 .21906 
H_a(4) =  . 1 52624 H_7(4) = 2.82066 
H_4(4) = - .439789 8_8(4) = -8.24933 

Example 5. Compute H,.(x) for x=4,  n= 
0 (1 ) 10  to 78. Starting with the values o f  H0(4) 
and 8t(4) and u.sing 12.1.9 with forward recur
rence, we get 

80(4) = . 1 3501 46 
81(4) = 1 .06972 67 
82(4) = 1 .24867 51 
83(4) = .85800 95 
84(4) = .42637 41 
85(4) = . 16719 87 

86(4) = .05433 54 
B7(4) = .01510 37 
88(4) = .00367 33 
89(4) = .00080 02 
810(4) = .00018 S5 

We note that for n >6 there is a rapid loss of 
significant figures. On the other hand using 12.1.3 
for x=4 we find 89(4) = .0007935729, 810(4) = 
.00015447630 and backward recurrence with 12.1.9 
gives 

88(4) = .00367 1495 
87(4) = .01510 3 15  
B6(4) = .05433 5 19  
H5(4) = . 16719 87 
84(4) = .42637 43 

83(4) = .85800 94 
82(4) = 1 .24867 6 
81 ( 4) = 1 .06972 7 
llo(4) = . 13501 4 

Example 6. Compute L .. (.5) for n=0(1)5  to 
88. From 12.2.1 we find L5(.5) =9.6307462 X 10-7, 
L4(.5) =2.1212342 X 10-5• Then, with 12.2.4 we 
get 

L3(.5) = 3.82465 03 X l0-4 
L2 ( .5) = 5.36867 34 X 10-3 

L1 (.5) = .05394 2181 
L0( .5) = .32724 068 

Example 7. Compute L,.(.5) for -n=0(1)5  
to 68. From Tables 12.1 and 9.8 we find L0(.5) = 
.327240, L1 (.5) = .053942. Then employing 12.2.4 
with backward recurrence we get 

L_t(.5) = .690562 
L_2(.5) = - 1 . 16177 
L_3( .5) = 7 .43824 

L_4(.5) = - 75.1418 
L_5(.5) = 1056.92 

Example 8. Compute L,.(x) for x=6 and 
- n=0(1)6 to 88. From Tables 12.2 and 9.8 
we find Lo(6) = 67.124454, Lt(6) =60.7250 1 1 .  
Using 12.2.4 we get 

L_t (6) =61 .361631  
L_2(6) =46. 776680 
L_3(6) =30.159494 

L_4(6) = 16.626028 
L_5(6) = 7.984089 
L_6(6) = 3.32780 

We note that there is no essential loss of accuracy 
until n= -6.  However, if further values were 
necessary the recurrenc� procedure becomes un
stable. To avoid the instability use the methods 
described in Examples 5 and 6. 
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STRUVE 

X Ho(x) H1 (x) 
0. 0 o. 00000 00 0. 00000 00 
o. 1 o. 06359 13 0. 00212 07 
0. 2 a. 12675 90 a. a0846 57 
o. 3 0. 18908 29 o. a1898 43 
o. 4 a. 25014 97 0. 03359 25 

a. 5 a. 3 0955 59 a. a521 7  37 
o. 6 a. 36691 14  a. 07457 97 
o .  7 a. 42184 24 a. 1a063 17 
o. 8 a. 47399 44 a. 13a12 25 
o.  9 D. 52303 50 0. 16281 75 

1. 0 0. 56865 66 0. 19845 73 
1. 1 0. 61D57 87 0. 23675 97 
1. 2 0. 64855 00 o. 27742 18 
1.  3 D. 68235 D3 0. 32012 31 
1. 4 o. 71179 25 0. 36452 8D 

1. 5 o. 73672 35 0. 41028 85 
1. 6 a. 757a2 55 a. 457a4 72 
1. 7 o. 77261 68 a. 50444 07 
1. 8 o. 78345 23 0. 55210 21 
1.  9 a. 78952 36 a. 59966 45 

2. 0 o. 79085 88 a. 64676 37 
2. 1 0. 78752 22 o. 69304 18 
2. 2 o. 77961 35 D. 73814 96 
2. 3 o. 76726 65 o. 78174 98 
2. 4 D. 75064 85 0. 82351 98 

2. 5 o. 72995 77 D. 86315 42 
2. 6 o. 70542 23 a. 9a036 74 
2. 7 a. 67729 n 0. 93489 57 
2. 8 a. 64586 46 0. 96649 98 
2. 9 a. 61142 64 0. 99496 63 

3. 0 a. 5743a 61 1. 02a10 96 
3. 1 o. 53484 44 1. 04177 30 
3. 2 o. 49339 57 1 . 05983 03  
3. 3 0. 45032 57 1. 07418 63 
3, 4 0. 40600 80 1. 08477 74 

3.  5 0. 36082 08 1 . 09157 23 
3. 6 0. 31514 40 1 . 09457 16 
3. 7 0. 26935 59 1. 09380 77 
3. 8 0, 22382 98 1. 08934 44 
3. 9 0. 1 7893 12 1. 08127 62 

4. a 0. 13501 46 l. a6972 67 
4. 1 a. a9242 o8 1. 05484 79 
4. 2 a. 05147 40 1. 03681 86 
4. 3 +O. a1247 93 1 . 01584 22 
4. 4 -a. a2427 98 0, 99214 51 

4. 5 -a. 05854 33 0. 96597 44 
4. 6 -a. a9007 71 a. 93759 56 
4. 7 -0. 1 1867 42 0. 90729 01 
4. 8 -a. 1 4415 67 a. 87535 28 
4. 9 -0. 16637 66 0. 84208 90 

5. 0 -0. 18521 68 0, 80781 19 

[<i)6] [<-�)5] 

FUNCTIONS AND RELATED FUNCTIONS 

STRUVE FUNCTIONS 

J:H0(t)dt /0 (x)-Lo(x) /1 (x) -L1 (x) 
o. 000000 1. 000000 0. 000000 
o.  003181 0. 938769 0, 047939 
a. a127a4 a. 882134 a. 091990 
0. 028505 o. 829724 0. 132480 
0. 050479 o. 781198 0. 169710 

a. a78480 a. 736243 a. 203952 
0. 112322 0. 694573 0. 235457 
0. 151781 0. 655927 o. 264454 
0 . 196597 a. 620063 o. 291151 
0. 246476 0. 586763 0. 315740 

0. 301090 D. 555823 0. 338395 
0 . 360084 0. 527058 0. 359276 
0. 423074 0. 5 00300 0. 378530 
D. 489655 D. 475391 0, 396290  
0. 559399 0. 452188 0. 412679 

0. 631863 0. 430561 0. 427810 
a. 70659a 0. 4la388 a. 441783 
o.  783111 a. 391558 a. 454694 
0 . 860954 o. 373970 0, 466629 
0 , 939643 0. 357530 0. 477666 

1. 018701 a. 342152 0. 487877  
1. 097659 o. 327756 0. 497329 
1. 176053 0. 314270 0. 506083 
1. 253434 0. 3D1627 D. 514194 
1. 329364 0, 289765 0. 521712 

1. 403427 0. 278627 0. 528685 
1 .  475227 a. 268162 0. 535156 
1 .  544392 a. 258319 a. 541164 
1 . 610577 0. 249056 0. 546746 
1 . 673465 a. 24a332 a . 551933 

1. 732773 a. 232107 a. 556757 
1. 788248 0. 224348 0, 561246 
1. 839675 0. 217022 0. 565426 
1. 886873 0. 210099 a. 569319 
1. 929699 0. 203553 0. 572948 

1. 968046 0, 197357 0. 576333 
2. 001847 a. 191488 0. 579492 
2. 031071 0. 185924 0. 582442 
2, 055726 a. 180646 0 , 585199 
2. 075858 0. 175634 0. 587776 

2. a91545 0. 17a872 a. 59al87 
2. 102905 0. 166343 0. 592445 
2. 110a84 o. 162a32 a. 59456a 
2. 113265 0. 1 57926 0. 596542 
2. 112655 a. 154a12 a. 5984a2 

2. 1a8492 0. 15a279 a. 6aa147 
2. 1a1a37 0. 146714 0. 601787 
2 . 090574 0. 1 433a9 a. 6a3328 
2. a774a6 0. 140053 o. 604777 
2. 061852 0. 136938 0. 606142 

2. 044244 0. 1 33955 0. 607426 

[C-�)8] [(-�)6] r-�)5J 
fox [l0(t)-Lo(t) ]dt j0(x) 

fo(x) 
0. 00000 
0. 09690 
a. 18791 
0. 27347 
0. 35398 

0. 42982 
o.  50134 
0. 56884 
o. 63262 
D. 69294 

o.  75005 
o. 80418 
o. 85553 
D. 90430 
o. 95066 

0. 99479 
1. a3682 
1. 07691 
1. 1 1518 
1.  15174 

1. 18672 
1. 22a20 
1. 25230 
1. 28309 
1 .  31265 

1. 34106 
1. 36840 
1. 39472 
1. 42a08 
1 .  44455 

1 . 46816 
1. 49098 
1. 51305 
1. 53440 
1, 55508 

1 . 57512 
1. 59456 
1 , 61343 
1 . 63176 
1. 64957 

1 .  66689 
1. 68375 
1. 7 0017 
1.  71616 
1. 73176 

1. 74697 
1. 76182 
1. 77632 
1 .  79049 
1. 8a434 

1 .  81788 

[<-:)7] 

Table 1 2. 1  

g J., Ho(t) dt 
1r X f 

1. 000000 
0. 959487 
0. 919 063 
o. 878819 
0. 838843 

0. 799223 
o. 760044 
D. 721389 
0. 683341 
a. 645976 

0. 609371 
0. 573596 
o. 538719 
o. 504803 
o. 4719a7 

o. 440,086 
o. 4a9388 
a. 379857 
0. 351 533 
o. 32445a 

a. 298634 
0. 2741a9 
D. 25D891 
0. 228992 
o. 2D8417 

0. 189168 
a. 171238 
o. 154618 
o. 139293 
a. 125242 

o. 112439 
0. 100857 
0. 090460 
o. 081212 
o. 073071 

o. D65992 
o. 059928 
o. a54829 
0. 050642 
o. 047311 

o. 044781 
o. 042994 
a. 041891 
a. 041414 
a. a415o2 

a. a42a96 
o. 043139 
a. 044571 
o. 046335 
o. 048376 

0. 050640 

[(-�)2] 

Ho(x) , H1 (x) , Lo(x), L1 (x) , compiled from Mathematical Tables Project, Table of the Struve functions 
L.(x) and H .(x), J. Math. Phys. 25, 252-259, 1946 (with permission) . 

fH0(t)dt, f [I0(t)-Lo(t) ]dt, g f' Ho(t) dt, compiled from M. Abramowitz, 0 0 y: X t Tables of integrals of Struve 

functions, J. Math. Phys. 29, 49-51, 1950 (with permission) . 
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Table 12.2 

x-1 H0(x) - Y.(x) 
o. 20 0. 123301 
0, 19 0. 117449 
0, 18 0. 111556 
0. 17 0. 105625 
0. 16 0. 099655 

0. 15 0. 093647 
0, 14 0. 087602 
0. 13 0. 081521 
0. 12  0, 075404 
0, 11  0, 069254 

0, 1 0  0. 063072 
o. 09 o. 056860 
o. 08 0, 050620 
o. 07 o. 044354 
o. 06 0, 038064 

o. 05 0, 031753 
o. 04 0, 025425 
o. 03 o. 019082 
o. 02 o. 01272 7  
o .  01 0, 006366 

o. 00 0, 000000 

[( -�)5] 

STRUVE FUNCTIONS AND RELATED FUNCTIONS 

STRUVE FUNCTIONS FOR LARGE ARGUMENTS 

Hl(x) - Yl(x) 
o. 659949 
0. 657819 
o. 655774 
o. 653818 
0. 651952 

o. 650180 
o. 648504 
o. 646927 
0. 645452 
0, 644081 

o. 642817 
o. 641663 
o. 640622 
o. 639696 
o. 638888 

o. 638200 
o. 637634 
0. 637191 
0. 636874 
o. 636683 

o. 636620 

[< -�)2] 

/1(x) l0(x) - L0(x) 11(x) - L/x) 
o. 819924 0. 133955 o. 607426 
o. 818935 0. 126683 0. 610467 
o. 817981 0. 119468 0. 613348 
o. 817062 0. 112319 0. 616060 
o. 816182 o. 105242 0, 618598 

o. 815341 0. 098241 o. 620955 
0. 814541 o. 091318 o. 623129 
o. 813785 0. 084474 o. 625119 
o. 813074 0. 077706 0. 626927 
o. 812411 o. 071010 0, 628558 

o. 811796 0 . 064379 0 , 630018 
0. 811232 0. 057805 o .  631315 
0. 810722 0. 051279 o. 632457 
0. 810266 o. 044793 0, 633450 
o. 809866 0. 038340 o. 634302 

o. 809525 0. 031912 o. 635016 
o. 809244 0. 025506 0, 635596 
0. 809023 o. 019116 0. 636045 
o. 808865 o. 012738 0, 636365 
0, 808770 0. 006367 o. 636556 

0, 808738 0, 000000 0, 636620 

[( - �)8] [< -;)1] [( - �)2] 
J: [Ho(t) - Yo(t)]dt 1r ln x+/l(x) 

flLo(t) -Io(t)]dt =� ln x+Mt) 0 1r r [Ho(t) ; Yo(t)]dt •/a(x) 

<x> = nearest integer to x. 

!2(x) 
o. 793280 
o. 794902 
o. 796448 
o. 797910 
o. 799279 

0. 800551 
o. 801721 
o. 802787 
0. 803750 
0. 804611 

0 . 805374 
0. 806047 
0. 806634 
o. 807140 
0, 807572 

o. 807933 
0. 808225 
0. 808450 
0. 808611 
0. 808706 

0. 808738 

[( -�)1] 

J.(x) <x> 
0. 125868 5 
0 , 119694 5 
0, 1135 05 6 
o. 1 07299 6 
0, 101 079 6 

0. 094843 7 
0. 088593 7 
o. 082328 8 
0. 076051 8 
0. 069761 9 

0, 063460 1 0  
o .  057147 11 
o. 050824 13 
0, 044492 14 
0. 038152 17 

0, 031805 20 
0. 025451 25 
0. 019093 :n 
0. 012731 50 
o. 006366 100 

o. 000000 QC) [C - �)2] 

Starting with H0(x) and H1(x) , recurrence formula 12.1.9 may be used to generate H.(x) for n < O. As long as fi:<x/2 
(approx.), H.(x) may be generated by forward recurrence. When n>x/2, forward recurrence is unstabl�. To av01d the 
instability, choose n> >x, compute Hk(x) and Hk+1(x) with 12.1.3, and then use backward recurrence With 12.1.9. 

If n> O, L. (x) must be generated by backward recurrence. If n < O, L,(x) may be generated by backward recurrence 
as long as L.(x) increases. If n < O  and L.(x) is decreasing, forward recurrence should be used. 

See Examples 4-8. 



1 3. ConOuent Hypergeometric Functions 
Lucy JoAN SLATER 1 

Contents 

Mathematical Properties . . , . . . . . . . . . . . 
13.1. Definitions of Kummer and Whittaker Functions 
13.2. Integral Representations . . . . . . . . . . 
13.3. Connections With Bessel Functions . . . . . . 
13.4. Recurrence Relations and Differential Properties 
13.5. Asymptotic Expansions and Limiting Forms 
13.6. Special Cases . . . . . 
13.7. Zeros and Turning Values . . . 

Numerical Methods . . . . . . . . . . 
13.8. Use and Extension of the Tables 
13.9. Calculation of Zeros and Turning Points . 
13.10. Graphing M(a, b, x) . 

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Table 13.1. Confluent Hypergeometric Function M(a, b, x) 

x= .1 (. 1 ) 1 ( 1 ) 10, a=- 1 (. 1 ) 1 , b= . 1 (. 1 ) 1 , 8S 
Table 13.2. Zeros of M(a, b, x) . . . 

a=- 1 (.1 )- .1 , b= .1 (. 1 ) 1 ,  7D 

Page 
504 
504 
505 
506 
506 
508 
509 
510 
5 1 1 
51 1 
513 
513 
514 
516 

535 

The tables were calculated by the author on the electronic calculator EDSACI in the 
Mathematical Laboratory of Cambridge University, by kind permission of its director, Dr · 
M. V. Wilkes. The table of M(a, b, x) was recomputed by Alfred E. Beam for uniformity 
to eight significant figures. 

1 University Mathematical Laboratory, Cambridge. (Prepared under contract with the 
National Bureau of Standards.) 

503 



13. Confluent Hypergeometric Functions 

Mathematical Properties 

13.1. Definitions of Kummer and Whittaker 
Functions 

13.1.1 

Kummer's Equation 

c!Jw dw z -+(b-z) --aw=O dz2 dz 

It has a regular singularity at z=O and an irregular 
singularity at co • 

Independent solutions are 

Kummer's Function 

13.1.2 

az (a)2z2 (a),.z" M(a, b, z) =l +T+ (b)
22

! + · · · + (b),.nl+ · · · 

where 

(a)n=a(a+ l) (a+ 2) . . . (a+n- 1) ,  (a)0= 1 ,  

and 

13.1.3 

U( b ) 
1r { M(a, b, z) a, ' z  =sin 1rb r(I +a- b)r(b) 

Parameters 
(m, n positive integers) 

b � -n a � - m  

b ¢ -n a= -m 

b= -n a � -m 
b= -n a= -m, 

m>n 

b = -n a= -m, 
m::;n 

1-b M(l +a-b, 2-b,  z) } -z r (a) r (2 - b) 

M(a, b, z) 

a convergent series for 
all values of a, b and z 

a polynomial of degree m 
in z 

a simple pole at b= -n 

undefined 

U(a, b, z) is defined even when b�±n 
As j zj�co , 

13.1.4 

M(a, h, z)=��!; e'z"-b(1+0(jz j- l) J  
and 

U(a, b, z) is a many-valued function. Its princi
pal branch is given by -1r< arg z :5: 1r. 

13.1.6 
Logarithmic Solution 

(-1)"+1 [ U(a,n+l, z) n!r(a-n) M(a, n+l,  z) ln z 

• (a) z' J + � (n+�),r! i"'(a+r) -"'(l +r) -1/t(l +n+r) } 
(n-1) !  - n  + r(a) 

z M(a-n, l -n, z),. 

for n=O, 1 ,  2, . . . , where the last function is the 
sum to n terms. It is to be interpreted as zero 
when n=O, and lf(a) = r' (a)(r (a). 

13.1.7 U(a, 1 - n, z) = z" U(a+n,, l +n, z) 

13.1.8 

Analytic Continuation 
13.1.9 

U( b :rt) 7r -• [ M(b-a, b , z) a, ' ze =sin 1rb e r(l +a- b) r(b) 

e±rH\-bl z1-bM(l -a, 2-b ,  z) - r(a)r(Z-6) } 
where either upper or lower signs are to be taken 
throughout. 

13.1.10 

U(a b ze2 .. ;") = [l -e-2  .. ib"] r (l - b) M(a 6 z) ' ' r(I +a-b) ' ' 
+ e-2 .. tb"U(a, b, z) 

Alternative Notations 

1F1 (a; b; z) or cJI (a; b; z) for M(a, b, z) 
z-a2F0(a, 1 +a-b; ;- 1 /z) or ir(a; 6; z) for U(a, b, z) 

Complete Solution 
13.1.11 y=AM(a, b, z) +BU(a, b, z) 
where A and B are arbitrary constants, b ;olE -n. 

Eight Solution• 13.1.12 y1 =M(a, b, z) 
13.1.5 

r(b) 1 13.1.13 ys=z1- &M(l +a-b, 2-b, z) 
M(a, b, z) r(b-a) (-z)-all+O(/z !-1)} (p;fz<O) 13.1.14 y8=e•M(b-a, b, -z) 
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CONFLtTENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 505 

13.1.15 y4= z1- be•M(l -a, 2- b, - z) 

13.1.16 y6= U(a, b, z) 

13.1.17 Ye= z1- �U(l +a-b, 2- b, z) 

13.1.18 Y1=e'U(b-a, b, - z) 

13.1.19 y8 = z1- be•U(I -a, 2 - b, - z) 

Wronskian& 

If W{m, n } = YmY� -YnY� and 

13.1.20 

E=sgn (Jz) = l  if Jz>O, 
= - 1  if Jz�O 

13.1.34 

General Confluent Equation 
13.1.35 

w" +[ 21+2f '+ b�' -h' -�: ]w' 

+
(b�' -h' _ �,') (�+ j'  )+A(�;- I)  

+2Aj' 
+J " +f'2_ah'2 Jw=O z h 

Solutions: 

W{ l , 2 } = W{ 3, 4 } = W{ l , 4 } = - W{ 2,  3 } 36 13.1. 
= (1 -b)z- be• 

z-Ae-I<Z>M(a, b, h(Z)) 

z-tte-t<Z> U(a, b, h(Z)) 13.1.21 13.1.37 

W{ l, 3 } = W{ 2, 4 } = W{ 5, 6 } = W{ 7, 8 } = 0  

13.1.22 W{ I,  5 } = - r(b) z- �e•jr(a) 

13.1.23 W{ l, 7 } = r(b)e .. · 1 bz- be•jr (b -a) 

13.1.24 W{ 2, 5 } = - r(2- b)z- be•;r(I +a- �) 

13.1.25 W{ 2, 7 } = - r(2- b)z- be•;r(l - a) 

13.1.26 W{ 5, 7 } =e• .. m-a>z-b6r  

Kummer Transformations 

13.1.27 M(a, b, z) = e'M(b-a, b, - z) 

13.1.28 

z1-bM(l +a-b, 2 - b, z) = z1-be•M(1 -a, 2 - b, - z) 

13.1.29 U(a, b, z) = zHU(I +a-b, 2-b, z) 

13.1.30 

e'U(b-a, b, - z) = e• .. Hl-bl e'z1-bU(l -a, 2 - b, - z) 

Whittaker's Equation 

13.1.31 

Solutions: 

Whittaker's Functions 

13.1.32 M., "(z) = e-l•zi+�'M(!+�o�-K, 1 +2�o�, z) 
13.1.33 

W,, "(z) = e-i•zi+�'U<i+�o�-K, 1+2�o�, z) 

(-11"<arg z;S1r, K=ib-a, �o�=!b- !) 
•see page n. 

13.2. Integral Representations 

13.2.1 

r (b-a) r (a) M( b ) 
r (b) 

a, , z  

13.2.2 

13.2.3 

13.2.4 

13.2.5 

13.2.6 

13.2.7 

=e -A• f .. B e'' (t-A)a- l (B- t) b-a- tdt 
(A= B- 1 )  

&la>O, &lz>O 

=2 1- bei•ioo e-l• cosh e sinhb- t0 cothb-2a (!8)d0 * 
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13.2.8 r(a) U(a, b, z) 

= eA•f
A
"' e- •t (t-A)a-t(t+B)b-a- tdt 

(A= 1 -B) 

Similar integrals for M •. ,.(z) and W.,,.(z) can 
be deduced with the help of 13.1.32 and 13.1.33. 

Barnes-type Contour Integrals 
13.2.9 

13.3.7 
M(a, b, z) = el•(lbz-az)l-1& r (b) 

· i: A,.(!z)i"(b-2a) -i"Jo-t+,.(.J(2zb-4za)) 
n-o 

where 

A0= l ,  A1=0, A2=!b, 
(n+ 1)A,.+1 = (n+b- 1)A,._1 + (2a-b )A,._2, 

(a real) r(a) M(a b z)=_!_, fc+t"' r (  -s)r(a+s) ( - z)'ds r (b) ' ' 2n Jc-i= r(b+s) 13.3.8 
for larg (-z) l<!r, a, b �O, - 1 , -2, . . . .  The 
contour must separate the poles of r( -s) from 
those of r(a+s) ;  c is  finite. 

13.2.10 
r(a) r(1 +a-b)z4U(a, b, z) 

1 fc+l"' =-2 . r (-s)r (a+s) r (1 +a-b+s)z-•ds 'll't c- i= 
for jarg z !<3

2
r

, a �O, - 1, -2, . . .  , b-a � 1, 2, 

3 , . . . . The contour must separate the poles of 
r( -s) from those of r(a+s) and r(I +a-b+s) .  

13.3. Connections With Bessel Functions 
(see chapters 9 and 10) 

Deuel Functions as Limiting Cases 

If b and z are fixed, 

13.3.1 lim {M(a, b, zfa)/f (b) } =zl-Jb 10_1 (2-Vz) 
a-+= 

13.3.2 lim {M(a, b,-z/a)/r(b) } =zl-i0Jo_1 (2.,jz) a-+= 
13.3.3 

lim { r (1 +a-b) U(a, b, z/a) } =2zl-l°K0_1(2.,jZ) -= 
13.3.4 
lim { r (1 +a-b)U(a, b, - z/a) } a-+= 

= -rie .. '0zi-i0H�121 (2-Vz) (Jz>O) 

13.3.5 ='ll'ie-.. 1ozi-i0H�221 (2.,jZ) (Jz<O) 

Expansions in Series 
13.3.6 
M(a, b, z)=el•r (b-a-!) (tz)a-Ht 

* . i: (2b-2a- l),.(b-2a),. (b - a - ! + n )  
n•O n! (b),. 

(-1)" lo-a-Hn(!z) (b �0,- 1 ,-2, . . .  ) 

*See page n. 

M(a, b, z) 
r (b) 

where 

Co= l , Ct = -bh, C�= -H2h- 1)a+!b(b+ I)h2, 
(n+ l )C,.+t= [(l -2h)n-bh]C,. 
+ [(1 -2h)a-h(h-l ) (b+n-1)]C,._1 

-h(h- l)aC,._2 

13.3.9 M(a, b, z) = �C,.(a, b)l,.(z) n=O 
where 

00=1 ,  C1 (a, b) =2a/b, 

(h real) 

C,.+1 (a, b) =2aC,.(a+l ,  b+l )fb- C,._1 (a, b) 
13.4. Recurrence Relations and Differential 

Properties 

13.4.1 
(b-a)M(a- 1, b, z) + (2a-b+z)M(a, b, z) 

-aM(a+ 1, b, z) =0 
13.4.2 
b(b- 1)M(a, b - 1, z) +b(1 -b-z)M(a, b, z) 

+ z(b-a)M(a, b + 1, z) =O 
13.4.3 
(l +a-b)M(a, b, z) -aM(a+l ,  b, z) 

+ (b- l )M(a, b-1 ,  z) =O 
13.4.4 
bM(a, b, z) -bM(a-1 ,  b, z) - zM(a, b + l, z) =O 

13.4.5 
b(a+ z)M(a, b, z) +z(a-b).Af(a, b+ l , z) 

-abM(a+l ,  b, z) =O 
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13.4.6 

(a- 1 + z)M(a, b, z) + (b-a)M(a-1 ,  b, z) 
+ (1 - b)M(a, b - 1, z) =O 

13.4.7 

b(l -b+z)M(a, b, z) +b(b - 1)M(a-1 ,  b-1 ,  z) 
-azM(a + 1, b+ 1, z) =O 

13.4.8 M'(a, b, z) =� M(a + I ,  b + I, z) 

an (a) n b ) 13.4.9 dzn { M(a, b, z) } = (b )n 
M (a+n, +n, z 

13.4.10 aM(a+1 ,  b, z) =aM(a, b, z) + zM'(a, b, z) 

13.4.11 

(b-a)M(a- 1 ,  b, z) (b-a- z)M(a, b, z) 
+ zl\l' (a, b, z) 

13.4.12 

(b-a)M(a, b + l, z)= bM(a, b, z) -bM'(a, b, z) 

13.4.13 

(b- 1)M(a, b - 1 ,  z) = (b- 1)M(a, b, z) 

13.4.14 

(b- 1)M(a-1 ,  b-1 ,  

13.4.15 

+ zM'(a, b, z) 

(b- 1 - z)M(a, b, z) 
+ zM' (a, b, z) 

U(a-1 ,  b, z) + (b-2a-z) U(a, b, z) 
+a(l +a-b) U(a + 1 ,  b, z) =O 

13.4.16 

(b-a- 1) U(a, b - 1, z) + (1 - b-z) U(a, b, z) 
+zU(a, b+ 1, z)=O 

13.4.17 

U(a, b, z) -aU(a + 1, b, z) - U(a, b - 1, z) =O 

13.4.18 

(b-a) U(a, b, z) + U(a - 1, b, z) 
-zU(a, b+l ,  z) =O 

13.4.19 

(a + z) U(a, b, z) -zU(a, b+1 ,  z) 
+a(b-a - 1 ) U(a+ 1 , b, z) =O 

13.4.20 

(a+ z- l) U(a, b, z) - U(a- 1, b, z) 
+ (I +a-b)U(a, b - 1 , z) =O 

13.4.21 U'(a, b, z) = -aU(a + I, b + 1 , z) 

13.4.22 

d:
n
n {U(a, b, z) } = ( -1)n(a)nU(a+n, b+n, z) 

13.4.23 

a(1 +a-b) U(a+ 1, b, z) =aU(a, b, z) 
+zU'(a, b, z) 

13.4.24 

(l +a-b)U(a, b - 1 ,  z) = (1 - b) U(a, b, z) 
-zU'(a, b, z) 

13.4.25 U(a, b+ 1, z) = U(a, b, z) - U'(a, b, z) 
13.4.26 

U(a- 1 ,  b, z) = (a-b+z) U(a, b, z) - zU' (a, b, z) . 
13.4.27 

U(a- 1 ,  b-I ,  z) = (1 - b+z) U(a, b, z) 
-zU'(a, b, z) 

13.4.29 

(1 +2M+2K)M.+t ,,.(z) - (1 +2M-2K)M._,, ,.. (z) 
=2(2K-z)M., ,..(z) 

13.4.30 

W•+t.,..(z) -ztW •. ,..+t(z) + (K+M)W.-t ,.(z) =0 

13.4.31 

(2K- z)W., ,.(z) +W.+t. ,.(z) 
= (J.'-K+ !) (M+K-!)W._t, ,.(z) 

13.4.32 

zM�. ,. (z) = (  !z-K)M., ,. (z) +(  !+�L+K)M.+t. " (z) 
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13.5. Asymptotic Expansions and Limiting 
Forms 

13.5.1 

M(a, b, z) 
r (b) 

For \s\ large, (a, b fixed) 

e=to:az-a {�1 (a) ,.(1 +a- b),. ( -z)-"+ O( Iz i -R) } r (b-a) n-o nl 

+ 
e'za-b {�1 (b-a),.�1 -a),. z-"+0( 1 zi -s) } r (a) n-o n. 

the upper sign being taken if- !'ll'<arg z<t'��', the 

lower sign if -t'll'<arg z:5 - !11'. 
13.5.2 

U(a, b, z) = z-a (� (a),.( l+a- b),. (- z) -" 
n-o nl 

+ O(iz i -R) } (-t'll'<arg z<t11') 

Converging Factors for the Remainders 
13.5.3 

O( l zi -R) (a)R(1tt- b)R (-z) -R 

[!+ <i+ ib- !a+ tz- iR) + O( lz l -2) ] z 
and 

13.5.4 

O(iz i -S) (b-a)s\1-a)s z-8 

[f...:_ b+2a+z-S+O( Iz l - 1) ] 

where the R'th and S'th terms are the smallest in 
the expansions 13.5.1 and 13.5.2. 

For srn..all • (a, b fixed) 

13.5.5 As l zi�O, M(a, b, 0) = 1 ,  b �  -n 

13.5.6 U(a, b, z) 
r�b,(�)

l) z1-&+0(Iz l8l6-2) 
(8lb'?:,2, b�2) 

13.5.7 

13.5.8 

13.5.9 

r (b-1) zt-&+O(Iln z l)  r (a) 

r (b- 1) zt-6+0(1 )  r(a) 

(b=2) 

(1<8lb<2) 
1 =- r (a) [ln z+tP(a) ]+O(i z ln zi) 

(b=l) 

13.5.10 U(a, b, z) r (l -b) +O(i zP- 9t6) r (l +a- b) 

13.5.11  

13.5.12 

13.5.13 
M(a, b, z) = 

(0<8lb<l) 
1 

r (l +a) +O(Iz ln zl) (b=O) 

r (l-b) 
f( l+a- b) +O(i z i ) 

(8lb:50, b �O) 
For large a (b, • fixed) 

r (b)et•(!bz-az)t-lbJb-1 (4(2bz-4az)) 

where 
[ l +OCI !b�ai -.. ) 1 

i z i== l ! b-a i P and u=min (1- p, l-fp), O$ p<J. 

13.5.14 
M (a, b, x) =f(b) ei"(!bx-ax)l-!611'-t 

cos (.V(2bx-4ax)- !b·n+b) 
[ l+OC I!b-al -t) )  

as a�-oo for b bounded, x real. 

13.5.15 
U(a, b, z)= 

r(!b-a+ !) ei•zl-ib[cos (a7r )Jb-1 ( .v (2bz-4az)) 
-sin (a11') Y b-t(.V(2bz-4az))] [l +O( I!b-al-u) ] 

where u is defined in 13.5.13. 

13.5.16 
U(�, b, x) =f(!b-a+l) 11'-tei"xl-t6 

cos (.V(2bx-4ax) -!b,..+a1f'+i11') 
[ l +O(j!b-aj-t) ) 

as a� - oo for b bounded, x real. 

For large real a, b, s 

If cosh2 8=x/(2b-4a) so that x>2b-a> l , 

13.5.17 
M(a, b, x) =f(b) sin (a1r) 

13.5.18 

exp [ (b-2a) (! sinh 28-8+cosh2 8) ] 
[(b-2a) cosh 8)1-6[11'(!b-a) sinh 28J-i 

[I +O<I lb-al-1)] 

U(a, b, x) =exp [ (b-2a) (! sinh 28-9+ cosh2 9) ] 
[(b-2a) cosh 8]l-6[(!b-a) sinh 28]-t 

[1 +O(I!b-al-1) ] 
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If x= (2b-4a) [l + tf(b-2a) f], so that 

x-2b-4a 
13.5.19 

13.5.21 

M(a, b, x) = r (b) exp { (b -2a) cos2 8}  

M(a, b ,  x) =etz(b-2a)t-br(b)[Ai(t) cos (ar) 
[(b-2a) cos 8)1-b[r(!b-a) sin 28]- l 

[sin (ar) + sin { (!b-a) (20-sin 20) + lr} 

+O(I ib -ai-1) ] 
13.5.22 

+ Bi (t) sin (ar) +O( Iib-a 1-f) ] 
13.5.20 

U(a, b, x) =etz+a-tbr(l)'lr-tx6-l U(a, b, x) =exp [(b-2a) cos2 8J[(b-2a) cos op-b 
{ 1 -tr(t) (bx- 2ax) -13i'lr-t+ O(I!b-a i-J) } 

If cos2 ()=x/(2b-4a) so that 2b-4a>x>O, 
[ (!b-a) sin 28]-t { sin [ (! b-a) 

(28-sin 28) + ir] + O(i !b-ai-1) } 

M(a, b, z) 

a b 2l 

13.6.1 v+ ! 2�+ 1  2iz 

13.6.2 - �� + t  - 2,+ 1 2iz 

13.6.3 v+ ! 2v+ l 2z 

13.6.4 n + l  2n+ 2  2iz 

13.6.5 - n  - 2n 2iz 

13.6.6 n + l  2n+ 2  2z 

13.6.7 n + i  2n + 1 - 2-{iz 

13.6.8 L + l - i11 2L + 2  2i.z 

13.6.9 - n  a+ I z 

13.6.10 a a +  I -z 

13.6.11 - n  l + v-n z 

13.6.12 a a ' 

13.6.13 I 2 - 2iz 

13.6.14 1 2 2z 

13.6.15 - !· ! h' 

13.6.16 ! - !v ! !z' 

13.6.17 - n  l lz' 

13.6.18 -n ! lzl 

13.6.19 l t -zl 

13.6.20 !m + l l +n rl 

13.6. Special Cases 

Relation 

r(l + �)e'•(!J)-·J ,(z) 

r(I -,)e'•(!z) •[cos (w)J,(z) -sin (w) Y,(z)J 

r(l  + v)e•(lz)-· /,(z) 

r(t + n)ll''(iz)-"-iJ,.+t(z) 

r(i- n)e'•(iz)"+iJ -.. -t(z) 

f(! + n)e• (iz)-n-H,.+t(z) * 

r(l + n)e-•--(ii.z ... )-"(ber,. z+i bei,. z) 

e••Ft(1/, z)z-L-lfCL( 11) 
nl £ <"> ( ) (a:+ l),. " z 

a:r•'Y(a, z) 

(n !)lzi" 
(1 +,- n),. p,.(v, x) 

e• 

e-•• 
- sin z z 
e• 
- sinh z 

' 

2-t exp ( iz2) E�0> (z) 

exp 2� iz') E!ll (z) 
n!  

(2n) !  ( - l)-"He,.(:a:) 

nl 1 
(2n + l) l ( - i)-n ;  He2,.+1 (x) 

... . 2z erf z 

n!r-2n+m-1 1 

r (l m+ l) e• T(m, n, r) 

* 

* 

Function 

Bessel 

Bessel 

Modified Bessel 

Spherical Bessel 

Spherical Bessel 

Spherical Bessel 

Kelvin 

Coulomb Wave 

Laguerre 

Incomplete Gamma 

Poisson-Charlier 

Exponential 

Trigonometric 

Hyperbolic 

Weber 
or 

Parabolic Cylinder 

Hermite 

Hermite 

Error Integral 

Toronto 
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13.6. Special Case-Continued 

U (a, b, z) 
Relation 

a b z 

13.6.21 v+ i  �v+ I 2z ... -te•(2z)-• K ,(z) 

13.6.22 Jl+ l 2v + 1 - 2iz �te i[.,.( v+ ! ) - z] (2z)-•H�ll (z)* 

13.6.23 " + l 2v + l  2iz ;,.te-i[.,. ( v + ! ) - zl (2z)-•H!21 (zr 

13.6.24 n+ l 2n+ 2  2z ,..-!e• (2z) -n-t Kn+i( z) 

13.6.25 t f tz3" ,..tz-1 exp (jz3la) 2-21335/e Ai (z) 

13.6.26 n+ i 2n+ 1  & i"r-tev7• (2.y--ix)-"[ker,. x+i kei,. z] 

13.6.27 - n  a+ 1 X ( - 1)"n!L�a) (z) 

13.6.28 1 - a 1 - a  z e%r(a, x) 

13.6.29 1 1 -x - e-• Ei (z) 

13.6.30 1 1 z ezEJ (Z) 

13.6.31 1 1 - ln z  _ !  li (z) 
X 

13.6.32 lm-n 1 + m  z r(l +n- Jm)e•-•Htm-n>w,., ., (X) 

13.6.33 -iv 0 2z r(1 + iv)ezk,(z) for z>O 

13.6.34 1 1 ix ei%( - !ri+i Si (z) - Ci (z) I 
13.6.35 1 1 -ix e-i•[lri-i Si  (z) - Ci (z) ] 

13.6.36 - !v l lz1 2-t· e•2" D,(z) 
13.6.37 i - iv ! iz2 2i-t•e•214 D. (z ) /z 

• 

13.6.38 ! - !n ! z2 2-"H,. (x)/x • 

13.6.39 l l z2 ..;:; exp (z2) erfc z 

13.7. Zeros and Turning Values For the derivative, 

If ib-1, , is the r'th positive zero of Jb-1 (x) ,  then 
a first approximation X0 to the r'th positive zero 
of M(a, b, x) is 

13.7.4 

M' (a, b, X1) = 

Function 

Modified Bessel 

Hankel 

Hankel 

Spherical Bessel 

Airy 

Kelvin 

Laguerre 

Incomplete Gamma 

Exponential Integral 

Exponential Integral 

Logarithmic Integral 

Cunningham 

Bateman 

Sine and Cosine Integral 

Sine and Cosine Integral 

Weber 
or 

Parabolic Cylinder 

Hermite 

Error Integral 

13.7.1 Xo= i�- 1. • { 1/(2b-4a.)+ O(lj(!b-a)2) }  M' (a, b, X0) { 1 + (b-Xo) :J,�d, bb,��) } 

13.7.2 

A closer approximation is given by 

13.7.3 X1=X0-M(a, b,Xo)/M' (a, b,Xo) 
•see page u. 

If X� is the first approximation to a turning value 
of M(a, b, x) , thnt is, to a zero of M'(a, b, x) then 
a better approximation is 

13.7.5 x;=x� X�M' (a, b, X�) 
aM(a, b, X�) 
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The self-adjoint equation 13.1.1 can also be 

written 

13.7.6 

The Sonine-Polya Theorem 

The maxima and minima of [w[ form an m
creasing or decreasing sequence according as 

is an increasing or decreasing function of x, that is, 
they form an increasing sequence for M(a, b, x) 
if a>O, x<b-! or if a<O, x>b-!, and a decreas
ing sequence if a>O and x>b-! or if a<O and 
x<b-!. 

The turning values of [w[ lie near the curves 

13.7.7 

Numerical Methods 

13.8. Use and Extension of the Tables 
Calculation of M(a, b, s) 

Kummer's Transformation 
Example I. Compute M(.3, .2, - . 1) to 7S. 

Using 13.1.27 and Tables 4.4 and 13.1 we have 
a= .3, b= .2 so that 

M(.3, .2, - .1 )=e- · 1M( - . 1 ,  .2, . 1 ) 
= .85784 90. 

Thus 13.1.27 can be used to extend Table 13.1 to 
negative values of x. Kummer's transformation 
should also be used when a and b are large and 
nearly equal, for x large or small. 

Example 2. Compute M(17, 16, 1) to 7S. 
Here a= 17, b= 16, and 

M(17, 16, 1 )=e1M(- 1, 16, - 1) 
=2.71828 18X I .06250 00 
=2.88817 44. 

Roourrence Relations 
Example 3. Compute M( -1 .3, 1 .2, . 1 ) to 7S. 

Using 13.4.1 and Table 13.1 we have a=- .3 , 
b= .2 so that 

M( - 1 .3, .2, .1)=2[.7 M( - .3, .2, . 1 )- .3M(.7, .2, . 1)] 
=.35821 23. 

By 13.4.5 when a=- 1 .3 and b= .2, 
M(- 1 .3 , 1 .2, . 1 ) = [.26 M(- .3, .2 , . 1 ) 

- .24 M( - 1 .3, .2, . 1)]/. 15 
= .89241 08. 

Similarly when a=- .3 and b= .2 
M(- .3, 1 .2, . 1)= .97459 52. 

Check, by 13.4.6, 

M( -1 .3, 1 .2, . 1 )= [.2 M( - .3, .2, . 1 ) 
+ 1 .2 M(-.3 , 1 .2, . 1)]/1 .5 

= .89241 08. 

In this way 13.4.1-13.4.7 can be used together 
with 13.1.27 to extend Table 13.1 to the range 

-to ::;a::; IO, - to ::;b::; IO, - lO �x� lO. 
This extension of ten units in any direction is 
possible with the loss of about IS. All the re
currence relations are stable except i) if a<O, b<O 
and [a f> fb [ , x>O, or ii) b<a, b<O, [b-a[>[b [ , 
x<O, when the oscillations may become large, 
especially if [ x [ also is large. 

Neither interpolation nor the use of recurrence 
relations should be attempted in the strips 
b= -n± .1 where the function is very large nu
merically. In particular M(a, b, x) cannot be 
evaluated in the neighborhood of  the points 
a=-m, b=-n, m�n, as near these points 
small changes in a, b or x can produce very large 
changes in the numerical value of M(a, b, x). 

Example 4. At the point ( - 1 ,  - 1 ,  x) , M(a, b, x) 
is undefined. 

X When a=-1 ,  M(-1 , b, x)= l-b for all x. 
Hence lim M( - 1, b, x) = 1 +x. But M(b, b, x) =C" 

b�-1 
for all x, when a=b. Hence lim M(b, b, x)=ez. 

H-1 
In the first case b�-1  along the line a= - 1, and 
in the second case b�-1 along the line a=b. 

Derivatives 
Example 5. To evaluate M'(- .7, - .6, .5) to 

7S. By 13.4.8, when a= -.7 and b= -.6, we have 

M'( - .7, - .6, .5)= :� M(.3, .4, .5) 

= 1 .724128. 
Asymptotic Formulas 

For x;:::-: 10, a and b small, M(a, b, x) should be 
evaluated by 13.5.1 using converging factors 
13.5.3 and 13.5.4 to improve the accuracy if 
necessary. 
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Example 6. Calculate M(.9, . 1 ,  10) to 7S, 
using 13.5.1. 

r(.l) u,.tlO-
9 � (.9) ,.(1 .8) ,.  

M(.9, . 1 , 10) = r (- .8) 
e · . t:6 n! (-10) " 

+ r (.1) to1o·s � (- .8),.(.1) ,.+0(10-N) 
r (.9) e t:6 n!10" 

= - . 198(.869) + 1237253 (.99190 285) 

= 1227235.23- .17 + 0(1) 

= 1227235+ 0(1) 

+ 0(1) 

Check, from Table 13.1, M(.9, .1 ,  10) = 1227235. 
To evaluate M(a, b, x) with a large, x small and b 
small or large 13.5.13-14 should be used. 

Example 7. Compute M(-52.5, . 1 ,  1 )  to 3S, 
using 13.5.14. 

M( -52.5, . 1 ,  1) = r( .1)e·5( .05 +52.5) ·26-·06 

.5642 cos [(.2 -4( -52.5) ) ·5- .0511'+ .2511'} 
[1 + 0((.05 + 52.5)-·5) ]= - 16.34+ 0(.2) 

By direct application of a recurrence relation, 
M(-52.5, . 1 ,  1) has been calculated as - 16.447. 
To evaluate M(a, b, x) with x, a and/or b large, 
13.5.17, 19 or 21 should be tried. 

Example 8. Compute M( - 52.5, . 1 ,  1 )  using 
13.5.21 to as, cos 8=·.}1/210.2. 

M( -52.5, . 1 ,  1) 

= r(.1)e106•1 COI2 8 [105.1 cos 8]1-·1 .5641 

52 .55-i sin 28-i[sin (- 52.511') 

+sin { 52.5i'(28-sin 28) + t11'} 

+ 0((52.55)-1)] = - 16.47 + 0(.02) 

A full range of asymptotic formulas to cover all 
possible cases is not yet known. 

Calculation of U(a. b. :c) 

For - lO:::;x=::; lO, - 10:SaS 10, -10 =::; b S 10 
this is possible by 13.1.3, using Table 13.1 and the 
recurrence relations 13.4.15-20. 

Example 9. Compute U(l . I ,  .2, 1)  to 5S. 
Using Tables 13.1, 4.12 and 6.1 and 13.1.3, we 
have 

U(.l ,  .2; 1 ) =  

1r 
{M(. 1 ,  .2, 1) M(.9, 1 .8, 1) } sin (.211') r (.9) r (.2) 

-
r (.1) r (1 . 8) · 

But M(.9, 1 .8, 1 ) = .8[M(.9, .8, 1 ) -M(-.1 ,  .8, 1)] 

= 1 .  72329, using 13.4.4. 

Hence 

U(. l ,  .2, 1 ) =5.344799 (.371765 - .194486) 
= .94752. 

Similarly 
U(- .9, .2, 1 ) = .91272. 

Hence by 13.4.15 

U(1 . 1 ,  .2, 1 ) = [U(.l , .2, 1 ) - U( - .9, .2, 1)]/.09 
= .38664. 

Example 10. To compute U'(- .9, - .8, 1) to 
5S. By 13.4.21 

U'(-.9, - .8, 1 ) = .9 U(.1 ,  .2, 1 )  
= (.9) (.94752) 
= .85276. 

A•ymptotic Formula• 

Example 11. To compute U(1, . 1 ,  100) to 5S. 
By 13.5.2 

U(1 , .1 ,  100) ==
1
�0 { 1 -�o�+�o� ��o 

-� 2.9 3.9 +0(10_9) } 100 100 100 . 

= .01 { 1 - .019+ .000551 - .000021 
+ 0(10-9) } ,  

= .00981 53. 

Example 12. To evaluate U(.l ,  .2, .01 ) .  For 
x small, 13.5.6-12 should be used. 

U(.1 ,  .2, .01 )-�i����
) 
+0({.01) 1- ·2) 

_ r (.8) +O(( Ol) ·s) 
r (.9) 

· 

= 1 .09 to as, by 13.5.10. 

To evaluate U(a, b, x) with a large, x small and 
b small or large 13.5.15 or 16 should be used. 

To evaluate U(a, b, x) with x, a and/or b large 
13.5.18, 20 or 22 should be tried. In all these 
cases the size of the remainder term is the guide to 
the number of significant figures obtainable. 

Calculation of the Whittaker Function• 

Example 13. Compute M.o. - .• (1) and W.o. - .• (1) 
to 58. By formulas 13.1.32 and 13.1.33 and 
Tables 13.1, 4.4 

M.o. - .4(1) =e- · 5M(. 1 ,  .2, 1 ) = 1 .10622, 
W.o,-.4(1 )=r·5U( .l ,  .2, 1 ) = .57469. 
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Thus the values o f  M.jx) and W • .  ,.(x) can 

always be found if the values of M(a, b, x) and 
U(a, b, a:) are known. 

13.9. Calculation of Zeros and Turning Points 

Example 14. Compute the smallest positive 
zero of M( -4, .6, x) . This is outside the range of 
Table 13.2. Using 13.7.2 we have, as a first 
approximation 

v = (.55'11')2 = 174 
..tl.O 17 .2 • • 

Using 13.7.3 we have 

X1=Xo-M( -4, .6, X0)/M'( -4, .6, X0) . 

But, by 13.4.8, 

M'(-4, .6, X0) = - (. 15) - 1M(-3,  1 .6, X0) 

Hence 

= .174+ (. 15) (.030004) 
= . 1 7850 as a second approximation. 

If we repeat this calculation, we find that 

Calculation of Maxima and Minima 

Example 15. Compute the value of x at which 
M( - 1 .8, - .2, x) has a turning value. Using 13.4.8 
and Table 13.2, we find that M'(-1 .8 ,  - .2,x) 
= 9M(- .8, .8, x) =O  when x = .94291 59. 
Also M"(-1 .8, - .2, x) =9M'(- .8, .8, x) = 
-9M(.2, 1 .8, x) and M(.2, 1 .8, .94291 59) >o. 
Hence M( - 1.8, - .2, x) has a maximum in x when 
X= .94291 59. 

Example 16. Compute the smallest positive 
value of x for which M( -3, .6, x) has a turning 
value, x; . This is outside the range of Table 13.2. 
Using 13.4.8 we have 

M'(-3, .6, x) = -3M(-2, 1 .6, x)/.6. 

By 13.7.2 for M(-2, 1 .6, x) , 

X0= (1 .05w-)2/(1 1 .2) = .9715. 

This is a first approximation to X� for M( -.3, .6, x) . 
Using 13.7.5 and 13.4.8 we find a second approxi
mation 

X;=X� [1- M'(-3, .6, X�)
, ) -3M(-3, .6, X0) 

=X� [1-M(-2, 1 . 6, X�)/.6M(-3, .6, X�)) 
= .97 15X l .0163 = .9873 to 48. 

This process can be repeated to g1ve as many 
significant figures as are required. 

FIGURE 13. 1 .  

Figure 13.1 shows the curves on which M(a, b, x) 
=0 in the a, b plane when x= 1 .  The function is 
positive in the unshaded areas, and negative in the 
shaded areas. The number in each square gives 
the number of real positive zeros of Jvf(a, b, x) as a 
function of x in that square. The vertical 
boundaries to the left are to be included in each 
square. 

13.10. Graphing M(a, b, x) 

Example 17. Sketch M(-4.5, 1 ,  x) . Firstly, 
from Figure 13.1 we see that the function has 
five· real positive zeros. From 13.5.1, we find 
that �- oo ,  M'�-oo as x�+ oo  and tha t 
M�+ oo ,  M'�+oo as x�- oo .  By 13.7.2 we 
have tis first approximations to the zeros, .3, 1 .5, 3. 7, 
6.9, 10.6, and by 13.7.2 and 13.4.8 we find as first 
approximations to the turning values .9, 2.8, 5.8, 
9.9. From 13.7.7, we see that these must lie near 
the curves 

From these facts we can form a rough graph of 
the behavior of the function, Figure 13.2. 
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FIGURE 13.2. M( - 4.5, 1, z) . 
(From F. G. Tricorn!, Funzionl, lpergeometrlche confluent!, Edlzionl. 

Cremonese, Rome, Italy, 1954, with permission.) 
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(From E. Jllhnke and F. Emde, Tables or functions, Dover Publlcllotions, 
Inc., New York, N.Y., 19411, with permission.) 
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FIGURE 1 3.4. M (a, .5, z) . 
(From E. Jllhnke and F. Emde, Tables of functions, Dover Publlce.tlons, 

Inc., New York, N.Y., 1945, with permission.) 
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Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x =O.l 

a\b 0.1  0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 0.00000 00 ( -1� 5.00000 00 ( -1) 6.66666 67 -1 7,50000 00 ( -1 8,00000 00 -0.9 � =i� 9.58364 34 ! =l! 5.48093 23 < -�� 6.98827 46 -1 7.74183 96 rl 8.19391 07 -0.8 1.92586 25 5.96605 00 � -1 7.31245 77 -1 7.98547 23 -1 8,38915 99 
-0.7 -1� 2,90253 86 � -1 6,45537 25 -1 7.63922 74 -1 8.23090 56 -1 8.58575 33 
-0.6 ( -1 3.888.f3 71 -1 6,94891 92 ( -1 7.96859 49 -1 8.47814 73 -1 8.78369 61 
-0.5 � -1 4,88360 25 -1� 7.44670 94 -1 8.30057 19 -1 8. 72720 49 -I! 8,98299 40 -0,4 -1 5.88807 94 -1 7.94876 28 -1 8.63516 97 -1 8.97808 60 -1 9.18365 22 
-0.3 -1 6,90191 26 -1 8.45509 89 -1 8,97239 98 -1 9,23079 84 -1 9,38567 64 
-0.2 ( -1 7.92514 70 -1� 8,96573 73 -1 9,31227 38 -1 9.48534 97 -1 9.58907 21 
-0.1 ( -1 8.95782 77 -1 9.48069 78 -1 9.65480 34 -1 9.74174 76 -1 9. 79384 48 

o.o  ( 0) 1.00000 00 O) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 
0.1 ( 0 1.10517 09 0 1.05236 64 0 1.03478 75 0 1 ,02601 15 0 1.02075 43 0,2 ( 0 1.21130 01 0 1.10517 09 0 1.06984 41 0 1.05220 99 0 1.04164 80 
0.3 � 0 1.31839 21 0 1.15841 56 0 1.10517 09 0 1,07859 61 0 1,06268 16 
0.4 0 1.42645 14 0 1.21210 24 0 1.14076 91 0 1.10517 09 0 1,08385 58 0. 5 0 1.53548 28 0 1.26623 34 0 1.17663 99 0 1.13193 51 0 1.10517 09 
0.6 � g� 1.64549 07 0 1.32 081 05 0 1.21278 44 0 1.15888 93 ll 1.12662 77 0.7 1.75647 99 0 1.37583 59 0 1.24920 38 0 1,18603 45 1.14822 66 
0.8 1.86845 49 0 1.43131 14 0 1.28589 94 0 1.21337 14 1,16996 83 
0.9 � �� 1.98142 05 0 1.48723 92 0 1.32287 23 0 1.24090 08 1.19185 34 
1.0 2.09538 12 0 1.54362 12 0 1.36012 38 0 1.26862 36 1.21388 22 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 ( -1 8.33333 33 ( -1 8.57142 86 -1) 8.75000 00 -1 8.88888 89 -1 9.00000 00 
-0.9 � -1 8.49524 54 ( -1 8.71045 21 -�� 8.87183 35 -1 8.99733 47 -1 9.09772 21 
-0.8 -1 8.65820 31 ( -1 8.85031 91 -1 8.99436 39 -1 9.10636 73 -1 9.19594 59 
-0. 7 � -1 8.82221 06 ( -1 8.99103 26 -1 9.11759 38 -1 9.21598 87 -1 9.29467 31 
-0.6 -1 8.98727 18 ( -1 9.13259 59 -1 9.24152 56 -1 9.32620 11 -1 9.39390 52 
-0.5 ( -1) 9.15339 10 � -1 9.27501 22 ! -I 9.36616 18 -1 9.43700 64 -1 9.49364 42 
-0.4 1 =�I 9.32057 22 -1 9.41828 47 -1 9.49150 52 -1 9.54840 68 -1 9.59389 16 
-0.3 9.48881 96 -1 9.56241 64 -1 9.61755 81 -1 9.66040 42 -1 9.69464 91 
-0.2 9.65813 72 ( -1 9. 70741 08 -1 9, 74432 32 -1 9.77300 09 -1 9.79591 86 
-0.1 ( -1 9.82852 93 ( -1 9.85327 09 ( -1 9.87180 29 -1 9.88619 88 -1 9.89770 16 
0.0 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 
0.1 ( O) 1.01725 53 0 1.014 76 01 0 1.01289 1 7 0 1.01 144 07 � 0 1.01028 15 
0.2 ( 0� 1. 03461 94 0 1.02960 78 0 1.02585 56 0 1.02294 21 0 1.02061 50 
0.3 1.05209 25 0 1.04454 34 0 1.03889 21 0 1.03450 45 � ·  0 1.03100 04 0.4 

� �) 1. 06967 52 0 1.05956 71 0 1.05200 13 0 1.04612 80 0 1.04143 81 
0.5 ( O) 1. 08736 79 0 1. 07467 94 0 1.06518 35 0 1.05781 30 0 1.05192 82 
0.6 !I 1.10517 09 0) 1.08988 06 0 1.07843 90 0 1.06955 95 ( 0 1.06247 09 
0.7 1.12308 48 �� 1.10517 09 0 1.09176 81 0 1.08136 79 � 0 1.07306 64 0.8 1.14110 98 1.12055 08 0 1.10517 09 0 1.09323 83 0 1.08371 47 
0.9 1.15924 65 1.13602 05 0 1.11864 79 0 1.10517 09 0 1.09441 62 
1.0 O) 1.17749 53 0) 1.15158 03 0 1.13219 91 0 1.11716 60 ( 0 1.10517 09 

For O�x� 1 ,  linear interpolation in a ,  b or x provides 3-48. Lagrange four-point interpolation gives 7S in a, b or x over 
most of the table, but the Lagrange six-point formula is needed over the range 1 �x� 10. Any interpolation formula 
can be reapplied to give two dimensional interpolates in a and b, a and x or b and x. This calculation can be checked 
by being repeated in a different order. 
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CONFLUENT HYPER(;EOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13.1 

x =0.2 

a\b 0.1  0 .2 0 .3 0.4 0.5 

-1.0 0� -1.00000 00 0,00000 00 -1 3.33333 33 ( -1 ) 5.00000 00  ! =!) 6. 00000 00  
-0.9 -1 -8.1 6955 02 � =i� 9.22415 48 -1 3. 95232 64 ! :ll 5.46684 38 6.3 7527 43 
-0.8 -1 ) -6.30239 72 1.86164 63 -1 4.58166 34 5.94088 89 6. 75592 38 
-0.7 -1) -4.39817 97 ( -1� 2.81785 03 -1 5.22143 72 � -1 6.42219 72 � -1 7.14199 30 
-0.6 -1) -2.45653 39 ( -1 3. 79118 64 -1 5.87174 11  -1 6,91 083 10  -1 7.53352 62 

-0.5 rl4.77093 96 � -1 4, 78181 44 -1 6,53266 92 -1 7,40685 28 -1  7.93056 84 
-0.4 -1 + 1.54050 87 -1 5. 78989 52 -1 7.20431 59 -1 7.91032 56 -1 8.33316 46 
-0.3 -1 3.59664 50 � -1 6.81559 07 -1 7.88677 63 -1 8.42131 28 -1  B .  74136 01 
-0.2 -1� 5.69168 81 -1 7.85906 39 -1 8.58014 62 -1 8,93987 82 -1 9.15520 06 
-0.1 -1 7.82601 37 -1 8.92047 86 -1 9.28452 18 -1 9,46608 57 -1 9,57473 18 

o.o ( 0) 1.0 0000 00  ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00  ( O) 1 .00 000 00  ( O) 1.00000 00 

0.1 � �� 1.22140 28 � �� 1.10977 94 0 1.07266 78 0 1 .05416 86 0 1,04310 51 
0.2 1.44684 80 1.22140 28 0 1.14646 55 0 1 .10912 09 0 1 ,08679 33 
0.3 � 0) 1.67637 41 � �� 1.33488 69 0 1.22140 28 0 1 .16486 34 0 1 .13106 91 
0.4 �� 1.91 002 01 1.45024 87 0 1,29748 97 0 1. 22140 28  0 1,17593 74 
0.5 2. 14782 49 1.56 750 53 0 1.37473 61 0 1.27874 56 0 1,22140 28 

0.6 j !l 2.38982 79 0 1.68667 37 0 1.45315 23  0 1. 33689 87  0 1.2 6747 01 
0.7 2 .63606 85 0 1 .80777 12  0 1.53274 81 0 1 ,39586 86 0 1.31414 41 
0.8 2.88658 67 0 1.93081 51 0 1.61353 39 0 1,45566 22  0 1 .36142 97 
0,9 3.14142 25 0 2 .05582 28 0 1,69551 97 0 1.51628 63 0 1,40933 17 
1 .0  0) 3,40061 61 0 2.18281 20  0 1.77871 60 0 1,57774 76 0 1.45785 51 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0  

-1.0 -1� 6,66666 67 � -1 7.14285 71 { :U 7,50000 00  { -1 7.77777 78 -1 8,00000 00  
-0.9 -1 6,98070 53 -1 7.41302 26 7.73716 33 -1 7.98920 01 -1 8.19077 41 
-0.8 -1 7.29894 21  -1 7.68657 38 7.97712 40 -1 8.20297 7 6  -1 8.38356 13 
-0.7 -1 � 7.62141 04 � -1 7.96353 68 � =H 8.21990 25 � -1 8.41912 68 -1 8,57837 54 
-0.6 -1 7.94814 35 -1 8.24393 73 8.46551 94 -1 8.63766 45 -1 8.77523 03 

-0.5 -1  8.27917 51  -1  8,52780 14 -1  8.71399 57 -1  8.85860 76  -1; 8.97413 99 
-0,4 -1 8.61453 89 -1 8.81515 54 -1 8.96535 20  -1  9 ,08197 30  -1 9.17511 81 
-0.3 -1 8,95426 91 -1 9.1 0602 57 -1 9,21960 95 -1 9,30777 78 -1 9.3781 7 91 
-0.2 -1 9.29839 97 =-1 9,40043 88 -1 9.47678 92 -1 9,53603 91 -1 9,58333 69 
-0.1 -1 9.64696 51 -1 9.69842 1 3  -1 9.73691 22  -1  9,76677 40  -1 9 ,79060 58 

0. 0 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00  0) 1.00000 00 ( 0) 1 .00000 00 

0,1 !l 1 .03575 39 0 1.03052 02  0 1.02660 74 0 1 . 02 357 34 ll 1 . 02115 34 
0.2 1.07196 1 7  0 1.06140 54 0 1.05351 56 0 1.04739 95  1.04252 22 
0.3 1.1 0862 70 0 1.09265 84 0 1,08072 66 0 1,07147 98 1 .06410 78 
0.4 1.14575 32 0 1.12428 18  0 1.1 0824 29 0 1 .09581 63  1 .08591 18 
0.5 0) 1 .18334 39 0 1.15627 85 0 1.13606 64 0 1 .12041 07  1.10793 56  

0,6 ll 1.2 2140 28 0 1.18865 12 0 1.16419 94 il 1.14526 4 7 0 1.13018 06 
o. 7 1.2 5993 33 0 1.22140 28 0 1.19264 41 1.17038 02 0 1.15264 83 
0.8 1 .29893 91 0 1.25453 59 0 1.22140 28 1.19575 89 0 1.17534 02 
0.9 1.33842 39 0 1.28805 34 0 1.25047 76 1.22140 28 0 1.19825 79 
1,0  1 ,37839 12 0 1.32195 81 0 1.27987 08 0) 1 .24731 35  0 1.22140 28 
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Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x =0.3 

a\b 0 . 1  0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 0) -2.00000 00 -1� -5.00000 00 0.00000 00 -1 2.50000 00 -1 4.00000 00 
-0.9 T'·"". ,. -1 -3.6 7762 19 ( -2) 8.9 0939 59 -1 3.17420 35 -1 4,54351 25 
-0.8 0 -1.46940 36 -1� -2.31724 76 � =�� 1.80524 85 -1 3.86467 39 -1 5. 09916 51 
-0.7 0 -1.19153 81 -2 -9.18332 95 2.74324 64 -1 4.57162 39 -1 5.66711 03 
-0.6 -1 -9.05127 09 -2 + 5.19671 16 3. 70525 58 -1 5.29526 85 -1 6.24750 17 
-0.5 -1� -6.10043 44 � =B 1.99731 93 -1 4.69160 23 � -1 6.03582 44 -1 6,84049 44 
-0,4 -1 -3. 06158 84 3.51517 11 -1 5. 70261 46 -1 6.79351 05 -1 7.44624 48 
-0.3 -3r6.65629 62 � =U 5.07379 19 -1 6.73862 42 � -1 7.56854 74 -1 8,06491 07 
-0,2 -1 3.28532 83 6.67375 21 -1 7. 79996 60 -1 8.36115 78 -1 8.69665 13 
-0.1 -1 6.59602 92 8.31562 77 -1 8.88697 76 -1 9.17156 65 -1 9.34162 71 

o.o O) 1.00000 00 0) 1 .00000 00 0) 1. 00000 00 0) 1.00000 00 0) 1,00000 00 
0.1 ll 1.34985 88 0) 1.17274 56 0 1.11393 77 �� 1,08466 87 0 1.06719 33 
0. 2 1. 70931 54 !! 1.34985 88 0 1.23054 56 1.17118 59 0 1.13575 92 
0.3 2. 07850 71 1.53139 94 0 1.34985 88 1.25957 47 0 1,20571 42 
0.4 2.45757 28 1.71742 78 0 1.47191 26 g� 1.34985 88 0 1.27707 51 
0.5 2.84665 23 1.90800 49 0 1.59674 26 1.44206 18 0 1.34985 88 
0.6 0 3.24588 71 0 2.10319 22 0 1.72438 49 0 1.53620 75 0 1,42408 24 
0.7 0 3.65541 99 0 2.30305 18 0 1.85487 58 0 1.63232 02 0 1,49976 30 
0.8 0 4,07539 50 0 2,50764 63 0 1.98825 19 0 1.73042 41 0 1.57691 80 
0.9 0 4.50595 77 0 2.71703 89 0 2.12455 03 0 1.83054 38 0 1.65556 49 
1.0 0 4,94725 50 0 2.93129 36 0 2.26380 82 0 1.93270 41 0 1, 73572 13 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 -1) 5.00000 00 -1 5.71428 57 -1 6.25000 00 � -1 6.66666 67 -1 7.00000 00 
-0.9 -I! 5.45594 63 -1 6.10737 55 -1 6.59572 25 -1 6.97537 97 -1 7.27897 71 -0.8 -1 5.92137 29 -1 6,5081 1 03 -1 6.94776 02 -1 7.28940 91 -1 7.56249 82 
-0.7 -1 6.39639 42 -1 6.91657 86 -1 7,30618 39 � -1 7.60881 20 -1 7.85061 06 
-0.6 -1 6.88112 54 -1 7.33287 00 -1 7.67106 45 -1 7.93364 63 -1 8.14336 18 
-0.5 -1 7.37568 28 -1 7.75707 44 � -1 8.04247 38 _,1 8.26397 01 -1 8.44079 99 
-0.4 -1 7,88018 36 -1 8.18928 28 -1 8.42048 41 -1 8.59984 20 -1 8.74297 33 
-0.3 -1 8,39474 59 -1 8.62958 68 -1 8.80516 81 -1 8.94132 11 -1 9.04993 07 
-0.2 -1 8.91948 91 -1 9.07807 88 � -1 9.19659 93 -1 9.28846 71 -1 9.36172 12 -0,1 -1 9.45453 34 -1 9.53485 19 -1 9.59485 17 -1 ) 9.64133 99 -1 9,67839 44 

o.o 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 
0.1 0 1.05560 11 0 1.04736 18 0 1.04121 19 0 1.03645 08 0 1.03265 88 0.2 0 1.11226 90 0 1.09558 01 0 1.08312 85 0 1.07349 27 0 1.06582 10 0.3 0 1.17001 62 0 1.14466 45 0 1.12575 75 0 1.11113 16 0 1,09949 16 0.4 0 1.22885 51 0 1.19462 48 0 1.16910 65 0 1.14937 40 0 1.13367 58 0.5 0 1.28879 84 0 1.24547 07 0 1.21318 32 0 1.18822 61 0 1,16837 88 
0.6 0) 1.34985 88 0 1.29721 20 0 1.25799 56 0 1.22769 42 0 1.20360 57 0.7 0) 1.41204 93 0 1.34985 88 0 1.30355 15 0 1,26778 47 0 1.23936 18 0.8 �� 1.4 7538 27 0 1.40342 10 0 1.34985 88 0 1.30850 41 0 1.27565 25 0.9 1.53987 22 0 1.45790 88 0 1.39692 56 0 1.34985 88 0 1.31248 30 
1.0 1.60553 08 0 1.51333 23 0 1.44475 99 0 1.39185 54 0 1.34985 88 
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CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13.1 

x = 0.4 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0  T3.00000 00 0 -1.00000 00 -1 -3.33333 3 3  0,00000 0 0  - 1  2 .00000 0 0  
-0.9 0 -2.6 7035 54 -1 -8.32139 43 -1 -2.19718 2 7  1m 8,63057 3 3  -1 2 .69801 05 
-0.8 0 -2.32590 02 -1 -6.57495 96 -1 -1.01932 12 1. 75514 40 -1 3,41768 30 
-0. 7  0 -1.96633 24 -1 -4.75937 91 -2 +2,01024 24 2 ,67677 48 -1 4.15938 56 
-0.6 0 -1.59134 63 -1 -2.87331 90 -1 1.46463 65 3,62847 08 -1 4.92349 10  

-0.5 ! 0) -1.20063 19 � -2 -9.15428 01 -1 2. 77230 84 -1 4,61075 95 -11 5.71037 59 
-0.4 -1 � -7.93875 31 -1 +1.11566 21 -1 4,12484 2 3  -1 5,62417 45 -1 6,52042 19 
-0.3 -1 -3.70758 28 -1 3.22133 74 -1 5,52305 08 -1 6,66925 61 -1 7.35401 47 
-0.2 -2) + 6.90415 20 � -1 5.40300 1 5  -1 6.96775 63 -1 7.74655 09 -1 8,21154 46 
-0.1 ( -1) 5.25850 66 -1) 7.66207 59 -1 8.45979 1 8  -1 8,85661 2 3  -1) 9.09340 66 

o.o ( 0) 1.00000 00 O) 1.00000 00 ( O) 1.00000 00 0) 1,00000 00 ( 0) 1 .00000 00 

0 ,1  ( O) 1.49182 47 �� 1.24182 32  0 1.15892 34 0 1.11772 81 0 1.09317 29 
0.2 �I 2.00166 43 1.49182 47 0 1.32283 59 0 1,23890 28 0 1 ,18890 02 
0.3 2. 52986 27 �� 1.75015 41 0 1,49182 47 0 1.36358 21 0 1 .28722 33 
0,4 3.07676 82 2.01696 26 0 1,66597 84 0 1.49182 47 0 1.3881 8 41 
0.5 3.64273 38 2.29240 35 0 1.84538 67 0 1.62369 00 0 1 .49182 47 

0,6 0 4.22811 68 0 2.57663 20  �� 2.03014 00 0 1. 75923 82 0 1 .59818 80 
0.7 0 4.83327 91 0 2.86980 51 2.22033 03 0 1.89852 99 0 1 .  70731 73 
0.8 0 5.45858 73 0 3.17208 18  �� 2.41 605 02 0 2 ,04162 67 0 1.81925 64 
0,9 0 6.1 0441 27 0 3.48362 30 2.61739 39 0 2.18859 08 0 1 .93404 94 
1.0 0 6. 77113 12 0 3,80459 19 2.82445 63 0 2,33948 51 0 2.05174 12  

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 -1} 3.33333 33 -1 4.28571 43 -1 5,00000 00 -1 5,55555 56 -1� 6,00000 00 
-0.9 -1 3.92050 85 -1 4. 79315 51 -1 5,44722 84 -1 5,95564 45 -1 6,36214 28 
-0.8  -1 4.52459 74 -1 5.31423 36 -1 5. 90572 1 2  -1 6,36521 50 -1 6.73238 89 
-0.7 -1l 5.14587 62 -1 5.84916 36 -1 6.37564 87 -1 6,78440 52 -1 � 7.11085 21 
-0.6 -1 5.78462 40 -1 6.39816 1 7  -1 6,85718 29  -1 7.21335 46 -1 7.49764 78 

-0.5 -1} 6.44112 32 -1� 6,96144 64 -1 7.3 5049 77 � -1 7,65220 44 -1 7.89289 21 
-0.4 -1 7.11565 94 -1 7,53923 92 -1 7.85576 88 -1 8,10109 70 -1 8,29670 27  
-0,3 -1 7.80852 14 -1 8.13176 35 -1 8.37317 41 -1 8,56017 66 -1 8.70919 82 
-0.2 -1� 8,52000 13  -1� 8. 73924 56 -1 8,90289 30  � -1 9,02958 86 -1 9.13049 86 
-0.1 -1 9.25039 46 -1 9.36191 40 -1 9,44510 72 -1 9,50948 02 -1 9.56072 51 

o.o 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( 0) 1,00000 00 O) 1, 00000 00 ( 0) 1 ,00000 00 

0,1 I! 1. 07691 20  0 1.06537 37 ( 0 1.05677 57 0 1, 05012 98 ( 0 1. 04484 47 
0,2 1.1 5580 59 0 1.13233 62 � 0 1.1 1485 65 0 1.101.35 26 1 0 1 ,09061 91 
0.3 1.23671 28 0 1,20091 1 3  0 1.17426 1 5  0 1,15368 38 0 1.1 3733 58 
0,4 1.31966 37 0 1.27112 31 ( 0 1.23500 97  0 1.20713 88 0 1.18500 76 
0.5 1.40469 04 0 1.34299 62 ( 0 1.29712 04 0 1.26173 33  0 1,23364 74 

0.6 0 1.49182 47 I! 1.41655 50 �� 1.36061 33  0 1.31748 31 O) 1.28326 so 
0,7 0 1.58109 90 1.49182 47 1.42550 81 0 1. 37440 41 !I 1,33388 28 
0,8 0 1.67254 59 1,56883 03 g� 1.49182 47 0 1,43251 25 1.38550 48 
0,9 0 1. 76619 84 1.64759 75 1.55958 3 3  0 1.49182 47 1.43814 76 
1.0 0 1.86208 99 1.72815 18 1.62880 44 0 1.55235 70 1 .49182 47 
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Table 13.1  CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, .x) 

x =0.5 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 0 -4.00000  00  0 -1.50000 0 0  r -6,66666 67 -1 -2.50000 00 0.00000 00 
-0,9 0 -3.61201 86 0 -1,30112 70 -1 -5,31342 47 -1 -1.46751 27 Et! 8,38114 43 
-0,8 0 -3.20079 89 0 -1.09161 33 -1 -3,89475 90  -2 -3.89499 09 1.71019 66 
-0.7 0 -2.76573 85 -1 -8.71196 18  -1  -2.40912 78 -2 +7.35066 66 2 .61697 96 
-0.6 0 -2.30622 47 -1 -6,39608 65 -2 -8.54965 30 -1 1.90722 60 3.55920 78 

-0,5 0 -1.82163 45 -1 -3.96579 38  -2 +7.69319 06 -1 3.12803 64 -1 4.53763 61 
-0,4 0 -1.31133 45 -1 -1.41832 63 -1 2.46534 08  -1 4.39857 14 -1 5.55303 09 
-0.3 -1 -7.74681 00 -1 +1.24911 75 -1 4.23474 OS -1 5.71992 06 -1 6,60617 00 
-0,2 -1 -2.11019 41 -1 4,03938 42 -1 6.07918 46 -1 7.09319 04 -1 7.69784 21 
-0,1 -1 + 3,80315 52 -1 6.95536 57 -1 8.00036 50 -1 8.51950 36 -1 8.82884 81 

0.0 ( 0) 1. 00000 00  0) 1 .00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00  

0.1 0 1 .64872 1 3  0 1 .31762 72 0 1.20798 34 l 0 1.15358 36 0 1 .12121 22 
0.2 0 2,32717 78 0 1.64872 13  0 1.42416 39 0 1.31281 87 0 1.24660 50 
0.3 0 3.03607 92 0 1.99359 02 0 1.64872 13  0 1.47782 42 0 1.37626 32 
0.4 0 3.77614 69 0 2.35254 68 0 1.88183 81 0 1.64872 13  0 1.51027 29 
0,5 0 4,54811 35 0 2.72590 86 0 2.12369 98  0 1.82563 24 0 1.64872 13  

0 .6  0 5.35272 38 0 3.11399 83 0 2.37449 45 0 2.00868 .23 0 1.791 69 69 
0.7 0 6,19073 40 0 3.51714 35 0 2.63441 32 0 2,19799 70 0 1.93928 94 
o.8 0 7.06291 26 0 3.93567 68 0 2.90364 98 0 2,39370 49 0 2.09159 01 
0.9 0 7,97004 04 0 4.36993 59 0 3.18240 09 0 2 ,59593 60 0 2.24869 11 
1.0 0 a. 91291 03  0 4.82026 39 0 3.47086 63 0 2,80482 2! 0 2.41068 61 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1. 0  -1 1.66666 67 -1� 2.85714 29 -1 3.  75000 00 -1; 4.44444 44 r 5.00000 00 
-0.9 -1 2.37390 35 -1 3.46998 42 -1 4.2913 8  21 -1 4.92975 27 -1 5.44007 21 
-0,8 -1 3.10765 94 -1� 4.10420 .52 -1 4,85042 16 -1 5,42992 21 -1 5.89284 39 
-0.7 -1 3,86848 36 -1 4,76023 18 -1 5,42745 70 -1 5.94522 72 -1 6.35854 17  
-0.6 -1 4.65693 33  -1 5,43849 54 -1 6.02283 14 -1 6.47594 62 -1 6.83739 50 

-0.5 -1 5.47357 40 -1 6.13943 38 -1 6.63689 2 3  -1 7.02236 09 -1 7.32963 60 
-0.4 -1 6.31897 89 -1 6.86349 09 -1 7.26999 22 -1 7.58475 70 -1 7.83550 00  
-0.3 -1 7.19372 99 -1 7,61111 66 -1 7.92248 85 -1 8.16342 38 -1 8.35522 55 
-0.2 -1 8.09841 67 -1 8.38276 72 -1 8.59474 31 -1 8.75865 45 -1 8.88905 38 
-0.1 -1 9,03363 78 -1 9.17890 54 -1 9.28712 29 -1 9.37074 63 -1 9.43722 94 

o.o 0) 1,00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00  ( 0) 1.00000 00  ( 0) 1 .00000 00 

0.1 0 1 .09981 19 0 1.08465 27 0 1.07337 51 0 1.06467 21 ll 1.05776 16  
0.2 0 1.20286 18  0 1.17189 67 0 1.14887 58 0 1.13112 17  1.11703 33  
0,3 0 1.30921 31 0 1.26178 10  0 1.22654 08 0 1.19938 02 1,17784 06 
0,4 0 1.41892 99 0 1.35435 51 0 1.30640 94 0 1.26947 93 1 ,24020 96 
0.5  0 1.53207 73 0 1.44966 91 0 1.38852 11 0 1.34145 10  1.30416 68 

0.6 0 1.64872 1 3  0 1.54777 40 0 1.47291 64 0 1.41532 79 0 1.36973 88 
0,7 0 1.76892 87 0 1.64872 13  0 1.55963 60 0 1.49114 29 0 1.43695 27 
0.8 0 1.89276 74 0 1.75256 32 0 1.64872 1 3  0 1.56892 95 0 1,50583 59 
0,9 0 2,02030 62 0 1.85935 29 0 1.74021 40 0 1,64872 1 3  0 1,57641 61 
1.0 0 2.15161 47 0 1.96914 38 0 1.83415 67 0 1 ,73055 26 0 1 .64872 13  
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CONFLUENT HYPER(;EOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13.1 

x = 0.6 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 r5.00000 00 0 -2.00000 00 ( 0) -1.00000 00 � ·r5.00000 00 ( -1 � -2.00000 00 
-0.9 0 -4.56442 36 0 -1.77497 83 � 'T'·'5926 51 -1 -3.81848 50 r· -1.03687 •• 
-a.a 0 -4.09525 03 0 -1.53457 51 -1 -6.82397 09 � -1 -2.57117 79 -3) -2.46606 50 
-0.7 0 -3.59141 57 0 -1.27832 65 -1 -5. 09139 76 -1 -1.2 5627 00 -1 ) + 1.03792 44 
-0.6 0) -3.05183 34 0 -1.00575 96 ( -1 -3.25877 35 -2) +1.28080 81 -1) 2.15219  91. 

-0.5 T2.47539 54 � -1 -7.16392 12 1 -·r-32327 40 -1 1.58375 09 -1 � 3.31950 22 
-0.4 0 -1.86097 11 -1 -4.09732 38 -2 + 7.17978 94 -1 3.11265 1 0  -1 4,54119  67 
-0.3 0 -1.20740 73 � -2 -8.52791 51 -1 2.86 791 75 -1 4.71672 67 -1� 5.81866 96 
-0.2 -1 -5.1 3527 80 -1 +2,57478 49 -1 5.12952 90 -1 6. 39795 93 -1 7.15333 26 
-0. 1 -1) +2.21866 89 ( -1 6,19061 29 ( -1) 7.50585 66 -1 8.15836 59 -1 8.54662 21 

o.o ( O) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1 .00000 00 ( O) 1.00000 00 

0,1 il 1.82211 88 ( 0) 1.40083 55 0 1.26151 16  0 1.19249 52 ( 0 1.15149 54 
0.2 2,68949 50 t �I 1.82211 88 0 1.53544 21  0 1 .39353 51 � 0 1.30929 96 
0. 3 3.60342 49 2.26441 16 0 1.82211 88 0 1 .60333 61 0 1.47356 68 
0.4 4.56523 01 2.72828 58 0 2.12187 52 0 1 .82211 88 0 1.64445 34 
0.5 0) 5, 57625 77 ( 0 3.21432 45 0 2.43505 08 0 2,05010 75 ( 0 1.82211 88 

0.6 !! 6.63788 04 g} 3. 72312 11 �I 2.76199 12 0 2.28753 06 0) 2.00672 51 
0.7 7.75149 76 4.25528 05 3.10304 83 0 2.5 3462 03 ll 2.19843 71 
0.8 8.91853 48 4.81141 85 3.45858 04 0 2.79161 30  2. 39742 24  
0,9 1.01404 45 �� 5.39216 24 3.82895 20 0 3.05874 93 2.60385 15 
1,0 1.14187 08 5,99815 10 0) 4,21453 44 0 3.33627 3 7 2.81789 78 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 0,00000 00 � -1 1.4285 7 14 -1 2.50000 00 -1 3.33333 33 -1 � 4,00000 00 
-0.9 m1 8.156!1.. 2 80 -1 2.13746 25 -1  3.12786 69 -1 3.89744 84 -1 4.51255 49 
-0.8 1, 66954 03 -1 2.87723 99 -1 3.78124 01 -1 4.48302 85 -1 � 5.04345 12 
-0.7 2.56274 99 ( -1 3.64865 28  - 1  4.46071 49 -1 5.09055 63 -1 5.59308 68 
-0.6 3.49622 62 ( -1 4.45246 33 -1 5.16689 67 -1 5. 72052 24  -1  6.16186 59 

-0.5 -1 4,47097 05 -1 5.28944 63 -1 5. 90040 05 -1 6.37342 52 -1 6. 75019 92 
-0.4 -1 5.48800 20 -1 6.1 6039 00 -1 6.66185 18 -1 7.04977 12  -1 7.35850 35 
-0.3 -1 6.54835 72 -1 7.06609 56 -1 7.45188 Q.1 -1 7. 75007 48 -1 7.98720 24 
-0.2 -1 7.65309 05 -1 8.00737 79 -1  8.27114 95 -1  8.47485 87 -1 8.63672 59 
-0.1 -1 8.80327 45 -1 8.98506 53 -1 9.12029 84 -1 9.22465 40 -1 9,30751 06 

o.o ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 O) 1.00000 00 ( 0) 1 .00000 00 ( 0) 1. 00000 00 

0.1 0 1.12443 7 7  0 1.10530 38 0 1.09109 32  0 1 .08014 45 ll 1.07146 44 
0.2 0 1.2 5375 32 0 1.21450 50 0 1.18537 84 0 1 .16295 44 1.14519 01 
0.3 0 1.38806 15  0 1.32769 20 0 1.28292 55 0 1.24848 64 1.22122 33 
0.4 0 1.52747 91 0 1.44495 47 0 1.38380 56 0 1 .33679 79 1.29961 13 
o.s 0 1.67212 47 0 1 .56638 46 0 1.48809 10  0 1 .42794 7 0  1 .38040 19 

0.6 0 1.82211 88 I! 1.69207 45 0 1.59585 51 0 1.52199 31 I! 1.46364 36 
0.7 0 1.97758 41 1.82211 88 0 1.70717 25  0 1 .61899 63 1,54938 57 
0.8 0 2,13864 53 1 .95661 34 0 1.82211 88 0 1.71901 75  1.&3767 83 
0.9 0 2.30542 91 2.09565 57 0 1.94077 10  0 1 .82211 88 1.72857 22 
1.0 0 2.47806 43 2.23934 48 0 2.06320 72 0 1.92836 31 1,82211 88 
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Table 13. 1  CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b ,  x) 

x =0.7 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 0� -6. 00000 0 0  0 -2.50000 00 0� -1.33333 33 � -1 -7.50000 00  -1 -4.00000 00 
-0.9 0 -5. 52819 79 0 -2.25396 47 0 -1.16362 83 -1 -6.19090 30 -1 -2.92768 78 
-0.8 0� -5,01049 23 0 -1 .98691 64 -1� -9.81007.  11 � -1 -4.79194 87 -1 -1.78834 77 
-0.7 0 -4.4451 5  47 0 -1.6981 0 26 -1 -7.85028 60 -1 -3.30020 58 -2 -5.79886 90 
-0.6 0 -3.83041 49 0 -1.386 75 31 -1 -5.75241 82 -1 -1.71267 91 -2 + &.99831 62 

-0,5 0) -3.1 6446 06 l -1 -1.05207 99 -1 -3.51185 70 -3 -2.63083 59 -1! 2,05299 00 
-0.4 r, .. .,43 ., -6.93277 09 -1 -1.12388 92 -1 +1. 76203 2 7  -1 3.48181 61 
-0.3 0 -1.6 7144 46 -1 -3. 09520 29 -1 +1.41630 28 -1 3.65553 75 -1 4,98858 44 
-0.2 -1 -8.40541 00 -1 +1.00033 57 -1 4,11364 25 -1 5.65746 78 -1 6.57561 66 
-0,1 -2 +4.92624 47 ( -1 5.36246 53 -1 6.97316 13 -1 7.77115 48 -1 8,24528 23 

0,0 ( 0) 1.00000 00 0)  1.00000 00 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( 0) 1 ,00000 00 

0,1 ( 0 2. 01375 27 0 1.49219 50 0 ' 1.31994 11 0 1 .23474 77 0 1.18422 38 
0,2 l 0 3.09264 92 0 2 .01375 27 0 1 .65767 60 0 1 .48171 31 0 1.37745 14 
0,3 0 4.23886 64 0 2.56561 44 0 2.01375 27 0 1.74125 83 0 1.57993 98 
0,4 0 5.45463 06 0 3.14874 21 0 2.38873 1 0  0 2.01375 27 0 1.79195 11  
0.5 0 6. 74221 79 0 3.76411 90 0 2.78318 26  0 2,29957 36 0 2 ,01375 27 

0.6 g� 8.1 0395 56 ll 4.41274 94 0 3.19769 12 0 2.5991 0 58 �� 2.24561 74 
0,7 9.54222 25 5.09565 95 0 3.63285 2 7  0 2.91274 21 2 .48782 35 
0,8 �� 1.1 0594 50 5,81389 76 0 4. 08927 57 0 3.24088 34 g� 2. 74065 46 
0,9 1 .26581 24 6.56853 43 0 4.56758 14  0 3.58393 85 3,00440 00 
1,0 1.43407 83 7.36066 31 0 5 .• 06840 38 0 3.94232 46 3.27935 49 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0  

-1.0 � -1 � -1.66666 6 7 0.00000 00 -1 � 1.25000 00 � -1 2.22222 22  -1 3.00000 00 
-0,9 -2 -7.54915 03 1m 7.95165 75 -1 1.95634 74 -1 2 ,85846 1 0  - 1  3.57936 92 
-0,8 -2 +2.09154 67 1.63250 2 0  -1� 2.69751 66 -1 3.52400 18  -1  4.18377 43  
-0.7 � -1 � 1.2271 0 86 2.51322 1 1  -1 3.47447 03 � -1 4.21962 49 -1 4.81385 81 
-0,6 -1 2.30054 51 3.43855 96 -1 4.28819 01 -1 4.94612 53 -1 5.47027 56 

-0.5 -1) 3.43109 52 � -1 4.40977 87 -1 5.13967 66 -1 5.70431 32 -1 6.15369 36 
-0,4 -1 � 4,62042 36 -1 5,42816 47 -1 6.02994 98 -1 6.49501 40 -1 6.86479 13 
-0.3 -1 5.87022 82 -1 6.49502 91 -1 6.96004 90 -1 7.31906 85 -1 7.60426 03 
-0,2  -1� 7.1 8224 16 � -1 7.61170 97 -1 7.93103 40 -1 8.17733 33 -1 8.37280 46 
-0,1 -1 8.55823 13  -1 8.77956 99 -1 8.94398 42 -1 9.07068 09 -1 9.17114 12 

o.o O) 1.00000 00 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00  ( 0 )  1.00000 00  

0,1 0 1.15093 86 �� 1.12744 17  !l 1.11 002 02 !l 1 .09661 96 0 1.08601 24 
0.2 0 1.30882 66 1.26042 67 1.22457 33 1.19701 89 0 1.17522 70 
0.3 0 1.47385 50 �� 1.39910 2 0  1.34377 5 7  1.30129 20  0 1,26772 07 
0,4 0 1 .64621 90 1.54361 79 1.46774 58 1.40953 43 0 1. 36357 19 
0.5 0 1.82611 74 1.69412 73 O) 1.59660 44 0) 1.52184 32 0 1,46286 04 

0.6 0 2.01375 2 7  0 1.85078 59 0 1 .73047 46 0 1 .63831 77 0 1.56566 72 
0,7 0 2.2 0933 17  0 2 .01375 2 7  0 1.86948 15  0 1. 75905 87 0 1.67207 52 
0.8 0 2.41306 50 0 2.18318 94 0 2.01375 2 7  0 1.88416 89 0 1.78216 81 
0,9  0 2.62516 74 0 2,35926 09 0 2.16341 82 0 2.01375 27 0 1,89603 16 
1.0 0 2.84585 75 0 2 .54213 50 0 2.31861 02 0 2.14791 66 0 2.01375 27 
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CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13. 1  

x =O.S 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 O..'i 

-1.0 0 -7.00000 00 0 � -3.00000 00 ( 0 -1.66666 6 7 G - 1 �00000 00 -1 -6.00000 00 
-0.9 0 -6. 50401 48 0 -2.73837 67 u -1.48461 68 -1 -8.58588 03 -1 -4.83512 37 
-0.8 0 -5.94 785 78 0� -2.44921 2 3  -1.28563 99 -1 -7. 05401 18 -1 -3,58242 29 
-0.7 0 -5.32888 96 0 -2.13135 83 -1.06906 32 -1 -5.39992 81 -1 -2.23871 07 
-0,6 0 -4.64439 77 0 -1.78363 55 -8.34197 05 -1 -3.61905 04 -2 -8.00722 55 

-0.5 0 -3.89159 56 ! -1 -1.40483 36 -1 -5.80333 58 r -1.70668 54 -2 +7.34885 63 
-0,4 0 -3. 06762 06 -9.93710 17 -1 -3.06747 02 -2 +3.41976 74 -1 2.37153 85 
-0.3 0 -2. 16953 29 -1  -5.48990 22 -2 -1.26930 95 -1 2.53186 47 -1 4.11274 30  
-0.2 0 -1.1 9431 35 -2 -6.93656 36 -1 +3.02591 28 -1  4.86802 83  -1  5,96208 97 
-0.1 -1 -1.38863 05 ( -1 +4.46505 60 -1 6.39888 38 -1 7.35564 06 -1 7.92325 45 

o.o 0) +1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 

0 ,1  0 2.2 2554 09 0 1 ,59252 93 ! �l 1 .38374 79 0 1 .28065 33 0 1 .21961 77 
0.2 0 3.54111 04 0 2.22554 09 1.79197 39 0 1.57807 97 0 1.451 57 28 
0.3 0 4. 95014 63 0 2. 90051 91 2,22554 09 0 1.89284 81 0 1.69626 83 
0.4 0 6,45617 50 0 3.61898 52 2.68533 25 0 2.22554 09 0 1 ,95411 70 
0.5 0 8.06281 37 0 4.38249 84 ( 0 ) 3.17225  39 0 2.57675 45 0 2.22554 09 

0,6 0 9. 77377 18  �� 5.19265 68 � g� 3.68723 21 0 2.94709 89 0 2.51097 18  
0, 7 1 1.1 5928 53 6.05109 78 4.23121 63 0 3.33719 88 0 2 .81 085 12 
0, 8 1 1 .35239 56 6.95949 89 4.80517 86 0 3.74769 30 0 3.12563 06 
0.9 1 1 . 55710 78  �� 7.91957 87 � �� 5.41011 38 0 4.17923 55 0 3,45577 2 0  
1,0 1 1. 77383 16  8.93309 73 6.04704 06 0 4.63249 51 0 3.80174 73 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 � -1 -3. 33333 33 tr··2857 ,. 0.00000 00 -1 1.11111 11 -1 2.00000 00 
-0.9 -1 -2. 33826 62 -2 -5.57356 94 !m 7.76467 88 -1 1.81250 42 -1 2.64028 04 
-0.8  -1  -1.2 7465 48 -2 +3.69102 15 1.59854 95 -1 2.55227 74 -1 3.31335 07 
-0.7 � -2 -1.40115 64 � -1 1.35264 99 2.46770 86 -1 3.33161 66 -1 4,02018 75 
-0.6 -1 +1.06779 15  -1 2.39517 31 3.38544 19 -1 4,15173 34 -1 4,76178 82 

-0,5 r 2.35156 45 -1 3,49860 15 -1 4.35327 95 -1 5.01386'  60 -1 5,53917 14 
-0.4 -1 3. 71375 95 -1 4.66490 92 -1 5.37278 55 -1 5.91927 92 -1 6,35337 71 
-0.3 -1 5,1 5699 27 -1 5.89611 50 -1 6.44555 87 -1 6.86926 51 -1 7,20546 73 
-0.2 -1 6,68394 1 0  -1 7.19428 36 -1 7.5732 3  29 -1 7.86514 37 -1 8,09652 62 
-0.1 -1 8.29734 28 -1  8.56152 59 -1 8.75747 79 -1 8.90826 31 -1 9,02766 05 

o.o ( O) 1.00000 00 ( O) 1.00000 00 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 

0.1 0 1.1 7947 78 0 1.15119 12 0 1.13025 42 0 1.11417 60 0 1 .10146 98 
0.2 0 1.36846 08 0 1.30995 18  0 1.26668 86 0 1.23349 80 0 1 .20729 30  
0.3 0 1.56724 87 0 1.47651 22 0 1.40948 49 0 1.35811 24 0 1.31758 99 
0.4 0 1. 77614 79 0 1.65110 80 0 1.55882 92 0 1.48816 89 0 1.43248 29 
0.5 0 1.99547 19 0 1.83397 98 0 1.71491 10  0 1.62382 02 0 1.55209 71 

0.6 0 2.22554 09 0 2 .02537 37 0 1.87792 43 0 1. 76522 23  0 1,6 7656 00 
0.7 0 2.46668 24 0 2.22554 09 0 2.04806 69 0 1.91253 43 0 1 ,80600 17  
0 .8  0 2.71923 11  0 2.43473 81 0 2.22554 09 0 2.06591 86 0 1.94055 51 
0,9 0 2.98352 90 0 2.65322 74 0 2.41055 26 0 2.22554 09 0 2.08035 55  
1.0 0 3.25992 56 0 2.88127 68 0 2.60331 27  0 2.39157  03 0 2.22554 09 



524 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOM ETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

a\b 0.1  0.2 

-1. 0 0 -8.00000 00 ( 0� -3.50000 00 
-0.9 0 -7.49259 77 ( 0 -3.22852 60 
-0, 8 0 -6.90878 25 { 0� -2.92208 06 
-0.7 0 -6.24470 96 0 -2.57899 21 
-0. 6 0 -5.49641 35 0 -2.19753 81 

-0.5 0 -4. 65980 55 ! -! -1.77594 43 
-0.4 0 -3.7306 7 11 -1.31238 34 
-0.3 0 -2. 70466 65 -8,04973 88 
-0.2 0 -1.57731 62 -1 -2.51778 79 
-0.1 -1 -3.44010 11 ( -1 + 3,49195 37 

o.o O) + 1.00000 00 ( 0) 1. 00000 00 

0.1 � !I 2.45960 31 � 0 1.70274 56 
0,2 4,03983 23 0 2.45960 31 
0,3 ( 5. 74586 78 � 0 3.27280 52 
0,4 � 7.58304 06 0 4,14464 74 
0,5" 0 ) 9.55683 50 0 5.07749 00 

0,6 H! 1.16728 93 { �� 6,07375 88 
0,7 1.39370 1 7  7.13594 69 
0,8 1.63551 72 8.26661 58 
0,9 1.89334 94 � �� 9.46839 74 
1 .0  ( 1 ) 2,16782 87 1 ) 1. 07439 95 

a\b 0.6 0.7 

-1. 0 -1 ) -5.00000 00 -1 -2.85714 29 
-0.9 -lr.,, •• 44 -1 -1.92058 43 
-0.8 -1 -2.78312 29 -2 -9.13906 92 
-0.7 -1 -1.54071 44 -2 +1.65565 38 
-0.6 -2 -2.04284 74 -1 1.32057 89 

-0.5 -1 +1,22981 53 -1 2,55395 12 
-0.4 -1 2. 76533 21 -1 3,86857 31 
-0.3 -1 4.4061 1 09 -1 5,26740 93 
-0.2 -1 6,15609 81 -1 6.75350 07 
-0.1 -1 8.01934 30 -1 8.32996 53 

0. 0 0) 1. 00000 00  ( 0) 1.00000 00 

0.1 0 1.21023 31 0) 1.17668 82 
0.2 0 1.43307 07 !I 1.36339 71 
0.3 0 1.66896 1 0  1.56047 09 
0.4 0 1.91836 37  1 .  76826 25 
0.5 0 2.18175 01 1,98713 34 

0.6 0) 2.45960 31 0 2.21745 38 
0.7 �� 2. 75241 80 0 2.45960 31 
0.8 3. 06070 20 0 2. 71396 99 
0.9 �� 3.38497 53 0 2,98095 21 
1 .0  3.72577 04 0 3.26095 72 

x = 0.9 

0.3 � 0 -2. 00000 00 
0 -1. 80907 26  

� 0 -1.59665 35 
0 -1.36176 43 
0 -1.10339 79 

! _,r··"'" 02 
-1 -5.12058 1 0  

( - 1  -1.76920 97 � -1 +1 ,86021 91 
-1) 5. 77931 14  

0) 1 .00000 0 0  

1 �� 1.45345 52 
1.93955 77  

�� 2.45960 31 
3. 01492 28  
3.60688 44  

0 4.23689 2 7  
0 4,90639 03 
0 5.61685 85 
0 6. 36981 80 
0 7.16683 00 

0.8 

-1� -1.25000 00 
-2 -4.12148 81 
-2 +4,83592 97 
-1� 1.43934 85 
-1 2.45729 51 

� -1 3. 53966 52 
-1 4.68874 74 
-1 5,90688 76 � -1 7.19649 04 
-1 8.56001 96 

0) 1.00000 00 

! !I 1.15190 1 8  
1,31197 24 
1. 48048 31 
1.65771 19 

( 0) 1.84394 34 

�� 2.03946 90  
2.24458 71 
2,45960 31 �� 2,68482 96 
2.92058 65 

0.4 � 0� -1.25000 00 
0 -1.10046 05 

{ -1� -9.35972 2 7  
-1 -7.55885 89 
-1 -5.59533 56 

-1 
-1 
-1 
-1 
-1 

0) 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

!m 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 

( 0) 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

-3.46228 53 
-1.152 64 70 
+1.34083 75 

4,02562 81 
6,9 0939 03 

1.00000 00  

1.33055 47 
1.68343 42 
2 .05949 1 6  
2 .45960 31 
2.88466 81 

3.33560 96 
3.81337 52 
4.31893 69 
4.85329 2 0  
5.41746 38 

0.9 

0,00000  00 
7.59274 35 
1 .56725 54 
2.42566 2 4  
3.33625 68 

4.30084 39 
5.32127 33 
6,39943 94 
7.53728 29  
8.73679 14  

1 .00000 00 

1 .13289 93 
1.27259 03 
1.41929 1 5  
1 .57322 6 4  
1 .  73462 3 8  

1.90371 79 
2.08074 81 
2.26595 96 
2.45960 31 
2 ,66193 52 

0.5 

-1 -8.00000 00 
-1 -6.76001 98 
-1 -5.40855 15  
-1  -3.94096 49 
-1 -2.35250 18 

-2 -6.38272 88 
-1 +1.20674 49 
-1 3.18771 09 
-1 5,30992 39 
-1 7.57882 50 

( 0) 1.00000 00  

0 1.25791 83 
0 1.53222 60 
0 1,82352 69 
0 2.13244 07 
0 2.45960 31 

ll 2.80566 62 
3.17129 88 
3.55718 66 
3.96403 28 
4.39255 83 

1 .0 

-1 1.00000 00  
-1 1 .69504 02 
-1 2.43169 00 
-1 3.21136 46 
-1 4,03551 32 

-1 4.90562 01 
-1 5.82320 50 
-1 6.78982 39 
-1 7,80706 95 
-1 8,87657 20 

0 ) 1.00000 00 

�I 1 .11 790 61 
1.24155 02 
1.37111 1 0  
1.50677 14 

0) 1 .64871 85 

ll 1.  79714 36 
1.95224 22 
2�11421 45 
2.28326 51 
2,45960 31 



CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 525 
CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13.1  

x = l .O 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0  0 -9.00000 0 0  0} -4.00000 00 0 -2.33333 33 0 -1.50000 00 0 -1.00000 00 
-0.9 0 -8.49472 34 0 -3.72474 63 0 -2.13718 91 0 -1.34483 48 -1 -8.70327 28 
-0.8 0 -7.89481 34 0 -3.40618 57 0 -1.91443 23 0 -1.17116 05 -1 -7.26851 39 
-0.7 0 -7.19487 2 7  0� -3.04197 3 2  0 -1.66369 1 8  -1 -9.78067 35 -1 -5.68924 14 
-0.6 0 -6.38931 44 0 -2.62968 42 0 -1.38355 11 -1 -7.64616 83 -1 -3.95877 20  

-0.5 0� -5.47235 71 0 -2.16681 22  0 -1.07254 74 -1r5.29840 ., -1 -2.07021 66 
-0.4 0 -4.43802 02 0 -1.65076 69 -1 -7.29170 37 -1 -2.72739 30 -3 -1 .64753 21 
-0.3 0 -3.28011 86 0 -1. 07887 24 -1 -3.51 861 30 -3 + 7.71680 36 -1 +2.20976 75 
-0.2 0� -1.99225 77 -1 -4.48364 63 -2 + 6.09884 1 3  - 1  3.12589 94 -1 4.61604 79 
-0.1 -1 -5.67828 07 -1 +2.43610 69 -1 5.11038 28 -1 6.42974 92 -1 7.21012 79 

o.o ( 0) +1,00000 00  0) 1.00000 00  O)  1 .00000 00  O) 1.00000 00 0) 1.00000 00 

0.1 � O) 2. 71828 18 0 1.82384 44 0 1.52963 87 0 1.38482 77 0 1.29938 93 
0.2 ( �� 4.59430 40 0 2. 71828 18 0 2.10177 40 0 1.79865 55 0 1 .62002 78 
0.3 6. 63559 00 0 3,68654 94 0 2. 71828 18 0 2.24271 69 0 1.96278 70 
0.4 � �� 8.84990 62 0 4. 73198 60 0 3.38109 51 0 2. 71828 18 0 2 .32856 41 
0.5 1.12452 68 0 5.85803 42 0 4.09220 54 0 3.22665 79 0 2.71828 18 

0.6 ll 1.38299 44 0 7.06824 32 0 4.85366 43 0 3.76919 11 0 3.13288 93 
0.7 1 .66124 65 0 8.36627 1 3  0 5.66758 48 0 4.34726 65 0 3.57336 26  
0.8 1. 96016 30 0 9. 75588 81 0 6.53614 27 0 4.96230 95 0 4.04070 56 
0.9 2.28065 08 1 1.12409 78 0 7.46157 79 0 5.61578 62 0 4.53595 02 
1.0 2.62364 52 1 1.28255 41 0 8.44619 60 0 6.30920 50 0 5.06015 69 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 -1 -6.66666 67 -1r4.28571 ., -1r.soooo o o  -1) -1.11111 11 o.ooooo 00 
-0.9 -1 -5.54597 35 -1 -3.29502 50 -1 -1.60990 29 -2rl.01549 81 !m 7.43386 2 3  
-0.8 -1 -4.31756 71 -1 -2.21753 45 -2 -6.48146 54 -2 +5.68299 01 1.53827 23 
-0.7 -1 -2.97660 48 -1 -1.04950 02 -2 +3.88236 65 -1 1.50083 68 2.38663 42 
-0.6 -1 -1.51809 81 -2 +2.12929 76 -1 1.50229 88 -1 2.49853 18 3.29050 15 

-0.5 -3 +6.30910 70 r 1.57371 99 -1 2.69717 87 -1 3.56392 05 -1; 4.25195 83 
-0.4 -1 1. 77225 36 -1 3.03694 92 -1 3,97610 35 -1 4.69960 88 -1 5.27314 45 
-0.3 -1 3.61483 67 -1 4.60681 41 -1 5.34239 08 -1 5.90827 38 -1 6.35625 70 
-0.2 -1 5.59644 73 -1 6.28763 08 -1 6. 79945 04 -1 7.19266 55 -1 7.50355 07 
-0.1 -1 7.72285 59 -1 8,08383 81 -1 8.35078 67 -1 8.55560 76 -1 B. 71734 01 

o.o ( 0) 1.00000 00 0) 1.00000 00 ( O) 1. 00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 

0.1 � ll 1.24339 88 0 1.20408 0 8  ll 1.17507 89 ! il 1.15288 20  ! ll 1.13539 67 
0.2 1.50311 03 0 1.42110 86 1.36069 55 1.31451 22 1.27817 41 
0.3 � 1. 77978 05 0 1.65157 89 1 .55723 97 1,48520 44 1.42858 86 
0.4 2.07407 40 0 1 .89600 10  1 .  76511 25 1 .66528 05 1 .58690 33 
0.5 2 .38667 38 0 2 .1 5489 81 1.98472 52 0) 1.85507 0 7  1.75338 7 7  

0 . 6  ! ll 2.  71828 18 0 2.42880 78 ll 2.21650 01 ll 2.05491 39 0 1 .92831 84 
0.7 3.06961 97 0 2. 71828 18 2.46087 06 2 .26515 76 0 2.11197 89 
0.8 3.44142 89 0 3.02388 72 2. 71828 1 8  2.48615 84 0 2 .30465 98 
0.9 3.83447 12 0 3.34620 59 2.98919 01 2,71828 1 8  0 2 .50665 90 
1.0 4.24952 89 0 3,68583 55 3.27406 39 2,96190 29 0 2.71828 1 8  



526 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC F UNCTION M(a, b, x) 

a\b 0.1 

-1.0 1� -1.90000 00 
-0.9 1 -1.94803 05 
-0. 8 1� -1.95774 57 
-0.7 1 -1.92363 39 
-0.6 1 -1.83976 09 

-0.5 1 -1.69974 68 
-0.4 1 -1.496 74 24 
-0.3 1 -1.22340 44 
-0.2 0 -8.71869 85 
-0.1 0 -4.33729 58 

o.o 0) + 1.00000 00 

0.1 0) 7.38905 61 
0.2 1! 1.49320 73 
0.3 2.37378 96 
0.4 3.39223 44 
0.5 4.56085 43 

0.6 1 5.89272 84 
0.7 1 7.40173 79 
0. 8 1 9. 10260 50 
0.9 2 1.10109 32 
1.0 2 1.31432 41 

a\b 0.6 

-1. 0 0� -2.33333 33 
-0.9 0 -2.26126 09 
-0.8 0 -2.14541 69 
-0.7 0� -1.98102 67 
-0.6 0 -1.76300 12 

-0.5 1 Orl.48592 , 
-0.4 0 -1.14402 63 
-0.3 -1 -7.31188 76 
-0.2 -1 -2.40906 72 
-0.1 ( -1) +3.33718 60 

o .o  0)  1.00000 00 

0.1 !! 1. 76568 32 
0.2 2. 63896 63 
0.3 3.62852 02 
0.4 4. 74350 99 
0,5 O) 5.99361 56 

0.6 0 7.38905 61 
0.7 0 8.94061 15  
0.8 1 1.06596 48 
0.9 1 1 .25581 43 
1.0 1 1.46487 09 

0.2 

0 -9,00000 00 
0 -9. 11450 17 
0 -9.05346 68 
0 -8. 79313 67 
0 -8.3 0798 80 

0 -7.57063 96 
0 -6.55175 56 
0 -5. 21994 53 
0 -3.54165 86 
0 -1.48107 68 

0) +1.00000 00 

0 3.94227 09 
0 7. 38905 61 
1 1.13864 24 
1 1.59833 25 
1 2.12317 23  

u 2.71867 46 
3.39068 27 
4.14538 60 

g 4.98933 60 
5.92946 26 

0.7 

0) -1. 85714 29 
Orl.779 .. 34 
0 -1.66645 90 
0 -1.51452 14  
0 -1.31972 79  ! Tl. 07793 00 

-1 -7.84722 05 
-1 -4.35429 49 
-2 -2.50963 14 

( -1 ) +4.51527 65 

O) 1.00000 00 

0 1 .62619 96 
0 2.33634 06 
0 3.13698 76 
0 4.03507 07  
0 5. 03790 12 

0 6.15318 83 
0 7.38905 61 
0 8. 75406 09 
1 1 .02572 1 0  
1 1.19079 79 

x = 2.0 

0.3 0.4 

0 -5.66666 6 7 l 0� -4.00000 00  
0 -5.67351 46  0 -3.96130 19 
0 -5.57239 85 0} -3.84746 1 3  
0 -5.34952 69 0 -3.64939 40 
0 -4.99011 57 0 -3.35738 15  

0} -4.47833 69 0 -2.96103 91 
0 -3.79726 52 0 -2.44928 29 
0 -2.92882 34 0 -1.81029 53 
0� -1.85372 46 0 -1.03148 90  

-1  -5.51412 64 -2 -9.94703 39 

0)+ 1.00000 00 O) +1.00000 00 

g� 2.82379 65 0 2.28204 66 
4.94472 25 0 3.76272 1 0  
7.38905 61 0 5.45904 52 

B 1. 01846 79 0 7.38905 61 
1.33611 54 0 9.57185 22  

1 1.69497 98 1 1.20276 42 
1 2.09837 67 1 1.47777 93 
1 2.54981 38 1 1. 78448 86 
1 3.05299 98 1 2.12527 66 
1 3.61185 28 1 2.50266 00  

0.8 0.9 

0 -1.50000 00 0� -1.22222 22 
0 -1.41981 77 0 -1.14139 10 
0 -1.31049 88 0} -1.03604 27 
0 -1.16915 08 -1 -9.03849 17 

-1 -9.92701 33 -1 -7.42341 04 r, -7.77889 97 -lr.48901 84 
-1 -5.21259 33 -1 -3.20761 19 
-1 -2.19146 36 -2 -5.49879 73  
-1  +1.32327 01  -1  +2.51516 76 
-1 5.37263 41 -1) 6.02027 1 3  

( 0 )  1. 00000 00 ( 0) 1.00000 00 

l I! 1.52511 88 0 1 .44908 29  
2.11745 72  0 1.95312 22 
2.78211 92 0 2.51617 1 5  
3.52448 69 0 3.14250 04 
4.35023 19 0 3.83660 34 

0 5.26532 81 0 4.60320 94 
0 6.27606 41 0 5.44729 1 5  
0 7.38905 61 0 6.37407 66 
0 8.61126 21 0 7.38905 61 
0 9.94999 53 0 8.49799 64 

0.5 r3. 00000 00  
0 -2.93919 07 
0 -2.82231 32 
0 -2.64293 64 
O) -2.39419 32 

0 -2.06875 95 
0 -1.65883 14 
0 -1.15610 27 

-1 -5.51740 45 
-1 +1.63639 81 

0) 1.00000 00 

I! 1.96790 63 
3.07855 71 
4.34381 17 
5.77622 05 
7.38905 61 

0 9.19634 52 
1 1.12129 02 
1 1.34543 65 
1 1.59372 26 
1 1.86788 78 

1 .0 j -1 -1.00000 00 
-9.19616 98 

-1 -8.18288 30 
-1 -6.94107 82 
-1 -5.45057 11 

_,r··9000 42 
-1 -1.636 79 56 
-2 +7.32914 71 
-1 3.44431 99 
-1) 6.52400 38 

( 0) 1.00000 00 

0 1.39018 53 
0 1.82606 83 
0 2.31092 49 
0 2 .84820 19 
0 3.44152 39 

0 4.09470 06 
0 4.81173 45 
0 5.59682 82 
0 6.45439 28  
0 7.38905 61 



CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x = 3.0 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 

-1. 0 1 -2.90000 00 1 -1.40000 00 0 � -9.00000 00 0 -6. 50000 00 
-0,9 1 -3.33062 11 1 -1.57397 85 0 -9.93407 08 0 -7. 05978 63 
-0.8 1 -3.67972 78 1 -1.71028 23  1 � -1.06346 98  0 -7.45607 06  
-0. 7 1 -3.92295 55 1 -1.79849 94 1 -1.10419 34 0 -7. 64967 21 
-0.6 1 -4.03286 65 1 -1.82694 57 1 -1.10887 39 0 -7.59691 35 

-0.5 1 -3.97869 07 1� -1.78256 05 1 -1. 07004 00 0 -7.24926 51 
-0.4 1 -3.72604 95 1 -1.65079 4 7 0 -9.79393 09 0 -6. 55296 82 
-0.3 1 -3.23666 24 1� -1.41549 22 0 -8.27742 10  0 -5.44863 43  
-0.2 1 -2.46803 49 1 -1.05876 41 0 -6.04935 06 0 -3.87082 1 3  
-0.1 1 -1.3 7312 6 7 0) -5.60854 66 0 -2.99786 41 0 -1.74758 43  

o .o  0) +1.00000 00  0) +1.00000 00  0 )  +1.0000 0 0  0) +1. 00000 0 0  

0.1 u 2.00855 37 r� 9.47722 60 0 6.07912 54 0 4.45833 69 
0.2 4.41540 99 2. 00855 37 1 1.23871 81 0 B. 72184 59 
0.3 7.38953 06 �� 3.31122 04 1 2.00855 37 1 1. 38935 2 3  
0.4 �� 1.1 0 064 09 4, 88711 46 1 2.93502 2 &  1 2 , 00855 37 
0,5 1.53485 39 6. 77048 23  1 4. 03729 70 1 2.74198 55 

0.6 �� 2,05059 14 1 8.99862 23 �l 5.33622 57 1 3.60289 07  
0.7 2.65765 56 2 1.16120 98 6,85444 79 1 4.60562 86 
0.8 �� 3.3 6670 66 2 1.46549 60 8.61651 37  1 5.76574 86 
0.9 4,18932 19 2 1.81749 79 1. 06490 11 1 7.10 006 77 
1.0 2) 5.1 3805 80 2 2.22239 01 2 )  1,29806 99 1 8.62675 30  

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 

-1, 0 0) -4.00000 00 0 -3.28571 43 0� -2.75000 00 0� -2.33333 33 
-0,9 0� -4.22698 22 0 -3.43076 30 0 -2.83937 2 0  0 -2. 38362 4 0  
-0.8 0 -4.35776 b2 0 -3.49795 59 0 -2.86423 28  0� -2.37946 93  
-0.7 0� -4. 37205 21 0 -3.4 7180 10  0 � -2.81244 38 0 -2.31115 68 
-0,6 0 -4.2 4  734 55 0 -3.3351 7 91 0 -2.6 7062 69 0 -2.1 6800 92  

-0,5 1 r·,.,. 09 l 0� -3.06922 34 0 -2.42407 50 0 -1.93831 65 
-0,4 0 -3.47899 58 0 -2.65319 12 0 -2.05665 59 0 -1. 60926 29 
-0.3 0 -2.77784 38 0 -2. 06432 89 0 -1. 55071 23 0 -1.16684 98 
-0,2 0 -1.82229 72 � 0� -1,2 7772 88 -1 -8,86954 74 -1 -5.95815 42 
-0.1 -1 -5.76188 60 -1 -2.66178 30 -2 -4.43495 1 0  -1 +1.20451 2 1  

0,0 0) +1.00000 00  0) +1. 00000 00  0 )  +1.00000 00 ( 0) 1. 00000 00 

0.1 ( 0 2,94937 02 0} 2.55311 64 ( 0� 2.27097 84 ( 0 2 .06241 49 
0.2 � 0 5.31885 34 �� 4.42829 2 0  3 .  79559 01 ! 0 3.32891 38 
0,3 0 8,15947 04 6.66364 61 H! 5.603 09 84 0 4.82245 42  
0 ,4  1 1.15266 06 �� 9.30049 38 7.72517 18 0 6, 56784 35  
0,5  ( 1 1,54802 96  1.23835 54 1.01960 38 0 8.59185 66  

0 .6  Hl 2.00855 37 B 1.59611 70  1 1,30526 48 1 1.09233 58 
0,7 2.54126 00 2.00855 37 1 1.63348 43 1 1. 35934 3 0  
0, 8 3.15373 75  B 2.48129 50 1 2 , 00855 37 1 1. 66355 1 2  
0.9 3.85417 22 3.02040 57 1 2.43509 06 1 2. 00855 37  
1. 0 4,65138 52 1 )  3,63241 26 1 2,91805 85 1 2.39820 88 

Table 13.1 

0.5 

0 -5.0000 0 00 
0 -5,35304 11 
0 -5.58342 63 
0 -5.66362 13 
0 -5.56302 55 

0 -5.24773 50 
0 -4.68029 11 
0 -3.81941 32 
0 -2.61971 67 
0 -1.03141 44 

0) +1.00000 00 

0 3.53408 59 
0 6.63580 90 
1 1.03759 15 
1 1 .48313 21  
1 2 ,00855 37 

1 2.62290 97 
1 3.33600 27  
1 4.15843 31 
1 5.10165 02 
1 6,17800 67 

1 .0 

01 -2.00000 00 
0 -2.02218 41 
0 -1.99773 27 
0 -1,91873 96 
0 -1.77653 50 

Or.S.l 63 15 
o -1.26366 as 

-1 -8.71351 71 
-1 -3.72391 35 
-1) +2.46564 64 

( 0) 1.00 000 00 

0 1.90360 36 
0 2.97434 69 
0 4.23056 48 
0 5.69204 18 
0 7.38010 13 

0 9.31770 09 
1 1,15295 31 
1 1.40421 20  
1 1,68839 43 
1 2.00855 37 

527 



528 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

Table 13.1  CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b,  x) 

x =4.0 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 1 � -3.90000  00  1 -1.90000 00 1 -1.23333 33 0) -9.00000 00 0 -7.00000 00 
-0.9 1 -5.28985 40 1 -2.4814 7 20 1 -1.55982 88 'r ·'"723 65 0 -8.40761 69 
-0.8 1 � -6.56662 1 7  1 -3.0086 7 57 1 -1.85166 07 1 -1.28958 24 0 -9.62460 70 
-0.7 1 -7.65252 34 1 -3.44868 41 1 -2.09004 1 1  1 -1.43486 25  1 -1.05661 02  
-0.6 1 -8.45540 43 1 -3.7626 7 54 1 -2.25292 22 1 -1.52885 30 1 -1.11333 79 

-0.5 1� -8.86 704 80 1 -3.90525 49 1 -2.31462 88 1 -1.55505 56 1 -1.12123 61 
-0.4 1 -8.76134 25 1 -3.82372 05 1 -2.24546 12 1 -1.49445 23 1 -1.06719 99 
-0.3 1 -7.99228 75 1 -3.45726 34 1 -2.01126 30 1 -1.32524 14 0 -9.36252 11 
-0.2 1 � -6. 39183 1 9  1 -2.73610 3 6  1 -1.57295 45 1 -1.02255 01 0 -7.11353 67 
-0.1 1 -3.76752 93 1 -1.58055 26 0 -8.86027 55 0 -5.58125 37 0 -3.73199 87 

o.o O) +1.00000 00 0) +1.00000 00 O) +1.00000 00  0) +1.00000 00  0) +1.00000 00  

0.1 

� �� 5.45981 5 0  1 2.40818 08  ! 1 1.44217  35 0 9.87867 71 0 7.32759 68 
0.2 1.25936 21 1 5.45981 50 1 3.20473 65 1 2.14598 1 8  1 1. 55257 1 1  
0.3 2.18189 72 1 9.38520 09 1 5.45981 50 1 3.61972 65 1 2.59017 89 
0.4 � � � 3. 34927 2 5  2 1.43304 83 1 8.28815 42 1 5.45981 5 0  1 3.87987 49 
0.5 4.80147 67 2 2.04591 31 2 1.17799 11 1 7.72277 23 1 5.45981 50 

0.6 �� 6.58320 1 7  2 2. 79535 32 2 1 .60355 04 2 1 .04714 53 1 7.37235 87 
0.7 8.74427 45 2 3. 70166 95 2 2.11 665 31 2 1 .37755 99 1 9.66443 28 
o.8 �� 1.13401 20 2 4. 78740 93 2 2. 72967 48 2 1. 77124 33 2 1.23879 22 
0.9 1.44322 61 2 6.07756 33 2 3.45631 21 2 2.23672 99 2 1.56000 85 
1.0 1.80888 49 2 7.59977 67 2 4.31169 57 2 2. 78343 47 2 1.93640 05 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 0 -5.66666 67 0 -4. 71428 57 0 -4. 00000 00 0 -3.44444 44 0 -3.00000 00 
-0.9 0 -6.66432 27 0 -5.44175 41 0 -4.54078 84 0 -3.85159 75 0 -3.30880 92 
-0.8 0 -7. 50985 56 0 -6.04428 51 0 -4.97675 07 0 -4.16932 54 0 -3.54030 67 
-0.7 0 -8.14117 89 0 -6.47484 53 0 -5.27129 22 0 -4.36854 34 0 -3.67096 90 
-0.6 0 -8.48636 64 0 -6.6 7916 15 0 -5.38234 50 0 -4.41 593 73 0 -3,6 7394 51 

-0.5 0 -8.46261 04 0 -6.59496 95 0 -5.26181 06 0 -4.27354 17 0 -3.51873 12 
-0.4 0 -7.97509 54 0 -6.15120 28 0 -4.85495 9 0  0 -3.89828 45 0 -3.17081 98 
-0.3 0 -6.91578 1 7  0 -5.26711 67 0 -4.09978 1 3  0 -3.24149 77 0 -2.59132 26 
-0.2 0 -5.16209 2 6  0 -3.85134 51 0 -2.92629 1 9  0 -2.24839 0 6  0 -1.73656 51 
-0.1 0 -2.57549 99 0 -1.80088 43 0 -1.25577 95 -1 -8.57483 35 -1 -5.57651 91 

0.0 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00  0) +1.00000 00 0) +1. 00000 00  O )  +1.00000 00  

0.1 0 5. 73952 56 0 4.68094 79 0 3.93968 87 0 3.40078 42 0 2.99716 17 
0.2 1 1.18390 73 0 9.38676 76 0 7.67325 59 0 6.43024 1 8  0 5.50132 78 
0.3 1 1.951 74 11  1 1.52787 90  1 1.23229 94 1 1.01831 42 0 8.58729 05 
0.4 1 2,90181 1 1  1 2,25363 21 1 1,80245 87 1 1,47644 52 1 1.23377 53 
0,5 1 4,06117 30 1 3.13582 01 1 2.49282 52 1 2.02901 97 1 1.68439 84 

0,6 1 5,45981 50 1 4.19644 69 1 3.31999 64 1 2.68883 75 1 2.22065 21 
0,7 1 7.13090 76 1 5,45981 50 1 4,30227 62 1 3.46999 38 1 2.85359 1 6  
0,8 1 9.1 1107 21 1 6.95271 64 1 5.45981 50 1 4.38798 40 1 3.59535 37 
0,9 2 1.14406 67 1 a. 70463 66 1 6,81475 87 1 5,45981 50  1 4.45924 1 3  
1.0 2 1.41640 95 2 1 . 07479 72 1 8.39140 83 1 6, 70412 50 1 5,45981 50  



CONFLUENT HYP1�RGEOMETRIC FUNCTIONS 529 
CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13.1 

a: = 5.0 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 1 -4.90000 0 0  1 -2.40000 00 ! 1 -1.56666 67 1 -1.15000 00  0 -9.00000 00 
-0.9 1 -8.48135 46 1 -3.90138 34 1 -2.41382 36 1 -1.69201 76 1 -1.27235 43 
-0.8 2 -1.2 0177 53 1 -5.37054 86 1 -3.23511 34 1 -2.21244 58 1 -1.62630 91 
-0.7 2 -1.52985 90 1 -6.71922 90 1 -3.98065 33  1 -2.6 7925 4 7 1 -1.93973 31 
-0,6 2 -1.80596 42 1 -7.83737 80 1 -4.58862 62 1 -3.05298 12 1 -2.18551 10  

-0.5 2 -1.99749 08 1 -8.58991 93 ,r·· 98353 39 1 ,...3,28566 20 ! 1 -2.33084 19  
-0.4 2 -2,06475 40 1 -8.81313 79 1 -5,07426 08 1 -3.31965 25 1 -2.33646 31 
-0.3 2 -1.95997 71 1 -8.31 068 13  1 -4.75193 11 1 -3.08632 11 1 -2.15579 45 
-0.2 2 -1. 6261 7 59 1 -6,84913 57 1 -3.88754 12 1 -2.50460 94 1 -1.73399 46 
-0.1 1 -9.95925 89 1 -4.15313 99 1 -2.32934 93 1 -1.47944 56 1 -1.00692 28 

o.o 0) +1. 00000 00 0) +1. 00000 00 0)  +1.00000 00 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 

0.1 2 1.48413 16  ! 1 6,28624 01 1 3,60663 62 l 1 2.36223 07 1 1.67304 26 
0,2 2 3,53395 30  2 1.48413 16  1 8.42893 34 1 5.45552 50 1 3.81153 30 
0.3 2 6.28371 74 2 2.62678 96 2 1.48413 16 1 9,55023 72 1 6.62935 70 
0.4 2 9,87643 86 2 4,11434 26 2 2.31584 25 2 1.48413 16  2 1.02565 96 
0.5 3 1,44760 74 2 6,01287 11 2 3.37396 77 2 2.15510 54 2 1.48413 16  

0.6 3 2,02699 13  2 8,39773 11  2 4.69942 4 0  il 2.99320 90 2 2•05515 14 
0,7 3 2.74711 92 3 1,13545 79 2 6, 33864 72 4.02706 82 2 2. 75772 43 
0.8 3 3.63219 45 3 1.49804 92 2 8.34418 40 5,28902 72 2 3.61329 22 
0.9 3 4, 70961 17  3 1,93851 85 3 1,07753 37 6.81553 64 2 4.64598 46 
1.0 3 6.01029 56 3 2,46923 43 3 1.36988 66 8.64757 36 2 5.88289 14 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 0 -7.33333 3 3  0 -6.14285 71 Or5.25000 00 0 -4.55555 56 ! 0 -4.00000 00  
-0.9 1 -1.00125 62 0 -8,13469 15 0 -6.76712 82 0 -5.73274 31 0 -4,92670 46 
-0,8 1 -1.25327 68 0 -9.98761 99 0 -8.16187 54 0 -6.80132 29 0 -5.75641 51 
-0.7 1 -1.47334 02 1 -1.15809 94 0 -9.34109 21 0 -7,68780 55 0 -6.43011 23 
-0.6 1 -1.64188 17 1 -1.27685 52 1 -1.01924 14 0 -8.30396 66 0 -6.87726 99 

-0.5 1 -1.73534 19  1! -1.33749 40 1 -1.05817 04 0 -8.54492 28 0 -7.01437 97 
-0.4 1 -1.72563 11 1 -1.31918 93 1 -1.03502 42 0 -8.28701 58 0 -6.74333 16 
-0.3 1 -1.57953 99 1 -1.19740 11 0 -9.31162 41 0 -7.38548 98 0 -5.94963 73 
-0.2 1 -1.25808 94 0� -9,43413 73 0 -7.24837 36 0 -5.67194 55 0 -4.50048 61 
-0.1 0 -7,15818 24 0 -5.23827 09 0 -3.90821 47 0 -2.95155 22 0 -2.24261 78 

o.o 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00  0)  +1.00000 00  0) +1.00000 00 0)  +1.00000 00  

0.1 l 1 1.25021 43 l !! 9, 72559 33 0 7.81074 40 0 6,43982 88 0 5.42870 50 
0.2 1 2.80473 44 2,14485 95 1 1,69066 81 1 1.36614 90  1 1.12729 02 
0.3 1 4,84355 66 3,67515 33  1 2,87239 67 1 2.29989 34 1 1,87930 66 
0.4 1 7.45788 26 5,62973 09 1 4.37580 33 1 3.48308 09 1 2.82840 13  
0,5 2 1.07513 41 8,08378 40 1 6.25698 73 1 4,95851 46 1 4.00784 46 

0.6 I! 1,48413 16 2 1,11223 46 1 8.57928 78 i! 6. 77444 40 1 5.45508 08 
0. 7 1,98603 96 2 1,48413 16  2 1.14140 2 7  8,98511 69 1 7.21214 61 
0,8 2,59579 43 2 1,93485 65 2 1.48413 16  1,16513 78 1 9.32612 06 
0.9 3.33018 07 2 2.47651 46 2 1.89509 2 8  1,48413 16  2 1 .1 8496 1 8  
1,0 4,20801 74 2 3.12265 96 2 2,38432 45 1.86309 66 2 1.48413 1 6  



530 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 

Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 
x =6.0 

a\b 0.1  0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 1 -5.90000 00 1 -2.90000 00 1� -1.90000 00 1 -1.40000 00 1 -1.10000 00 
-0.9 2 -1.44132 92 1 -6.43961 14 1 -3.88390 81 1 -2.66287 9 3  1 -1.96459 57 
-0.8 2 -2.33128 14 2 -1.01116 95 1 � -5.92627 62 1 -3.95288 49 1 -2.84081 83 
-0.7 2 -3.20791 31 2 -1.37008 05 1 -7.90656 11 1 -5.19335 87 1 -3.67618 94  
-0.6 2 -4.00174 16 2 -1.69209 38  1 -9.66592 36 1 -6.28400 93 1 -4.40252 6 7 

-0.5 2r4.62243 ., 2 -1.94024 69 2 -1.10002 61 1 -7.09668 98 1 -4.93318 7 7  
-0,4 2 -4.95505 80 2 -2.06773 1 3  2 -1.16523 1 5  1 -7.47062 14 1 -5.15995 73  
-0.3 2 -4.85579 61 2 -2.01621 45 2 -1.13027 51 1 -7.20700 55 1 -4.94954 27 
-0.2 2 -4.14715 07 2 -1.71394 56 1 - 9.56011 20 1 -6.06296 12  1 -4.1 3963 47 
-0.1 2 -2.61250 17  2 -1. 07362 31 1 -5.94951 89 1 -3.74471 97  1 -2.53449 16  

o.o 0) +1.00000 00 ( 0) +1.00000 00 ( 0) +1. 00000 00 ( 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 

0.1 2 4.03428 79 ll 1.66280 07 1 9.26969 34 1 5,89051 37  1 4.04184 10  
0.2 2 9.83405 67 4.03428 79 2 2.2%69 33 2 1.41226 82 1 9.61906 66 
0,3  3 1. 78513 43 7.30095 48 2 4.03428 79 2 2.53795 01 2 1.72165 84 
0,4 3 2.86060 97 1.16700 l 3  2 6.43121 54 2 4.03428 79 2 2. 72837 67 
0,5 3 4.27068 45 1. 73835 48 2 9,55746 91 2 5.98067 12  2 4.03428 79 

0.6 �l 6.08625 44 3 2.47231 35  il 1.35639 99 2 8.46913 69 2 5.69983 97 
0.7 8.38957 36 3 3.40149 55 1.86253 97  3 1.16059 73 2 7.79473 21  
0.8 1.12757 14 3 4.56354 65 2.49428 70 3 1.55134 92 3 1. 03990 56  
0.9 1.48541 80 3 6.00176 64 3.27475 26 3 2.03319 84 3 1.36045 49 
1,0 1. 92506 91 3 7. 76580 14  4,23039 92  3 2.62218 79 3 1.75159 77 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 0 -9.00000 00 0 -7.57142 86 0 -6.50000 00 Ts ...... 67 0 -5.00000 00 
-0.9 1 -1.52103 70 1 -1.21887 04 1 -1. 00236 52 0 -8.41150 68 0 -7.1 7389 32 
-0.8 1 -2.14539 69 1 -1.67928 88 1 -1.35080 52 1 -1.11025 64 0 -9.28639 79 
-0.7 1 -2.73534 89 1 -2.11028 68 1 -1.67379 50 1 -1.35713  62 1 -1.12032 42 
-0.6 1 -3.24219 87 1 -2.47582 00 1 -1.94390 70 1 -1.56045 26  1 -1.27553 6 3  

-0.5 1 -3. 60439 87 1} -2.73056 65 'l -2.12682 " 1 -1.69364 40 1 -1.37333 1 8  
-0.4 1 -3.74541 77 1 -2.81841 55 1 -2.18026 2 3  1 -1.72410 1 5  1 -1. 38810 2 5  
-0.3 1 -3.57134 39 1 -2.67076 84 1 -2.05268 12 1 -1.61224 68 1 -1.28887 64 
-0.2 1 -2.96819 67 1� -2.20463 65 1 -1.68195 09 1 -1.31050 12  1 -1.03853 60 
-0,1 1 -1.79891 61 1 -1.32051 32 0 -9.93 780 50 0 -7.62137 49 0 -5.92948 86 

o.o 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 0) +1. 00000 00 0) +1.00000 00 

0.1 1 2.92224 67 1 2.19683 71 1 1. 70335 65 1 1.35491 58 1 1.10148 1 3  
0.2 1 6.89588 66 1 5.13440 78 1 3.93817 92 1 3.09503 99 1 2.48291 09 
0.3 2 1.22879 89 1 9.10486 02 1 6.94664 31 1 5.42797 37  1 4.32726 56 
0.4 2 1.94097 77 2 1.43316 97 2 1.08938 21 1 8,47842 06 1 6.73053 68 
0.5 2 2.86223 27  2 2,10737 78  2 1.59705 69 2 1 .23903 18  1 9.80333 40 

0 .6  il 4.03428 79 2 2,96297 41 2 2.23967 22  ll 1. 73291 89 2 1.36726 52 
0,7 5,50517 98 2 4.03428 79 2 3.04245 98 2.34847 33  2 1.84838 1 3  
0.8 7.33002 58 2 5.36065 2 5  2 4.03428 79 3.10736 70 2 2.44026 08 
0,9 9,57187 15 2 6.98699 63 2 5.24808 61 4.03428 79 2 3.16176 35  
1 .0  3) 1.23026 21 2 8,96449 42 2 6. 72131 30  5.15728 26 2 4.03428 79 
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CONFLUENT HYPERG EOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) Table 13. 1  

x =7.0 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 1 -6,90000 00 1 -3.40000 00  1 -2.23333 33 1 -1.65000 00 1 -1.30000 00 
-0,9 2 -2,66288 80 2 -1. 15002 1 7  1 -6.72111 28 1 -4.47674 11 1 -3,21693 87 
-0.8 2 -4.82834 55 2 -2.03315 80 2 -1.15809 32 1 -7.51697 57 1 -5.2 6450 27 
-0.7 2 -7.06530 95 2 -2.93971 82 2 -1.65375 76 2 -1.05973 99 1 -7.32517 82 
-0.6 2 -9.19980 13 2 -3.79893 33 2 -2.12025 19 2 -1.34 754 31 1 -9.23583 79 

-0.5 3 -1.09929 51 2 -4.51426 4 7 2 -2.50491 09 2 -1.58243 03 2 -1. 07780 84 
-0,4 3 -1,21270 91 2 -4.95796 49 2 -2.73838 73 2 -1,72158 2 7  2 -1.166 71 1 0  
-0.3 3 -1.21896 61 2 -4.96479 64 2 -2.73134 11 2 -1.71005 68 2 -1.15389 05 
-0.2 3 -1.06546 71 2 -4.32480 32 2 -2.37063 77 2 -1.47850 91 1 -9.93558 67 
-0.1 2 -6.861 39 84 2 -2.77502 15 2 -1.51499 28 1 -9.40594 48 1 -6.2886 7 03 

o.o 0 ) +1 .00000 00 0) +1.00000 00 0 ) +1.00000 00 O)  +1.00000 00 O) +1.00000 00 

0,1 �� 1. 09663 32 2 4.42900 71 2 2.41753 1 1  2 1.50292 87 2 1.00798 98 
0.2 2. 72330 73 3 1.09663 32 2 5,96600 60 2 3.69501 44 2 2.46 763 45 
0,3 5.02903 83 3 2.02058 34 3 1.09663 32 2 6. 77457 83 2 4.51182 31 
0.4 �� 8,19139 01 3 3.28466 83 3 1. 77901 54 3 1 ,09663 32 2 7.28692 93 
0,5 1.24220 89 3 4.97211 80 3 2.68791 51 3 1.65368 85 3 1.09663 32 

0,6 �� 1. 79722 2 8  3 7.18148 47 3 3,87554 96 3 2.38009 49 3 1 .57543 68 
0,7 2,51381 30 4 1.00289 02 3 5.40336 1 5  3 3.31282 90  3 2.18907 73 
0,8 3.42679 34 4 1 .36506 23  3 7.34333 78 3 4.49515 29 3 2.96556 40 
0.9 4.57689 88 4 1. 82058 62 3 9. 77948 66 3 5.97748 66 3 3.93749 79 
1.0 4) 6. 01161 32 4 2.38799 82 4 1.28094 89 3 7.81838 27  3 5.14269 05 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 1 -1.06666 67 or.ooooo 00 0 -7.75000 00 0 -6.77777 78 0 -6.00000 00 
-0.9 1 -2.43203 85 1 -1.90770 95 1 -1.53927 06 1 -1.27012 46 1 -1. 06732 11 
-0.8 1 -3.88035 55 1 -2.96917 41 1 -2.33863 78 1 -1.88526 21 1 -1.54912 65 
-0.7 1 -5.32790 43 1 -4.02257 88 1 -3.12617 60 1 -2.48676 78 1 -2. 01662 21 
-0.6 1 -6,65941 15  1 ) -4.98346 93 1 -3.83826 01 1 -3.02562 11 1 -2.43133 06 

-0.5 lr7.72147 , 1 -5.74011 58 ! i -4.39120 14  1 -3.43770 69 1 -2.74320 50 
-0.4 1 -8.31498 75 1 -6.14818 51 1 -4.6 7738 87 1 -3.64095 75 1 -2.88847 09 
-0.3 1 -8.1864 7 83 1 -6.02463 60 1 -4.56087 46 1 -3.53208 76 1 -2.7871 6 65 
-0.2 1 -7,01816 36 1 -5.14074 94 1 -3.87234 2 0  1 -2.98287 7 4 1 -2.34034 55 
-0.1 1 ) -4.41663 81 1 -3.21419 1 5  ( 1 -2.40338 13 1 -1.83595 18 1 -1.42690 55 

0.0 0) +1.00000 00  0 ) +1.00000 00  ( 0) +1.00000 00 0 ) +1.00000 00  0) +1.00000 00 

0,1 1 7.11674 98 1 5.21962 63 1 3.94472 08 1 3.05562 65 1 2.41701 00 
0.2 2 1. 73382 3 0  2 1.26468 67 1 9.49891 56 1 7.30700 42 1 5.73511 61 
0. 3 2 3,16073 31 2 2,29812 96 2 1. 72012 72 2 1 .31 824 90 2 1. 03047 87 
0,4 2 5. 09262 36 2 3.69345 22 2 2. 75715 2 7  2 2,10704 1 8  2 1.64217 15  
0,5 2 7.64800 47 2 5.53466 48 2 4.12222 44 2 3.14277 19 2 2.44332 54 

0.6 3 1 ,09663 32 2 7.92047 08 2 5,88720 0 7  2 4.47895 79 2 3.47456 13  
0 ,7  3 1.52109 75 3 1 .09663 32 2 8.13601 69 2 6.17802 12 2 4. 78318 84 
0.8 3 2.05725 48 3 1 .4806 7 73 3 1 .09663 32 2 8.31248 87 2 6.42409 85 
0.9 3 2. 72726 12  3 1.95979 60 3 1.44913 63 3 1 .09663 32 2 8.46076 16 
1,0 3 3.55678 22 3 2,55205 62 3 1 ,88419 29 3 1 .42364 54 3 1 ,09663 32 
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Table 13.1 CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x =8.0 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1.0 1 -7.90000 00 1 -3. 900QO 00 1 -2.56666 6 7 1 -1.90000 00  1 -1.50000 00  
-0.9 2 -5.35947 58 2 -2.23970 82 2 -1.26764 73 1 -8.18608 14 1 -5.71092 02 
-0.8 3 -1. 05913 37  2 -4.34517 66  2 -2.41159 61  2 -1.52562 1 8  2 -1.04182 83 
-0.7 3 -1.62135 82 2 -6.59589 37 2 -3.62791 31 2 -2.27325 01 2 -1.53682 58 
-0.6 3 -2.1 8025 86 2 -8.82153 60 2 -4.82414 97 2 -3.00441 34 2 -2.01811  79 

-0.5 3 -2.67429 61 3 -1. 07763 74 2 -5.86783 06 2 -3.63786 60 2 -2.43202 00 
-0.4 3 -3. 01799 53 3 -1.21208 08 2 -6.57678 93 2 -4. 06244 15 2 -2. 70544 00 
-0.3 3 -3.09632 67 3 -1.23996 24 2 -6.70780 36 2 -4.13029 89 2 -2.74155 31 
-0.2 3 -2.75810 97 3 -1.10164 91 2 -5.94329 13 2 -3.64902 75 2 -2.41475 59 
-0.1 3 -1. 80829 89 2 -7.20419 31 2 -3.87580 1 6  2 -2.37245 74 2 -1.56480 05 

0.0 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 O) +1.00000 0 0  0) +1.00000 00  

0.1 3 2.98095 80 3 1.18444 63 2 6.35818 11  2 3.88567 25  2 2.56061 41 
0.2 3 7.51808 32 3 2.98095 80  3 1.59656 00  2 9.73282 54 2 6.39631 86 
0.3 4 1.40881 29 3 5.57611 41 3 2.98095 80 3 1.81369 75 3 1.18950 58 
0.4 4 2.32720 88 3 9.19616 72 3 4,90796 57  3 2,98095 80 3 1.95153 01 
0.5 4 3.57745 28 4 1.41150 69 3 7.52139 08  3 4.56094 12  3 2.98095 80 

0.6 il 5.24445 76 �� 2.06625 00 j! 1.09940 42 3 6,65669 1 8  3 4. 34399 08 
0.7 7.42998 57 2.92330 17 1.55324 53 3 9.39119 38 3 6.11953 13  
0 ,8  1.02553 76  4.02964 7 0  2.13822 46 4 1.291 05 19 3 8.40117 14  
0.9 1.38646 40 5.44098 22 2.88342 27  4 1.73873 91 4 1.12994 43 
1.0 5) 1.84279 80 7.22305 38 4) 3.82312 68 4 2.30252 22 4 1.49443 61 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1. 0 1 -1.23333 33 1 -1.04285 71 0 -9. 00000 00 0 -7.88888 89 0 -7.00000 0 0  
-0.9 1 -4,19816 11  1 -3.20746 94 1 -2.52522 99 1 -2.03685 45  1 -1.67621 46  
-0.8 1 -7.49216 65 1 -5.59749 62 1 -4.3084 7 38 1 -3.39751 08 1 -2.73380 70 
-0.7 2 -1, 09361 95 1 -8.08183 59 1 -6.15107  90 1 -4.79493 78 1 -3.81325 44 
-0.6 2 -1.42648 08 2 -1.04680 37 1 -7.90952 94 1 -6.11965 64 1 -4.82945 42 

-0.5 2 -1.71051 24 2 -1.24874 83 1 -9.38477 69 1 -7.22077 1 0  1 -5.66582 71 
-0.4 2 -1.89519 44 2 -1.37780 10 2 -1.03097 46 1 -7.89678 1 3  1 -6.16743 32 
-0.3 2 -1.91386 58 2 -1. 38635 99 2 -1.03347 63 1 -7.88488 72 1 -6.13297 12 
-0.2 2 -1. 68033 35 2 -1.21307 63 1 -9.01063 22 1 -6.84858 2 8  1 -5.30551 30 
-0.1 2 -1, 08493 76 1 -7.80116 43 1 -5.76904 74 1 -4.36332 11 1 -3.36181 13 

o.o 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 0 ) +1.00000  00 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00  

0.1 2 1. 77542 34 �� 1.27804 0 7  1 9.47420 10 1 7.19400 22 1 5.57451 38 
0.2 2 4.42157  41 3.17224 03 2 2.34287 1 9  2 1. 77165 46 2 1.36651 86 
0.3 2 8.2 0490 47 5.87308 59 2 4.32702 55 2 3.26355 40 2 2.51027 48 
0,4 3 1.34359 84 �� 9.59878 19 2 7, 05759 09 2 5.31172 06 2 4.07661 58 
0.5 3 2. 04885 12 1.46114  76 3 1.07237 41 2 8.05582 19 2 6.17064 03 

0.6 3 2.98095 80 I! 2.12243 36 3 1.55511 32 3 1.16622 1 6  2 8.91734 62 
0.7 3 4.19313 1 6  2.98095 80  3 2.18075 96 3 1.63280 79 3 1.24646 81 
0,8 3 5. 74840 89 4.08075 63 3 2.98095 80 3 2.22860 68 3 1.69869 84 
0.9 3 7.72114 36 5.47370 48 3 3.99294 06 3 2.98095 80 3 2.26888 68 
1.0 4 1.01986 91 7.22067 87 3 5,26034 65 3 3,92186 75 3 2.98095 80 
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CONFLUENT HYPERG EO METRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x =9.0 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 

-1.0 1 -8.90000 0 0  1 -4.40000 0 0  1 -2.90000 00  1 -2.15000 0 0  
-0.9 3 -1.15822 92 2 -4.70696 01 2 -2.58988 6 7 2 -1.62573 25 
-0.8 3 -2.42781 38 2 -9.74816 44 2 -5.29323 09 2 -3.27532 02 
-0.7 3 -3.83823 48 3 -1.53240 98 2 -8.26992 61 2 -5.08337 71 
-0.6 3 -5.28795 76 3 -2.1 0310 78 3 -1.13032 66 2 -6.91755 27 

-0.5 3 -6.62068 16 3 -2.62 521 11 3 -1.40643 82 2r8.57B40 43 
-0.4 3 -7.60990 61 3 -3.00975 26 3 -1.60814 10 2 -9.78118 66 
-0.3 3 -7.94036 79 3 -3.13336 92 3 -1.6  7025 41 3 -1.01340 64 
-0.2 3 -7.18584 92 3 -2. 82979 30 3 -1.50519 87 2 -9.11218 60 
-0.1 3 -4.78278 15 3 -1.87974 72 2 -9.97775 31 2 -6.02698 6 7 

o.o 0) +1.00000 00 O)  +1.00000 0 0  0 ) +1.00000 0 0  0 ) +1.00000 00  

0.1 3 8.10308 39 3 3.17569 47 3 1.68114 27 3 1 .01296 25  
0.2 4 2.07097 19 3 8.10308 39 3 4.28218 60 3 2.57548 14 
0.3 4 3. 93063 86 4 1.53566 77 3 8.10308 39 3 4.86584 85 
0.4 4 6. 57367 60 4 2.56471 76 4 1.35137 30 3 8.1 0308 39 
0.5 5 1 .02271 23  4 3.98485 11 4 2.09683 16 4 1.25557 31 

0.6 5 1.51686 28 l 4) 5.90279 86 4 3.10207 78 4 1.85508 62 
0.7 5 2.17356 27 il 8.44810 69 4 4.43426 09 4 2.64844 50 
0.8 5 3.03359 1 6  1.17771 4 7  4 6.17433 59 4 3.68332 96 
0.9 5 4.14598 16 1.60777 16 4 8.41941 52 4 5.01687 01 
1.0 5 5.56941 19 2.15743 14 5 1.12854 63 4 6. 71721 10  

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 

-1.0 1 -1.40000 00 1 -1.18571 43 1 -1.02500 00 0 -9.00000 00 
-0.9 1 -7.88310 88 1 -5.861 01 35 1 -4.49394 10 1 -3.53363 88 
-0.8 2 -1.53831 87 2 -1.12"401 55 1 -8.46300 77 1 -6.53007 44 
-0. 7 2 -2.35259 85 2 -1.70516 69 2 -1.27296 76 1 -9.73476 07 
-0.6 2 -3.17089 67 2 -2.28631 95 2 -1.69747 84 2 -1.29066 47 

-0.5 2 -3.90366 91 '( ' 80365 84 2 -2. 07304 42 2 -1.5694 7 14 
-0.4 2 -4.42433 1 5  2 -3.16741 3 8  2 -2.33416 7 8  2 -1.76099 8 0  
-0.3 2 -4.56001 78 2 -3.25546 25 2 -2.39208 63 2 -1.79922 96 
-0.2 2 -4.08061 95 2 -2.90574 94 2 -2.12938 18 2 -1.59711 34 
-0.1 2 -2.68584 35 2 -1.90735 35 2 -1.39363 74 2 -1. 04195 05 

o.o 0) +1.00000 00 0 ) +1.00000 0 0  0) +1.00000 00  0) +1.00000 00  

0 .1  il 4.49581 13 2 3.18820 43 2 2.32750 60 2 1. 73981 39 
0.2 1.13844 85 2 8.05506 2 8  2 5.86608 76 2 4.37321 78  
0.3 2.14370 76 3 1.51408 89 3 1.10059 12 2 8.18906 59 
0.4 3.55908 19 3 2.50977 29 3 1.82136 70  3 1.35291 34 
0.5 3) 5.49915 09 3 3.87215 54 3 2.80582 25 3 2.08094 05 

0.6 ! 3 8.10308 39 3 5.69778 22 3 4.12286 14 3 3. 05330 38 
0.7 4 1.15389 32 3 8.10308 39 3 5.85547 03 3 4.33052 37 
0.8 4 1.60085 54 4 1.12277 41 3 8.10308 39 3 5.98502 62 
0.9 4 2.17532 51 4 1.52385 32 4 1.09842 88 3 8.10308 39 
1 .0  4 2.90602 06 4 2.03337 24 4 1.46399 00 4 1.07870 2 8  

Table 13.1 

0.5 

1 -1.70000 00 
2 -1.1 0263 21 
2 -2.18739 83 
2 -3.37079 66 
2 -4.56573 11 

2 -5.64186 81 
2 -6.41404 87 
2 -6.62844 84 
2 -5.94613 42 
2 -3.92362 38 

0) +1.00000 00 

2 6.57992 17 
3 1.66969 38 
3 3.14939 49 
3 5.23683 11 
3 8.10308 39 

4 1.19562 36 
4 1.70478 81 
4 2.36805 96 
4 3.22165 07 
4 4.30870 75 

1 .0 

0 -8.00000 0 0  
1 -2.83797 81 
1 -5.14354 17 
1 -7.59652 04 
2 -1.00113 60 

2 -1.21196 37 
2 -1.35492 40 
2 -1.37997 11 
2 -1.22131 75 
1 -7.94021 75 

0) +1.00000 00 

2 1.32662 16 
2 3.32490 16 
2 6.21332 82 
3 1.02470 26 
3 1.57360 49 

i! 2.30549 09 
3.26534 78 
4.50694 55 
6.09425 86 

3, 8.10308 39 
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Table 13.1  CONFLUENT HYPERGEOMETRIC FUNCTION M(a, b, x) 

x = lO.O 

a\b 0. 1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 1 -9.90000 00 1) -4.90000 00 1 -3.23333 33 1 -2.40000 00 1 -1.90000 00  
-0.9 3 -2.63572 95 ,rl.04774 •• 2 -5.63504 48 2 -3.45535 97 2 -2.28812 39 
-0.8 3 -5.74321 45 3 -2.26606 51 3 -1.2 0865 20 2 -7.34339 26 2 -4.81 371 33 
-0. 7 3 -9.29414 29 3 -3.65315 21 3 -1.94041 89 3 -1 .17365 02 2 -7.65615 62 
-0.6 4 -1.30473 07 3 -5.1141 2  18 3 -2.70839 91 3 -1.63300 24 3 -1.06170 13 

-0.5 4 -1. 66086 19 3 -6.49508 42 3} -3.43144 26  l 3 -2. 06370 40 3� -1.33814 35 
-0.4 4 -1.93829 90 3 -7.56478 22 3 -3.98819 28 3 -2.39329 23 3 -1.54831 36 
-0.3 4 -2.05153 93 3 -7.99213 74 3 -4.20553 66 3 -2 .51877 45 3 -1.62617 94 
-0.2 4 -1.88191 87 3 -7.31898 36 3� -3.84460 18 3 -2.29844 83 3 � -1.48115 57 
-0.1 4 -1.26894 82 3 -4.92715 82 3 -2.58388 05 3 -1.54205 59 2 -9.91916 94 

o.o 0)  +1.00000 0 0  0) +1.00000 00  0) +1.00000 00  0) +1. 00000 00  0) +1.00000 00  

0.1 4) 2.20264 66 �� 8.52983 30 3 4.46140 89 3 2.65569 71 3 1. 70399 66 
0.2 �� 5.69563 19 2.20264 66 4 1.15043 71 3 6.83804 74 3 4.38084 00 
0.3 1.09330 93 4) 4.22272 41 4 2.202 64 66 4 1 .30747 73 3 8.36496 74 
0.4 �� 1. 84869 24 �� 7.13160 87 4 3.71537 68 4 2,20264 66 4 1.40739 54 
0.5 2.90713 00 1.12016 64 4 5,82887 58 4 3.45147 55 4 2.20264 66 

0.6 �� 4.35713 28 5 1.67700 20  4 8. 71652 20  4 5.15540 77 Hi 3.2862 0 65 
0.7 6.30765 4 7 5 2.42511 79 5 1.25912 31 4 7.43887 06 4.73642 75 
0.8 i� 8.89199 75 5 3.41517  02 5 1 .77129 13  5 1 .04535 82 6.64873 73 
0.9 1.22723 53 5 4. 70872 70 5 2.43971 24 5 1.43835 42 9.13874 32 
1. 0 1. 66450 66 5 6.38024 53 5 3.30250 83 5 1.94508 11 1.23458 19 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1.0 1 � -1.56666 6 7 l ,r,_,.57 14 '( · 15000 00 lr.01111 11  0 -9.00000 00 
-0.9 2 -1.59656 19 2 -1.15824 17 1 -8.66482 26  1 -6. 64811 79 1 -5.21121 29 
-0.8 2 � -3. 32180 59 2 -2.38103 41 2 -1.75833 05 2 -1.33052 77  2 -1.02772 90  
-0.7  2 -5.25566 60  2 -3.74603 08 2 -2.74969 50 2 -2.06733 55 2 -1.58596 75 
-0. 6  2 -7.2 6224 96 ( 2) -5.15669 48 2 -3.77001 68 2)  -2.82246 37 2 -2.15560 45 

-0.5  2) -9.12749 57  l ,r ... 6204 50 2 -4.70972 63 2 -3.-51454 04 2r2.67503 59 
-0.4 3� -1. 05359 2 7  2 -7.44065 0 6  2 -5.40890 80 2 -4. 02 538 09 2 -3.05522 11  
-0.3 3 -1.10424 1 6  2 -7.78122 7 4  2 -5.64358 2 0  2 -4.19006 43 2 -3.1 7236 75 
-0.2 3 -1. 00381 19 2 -7.05925 89 2 -5. 1 0920 02 2 -3.78501 43 2 -2.85915 68 
-0.1 2) -6.70959 43 ( 2 -4. 70898 38 2) -3.40090 10 2 -2.51375 92 2 -1.89427 82 

o.o 0) +1.00000 00 0) +1.00000 00 ( 0) +1.00000 00  0 )  +1.00000 0 0  0 )  +1.00000 00 

0.1 !l 1.14989 01 2 8. 05237 11 � �� 5.80387 50 �� 4.28243 19 2 3.22252 43 
0.2 2.95153 65 3 2.06339 28 1.48456 77  1. 09332 07 2 8.21055 88 
0.3 5.62785 57 3 3.92867 40 � �� 2.82236 24 2.07532 55 3 1 .55600 88 
0.4 9.45635 54 3 6,59238 53 4. 72945 31 �� 3.47272 61 3 2.59995 59 
0.5 4) 1.4 7812 55 4 1 .02914 95 7.37367 65 5,40715 90 3 4.04275 54 

0.6 :� 2. 20264 66 :� 1.53174 58 4 1, 09611 92 3 8.02783 98 3 5.99449 62 
0. 7 3.17106 89 2.2 0264 66 4 1.57436 46 4 1.15166 83 3 8.58922 62 
0.8 4.44649 42 :� 3.08513 39 4 2 .202 64 66 4 1,60942 26  4 1.19892 63 
0,9 :� 6,10528 43 4.23152 76 4 3.01784 47  4 2.20264 66 4 1.63901 69 
1.0 8.23940 35 5.70477 12 4 4.06428 07 4 2.96327 38 4 2.20264 66 
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ZEROS OF M(a, b, x) Table 13.2 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

-1. 0 0, 1 0000 00 0. 20000 00 0 . 30000 00 0. 40000 00 0. 50000 00 
-0. 9 0. 11054 47 0. 22012 64 0. 32894 15 o.  43713 15  0. 54480 16  
-0. 8 0. 12357 83 o.  24477 52 0. 3 6411 44 o. 48196 35  o .  59858 98  
-0. 7 0, 14010 11  0. 27567 24 o.  40779 72 0. 53721 21 0. 66443 91 
-0. 6 0, 1 6173 42 o. 31555 72 0. 46354 99 o. 60707 04 o. 74705 02 

-0. 5 0. 19128 98 0. 36906 09 o. 53728 03 0. 69839 96 0. 85403 26 
-0. 4 0 . 23411 73 0, 44470 78 0. 63961 58 0. 82334 00 o. 99868 55 
-0. 3 0, 30182 31 0, 56019 88 o. 79200 44 1. 00591 69 1, 20695 84 
-0. 2 o. 42537 31 o. 75993 80 1. 04632 32 1, 30289 37 1. 53918 36 
- 0. 1 o. 72703 16 1 . 20342 40 1 . 5801 6 05 1. 90320 51 2. 19258 90 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1 .0 

-1. 0 0. 60000 00  o.  70000 00 o. 80000 00 o. 90000 00 1. 00000 00  
-0. 9 0, 65203 19 o.  75888 50  0. 86541 05 o. 97164 85 1. 07763 19 
- 0. 8 o. 71419 38 0, 82892 89 o. 94291 59 1.  05625 1 0  1. 16901 22 
-0. 7 0, 78986 07 0 . 91376 55 1. 03637 62 1. 15786 85 1. 27838 33 
-0. 6 0. 88415 45 1 , 01887 44 1. 15158 21 1 . 28256 70 1. 41205  79 

-0. 5 1. 00529 53  1, 15298 99 1. 29771 21 1. 43991 63 1. 57995 68 
-0. 4 1 . 16751 37 1 .  33112 03 1. 49044 27 1. 64618 10 1. 79887 13 
-0 • .3 1. 39828 59 1 . 58200 88 1. 75960 56 1. 93215 19 2 . 1 0 045 49 
-0. 2 1. 76075 91 1, 97114 63 2. 17271 84 2. 36714 89 2, 55566 24 
-0. 1 2. 45881 88 2 ,  70808 56 2. 94434 51 3. 17028 02 3. 38779 57 

Table 13.2 gives the smallest zeros in x of M (a, b, x) , near a = b = 0, that is, the smallest positive roots in 
x of the equation M(a, b, x) =0. Linear interpolation gives i.I-4S. Interpolation by the Lagrange six-point 
formula in two dimensions gives 78. 
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14. Coulomb Wave Functions 

Mathematical Properties 

14.1. Differential Equation, Series Expansions 14.1.12 F�= d� FL(TJ, p)=OL(TJ) pL<J.>!(TJ , p) 
Differential Equation 

14.1.1 
d2w +[1 2TJ L(L+1) ]w=O dp2 p p2 

(p>O, - oo <71< oo ,  L a non-negative integer) 

The Coulomb wave equation has a regular 
singularity at p=O with indices L-t.-1 and -L; 
it has an irregular singularity at p= oo .  

General Solution 

14.1.2 
W=OtFL('T/, p)+02GL('T/, p) (01, 02 constants) 

where FL(TJ, p) is the regular Coulomb wave 

14.1.13 

Irregular Coulomb Wave Function GL(fl, p) 

14.1.14 

14.1.15 

14.1.16 

8L('T/ , p)=DL('T/)p-Ll/IL('T/1 p) 
1 DL('TI)OL('T1)=2L+1 

function and GL('T/, p) is the irregular (logarithmic) 14.1.17 
Coulomb wave function. 

Regular Coulomb Wave Function FL(f/, p) 

14.1.3 
FL(TJ, p)=OL(TJ) pL+1e- 1PM(L+1 -i.,, 2L+2, 2ip) 

14.1.4 

14.1.5 

14.1.6 
Af+t= 1 , Af+2=>�L�1 , 

(k+L) (k-L- 1)Af =2.,Af-t-Af-2 

14.1.7 

(See chapter 6.) 

14.1.8 

14.1.9 

14.1.10 

�(.,)=211'TJ(e2r�- 1) -l 

02 ( ) PL('T/)Cg(.,) L 'T/ 2.,(2L+l) 
(L2+.,2)t OL(TJ)= L(2L+1) OL-l('T/) 

PL('T/) (1 +712) (4+TJ2) . . .  (L2+.,2)22L 14.1.11 2., (2L+ 1) [ (2L) !]2 
538 

14.1.18 
a�L= 1 , af+l=O, 

(k-L-1) (k+ L)af=2.,af-�-af-�- (2k-1) p L( .,)Af 

14.1.19 
qL('TI)=-± _s __ �1 ! 
PL('T/) •-t s2+712 1-1 s 

+8l{ r' (1+�.,) } +2 +rL ('T/) 
r (1 +�TJ) 'Y PL(.,) 

(See Table 6.8. ) 

14.1.20 
(- 1)L+1 1 2(i.,-L) rL( 'TI) (2L) ! .Jf { 2L+ 1 + 2L(1 !) 

+2�(i.,-L) (i.,-L+1)+ (2L-1) (2 !) . .  . 

+ 22L(i.,-L) (i.,-L+1) . . . CiTJ+L-1) } (2L) ! 

14.1.21 

G' dGL 2., {F' [ln 2 +qL(TJ) J+ -lF ( ) } L=a:;;=c�(TJ) L p PL(.,) p L .,, P 

+B�(TJ, p) 
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.. 
14.1.23 ,P!('Y/ , p) = � kaf(TJ) l+L 

k--L 

GL , FL 
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14.2. Recurrence and Wronskian Relations 

Recurrence Relations 

If uL=FL('YJ, p) or GL('YJ , p) ,  

du L2 L -d 
L= (L2+rJ2)iuL-I- (-+rJ)UL p p 14.2.1 

14.2.2 

(L+ 1) dd
uL=[ (L+ 1)2 +rJ]UL - [  (L+ 1)2+rJ2]iuL+l p p 

14.2.3 

L[ (L+ 1) 2+ rJ2]iuL+I = (2L+ 1) [ 'YJ + L(L+ 1) ]uL p 
- (L+ l) [D+rJ2]iuL-1 

Wronskian Relations 

14.2.4 

14.2.5 

14.3. Integral Representations 
14.3.1 

F + 'G .e P -t L-t�( +2 . )L+t�d 
,; - lp -L i"" 

L � L='"(2L+ 1) !CL('YJ) o e t t �P t 

14.3.2 

. e -"'�pL+I 
FL +�GL= (2L+ 1) !CL('YJ) .["" { (1-tanh2 t)L+1 exp [-i(p tanh t-2rJt) ] 

+i(1 + t2)L exp [ -pt+2TJ arctan t] }dt 

14.4. Bessel Function Expansions 

Expansion in Terms of Bessel-Clitford Functions 

14.4.1 

F ( )-0 ( ) (2L+l) ! -L � bktki2Jk(2 r;t) L 'YJ , p - L 'YJ (2.,)2L+I p £....J 'V �  
., k=2L+1 

14.4.2 

GL('YJ, P) "'DL(TJ)XL('YJ)p-L i: (-1)"bkt"12Kk(2·lt) 
k =2L+! 
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14.4.3 

14.4.4 

(See chapter 9.) 

Expaneion in Terms of Spherical Bessel Functions 

14.4.5 

FL(T/, p) = 

14.4.6 

1 · 3 · 5  . . .  (2L+1) p0L(11) ± b" · /211' Jk+i(p) 
k•L -v P 

2L+3 bL= 1 , bL+l= L+1 'II 

(2k+l) b" k(k+1)-L(L+1) 
1 2 b (k-l) (k-2)-L(L+1) b 

} 
l 1J k-l 2k-3 k-2 

(k>L+1) 
14.4.7 

F�(TJ, p)=1 · 3 · 5  . . .  (2L+1) p0L(TJ) 
(L+ 1) _ f1r (L+2) { (2L+l) h -v  2p JL-t(P) + (2L+3)

. bL+l 

14.4.8 b'k 
(k+2) b (k-1) b (2k+3) k+l (2k-1) k- l  

Expansion i n  Terms of Airy Functions 

x= (2TJ-p)/(211)113 JJ= (211)213, 11>>0 

14.4.9 
IP-2111<211 

14.4.10 

F,�(TJ, p) = -11'!(211) -l { A�(x) [ u:+xf, 
Go(TJ, p) B1(x) /J 

+g�+xJ2+ . .  ·]+ A�' (x) [l + (g,+ j;) 
JJ2 B1' (x) "' 

+ (g2+ j�) + . . · ] }  
"'2 

j,= (1/5)x2 
1 

12=35 (2x3+6) 

j3=63�00 (84x7+1480x4+2320x) 

g1=- (1/5)x 
1 g2=350 (7x6-30x2) 

g3=63�00 (1 056x6-1160x3-2240) 

(See chapter 10 . )  

14.5. Asymptotic Expansions 

Asymptotic Expansion for Large Values of p 
14.5.1 

14.5.2 . 

14.5.3 

FL=g cos 8L+f sin OL 

GL=f cos 8L-g sin OL 
F�=g* cos OL+f* sin OL 

14.5.4 Gl=f* cos fh-g* sin 8L, gf*-fg*= l 

14.5.5 

14.5.6 

(See 6.1.27, 6.1.44.) 

14.5.7 

(See Tables 4.14, 6.7.) 

where 

fo= 1 , Uo=O, ft= O, gt= 1 -rt/P 

f"+l =atf�r,-bkU" 

Uk+l =a"g"+ bd" 

1:+, =ad;-b"g:-fk+I/P 

gt+l =a"gt+bd:-g"+liP 
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14.5.9 

I+
. 1 + 

(i,-L) (i,+L+ 1) 
+ 

(i,-L) (i,- L+ 1) (i,+L+1) (i,+L+2) tg-
1 ! (2ip) 2 !(2ip)2 

14.5.10 

14.5.11 

+ (i71-L) (i,-L+1) (i,-L+2) (i77-!-L+1) (i77+L+2) (i77+L+3) 
+ 3! (2ip)3 • • •  

Asymptotic Expansion for L=O, p=2'1> >O 

F�(2,) r (2/3) 1 r (l/3) 1 8 1 11488 r (1/3) 1 
G�(271)/.J3

"'
2�{j�

{ ± 1 +15 r (2/3) {j2±
56700 �6+18711 · 103 r (2/3) {j8± · · . } 

541 

/j== (271/3)'A, r (1/3) =2.6789 38534 . . .  , r (2/3) = 1 .3541 17939 . . .  
14.5.12 
F0(2'1) "' { 

.70633 26373
} M { 1 

=t= .04959 5701 135 .00888 88888 89 
G0(2'7) 1 .22340 4016 71 11'• '72 

14.5.13 
, .00245 51991 81 .00091 08958 061 T ,QQQ25 34684 1 15 
T 71'% 714 �· '7'�i , • . } 

F�(271) "- {  
.40869 57323

} -M { 1 ±
'17282 60369

+
.00031 74603 174 

G�(2,) - .70788 17734 71 
,,. 712 

FIGURE 14.3 . Fo('l, p) . 

,=0, 1, 5, 10, pf2 

1.2 

FIGURE 14.4. F� ('l, p). 

,=0, 1, 5, 10, pf2 

± .00358 12148 50
+ 

.00031 17824 680 ± .00090 73966 427 
+ } 

"" '14 ,.,. 
. . .  

·II 

1.2 

.8 

.4 

-1.2 jr/=1 

FIGURE 14.5. Go('l, p) . 
,=0, 1, 5, 10, pf2 

FIGURE 14.6. 0�('7, p) . 
,=0, 1, 5, 10, p/2 
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14.6. Special Values and Asymptotic Behavior 

14.6.1 L>O, p=O 

14.6.2 

14.6.3 

14.6.4 

FL=O, F�=O 
GL= oo ,  G�= -oo 

L=O, p=O 
Fo=O, Fo= Go("') 
Go= 1/0o(T/) ,  G�= -oo 

L-? oo 
FL -OL(T/)PL+\ GL -DL("')P-L 

L=O, .,=O 
F0=sin p, F�=cos p 
G0=cos p, G�= -sin p 

14.6.5 p-7 00 

GL+iFL-exp i[p-f/ ln 2p-�7f +<TL] 

14.6.6 L';?.O, .,=0 

14.6.7 

14.6.8 

14.6.9 

FL= (!7rp)l JL+, (p) 

GL= ( - 1 )L(hp)l J- <L+t> (P) 

(2L+l) !OL(17) FL"' (211)L+1 (217p) !J2L+1[2(217p) l] 

GL"' (2L!�)11?�L ("') (2.,p) lK2L+l[2 (2.,p)l] 

L=O, 2T/>>P 

Fo"' e -r�(7rp )!J1[2 (217P )!] 

F�-e-.. �(27r17)if0[2 (211P )!] 

Go-2er� (�YK1[2(217p)!] 

14.6.10 

1 1 Fo"'2 {je"; F�- { {j-2+ 
817 t-2[Ji } F0 

Go-{je-"; G�- { -[j-2+ 8
1
"1 t-2[j'} Go 

t=p/2., 

{j= { t/ (1- t) } i 
14.6.11 

F0=a sin {j; F�= - t2(bF0-aG0) 

G0=a cos {j; G�= -t2(aF0+bG0) 

t=211 
p 1 8t3-3t4 

01 · (1- t)i exp [ 64(217) 2(1 -t)3] 

{j=!l:+2 { (1- t)'+� l [1- (1- t) t] } 4 17 t 2 n 1 + (1 - t) t  

a=t-2(1 -t)t ,  b=[817 (1 - t) ]- 1 

14.6.12 

FL(11, p) -.J; { L(L+ 1) } 116 
{Ai (x)} 

GL("', p) 1 + PL Bi (x) 

14.6.13 

PL=11+[112+L(L+ 1) P12 

X= (pL- p) [_!_+ L(L-:-1) pta 
PL PL 

.,> >o, 211- P 
X= (2"1- p) (2"1) -113 

[G0+iF0]-7r112(2"1) 116[Bi(x) +iAi(x) ] 

14.6.14 .,>>o 
PL=f/+[.,2+ L(L+ 1) ]112 

FL(PL) "'r(1/3) (PL)1'6{ 1+ L(L+ 1) } -1/6 
GL(PL)/.J3 2-{; 3 PL F�(PL) _ ± r (2/3) (PL)- 1'6{ 1+ L(L+ l)} 1;o 
G�(PL)f.J3 2-{; 3 Pt 
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14.6.15 

14.6.16 

cro('l) -ti+'l(ln '1-1) ] 

Oo(TJ) "' (211'1J) l12e-.. � ,  

(Equality to 88 for 17>3.) 

14.6.17 "� 
uo('l) "" -'Y'I (y=Euler's constant) 

14.6.18 

2LL! OL(71) - (2L+ 1) ! 
L-+ QO 

0 ( )"' 2LL! -r�/2 
L 77 (2L+ 1) ! e 

Nunterical Methods 

14.7. Use and Extension of the Table!! 

In general the tables as presented are not simply 
interpolable. However, values for L>O m1ty be 
obtained with the help of the recurrence relations. 
The values of GL(71, p) may be obtained by 
applying the recurrence relations in increasing 
order of L. Forward recurrence may be used for 
FL(71, p) as long as the instability does not produce 
errors in excess of the accuracy needed. In this 
case the backwards recurrence scheme (seEt Ex
ample 1) should be used. 

Example 1. Compute FL(7f, p) and Fl('fl, p) for 
1)=2 , p=5, L=0(1)5. Starting with F�= 1 , 
F"tt=O, where Ft=cFL, we compute from 14.!!.3 in 
decreasing order of L: 

(1) (2) (3) (4) 
L FZ 
1 1  0. 
10 1 . 
9 4. 49284 
8 17. 5225 
7 61 . 3603 
6 191 . 238 
5 523. 472 
4 1238. 53 
3 2486. 72 
2 4158. 46 
1 5727. 97 
0 6591 . 81 

. 090791 

. 2 1481 

. 43130 

. 72124 
. 99346 
1. 1433 

Fo/Ft= 1 .7344 X 10-'=c-1 • 

. 091 . 1043 

. 215 . 2030 

. 4313 . 32:05 

. 72125 . 3952 

. 99347 . 3709 
1 . 1433 . 29,380 

The values in the second column are obtl'l.ined 
from those in the first by multiplying by the 
normalization constant, Fo/Fci where F0 is the 
known value obtained from Table 14.1. 

Repetition starting with F�= 1 and F':'e=O 
yields the same results. 

In column 3, the results have been given when 
14.2.3 is used in increasing order of L. 

Fl (column 4) follows from 14.2.2. 

Example 2. Compute GL(7f, p) and Gl('l, p) for 
f1=2 , p=5, L= 1 (1)5. 

Using 14.2.2 and 00(2 , 5)= .79445, G� = - .67049 
from Table 14.1 we find G1 (2, 5)= 1 .08 15. Then 
by forward recurrence using 14.2.3 we find: 

L 

1 
2 
3 
4 
5 

GL 

1. 0815 
1.  4969 
2. 0487 
3. 0941 
5. 6298 

- G'L * 

. 60286 

. 56619 

. 79597 
1. 7318 4. 5493 

The values of G� are obtained with 14.2.1. 
Example 3. Compute Go('!, p) for 7f=2 , p =2.5. 
From Table 14.1, 00(2 , 2)=3.5 124, 0�(2,  2) 

= -2.5554. Successive differentiation of 14.1.1 
for L=O gives 

dk:+2w dk:w dH1w dk:-1w p dpH2 =-(27J- p) dp� -k {dpHl + dp�-1 }  

Taylor's expansion is w(p+.ip) =w(p) + (.ip)w' 
+ (..i�)2  w" + . . . . With w=Go(71, p) and Ap= .5 

we get: 
d"Go (�p) " d"Go 

k dp" � dp" 
0 3. 5124 3. 5124 
1 -2. 5554 - 1. 2777 
2 3. 5124 . 43905 
3 -6. 0678 -. 12641 
4 12. 136 . 03160 
5 -29. 540 -. 00769 
6 83. 352 . 00181 
7 -268. 26 - . 00042 

00(2, 2. 5) =2. 5726 
As a check the result is obtained with f1=2 , p=3, 
.cip= - .5. The derivative G�(77, p) may be ob
tained using Taylor's formula with w=G�(fJ, p) . 

•see page n. 
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Table 14.1 COULOMB WAVE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

'11"-p Fo('fi,P) 
1 2 3 4 5 o. 5 - 1 5. 1660 0 1. 0211 0 1. 0432 - 1 4. 1924 - 1 -4. 9046 

1. 0 - 1 2. 2753 - 1 6. 617B 0 1. OB41 0 1. 1571 - 1 +6. B494 
1. 5 - 2 B. 4B15 - 1 3. 3159 - 1 7. 3013 0 1. 11B6 0 1. 2327 
2. 0 - 2 2. BB9B - 1 1. 4445 - 1 3. 9B61 - 1 7. 7520 0 1. 1433 
2. 5 - 3 9. 300B - 2 5. 7560 - 1 1. 9162 - 1 4. 4B65 - 1 B. 0955 
3. 0 - 3 2. B751 - 2 2. 153B - 2 B. 4417 - 1 2. 3093 - 1 4. BBB2 
3. 5 - 4 B. 6200 - 3 7. 6B57 - 2 3. 4B63 - 1 1. 0927 - 1 2. 6473 
4. 0 - 4 2. 5224 - 3 2. 6417 - 2 1. 3692 - 2 4. 8493 - 1 1. 3227 
4. 5 - 5 7. 235B - 4 B. 8072 - 3 5. 1636 - 2 2. 044B - 2 6. 2060 
5. 0 - 5 2. 0413 - 4) 2. 8622 - 3 1. 8829 - 3 B. 2690 - 2 2. 7673 

5. 5 - 6 5. 6770 - 5 9. 1017 - 4 6. 6735 - 3 3. 22B3 - 2 1. 1B29 
6. 0 - 6 1. 5593 - 5 2. B403 - 4 2. 30BO - 3 1. 2230 - 3 4. B77B 
6. 5 - 7 4. 2367 - 6 B. 71B7 - 5 7. B131 - 4 4. 5136 - 3 1. 9502 
7. 0 - 7 1. 1400 - 6 2. 6375 - 5 2. 5954 - 4 1. 62BO - 4 7. 5BB6 
7. 5 - B 3. 0407 - 7 7. B750 - 6 B. 47BO - 5 5. 7536 - 4 2. BB31 
8. 0 - 9 8. 0474 - 7 2. 3238 - 6 2. 727B - 5 1. 9966 - 4 1. 0722 
B. 5 - 9 2. 1146 - B 6. 7B42 - 7 B. 6573 - 6 6. B154 - 5 3. 9115 
9. 0 -10 5. 5203 - B 1. 9614 - 7 2. 7136 - 6 2. 2918 - 5 1. 4023 
9. 5 -10 1. 4325 - 9 5. 6202 - 8 B. 40B9 - 7 7. 6019 - 6 4. 9481 

10. 0 -11 3. 6966 - 9 1. 5971 - B 2. 5785 - 7 2. 4900 - 6 1. 7207 

10. 5 -12 9. 4903 -10 4. 5043 

r
9 7. B306 - li B. 0621 - 7 5. 9043 

11. 0 -12 2.  424B -10 1.  2613 - 9 2. 3567 - B 2. 5824 - 7 2. 0009 
1 1. 5 -13 6. 1679 -11 3. 5086 -10 7. 0332 - 9 8. 1895 - 8 6. 7032 
12. 0 -13 1. 5623 -12 9. 699B -10 2. 0B26 - 9 2. 5730 - 8 2. 2216 
12. 5 -14 3. 9419 -12 2. 6660 -11 6. 1216 -10 B. 0134 - 9 7. 2896 
13. 0 -15 9. 90B9 -13 7. 287B -11 1. 7B70 -10 2. 4754 - 9 2. 3694 
13. 5 -15  2. 4822 -13 1. 9B19 -12 5. 1B27 -11 7. 5B77 -10 7. 6337 
14. 0 -16 6. 1972 -14 5. 3636 -12 1. 4939 -11 2. 3090 -10 2. 4390 
14. 5 -16 1. 5424 -14 1. 4449 -13 4. 2812 -12 6. 97B1 -11 7. 7314 
15. 0 -17 3. 8274 -15 3. B752 -13 1. 2201 -12 2. 0952 -11 2. 4326 

15. 5 -18l 9. 4708 -15 1. 0350 -14 3. 4592 -13 6. 2521 -12 7. 599B 
16. 0 -1B 2.  3372 -16 2. 7536 -15 9. 75B6 -13 1. B547 -12 2.  3584 
16. 5 -19 5. 7529 -17 7. 29BO -15 2. 7399 -14 5. 4712 -13 7. 2719 
17. 0 -19 1. 4126 -17 1. 9272 -16 7. 6580 -14 1. 6053 -13 2. 22B6 
17. 5 -20 3. 4!>02 -1B 5. 0719 -16 2. 1311 -15 4. 6864 -14 6. 7904 
1B. 0 -21 8. 4571 -1B 1. 3304 -17 5. 9063 -15 1. 3614 -14 2. 0575 
1B. 5 -21 2. 0625 -19 3. 47B5 -17 1. 6304 -16 3. 9364 -15 6. 2009 
19. 0 -22 5. 0197 -20 9. 0677 -18 4. 4834 -16 1. 1331 -15 1. 8594 
19. 5 -22 1. 2192 -20 2.  3568 -18 1.  2284 -17 3. 2476 -16 5. 5480 
20. 0 -23 2.  9556 -21 6. 10B7 -19 3. 353B -1B 9. 2696 -16 1. 6477 d J/o(.,,p ) o. 5 - 1 5. 9292 - 1 3. 2960 - 1 -3. 1699 - 1 -8. 6672 - 1 -B. 3314 

1. 0 - 1 3. 4B73 - 1 4. B156 - 1 +3. 0192 - 1 -1. 9273 - 1 -7. 2364 
1. 5 - 1 1. 56B4 - 1 3. 3631 - 1 4. 3300 - 1 +2. 9671 - 1 -1. 0456 
2. 0 - 2 6. 130B - 1 1. 7962 - 1 3. 2695 - 1 4. 0401 - 1 +2. 93BO 
2. 5 - 2 2. 19BO - 2 B. 2B04 - 1 1. 9237 - 1 3. 1922 - 1 3. B3B6 
3. 0 - 3 7. 4239 - 2 3. 4693 - 2 9. B019 - 1 2. 0030 - 1 3. 1264 
3. 5 - 3! 2. 3993 - 2 1. 3575 - 2 4. 5336 - 1 1. 0945 r 1 2. 0555 
4. 0 - 4 7. 4933 - 3 5. 0436 - 2 1. 9532 - 2 5. 4362 - 1 1. 1B39 
4. 5 - 4 2. 2767 - 3 1. 79B4 - 3 7. 9650 - 2 2. 5140 - 2 6. 2113 
5. 0 - 5 6. 7615 - 4 6. 2008 - 3 3. 1 077  - 2 1. 0992 - 2 3. 0360 

5. 5 - 5 1. 9700 - 4 2. 07B9 - 3 1. 1 690 - 3 4. 5914 - 2 1. 402B 
6. 0 - 6 5. 6457 - 5 6. B046 - 4 4. 263B - 3 1. B462 - 3 6. 1BB5 
6. 5 - 6 1. 5950 - 5 2. 1B17 - 4 1. 5145 - 4 7. 1B67 - 3 2. 6259 
7. 0 - 7 4. 4497 - 6 6. B691 - 5 5. 2563 - 4 2. 7200 - 3 1. 0777 
7. 5 - 7 1. 2276 - 6 2. 12B3 - 5 1. 7B75 - 4 1. 0045 - 4 4. 2964 
B. 0 - B 3. 3527 - 7 6. 5001 - 6 5. 9696 - 5 3. 6292 - 4 1. 6695 
B. 5 - 9 9. 0744 - 7 1. 9597 - 6 1. 9614 - 5 1. 2B59 - 5 6. 3417 
9. 0 - 9 2. 4359 - B 5. B395 - 7 6. 3501 - 6 4. 4771 - 5 2. 3601 
9. 5 -10 6. 4900 - B 1. 7215 - 7 2. 02B5 - 6 1. 5341 - 6 B. 6225 

10. 0 -10 1. 7173 - 9 5. 0256 - B 6. 4011 - 7 5. 1B04 - 6  3. 0976 

10. 5 -11 4. 5150 - 9 1. 4539 - B 1. 9973 - 7 1. 7262 - 6 1. 095B 
11. 0 -11 1. 1B01 -10 4. 1713 - 9 6. 1672 - B 5. 6B13 - 7 3. B219 
11. 5 -12 3. 0676 -10 1. 1B75 - 9 1. B860 - B 1. B4B7 - 7 1. 3157 
12. 0 -13 7. 9334 -11 3. 3562 -10 5. 7160 - 9 5. 9521 - B 4. 4743 
12. 5 -13 2. 0420 -12 9. 4217 -10 1. 7179 - 9 1. B975 - B 1. 5045 
13. 0 -14 5. 2322 -12 2. 62B2 -11 5. 1227 -10 5. 9935 - 9 5. 0060 
13. 5 -14 1. 3350 -13 7. 2B79 -11 1. 5163 -10 1. B76B - 9 1. 6492 
14. 0 -15 3. 3929 -13 2, 0096 -12 4. 4571 -11 5. B291 -10 5. 3B30 
14. 5 -16l B. 5905 -14 5. 5121 -12 1. 3016 -11 1. 7966 -10 1.  7417 
15. 0 -16 2. 1673 -14 1. 5043 -13 3. 7774 -12 5. 4972 -11 5. 5BBB 

15. 5 -17 5. 4495 -15 4. OB61 -13 1. OB99 -12 1. 6705 -11 1. 7794 
16. 0 -17 1. 3659 -15 1. 1049 -14 3. 1270 -13 5. 0433 -12 5. 6234 
16. 5 -1B 3. 4129 -16 2. 9747 -15 B. 9243 -13 1.  5132 -12 1. 7647 
17. 0 -19 B. 5032 -17 7. 9764 -15 2. 5341 -14 4. 5133 -13 5. 5009 
17. 5 -19 2. 1127 -17 2. 1304 -16 7. 1612 -14 1. 33B6 -13 1. 703B 
1B. 0 -20 5. 2352 -1B 5. 6690 -16 2. 0144 -15 3. 9490 -14 5. 2453 
1B. 5 -20l 1. 2940 -1B 1. 5031 -17 5. 6414 -15 1. 1590 -14 1. 6054 
19. 0 -21 3. 1905 -19 3. 971B -17 1. 5733 -16 3. 3B4B -15 4. BB63 
19. 5 -22l 7. B4B4 -19 1. 0461 -1B 4. 3698 -17 9. B3BB -15 1. 4793 
20. 0 -22 1. 9263 -20 2. 7464 -1B 1. 2090 -17 2. 8470 -16 4. 4556 

For use of this table see Exam piPs 1-3. 



COULOMB WAVE FUNCTIONS 

COULOMB W A'VE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

fj,, 1 
0. 5 0 1. n1s 
1, 0 0 2. 0431 
1. 5 0 4, 0886 
2. 0 0 9, 8003 
2. 5 1 2. 6401 
3. 0 1 7. 6551 
3, 5 2 2. 3355 
4. 0 2 1. 4015 
4, 5 3 2.4167 
5. 0 3 8. 0855 

5, 5 4 2. 760� 
b, 0 4 9. 5899 
6. 5 5 3. 3815 
7, 0 6 1. 2081 
7. 5 6 4. 3b64 
8, 0 7 1. 5946 
8, 5 7 5. 8778 
9. 0 8 2. 1850 
9. 5 8 8.·1855 

10. 0 9 3. 0882 

10. 5 1 0! 1. 1727 
11. 0 10 4. 4801 
11. 5 11 1. 7211 
12. 0 ll 6. 6465 
12, 5 12 2. 5793 
13. 0 13 1. 0055 
13. 5 13 3. 9366 
14. 0 14 1. 5474 
14. 5 14 6. 1061 
15. 0 15 2. 4181 

15. 5 1 5  9, 6091 
16. 0 16 3, 8309 
16. 5 17 1. 5320 
17. 0 17 6, 1445 
17. 5 18 2. 4714 
18. 0 18 9. 9670 
18. 5 19 4. 0300 
19. 0 20 1. 6335 
19. 5 20 6. 6365 
20, 0 21 2. 7024 

o. 5 - 1 -5. 6132 
1, 0 0 -1. 263& 
1. 5 0 -4. 2300 
2. 0 1 -1. 3813 
2. 5 1 -4. 5128 
3, 0 2 -1. 5015 
3. 5 2 -5. 1 001 
4. 0 3 -1. 7657 
4. 5 3 -6. 2161 
5. 0 4 -2.2206 

5. 5 4 -8. 0354 
6. 0 5 -2. 9409 
6, 5 6 -1. 0873 
1. 0 6 -4. 0566 7. 5 7 -1. 5259 
8. 0 7 -5. 7831 
8. 5 8 -2. 2067 
9. 0 8 -8.4732 
'1. 5 'I -3.2724 

10, 0 10 -1. 2706 

10. 5 10!-4. 9580 
11. 0 11 -1. 9437 
11. 5 11 -7. 6530 
12. 0 12 -3. 0256 
12. 5 13 -1. 2008 
13, 0 13 -4. 7827 
13. 5 14 -1. 911 5  
14. 0 14 -7. 6643 
14. 5 15 -3.0826 
15. 0 16 -1. 2434 

15. 5 16l-5. 0296 
16. 0 l1 -2.0399 
16. 5 17 -8, 2941 
17. 0 18 -3. 3805 
17. 5 1'1 -1. 3810 
18. 0 19 -5. 6545 
18, 5 20 -2. 3201 
19. 0 20 -9. 53'14 
19. 5 21 -3. 9299 
20. 0 22 -1. 6221 

•See page n. 

Gn('hP)  
2 3 

� 1 5. 3221 - 1 -). 4105 
0 1. 2758 - 1 +b. 2704 
0 2. •�276 0 1. 3423 
0 '· �5124 0 2. 0405 
0 1. :ma 0 3. 2733 
1 l. WIO 0 6. 0195 
1 4, 1)982 1 1. 2493 
2 1. 1)878 1 2. 8313 
2 3. ()20'1 1 6. 8403 
2 8. b9b9 2 1. 7354 

3 2. 5792 2 4. 5790 
3 7, 11428 3 1. 2482 
4 2, 11367 3 3. 4980 
4 7, 7137 4 1. 0041 
5 2. jl826 4 2. 9432 
5 8, 1086 4 8, 7893 
b 2. Eo837 5 2. 6689 
6 8. �·891 5 8, 2266 
7 3. 043'1 b 2. 570t. 
8 1. Cl4ll 6 8. 1333 

8 3. 5934 1 2. 6029 
9 1. 2509 7 8. 4187 
9 4. 3888 8 2. 7496 

1 0  1.  5511 8 9. 0&25 
10 5, 5199 9 ), 0124 
11 1. 9769 10 1. 0093 
11 7, 1230 10 3. 4069 
1 2  2 ,  5811 11 1. 1 581 
12 9. 4029 11 3. 9629 
13 3. 4429 12 1. 3645 

14 l.  2667 12 4. 721>4 
14 4. 6814 1 3  1. 6463 
1 5  1 .  nn 13 5. 7652 
1 5 b. 4769 14 2. 0292 
16 2. 4:236 14 7, 1771 
16 9, 11))4 1 5  2. 5502 
17 3. 4 }1b 15 9. 1019 
18 1. 2'�81 16 3.  2623 
18 4. 9263 17 1. 1141 
19 1. 8'756 tl 17 

TGo(TJ,P ) 
4. 2418 

( p 
- 1 -8. 0'753 - 1 -8. 5494 
- 1 -5. 8:!73 - 1 -7. 4783 
- 1 -9. 5'130 - 1 -5.7358 

0 -2, 5!>54 - 1 -8. 3499 
0 -7. 1ll37 0 -1. 9326 
1 -2. 0029 0 -4. 8566 
1 -5. 7<'25 1 -1. 2438 
2 -1. 7086 1 -3. 2646 
2 -5. 11159 1 -8. 8150 
3 -1. 6097 2 -2. 4467 

3 -5. 09•61 2 -6. 9635 
4 -l. &U8 ' -2. 02&8 
4 -5.3723 3 -6.0185 
5 -1. 7825 4 -1. 81'15 
5 -5. 9890 4 -5. 5897 
6 -2. 0352 5 -1. 7425 
6 -6. 9879 5 -5. 5045 
7 -2. 4222 6 -1. 7601 
7 -8. 46'13 6 -5. 6'109 
8 -2. 9853 1 -1. 8591 

9 -1. 0602 7 -6. 1315 
9 -3. 7915 8 -2. 0402 

10 -1. 3647 8 -6. 8449 
10 -4. 9424 9 -2. 3143 
11 -1. 8002 9 -7. 8819 
11 -6. 5922 10 -2. 7027 
12 -2. 42,63 10 -9. 3274 
12 -8. 91}5 11 -3. 2386 
13 -3. 3339 12 -1. 1310 
14 -1. 24,�0 12 -3. 9713 

14i -4. 6610 Dl-1. 4017 
15 -1. 75:�2 l3 -4. 9720 
15 -6. 61 '14 14 -1. 7119 
16 -2. 50111 14 -6.3433 
16 -9. 531)1 15 -2. 2806 
11 -3. 6n6 15 -8. 2334 
18 -1. 39l.9 16 -2. 9841 
18 -5. 34l�4 17 -1. 0857 
1 '1  -2. 05b4 17 -3. 9642 
19 -7. 93"!8 18 -1. 4526 

4 
� 1 -9. 8570 
- 1 -1. 8901 
- 1 +7. 1836 

0 1. 3975 
0 2. 0592 
0 3, 1445 
0 5. 4049 
1! 1. 0423 
1 2, 1964 
1 4. 9434 

2 1. 1708 
2 2. 8891 
2 7, 3782 
3 1. 9403 
3 5, 2344 
4 1. 4441 
4 4, 0648 
5 1. 1648 
5 3. 3928 
6 1. 0029 

6 3. 0052 
6 9. 1181 
7 2. 7986 
7 8. &825 
8 2. 7207 
8 8. 6053 
9 2. 7457 
9 8. 8331 

10 2. 8638 
10 9. 3530 

ll 3. 0758 
12 1. 0182 
12 3. :m 7  
1 3  1. 1365 
13 3. 8299 
14 1. 2971> 
14 4. 4194 
15 1. 5126 
15 5, 2016 
16 1. 7969 

- 1 -3. 4747 - 1 -8. 3273 
- 1 -7. 0341> 
- 1 -5. 6167 
- 1 -7. 637'1 

0 -1. 6029 
0 -3. 7375 
0 -8. 9366 
1 -2, 1901 l -5. 5222 

2 -1,4325 
2 -3, 8154 
3 -1. 0408 
3 -2. 9006 
3 -8. 2422 
4 -2. 3835 
4 -1. oo:n 
5! -2. 0878 
5 -6. 3080 
6 -1.9295 

6 -5. 9693 
7 -1. 8&64 
7 -5. 8932 
8 -1. 8780 
8 -6. 0367 
9 -1. 9562 'I -6. 3878 

10 -2. 1009 
10 -6. 9573 
1 1  -2. 3188 'T'· ,., 
12 -2. &230 
12 -8, 8973 
13 -3. 0340 
14 -1. 0399 
14 -3. 5813 
15 -1. 2392 
15 -4. 3069 
16 -1. 5033 
16 -5.2691 

547 
Table 1 4.1 

5 

- ll -'�· 3493 
- 1 -8, 9841 

2 -5, 3716 1 +7, 9445 
0 1. 4442 
0 2. 0788 
0 3. 0657 
0 5, 0146 
0 '1, 1424 
1 1. 8193 

l 3. 8704 
1 e. 6736 
2 2. 0275 
2 4, 9101 
3 1. 2258 
3 3, 1422 !! 8, 2458 

2. 2097 
6. 0344 
1. 6764 

s 4. nos 
6 1. 3542 
6 3. 9285 
7 1 . 1 537 1 3. 4272 
8 1. 0290 
8 3. 1205 
8 '1. 5523 
9 2. 9500 'I 9. 1867 

1G 2. 8835 
10 9. 1182 
11 2. 9039 
1 1  9 ,  3107 
12 3. 0045 
12 9. 7548 
13 3. 1857 
14 1. 0462 
14 3. 4544 
15 1. 141>4 

- 1 +4. 5076 
- 1 -5. 1 080 
- 1 -8. 0665 
- 1 -6. 7049 
- 1 -5. 5046 

1 -7. 1618 
0 -1. 3970 
0 -3. 0719 
0 -6, 9633 
1 -1. 6176 

1 -3. 8641 
1 -9. 4968 
2 -2.3977 
2 -6. 2044 
3 -1. 6419 
3 -4. 4339 
4 -1.2197 
4 -3. 4122 
4 -9. &943 
5 -2. 7'137 

5 -8, 1574 
b -2. 4111 
6 -7. 2077 
7 -2. 1776 
7 -6. 6446 
8 -2. 0464 
8 -6, 3581 
9 -1. 9918 
9 -6. 2887 

10 -2. 0003 

10 -6. 4011 
11 -2, Ob60 
11 -6. 7044 
12 -2. 1889 
12 -7. 1879 u -2. 3735 
13 -7. 8789 
14 -2. 6288 
14l -8. 8139 
15 -2. '16'10 



548 COULOMB WAVE FUNCTIONS 

Table 14.1 COULOMB WAVE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

11\p 6 
0. 5 ( Ol -1. 0286 
1.  0 - 1 -1. 6718 
1. 5 - 1 +8. 7682 
2. 0 0 1, 2850 
2. 5 0 1. 1633 
3. 0 - l B. 3763 
3. 5 - 1 5. 2251 
4. 0 1 2. 9445 
4. 5 1 1. 5362 
5. 0 - 2 7. 5384 

5. 5 3. 5181 
6. 0 1. 5740 
6, 5 6. 7927 
7. 0 2. 8407 
7. 5 1. 1557 
B. 0 4. 5875 
8. 5 1. 7814 
9. 0 6. 7813 
9. 5 2. 5352 

10. 0 9. 3224 

10. 5 3. 3763 
11. 0 1. 2058 
11. 5 4. 2504 
12. 0 1. 4802 
12. 5 5. 0971 
13. 0 1. 7367 
13. 5 5. 8586 
14. 0 1. 9579 
14. 5 6. 4858 
15. 0 2. 1306 

15. 5 -11 b. 9438 
lb. 0 -11 2.  24b1 
16. 5 -12 7. 2135 
17. 0 -12 2. 3009 
17. 5 -13 7. 2918 
18. 0 -13 2. 2965 
18. 5 -14! 7. 1900 
19. 0 -14 2. 2382 
19. 5 -15 6.  9296 
20. 0 -15 2. 1342 

0. 5 _ 1rl .  6439 
1. 0 - 1 -8. 9251 
1. 5 - 1 -5. 9833 
2. 0 - 2 -4. 4197 
2. 5 - 1 +2. 9104 
3. 0 - 1 3. 6867 
3. 5 - 1 3. 0694 
4. 0 - 1 2. 0917 
4. 5 - 1 1. 2 557 
5. 0 - 2 6. 8842 

5. 5 2 3. 5199 
6. 0 - 2 1. 7018 
6. 5 - 3 7. 8549 
7. 0 - 3 3. 4861 
7. 5 - 3 1. 4956 
B. 0 - 4 6. 2296 
8. 5 - 4 2. 5276 
9. 0 - 4 1. 0018 
9. 5 - 5! 3. 88BO 

10. 0 - 5 1. 4a03 

10. 5 - 6 5. 5384 
11. 0 - 6 2. 0392 
11. 5 - 7 7. 3981 
12. 0 - 7 2. 6475 
12. 5 - 8 9. 3549 
13. 0 - a 3. 2665 
13. 5 8 1. 1280 
14. 0 9 3. 8550 
14. 5 - 9 1. 3046 
1 5. () -10 4. 3743 
15. 5 -10 1. 4540 
16. 0 -11 4. 7930 
16. 5 -11 1. 5677 
17. 0 -12 5. 0893 
17. 5 -12 1. 6405 
1a. 0 -13 5. 2 523 
1a. 5 -13 1 .  6 708 
19. 0 -14 5. 2819 
19. 5 -14 1.  6599 
20. 0 -15 5. 1871 

7 Fo( 'I,P ) 
8 

- 1 -7. 6744 - 1 +1. 0351 
- 1 -9. 0632 0 -1. 0333 
- 1 

0 
0 
0 

- 1 
1 
1 

- 1 

-10l 
-10 
-11 
-lll 
-12 
-12 
-13! -13 
-14 
-14 

+1. 1 034 - 1 
1. 0148 - 1 
1. 3237 0 
1. 1803 0 
8. 6154 0 
5. 5 1 58 - 1 
3. 2 1 00 - 1 
l. 7351 - 1 

a. 8379 - 1 
4. 2849 - 1 
1. 9924 - 2 
8. 9366 - 2 
3. 8839 - 2 
1. 6415 - 3 
6. 7674 - 3 
2. 7281 - 4 
1. 0776 - 4 
4. 1 786 - 4 

1. 5930 5 
s. 9782 - 5 
2. 2 1 1 3  - 6 
a. 0697 - 6 
2. 9081 - 6 
1. 0358 - 7 
3. 6487 - 7 
1. 2720 - 8 
4. 3915 - 8 
1. 5022 - 9 

5. 0935 - 9 
l. 7129 - 9 
5. 7147 -10 
1. 8924 -10 
6. 2 2 1 7  -11 
2. 0316 -11 
6. 5907 -12! 2. 1247 -12 
6. 8088 -13 
2, 1694 -13 d 

J/o(M) 
- 1 

- 1 -4. 9515 - 1 

-7. 0763 
+3. 3340 

1. 1 1 81 
1. 3540 
1. 1952 
a. 8245 
5. 7720 
3. 45 02 

1. 9214 
1. 0100 
5. 0593 
2. 4318 
1. 1277 
5. 0678 
2. 2145 
9. 4374 
3. 9317 
1.  6046 

6.  4260 
2. 5293 
9.  7972 
3. 7389 
1. 4073 
5. 2291 
1. 9195 
6. 9669 
2, 5016 
8. 8925 

3. 1309 
l. 0924 
3. 7787 
1. 2965 
4. 4D5 
1. 4913 
5. 0033 
1. 6672 
5. 5194 
1. 8158 

+9. 6217 
+2. 6293 

- ll+6. 5317 

- 1 -8. 7151 1 -6. 791a 
- 1 -4. 9758 - 1 -8. 2026 
- 3 -1. 2700 - 1 -4. 1714 
- 1 +2. 8830 - 2 +3. 0507 
- 1 3. 5660 - 1 2. a559 
- 1 3. 0193 - 1 3. 4667 
- 1 2, 1 1 73 - 1 2. 9748 
- 1 1. 3148 - 1 2 . 1 357 

2 7. 4742 1. 3640 
- 2 3. 9680 7. 9960 
- 2 1. 9931 4. 3832 
- 3 9. 5595 2. 2750 
- 3 4. 4083 1. 1280 
- 3 1. 9647 5. 3775 
- 4 B. 49B3 2. 4777 
- 4 3. 5795 1, 1077 
- 4 1. 4721 4. 8216 
- 5 5. 9256 2. 0487 

- 5 2. 33a8 i - 5 a. 5166 
- 6 9. 0675 - 5 3. 4707 
- 6 3. 4579 - 5 1. 3aa7 
- 6 1. 2988 - 6 5. 4642 
- 7 4. 8095 - 6 2. 116 7 
- 7 1. 757a - 7 B. 0818 

8 6. 3458 - 7! 3. 0443 
8 2. 2647 - 7 1. 1324 

- 9 7. 9952 - a 4. 162 3  
- 9 2. 7940 - 8 1. 5130 

-10 9. 6701 9 5. 4422 
-10 3. 3 1 65 - 9 1. 93a2 
-10 1. 1277 -10 6.  a378 
-11 3. 8030 -10 2. 3909 
-11 1.  2726 -11 8. 2893 
-12 4. 2267 -11 2. 8507 
-12 1. 3939 -12 9. 7283 
-13 4. 5659 -12 3. 2955 
-13 l. 4859 -12 1. 1085 
-14 4. 8057 -13 3. 7036 

9 
( - 1) +8. 8802 

- 1 -4. 3441 
0 -1. 1 0 1 5  

- 1 -4. 9930 
1 +5. 1312 
0 1. 1984 
0 1. 3786 
0 1. 2085 

- 1 9. 0109 
- 1 6. 0014 

- 1 3. 6697 
- 1 2. 0964 

1 1. 1325 
- 2 5. 8352 
- 2 2. 8870 
- 2 1. 3786 
- 3 6. 3805 
- 3 2. 8716 
- 3 1. 2603 
- 4 5. 4065 

- 4 2. 271 6 
- 5 9. 3643 
- 5 3. 7930 
- 5 1. 5115 
- 6 5. 9333 
- 6 2. 2964 
- 7 8. 7713 
- 7 3. 3091 
- 7 1. 2340 
- 8 4. 5511 

- 8 1. 6b12 
- 9 b. 0045 
- 9 2. 1502 
-10 7. 6316 
-10 2. 6859 
-11 9. 3772 
-lll 3. 2487 
-11 1. 1173 
-12 3. 8154 
-12 1. 2942 

· - 1 +4. 8856 
- 1 +8. 6117 

2 -5. 9095 
- 1 -7. 7036 
- 1 -7. 6083 
- 1 -3. 5216 
- 2 +5. 4822 

1 l 2. a296 
- 1 3. 3827 
- 1 2. 9346 

2. 14a9 
1 .  4058 
a. 460a 
4. 76a5 
2. 546B 
1. 2999 
6. 3815 
3. 0279 
1. 3940 
6. 2477 

2. 7329 
1. 1694 
4. 9038 
2. 0187 
B. 1695 
3. 2541 
1. 2772 
4. 9445 l. 8B96 7. 1342 

a 2. 6629 
- 9 9. 8333 
- 9 3. 5942 
- 9 1. 3011 
-10 4. 6667 
-10 1. 6593 
-11 5. 8508 
-11 2. 0467 
-12 7. 1053 
-12 2. 4488 

10 
- 1 +9. 3919 
- 1 +4. 7756 
- 1 -8. 0125 

0 -1. 0616 
1 -3. 0351 

- 1 
0 
0 
0 

- 1 

� - 8 
- 8 
- 8 � - 9 - 9 (:1 -11 
-11 
-12 

- 1 
- 1 

+b. 601 0 
1. 2627 
1. 3992 
1. 2207 
9. 1794 

6. 2092 
3. 8720 
2. 2615 
1 .  2511 
6. 6087 
3. 3543 
1. 6440 
7. 8106 
3. 6091 
1. 6263 

7. 1627 
3. 0895 
1. 3072 
5. 4341 
2. 2220 
8.  9480 
3, 5521 
1. 3913 
5. 3814 
2. 0569 

7. 7746 
2. 9076 
l. 0765 
3. 9479 
1. 4347 
5. 1691 
1.  8470 
6. 5478 
2. 303a 
a. 0470 

-3. 9577 
+8. 4114 

1 +6. 3051 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 

- B 
- 1 
- 2 

2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 

- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- 7 - 7 
- 7 

a 
- 8 
- 9 
- 9 
-10 
-1 0 
-10 
-11 
-11 

-2. 9353 
-a. 0858 
-7. 0180 
-2. 9a87 
+ 7. 3929 

2. 8044 
3. 3103 

2. a982 
2 . 1 583 
1. 4416 
a. 8777 
5, 126B 
2. 8081 
1. 4707 
7. 4103 
3. 6095 
1. 7060 

7. a494 
3. 5246 
1. 5479 
6. 6617 
2. 8139 
1. 1682 
4. 7727 
1. 9209 
7. 6241 2. 9865 

1. 1555 
4. 4191 
1. 6715 
6. 2571 
2. 3192 
B. 5155 
3. 0988 
1. 1181 
4. 0014 
1. 4209 



11\P  
o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5, 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
B. 0 
B. 5 
9. 0 
9, 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17, 0 
17. 5 
18. 0 
18. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3, 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7, 0 
7. 5 
a. o 
a. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14, 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16, 5 
17, 0 
17. 5 
18. 0 
18. 5 
19. 0 19. 5 
20, 0 

COULOMB WAVE FUNCTIONS 

COULOMB W A VIE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

6 
- 1 -1. 8864 

0 -1. 0908 
- 1 -7. B946 
- 2 +5. 7313 
- 1 a. 5834 

0 1. 4847 
0 2. 0980 
0 3. 0138 
0 4. 7449 
0 8. 2720 

1 1. 5713 
1 3. 1910 
1 6. B300 
2 1. 5259 
2 3. 5340 
2 B. 4429 
3 2. 0726 
3 s. 2121 
4 1. 3393 
4 3. 5096 

4 9. 3615 
5 2. 5381 
5 6. 9851 
6 l. 9492 
6 5. 5096 
7 1. 5761 
7 4. 5596 
8 1. 3330 
8 3. 935& 
9 1. 1728 

9 3. 5260 
10 1. 0689 
10 3. 2661 
11 1, 0055 
11 3. 1176 
11 9. 7326 
12 3. 0582 
12 9. 6692 
13 3. 0754 
13 9. B379 

- 1 +9. 4204 
- 1 +1. 5804 
- 1 -6, 0177 
- 1 -7. B017 
- 1 -6. 4488 
- 1 -5. 4037 - 1 -b. 8137 

0 -1. 2552 
0 -2. 6310 
0 -5. 7112 

l -1. 2704 
1 -2. 90n 
1 -6. B237 
2 -1. 6477 
2 -4. 0793 
3 -1. 0333 
3 -2. 6728 
3 -7. 0464 
4 -1. 8904 
4 -5. 1540 

5 -1. 421>2 
5 -4. 0011 
6 -1. 131>9 
6 -3. 2694 
6 -9. 501>9 
7 -2. 7936 
7 -B. 2899 
8 -2. 4829 
8 -7. 5021 
9 -2. 2856 

9 -7. 0183 
1 0  -2. 1712 
10 -6. 7650 
11 -2. 1221 
11 -6, 7001 
12 -2, 1285 
12 -6, 8019 
13 -2. 1860 
13 -7. 0638 
14 -2. 2945 

7 
- 1 + 7. 00�5 
- 1 -5. 98�2 

0 -1. 1 4 )3 
- 1 -6. B4 )9 
- 1 +1. 49·>6 
- 1 9. 13:!1 

0 1. 52<)5 
0 2. 11<)5 
0 2. 97"79 
0 4. 54"15 

7. 64:!6 
1. 39h4 
2. l2h6 
5, 61.'.5 
l. 201>3 
2. 6B!i7 
6, 18L,) 
1. 46<'3 
3. 54:•6 
8. 77�12 

4 2. 2190 
4 5. 71] 9 
5 1. 49!·1 
5 3. 974 5 
6 1. 071 8 
6 2. 92'i 0 
6 a. 1041 
7 2. 26E 6 
7 6. 4200 
8 1. 83 5 6  

8 5. 2995 
9 1. 5441 
9 4. 5382 

10 1. 3449 
10 4. 0168 
11 1. 2087 
11 3. 6634 
12 1 . 1179 
12 3. 4335 
13 1. 0612 

- 1 +7. 0722 
- 1 +7. 7643 

2 -5. 634 7 
- 1 -6. 499� 
- 1 -7. 555.3 
- 1 -6. 242•) 

1 -5. 313·> 
- 1 -6, 544:l 

0 -1. 1511) 
0 -2. 317�i 

0 -4. 8511i 
1 -1. 040"' 
1 -2. 291!i 
1 -5. 186:! 
2 -1. 2051> 
2 -2. 873!1 
2 -7. 010�· 
3 -1. 7469 
3 -4. 438"1 
4 -1. 148<: 

4 -3. 019�' 
4 -8. 063�1 
5 -2. 184;, 
5 -5. 995;, 
6 -1. 6661 
6 -4. 683� 
7 -1. 3312 
7 -3. 822< 
8 -1. 1083 
8 -3. 243C 

8 -9. 57H 
9 -2. 8485 9 -8. 5435 

10 -2. 5817 
10 -7. 8569 
11 -2. 4075 
11 -7. 4250 
12 -2. 3043 
12 -7. 1939 u -2. 2589 

Go('11P) 
8 9 

0 +1. 0284 - 1 +5. 2116 
- 1 +2. 9114 - 1 +9. 7148 
- 1 -8. 7095 - 2 -9. 0032 

0 -1. 1353 0 -1. 0415 
- 1 -5. 87B2 0 -1. 1 041 
- 1 +2. 2822 - 1 -5. 0095 
- 1 9, 6127 - 1 +2. 9641 

0 1. 5526 0 1. 0040 
0 2. 1340 0 1. 5818 
0 2. 9524 0 2. 1507 

0 4. 3971 0 2. 933B 
0 7. 1665 0 4. 27B9 
1 l. 2667 0 6. 7939 
1 2. 3913 l 1. 1669 
1 4. 7587 1 2. 1389 
1 9, B888 1 4. 1320 
2 2. 1316 1 8. 3352 
2 4. 7425 2 1. 7442 
3 1. 0850 2 3. 7678 
3 2. 544B 2 B. 3709 

3 6. 1041 �� 1. 9070 
4 1. 4943 4. 4437 
4 3. 7266 1. 0570 
4 9. 4543 2. 5623 
5 2. 4367 4 6. 3199 
5 6. 3731 5 1. 5841 
6 1. 6898 5 4. 0302 
6 4. 5378 6 1. 0398 
7 1, 2333 6 2. 7177 
7 3. 3B97 6 7. 1908 

7 9. 4158 7 1. 9247 
8 2. 6418 7 5. 2078 
8 7. 4830 8 1. 4237 
9 2. 1387 8 3. 9301 
9 6, 1650 9 1. 0950 

10 1. 7916 9 . 3. 0778 
10 5. 2473 9 a. 7237 
11 1. 5483 10 2. 4925 
11 4. 6007 10 7. 1762 
12 1. 3764 11 2. 0813 

d 
dp Go('I,P ) 

- 1 -1. 0134 - l -8. 3938 
- 1 +8. 936B 1 +3. 7613 
- 1 +5. 7724 1 +9. 0303 
- 1 -2. 0611 1 +3. 9589 
- 1 -6. 7507 - 1 -3, 1180 
- 1 -7. 3342 - 1 -6. 8725 
- 1 -b. 0700 - 1 -7. 1359 
- 1 -5. 2327 - 1 -5. 9237 
- 1 -6. 3266 - 1 -5. 1597 

0 -1. 0709 - 1 -6. 1460 

0 -2. 0829 0 - 1. 0071 
0 -4. 2272 0 -1. 9007 
0 -B. 7913 0 -3. 7545 
1 -1. 8751 0 -7. 6010 
1 -4. 1077 1 -1. 5769 
1 -9. 2394 1 -3. 3574 
2 -2. 1308 1 -7. 3362 
2 -5. 0295 2 -1. 6432 
3 -1. 2129 2 -3. 7670 
3 -2. 9831 2 -8. 8229 

3 -7. 4717 3 -2. 1080 
4 -1. 9033 3 -5. 1298 
4 -4. 9246 4 -1. 2698 
5 -1. 2929 4 -3. 1937 
5 -3. 4407 4 -8, 1522 
5 -9. 2739 5 -2. 1099 
6 -2. 5296 5 -5. 5322 
6 -6. 9781 6 -1. 4684 
7 -1. 9454 6 -3. 9424 
1 -5. 4781 7 -1. 0701 

8 -1. 5573 7 -2. 9344 
a -4. 4670 7 -8. 1256 
9 -1. 2923 8 -2. 2710 
9 -3. 7692 8 -6. 4031 

10 -1. 1079 9 -1. 8206 
10 -3. 2807 9 -5. 2180 
10 -9. 7840 10 -1. 5070 
11 -2. 9317 1 0  -4. 3845 
11 -8, 8779 11 -1. 2 846 
12 -2. 6998 11 -3. 7889 

Table 1 4.1 
10 

1 -4. 1435 
- 1 +9. 4287 
- 1 +7. 4235 

1 -3. 9931 
0 -1. 1456 
0 -1. 0601 

- 1 
- 1 

0 
0 

0 
0 
0 
0 
1 
1 
l 
1 
2 
2 

2 
3 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
5 
6 

6 
7 
7 
7 
8 
a 
9 
9 

10 
10 

- 1 
- 1 

-4. 2253 
+3. 5656 

1. 0426 
1. 6085 

2. 1665 
2. 9202 4. 1837 
6. 4944 
1. 0879 
1. 9428 
3. 6553 
7, 1B11 
1. 4634 
3. 0787 

6. 6618 
1. 4783 
3. 3559 
7. 7783 
l. 8375 
4. 4178 
1. 0796 
2. 6784 
6. 7399 
1. 7186 

4. 4374 
1. 1592 
3. 0621 
8. 1738 
2. 2037 
5. 9978 
1. 6472 
4. 5626 
l. 2742 
3. 5867 

-8. 9014 
-4. 3326 

1 +6. 6389 
- 1 +8. 3156 
- 1 +2. 42n 
- 1 -3. 8780 
- 1 -6.9193 
- 1 -6. 9585 

1 -5. 7969 
- 1 -5. 0<)32 

1 -5. 9925 
- 1 -9. 54B9 

0 -1. 7550 
0 -3. 3846 
0 -6. 6920 
1 -1. 3548 
1 -2. 8128 
1 -5. 9900 
2 -1. 3072 
2 -2. 9193 

2 -6. 6607 3 -1. 5503 
3 -3. 6759 
3 -8. 8669 
4 -2. 1734 
4 -5, 4080 
5 -1. 3647 
5 -3. 4B94 
5 -9. 0337 
6 -2. 3663 

6 -6. 2673 7 -1. 6775 
7 -4. 5347 
8 -1. 2375 
8 -3. 4078 
8 -9. 4651 
9 -2. 6506 
9 -7. 4812 

1 0  -2. 1275 
10 -6. 0938 

549 



550 COULOMB WAVE FUNCTIONS 

Table 14.1 COULOMB WAVE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

11V 
0. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
a. o 
a. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17. 0 
17. 5 
1a • .o 
18. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

0. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6, 5 
7. 0 
7. 5 
B. 0 
8, 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0  
16. 5 
17. 0 
17. 5 
1a. 0 
18. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

11  
- 1 +2. 0734 

0 +1. 029a 
- 2 +2. 4612 

0 -l. 0170 
- 1 
- 1 
- 1 

0 
0 
0 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 

- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- 7 

- 7 
- 7 
- 8 
- 8 
- 9 
- 9 
-10 
-10 
-10 
-11 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 

- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- 6 

- 7 
- 7 
- a 
- a 
- a 
- 9 
- 9 
-10 
-10 
-11 

-9. 6a41 
-1. 2613 
+ 7. a227 

1. 3156 
1. 4169 
l. 231a 

9, 3335 
6. 3994 
4. 0596 
2. 417a 
l. 3660 
7. 376a 
3. a306 
1. 9215 
9. 3472 
4. 422a 

2. 0410 
9. 2064 
4. 0667 
1. 7621 
7. 5001 
3. 139a 
l. 2943 
5. 25a7 
2. 107a 
a. 3417 

3. 2617 
l. 2609 
4. a223 
l.  a255 
6. a436 
2. 5420 
9. 35a7 
3. 4166 
1. 2373 
4. 4462 

-9. 5680 
+1. a546 
+9. 2360 
+3. 8476 
-4. 5774 
-a. 1670 
-6. 4636 
-2. 5453 
+B. 9270 

2. 7803 

3. 2469 
2. a649 
2 . 1649 
1. 4725 
9. 2538 
5, 4607 
3. 0589 
1. 6394 
a. 4560 
4. 2172 

2. 0412 
9, 6175 
4. 4224 
1. 9aaa 
a. 7636 
3. 7897 
1. 6105 
6, 7342 
2. 7736 
l. 1263 

4. 5133 
1. 7a61 
6. 9850 
2. 7014 
1. 0337 
3. 9159 
1. 4693 
5. 4629 
2. 0135 
7. 359a 

12 
- 1) -6. 9792 
- 1 + 7. 9515 
- 1 +a. 300a 
- 1 -3. 6119 

0 -1. 1262 
- 1 -a. 5079 
- 2 +3. 2549 
- 1 a. a532 

0 l. 3600 
0 1. 4324 

0 l. 2422 
- 1 9, 4757 
- 1 6. 5749 
- 1 4. 2347 
- 1 2. 5662 
- 1 1. 4773 
- 2 a. 1375 
- 2! 4. 3132 
- 2 2. 2096 
- 2 1. 09ao 

- 3 5. 30a7 
- 3 2. 5036 
- 3 1. 1541 
- 4 5. 2102 
- 4 2. 3072 
- 4 1. 0036 
- 5 4. 2931 
- 5 1. aoa2 
- 6 7. 5055 
- 6 3. 0731 

- 6 l. 2422 
- 7 4. 9601 
- 7 l. 9580 
- a 7. 6449 
- a 2. 9542 
- a 1. 1303 
- 9 4. 2a45 
- 9 1. 6095 
-10 5. 9943 
-10 2. 2143 

- 1 -7. 1349 
- 1 -6. 2449 
- 1 +5. a520 
- 1 +a. 5a39 
- 1 +1. 6399 
- 1 -5. 7064 
- 1 -8. 0763 
- 1 -5. 9550 
- 1 -2. 1713 
- 1 +l. 01a1 

- 1 2. 7572 
- 1 3. 1907 
- 1 2. 8342 
- 1 2. 1694 
- 1 1. 4994 
- 2 9. 5947 
- 2 5. 7724 
- 2 3. 2995 
- 2 1. a054 
- 3 9. 511a 

- 3 4. a467 
- 3 2. 3971 
- 3 1. 1542 
- 4 5. 4237 
- 4 2. 4927 
- 4 1. 1224 
- 5 4. 9597 
- 5 2. 1535 
- 6 9. 1993 
- 6 3. a704 

- 6 1. 6053 
- 7 6. 5690 
- 7 2. 6544 
- 7 1. 059a 
- a 4. 1a39 
- a 1. 6340 
- 9 6, 3169 
- 9 2. 41a4 
-10 9. 1730 
-10 3. 44a7 

Fo('I,P) 
13 

! - � -1. 0101 
-5. 5932 
+1. 0493 

- 1 +5. 1a44 
- 1 -6. 5977 

0 -1. 1642 
- 1 
- 1 
- 1 

0 

0 
0 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 

- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 

- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- 7 
- a 
- a 
- 9 
- 9 
- 9) 

d 
-- Fo('I,P) dp 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 

- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 

- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- 7 
- a 
- a 
- 9 
- 9 
- 9 

-7. 2395 
+1. 7404 

9. 7341 
1. 397a 

1. 4462 
1. 2519 
9. 6077 
6. 737a 
4. 39a9 
2. 7074 
1. 5a52 
a. aa95 
4. a001 
2. 5064 

l. 2700 
6. 2624 
3. 0126 
1. 4168 
6. 5253 
2. 94aO 
1. 30a2 
5. 7090 
2. 4529 
1. 0386 

4. 3371 
1. 787a 
7. 2797 
2. 9299 
l. 1663 
4. 5940 
1. 7916 
6. 9206 
2. 6491 
1. 0052 

+1. 3869 
-9. 5769 
-1. 7814 
+ 7. 9972 
+7. 2679 
-2. 2037 
-6. 46a8 
-7. aa82 
-5. 4930 
-1. 8523 

+1. 1221 
2. 7353 
3. 1402 
2. a059 
2. 1722 
1. 5231 
9. 9053 
6. 0640 
3. 5301 
1. 96a5 

l. 0573 
5. 4937 
z. 7714 
1. 3612 
6. 5256 
3. 0596 
1. 4055 
6. 3355 
2. a061 
1. 2227 

5. 2466 
2. 2191 
9. 2602 
3. a151 
1. 5529 
6. 2491 
2. 4a75 
9. aoo1 
3. a231 
1. 4774 

14 
- 1 -4. 5964 
- 1 -a. 6120 
- 1 +5. 1243 

0 +1. 0566 
- 1 +1. aa69 
- 1 -8. 7866 

0 -1. 1551 
- 1 
- 1 

0 

0 
0 
0 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 

- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4l - 4 
- 5 
- 5 

- 5 
- 6 
- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- a 
- a 
- a 
- 9 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 

! =  �l 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5l - 5 

- 5 
- 6 
- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- a 
- a 
- 8 
- 9 

-5. 9595 
+3. 0035 

1. 0496 

1. 4305 
1. 45a6 
l. 2610 
9. 7312 
6. a900 
4. 5535 
2. a422 
l. 6a9a 
9. 6316 
5. 2a9a 

2. a1oa 
1. 449a 
7. 279a 
3. 5666 
l. 70a5 
a. 0157 
3. 6a90 
1. 6677 
7. 4139 
3. 244a 

1. 3994 
5. 9525 
2. 4990 
l. 0363 
4. 2471 
1. 7213 
6. 9031 
2. 7406 
1. 0776 
4. 19a1 

+8. 7670 
-5. 3599 
-a. 2728 
+2. 0967 
+8. a132 
+5. 7220 
-1. 7427 
-6. 9700 
-7. 6466 
-5, 0747 

-1. 5772 
+l. 2094 

2. 7144 
3. 0946 
2. 7794 
2. 1737 
1. 5440 
l. 01a9 
6. 3375 
3. 7513 

2. 1282 
1. 1634 
6. 1551 
3. 1620 
l. 5a1a 
7. 7243 
3. 6a92 
1. 7264 
7. 9271 
3. 5765 

l. 5a73 
6. 9375 
2. 9aa5 
1. 2700 
5. 327a 
2. 20a1 
9. 0465 
3. 665a 
1. 470J 
5. a367 

15 
- 1 +4. a492 
- 1 -9. 7a79 
- 1 -3. 9930 
- 1 +a. a343 
- 1 +9. 1a75 
- 1 -1. 1758 

0 -1. 03la 
0 -1. 1153 

- 1 
- 1 

0 
0 
0 
0 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3! - 4 
- 4! - 4 
- 5 

- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- 7 
- a 
- a 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 - 1 
- 1 
- 2 

- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 

- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- 6 
- 7 
- 7 
- 7 
- 8 
- 8 

-4. 7101 
+4. 1342 

1. 1161 
1. 4592 
1. 469a 
1. 2697 
9. a472 
1. 032a 
4. 6997 
2. 9711 
1. 7913 
1. 0363 

5, 7a09 
3. 1214 
1. 6367 
a. 3�67 
4. 1640 
2. 0290 
9. 6a41 
4. 5343 
2. oa54 
9. 4326 

4. 2002 
1. a429 
7. 9746 
3. 405a 
1. 4366 
5. 9aa6 
2. 46a6 
1. 006a 
4. 0646 
1. 6250 

+8. 6352 
+3. 1951 
-8. 7421 
-5. 3a04 
+4. 9591 
+a. 773a 
+4. 1643 
-2. 9695 
-7. 2842 
-7. 3777 

-4. 6963 
-1. 337a 
+1. 2a36 

2. 6945 
3. 0530 
2. 754a 
2 . 1 743 
1. 5625 
1. 0450 
6, 5943 

3. 9633 
2. 2a44 
1. 2693 
6. a276 
3. 5670 
1. a150 
9. 015a 
4. 3a06 
2. oa55 
9, 7427 

4. 4720 
2. 0192 
a. 9777 
3. 9341 
1. 7006 
7. 2565 
3. 05a7 
1. 2744 
5. 2514 
2. 1413 



'1 \ p 
o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
8. 0 
8. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17. 0 
17. 5 
1B. 0 
1B. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
B. 0 
8. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17. 0 
17. 5 
18. 0 
18. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

COULOMB WAVE FUNCTIONS 

COULOMB WAV E FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

' 
11 

0 -1 .  0028 
- 1 +2. 1054 

0 +1. 0819 
- 1 +4. 6526 
- 1 -6. 4066 

0 -1. 2065 
0 -1. 0105 i- 1 -3. 5145 

- 1 +4. 1032 
0 1. 0777 

0 1. 6333 
0 2. 1816 
0 2. 9102 
0 4. 1056 
0 6. 2486 
1 1. 0238 
1 l. 7863 
1 3. 2824 
1 6. 2966 
2 1. 2529 

2) 2. 5735 

ll 5. 4370 
1 . 1 780 
2. 6115 
5. 9114 

:l 1. 3640 
3. 2036 il 7. 6488 
1. 8544 
4. 5606 

6 1. 136B 
6 2. B697 
6 7. 3309 
7 1. B940 
7 4. 9456 
B 1. 3046 B 3. 4746 
B 9. 3396 
9 2. 5325 
9 6. 9249 

- 1) -1. 9549 
- 1 -9. 3312 
- 2 -3. 0001 
- 1 +8. 0730 
- 1 + 7. 2980 
- 1 +1. 1621  
- 1 -4. 4342 
- 1 -6. 9211 
- 1 -6. 7991 
- 1 -5. 6855 � - 11 -5. 0324 
- 1 -5. B597 
- 1 -9. 1132 

Ol-1. 6356 
0 -3. OB77 
0 -5. 9776 
1r1. 1B42 
1 -2. 4038 
1 -5. 0022 
2 -1. 0663 

2 -2. 3257 
2 -5. 1822 
3 -1. 1779 
3 -2. 7275 
3 -6. 4259 
4l-l. 53B6 
4 -3. 7400 
4! -9. 2211 
5 -2. 3041 
5 -5. B301 

6! -1. 4929 
6 -3. 8658 
7 -1. 0116 
7r2· 6753 
7 -7. 1420 
8 -1. 9243 
8 -5. 2302 
9!-1. 4335 
9 -3. 9609 

10 -1. 1028 

12 
Go('I,P) 

13 14 
- 11 -7. 41)45 � - 1 +1. 4266 - 1 +9. 0905 
- 1 -6. 8021 0 -1. 0410 - 1 -5. 8152 
- 1 +6. 8165 - 1 -1. 9619 - 1 -9. 3005 

0 +1. 0•151 - 1 +9. 6524 - 1 +2. 5664 
- 1 +1. 9J03 - 1 +9. 1486 0 +1. 0999 
- 1 -8. 2h67 - 2 -5. 4999 - 1 + 7. 4014 

0 -1. 2:187 - 1 -9. 6933 - 1 -2. 7342 i - 1 -9. 51167 0 -1. 2515 � 0� -1. 07B3 
- 1 -2. 8h67 - 1 -9. 0670 0 -1. 2510 
- 1 +4. 51191 - 1 -2. 2730 - 1 -8. 5560 

0 1. ll00 - 1 +5. 0322 - 1 -1. 7259 
0 1. 6!i63 0 1. 1399 - 1 +5. 4393 
0 2. 1 <160 0 1. 6778 0 1. 1677 
0 2. 9029 0 2. 2097 0 l. 6980 
0 4. 0<•04 0 2. 8977 0 2. 2229 
0 6. 0<132 0 3. 9853 0 2. 8940 
0 9. 7(172 0 5. 8691 0 3. 93B3 
1 l. 6!r87 0 9. 2614 0 5. 7197 
1 2. 9!136 1 1. 5529 0 B. B817 
1 5. 6(113 1 2. 7395 1 1. 463B 

i! 1. OS06 �� 5. 0429 B 2. 5369 
2. 1st9 9. 6258 4. 5863 
4. 5�09 1. 8964 1 a. 5960 
9. 6( 54 2 3. B424 2 1. 6627 

�� 2. OE,35 2 7. 9840 2 3. 3072 
4. 6148 3 l. 6974 2 6. 7457 

�l 1. 0421 3 3. 6852 3 1. 4078 
2.  3S'53 3 B. 1567 3 3. 0002 
5. 597B 4 1. B3BO 3 6. 51B6 
1. 32B6 4 4. 2110 4 l. 4419 

5 3. 1 S90 4) 9. 79BB 4 3. 2432 
5 7. BOB2 5 2. 3136 4 7. 4095 
6 1. 9303 5 5. 537B 5 1. 7177 
6 4. B301 6 1. 3427 5 4. 0372 
7 1. 2225 6 3. 2955 5 9. 6130 
7 3. 1276 6 B. 1B23 6 2. 3172 
7 B. 0845 7 2. 0539 6 5. 6510 
B 2. 1103 7 5. 2096 7 1. 3934 
B 5. 5602 B 1. 3345 7 3. 4722 
9 1. 47B1 B 3. 4512 7 B. 7394 

d dpGo('I,P) 
_ 1r6· 6972 - 1 +9. 7040 - 1 +4. 4173 
- 1 -7. 2341 - 2 +5. 5060 - 1 + 7. 9924 
- 1 -7. 2415 - 1 -9. 1975 - 1 -4. 499B 
- 1 +2. B479 - 1 -4. 3994 - 1 -B. 9553 
- 1 +B. 59B2 - 1 +5. 07B9 - 1 -1. 6218 
- 1 +6. 2091 - 1 +B. 5795 - 1 +6. 5611 
- 2 +1. 2156 - 1 +5. 1517 - 1 +B. 2450 
- 1 -4. B470 - 2 �-7. 3596 - 1 +4. 16B2 
- 1 -6. B955 - 1 -5. 1566 - 1l -l. 4460 
- 1 -6. 6551 - 1) -6. B530 - 1 -5. 3907 � - 1� -5. 5E,63 ! - 1! -6. 5243 (- 1) -6. B002 
- 1 -4. 9764 - 1 -5. 4972 ! - 1� -6. 4050 
- 1 -5. 7431 - 1 -4. 9245 - 1 -5. 4165 
- 1 -B. 7431 ( - 1 -5. 6396 - 1 -4. B763 

0 -1. 5;60 ! - � -B. 4240 - 1 -5. 5466 
0 -2. B442 -1. 4516 - 1 -8. 1456 
0 -5. 4C29 1 0 -2. 6410 0 -1. 3790 
1 -1. 0496 0 -4. 9315 0 -2. 46B9 
1 -2. OS79 0 -9. 4124 0 -4. 53B5 
1 -4. 2551 1 -1. B3B2 0 -B. 523B 

1l -B. B802 1 -3. 675B 1 -1. 6369 
2 -1. 8956 1 -7. 5239 1 -3. 2170 
2 -4. 1335 2 -1. 5749 1 -6. 468B 
2 -9. 1940 2 -3. 3666 2 -1. 3297 
3 -2. 0833 2 -7. 3407 2 -2. 7912 
3 -4. B031 3 -1. 6305 2 -5. 9750 
4 -1. 1255 3 -3. 6B49 3 -1. 3029 
4 -2. 6777 3l -8. 4644 3 -2. B906 
4 -6. 4624 4 -1. 9742 3� -6. 51B3 
5 -1. 5BJB 4) -4. 6712 4 -1. 4925 

5 -3. 91&3 5l -1. 1203 4� -3. 4670 
5 -9. 61�6 5 -2. 7217 4 -8. 1642 
6 -2. 4904 5 -6. &925 5 -1. 9474 
6 -6. 3846 6 -1. 6647 5 -4. 7022 
7 -1. 6537  6 -4. 1862 6 -1. 1486 
7 -4. 3256 7 -1. 0637 6 -2. 8369 
8 -1. 1421 7 -2. 7299 6 -7. 0806 
B -3. 0423 7 -7. 0724 7 -1. 7850 
8 -8. 1 7 38 8 -1. 8489 7 -4. 5433 
9 -2. 2141 8 -4. 8757 8 -1. 1670 
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15 
_ 1r8. 9435 
- 1 +3. 4046 
- 1 -9. 7885 
- 1 -6. 2172 
_ 1r6. 1593 

0 +1. 1292 
- 1 +5. 4881 
- 11 -4. 6254 

0 -1. 1612 
0 -1. 2413 

! - 1� -8. 0595 
- 1 -1. 2194 
- 1 +5. 8159 

0 1 . 1937 
0 1. 7172 
0 2. 2355 
0 2. 8916 
0 3. B977 
0 5. 5902 
0 B. 5544 

1 1. 3878 
1 2. 3662 
1 4. 2071 
1 7. 7536 
2 1. 4744 
2 2. B830 
2 5. 7B03 
3 1. 1B57 
3 2. 4B36 
3 5. 303B 

:l 1. 1531 
2. 5494 
5. 7251 �� 1. 304 7 
3. 0146 
7. 0570 

6) 1. 6726 �� 4. 0107 
9. 7253 
2. 3B33 

- 1) -4. 695B 
- 1 +9. 1053 
- 1 +3. 6132 
- 1 -7. 5330 
- 1 -7. 559B 
- 2 +7. B96B 
- 1 +7. 4771 
- 1 +7. 7350 

! - 1 +3. 272B 
- 1 -2. 0374 ! - 1! -5. 56B3 
- 1 -6. 7414 
- 1 -6. 2956 
- 1 -5. 342B 
- 1 -4. B313 
- 1 -5. 4626 
- 1 -7. 9001 

0 -1. 3159 
0 -2. 3213 
0 -4. 2061 

0) -7. 7B37 
1 -1. 4720 
1 -2. B470 
1 -5. 6316 
2 -1. 1385 
2 -2. 3496 
2 -4. 9448 
3 -1. 0599 
3 -2. 3115 
3 -5. 1233 

4 -1. 1531 
4 -2. 6329 
4 -6. 0946 
5 -1. 4291 
5 -3. 3924 
5� -8. 1473 
6 -1. 9785 
6� -4. 8557 
7 -1. 2038 
7) -3. 0133 
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Table 1 4.1 COULOMB WAVE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

.,v 
o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5, 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
a. a 
a. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17. 0 
17. 5 
18. 0 
18, 5 
19, 0 
19. 5 
20. 0 

a. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
D, 5 
7. 0 
7. 5 
a. a 
a. 5 
9, 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
1D, 0 
1D. 5 
17. 0 
17. 5 
18. 0 
1a. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

16 
0) +1. 0105 

- 1 -3. oa13 
0 -1. 010D 

- 1 +1. 0271 
0 +1. 0Da1 

- 1 + 7. 0Da9 
- 1 -3. a4D0 

0 -1. 132a 
0 -1. 0557 

- 1 -3. 512a 

- 1 +5. 1503 
0 1. 1748 
0 l. 4845 
0 l. 4802 
0 1. 2778 

- 1 9. 95D7 
- 1 7. 1D74 
- 1 4. a3a4 
- 1 3. 0947 

(- 1 )  1. aa99 

- 1 1. 10a4 
- 2 D. 2723 
- 2 3. 4374 
- 2 l. a300 
- 3 9. 4a92 
- 3 4. 8032 
- 3 2. 3779 
- 3 1. 1532 
- 4 5. 4a70 
- 4 2. 5646 

- 4 l. 1789 
- 5 5. 3346 
- 5 2. 37a7 
- 5 1. 0460 
- 6 4. 5399 
- 6 l. 9459 
- 7 8, 2424 
- 7 3. 4522 
- 7 1. 4304 
- 8 5. aoDa 

- 1 +1. 0374 
- 1 +9. 239a 
- 1 -2. 6352 
- 1 -9. 2711 
- 1 -2. 1794 - 1 +D. a521 
- 1 +8. 2181 
- 1 +2. D9a1 
- 1 -3. 9491 

( - 1 ) -7. 4641 

- 1) -7. 0977 
- 1 -4. 3534 
- 1 -1. 1279 
- 1 +1. 3471 
- 1 2. D755 
- 1 3. 014a 
- 1 2. 731D 
- 1 2 . 1740 
- 1 1. 5790 
- 1 l. 0D90 

- 2 D. a3D1 
- 2 4, 1 D67 
- 2 2. 4370 
- 2 1. 3747 
- 3 7. 50aa 
- 3 3. 9a4D 
- 3 2. 0598 
- 3 1. 039D 
- 4 5. 132a 
- 4 2. 4a32 

- 4 1. 17a9 
- 5 5. 4992 
- 5 ?. 5233 
- 5 l. ) 101 
- 6 5. 0769 
- 6 2. :JjO 
- 7 9. ;,688 
- 7 4. 1409 
- 7 l. 7529 
- 8 7. 3379 

17 Fo(fl,p) 
18 

- 1 +D. D039 ( - 1! -2. D35D 
- 1 +6. 1193 0 +1. 029a 
- 1 -a. 5450 - 2 -4. 2659 
- 1 -7. 4a09 0 -1. 0610 
- 1 +5. 2505 - 1 -3. D504 

0 +1. 1097 - 1 +a. 3235 
- 1 +4. 6531 0 +1. 0517 
- 1 -6, oan - 1 +2. 2016 

0 -1. 1932 - 1 -7. 9196 
- 1 

- 1 
- 1 

0 
0 
0 
0 
0 

- 1 
- . 

( - 1 )  

- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 

- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 
- 6 
- D 
- 7 
- 7 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1l - 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 3 
- 4 

- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 
- D 
- D 
- 7 
- 7 

-9. a377 

-2. 3772 
+6. 0673 

1. 2270 
1. 5072 
1. 4a97 
1. 2a56 
1. 00D0 
7. 294a 
4. 9703 
3. 2134 

1. 9a57 
1. 1794 
6. 7632 
3. 7577 
2. 0290 
1. 0674 
5. 4a24 
2. 7546 
1. 3560 
D, 5497 

3. 1079 
1. 4504 
b. 6D36 
3. 0167 
1. 3469 
5. 9345 
2. 5824 
1. 1105 
4, 7213 

0 -1. 222D 

- 1 
- 1 
- 1 

0 
0 
0 
0 
0 

- 1 

-9. 0447 
-1. 306D 
+D, a982 

l. 2736 
1. 5276 
1. 49aD 
l. 2930 
1. 0159 
7. 4157 

( - 1) 5. 0960 

- 1 3. 327D 
- 1 2. 07a9 
- 1 1. 2493 
- 2 7. 2527 
- 2 4. 081D 
- 2 2. 2331 
- 2 1. 1907 
- 3 D. 2000 
- 3 3. 158D 
- 3 1. 57D8 

- 4 7. 7245 
- 4 3. 7177 
- 4 1. 759a 
- 5 a. 2016 
- 5 3. 7DD5 
- 5 1. 705a 
- 6 7. 6243 
- 6 3. 3654 
- D 1. 4679 

1. 9859 d - 7 

dPFo(f/,P) 
D. 3305 

-7. 4a73 
+7. 791a 
+5. 5592 
-b. 64a7 
-8. 0D83 
+ 7. 3796 
+ 7. 9551 
+7. 3722 
+1. 3DD9 
-4. 7259 

-7. 5469 
-D, a1D2 
-4. 0420 
-9. 4232 
+1. 4020 

2. D574 
2. 979D 
2. 7098 
2. 1 730 
1. 593a 

1. 0912 
7. 0640 
4. 3D20 2. 58D0 
1. 4792 
8. 1964 
4. 4133 
2. 31S3 
l. 18D1 
5. 9443 

2. 9194 
1. 4071 
D, D637 
3. 1043 
1. 4240 
6, 437a 
2. a708 
1. 2D36 
s. 4935 
2. 3605 

- 1 
- 3 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

-9. 517D 
-6. 97Da 
+9. 5486 
+8. 1a39 
-8. DD3D 
-D. 0115 
+3. 1511 
+a. 45a5 
+D. 3a1D 

- 2) +1. a327 

- 1) -5. 33aO 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 
- 3 
- 3 

- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- D 
- D 
- D 
- 7 

-7. 5595 
-D. 5393 
-3. 75a4 
-7. 772a 
+1. 4497 

2. 6401 
2. 9470 
2. 6893 
2. 1715 

l. D072 
1. 111a 
7. 2792 
4. 5494 
2. 7313 
1. 5a29 
a. 8a84 
4. 8514 
2. 5a05 
1. 3405 

6. a135 
3. 3940 
1. 6592 
7. 970D 
3. 7665 
1. 7526 
a. 0374 
3. D355 
1. D231 
7. 157D 

19 
- 1 -9. 5714 
- 1 +5. 9819 
- 1 +8. 009a 
- 1 -D. 0110 

0 -1. 0050 
- 2 +3. 2093 

0 +1. 026D 
- 1!+9. 2908 
- 2 -1. 392a 
- 1 -9. 3a27 

0 -1. 22a1 
- 1 -8. 2121 
- 2 -3. 0049 
- 1 +7. D541 

0 1. 3157 
0 1. 5461 
0 1. 5069 
0 1. 3001 
0 l. 0253 

(- 1) 7. 530a 

- 1 5. 2163 
- 1 3. 437D 
- 1 2. 1D9D 
- 1 1. 31a1 
- 2 7. 7405 
- 2 4. 40a4 
- 2 2. 4418 
- 2 1. 3185 
- 3 D. 9542 
- 3 3. 5893 

- 3 1. a156 
- 4 9, 0130 
- 4 4. 3962 
- 4 2. 1092 
- 5 9. 9629 
- 5 4. D375 
- 5 2. 1289 
- 6 9, 644a 
- 6 4. 3152 
- 6 l. 907a 

- 1 -3. 2396 
- 1 -7. 9198 
- 1 +D. 1234 
- 1 +7. 7aa6 
- 1 -3. 3293 
- 1 -9. 0956 
_ 1r3· 6640 
- 1 +5. 0199 
- 1 +8. 52 DO 
- 1 +5. 33aO 

- 2 -8. 5571 
- 1 -5. a1D7 
- 1 -7. 5212 
- 1 -D. 2703 
- 1 -3. 4994 
- 2 -D. 29D4 
- 1 +1. 4915 
- 1 2. 6235 
- 1 2. 9166 
- 1 2. D698 

- 1 2. 1696 
- 1 1. 6191 
- 1 1. 1309 
- 2 7. 4a28 
- 2 4. 7295 
- 2 2. 8730 
- 2 1. Da54 
- 3 9, 5a32 
- 3 5. 2978 
- 3 2. a547 

- 3 1. 5025 
- 4 7, 738a 
- 4 3. 9067 
- 4 1. 935D 
- 5 9, 4242 
- 5 4. 5139 
- 5 2. 12a9 
- 6 9. 8957 
- D 4. 5369 
- 6 2. 0531 

20 
- 1 -a. 1320 
- 1 -3. 2923 

0 +1. 0154 
- 1 +3. 0159 
- 1 -9. 4a13 
- 1 -7. aD54 
- 1 +3. a7aO 

0 +1. 1240 
- 1 + 7. 6776 
- 1 -2. 2935 

0 -1. 0524 
0 -1. 2155 

- 1 -7. 3D30 
- 2 +6. 4345 
- 1 a. 3446 

0 1. 353a 
0 1. 5630 
0 1. 5147 
0 1. 3070 
0) 1. 0343 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 

- 3 
- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5t - 5 
- 6 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 - 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 2 
- 3 

- 3 
- 3 
- 4 
- 4 
- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 5 
- 6 

7. D406 
5. 3315 
3. 5437 
2. 2578 
1. 3858 
a. 2258 
4. 7375 
2. 6546 
1. 4504 
7. 7433 

4. 0459 
2. 0721 
1. 0416 
5. 1452 
2. 5000 
1. 1961 
5. 6392 
2. 6221 
1. 2032 
5. 4529 

+5. a913 
-9. 2215 
-2. 1544 
+9. 0561 
+4. 4171 
-D, 3111 
-8. 4454 
-1. 352a 
+6. 3a4D 
+a. 2aDa 

+4. 2976 
-1. 7D01 
-D. 1a73 
-7. 44D2 
-D. 0113 
-3. 2D23 
-4. 9Da6 
+1. 5282 
2. 6076 
2. 8881 

2. 6513 
2. 1 D73 
1. D300 
1. 1487 
7. D757 
4. 902D 
3. 0112 
1. 7867 
1. 0279 
5. 7512 

3. 1370 
1. D717 
a. 11a2 
4. 45Da 
2. 2364 1. 1028 
5. 3499 
2. 5557 
1. 2033 
5. 5a78 



11 \p 
o. 5 
1. 0 1. 5 
2. 0 
2. 5 
3, 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5, 5 
6, 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 
a. o 
a. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 
13. 5 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 lb. 5 
17. 0 
17. 5 
18. 0 
lB. 5 
19. 0 
19. 5 
20. 0 

o. 5 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 
3. 0 
3, 5 
4. 0 
4, 5 
5, 0 

5. 5 
6. 0 
6, 5 
7. 0 
7. 5 
a. o 
a. s 
9. 0 
9, 5 

10. 0 

10. 5 
11. 0 
11. 5 
12. 0 
12. 5 
13. 0 u. s 
14. 0 
14. 5 
15. 0 

15. 5 
16. 0 
16. 5 
17. 0 
17. 5 
18. 0 
18. 5 
19. 0 
19. 5 
20, 0 

COULOMB WAVE FUNCTIONS 

COULOMB WAVE FUNCTIONS OF ORDER ZERO 

16 
- 1 +1. 0821 
- l +9. 8687 
- 1 -2. 9626 

0 -1. 0694 
- 1 -2. 5363 
- 1 +B. 7388 

0 +1. 0876 
1 +3. 5629 

- 1 -6. 2482 
0 -1. 2237 

0 -1. 2251 
- 1 -7. 5801 
- 2 -7. 4816 
- 1 +6. 1662 

0 l. 2182 
0 1. 7353 
0 2. 2476 
0 2, 8903 
0 3. 8625 
0 5. 4768 

0 a. 2695 
1 1. 3223 
1 2. 2207 
1 3. 8880 
1 7. 0544 
2 1. 3205 
2 2. 5411 
2 s. 0139 
3 l. 0121 
3 2. 0860 

3 4. 3a33 
3 9. 3774 
4 2. 0400 
4 4. 5079 
5 1. 0109 
5 2. 2987 
5 s. 2957 
6 1. 2353 
6 2. 9156 
6 6. 9590 

- 1 -9. 7855 
- 1 +2. 8609 
- 1 +9. 1227 
- 2 -B. 3491 
- 1 -8. 8452 
- 1 -5. 6757 
- 1 +2. 7609 
- 1 .. 7. 9794 
- 1 + 7. 1352 
- 1 +2. 4665 

- 1 -2. 5327 
1 -5. 7031 
1 -6. 6792 

- 1 -6. 1949 
- 1 -5. 2752 
- 1 -4. 7892 
- 1 -5. 3860 
- 1 -7. 6818 

0 -1. 2605 
0 -2. 1932 

0 -3. 9217 
0 -7. 1592 
1 -1. 3348 
1 -2. 5439 
1 -4. 9562 
1 -9. 8652 
2 -2. 0042 
2 -4. 1515 
2 -8. 7576 
3 -l. 8795 

3 -4, 0993 
3 -9. 0788 
4 -2. 0399 
4 -4. 64g6 
5 -1. 0722 
5 -2. 5048 
5 -5. 9202 
6 -1. 4150 
6 -3. 4181 
6 -8, 3412 

17 
Go(11JP ) 

- 1 -7. 7111 
- 1 +8, 3(165 

1 +6. 0950 
- 1 -7. 63 83 
- 1 -9. 5594 
- 1 +1. 0254 

0 +1. 0419 
0 +1. 0004 

- 1 +1. 7088 
- 1 -7. 6338 

0 -1. 2701 
0 -1. 2045 

- 1 -7. 1189 
- 2 -3. 0805 
- 1 +6. 4936 

0 l. 2413 
0 1. 7525 
0 2. 2593 
0 2. 8897 
0 3. 8316 

0 5. 3768 
0 8. 01 93 
1 1. 2 6 52 
1 2. 09 53 
1 3. 6H3 
1 6. 46<>6 
2 1. 19:17 
2 2. 2615 
2 4. 39!i8 
2 8. 741)4 

3 1. 7745 
3 3. 67:!7 
3 7. 731!a 
4 1. 65112 
4 3, 60'10 
4 7. 97l.7 
5 l. 78!i5 
5 4. 0519 
5 9. 31(15 

18 
- 1 -9. 7953 
- 3 -5. 5146 

0 +1. 0457 
- 2 +B. 8035 

0 -1. 0212 
- 1 -7. 2872 
- 1 +4. 1434 

0 +1. 1362 
- 1 +8. 8526 
- 3 -3. 2476 

- 1 -8. 8135 
0 -1. 3038 
0 -1. 1808 

- 1 
- 2 
- 1 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2 

2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
5 
5 

-6. 6763 
+1. 0458 

6. a010 
1. 2631 
1.  76a9 
2.  2705 
2. 8898 

3. 8044 
s. 2879 
7. 7978 
1. 2151 
1. 9863 
3. 3826 
5. 9669 
1. 0855 
2. 0297 
3. 8903 

7. 6267 
1. 5265 
3. 1148 
6. 4702 
1.  3667 
2. 9n3 
6. 3851 
1. 4098 
3. 1542 

6 2 , 1 6118 5 7. 1454 d dpo(TI,P) 
- 1 -b. 40( 0 
- 1 -5. 76!·0 
- l +7. 73i4 
- 1 +6. 57Ei7 
- 1 -4. 3562 
- 1 -8. 943 1 
- 1 -3. 6790 
- 1 +4. 3113 
- 1 +8. 1848 
- 1 +6. 4978 

- 1 +1. 7444 
- 1 -2. 9499 
- 1 -5, 805 0 
- 1 -6. 6155 
- 1 -6. 1017 
- 1 -5. 2127 
- 1 -4. 7495 
- 1 -5. 3157 
- 1 -7. 4860 

0 -1. 2115 

0 -2. 0812 
0 -3. 6757 
0 -6. 6261 
1 -1. 2193 
1 -2. 2921 
1 -4. 403l 
1 -8. 6387 
2 -1. 7295 
2 -3. 529 7 
2 -7. 335 1 

3 -1. 550'1 
3 -3. 331'1 
3 -7. 2680 
4 -1. 608!i 
4 -3. 608'1 
4 -8. 202!1 
5 -1. 887!i 
5 -4. 394;' 
6 -1. 034'' 
6 -2. 462'' 

- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- l 

- 1 
- l 
- 1 
- l 
- 1 
- 1 
- l 

+2. 5695 
-9. 7102 
+3. 6067 
+9. 3570 
+3. 1578 
-6. 7512 
-8. 2667 
-1. 7673 
+5. 4934 
+8. 1799 

+5. 8546 
+1. 0993 
-3. 3031 
-5. 8814 
-6. 5515 
-6. 0151 
-5. 1547 

1 -4. 7121 
- 1 -5. 2509 
- 1 -7. 3093 

0 -1. 1677 
0 -1. 9822 
0 -3. 4609 
0 -6. 1663 
1 -1. 1209 
1 -2. 0805 
1 -3. 9443 
1 -7. 6350 
2 -1. 5077 
2 -3. 0346 

2 -6. 2186 
3 -1. 2962 
3 -2. 7456 
3 -5. 9 047 
4 -1. 2883 
4 -2. 8495 
4 -6. 3850 
5 -1, 4484 
5 -3. 3247 
5 -7. 7176 

19 
- 1 -3. 3354 
- 1 -a. 3622 
- 1 +6. 6931 
- 1 +8. 7398 
- 1 -3. 9315 

0 -1. 0987 
- 1 -4. 5088 
- 1 +6. 7042 

0 +1. 1729 
- 1 +7. 5425 

- 1 -1. 6427 
- 1 -9. 8158 

0 -1. 3275 
0 -1. 1549 

- 1 
- 2 
- 1 

0 
0 
0 

2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
5 
5 

- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 1 
- 2 
- l 
- 1 
- 3 
- 1 

- 1 
- 1 
- 2 
- 1 
- 1 
- 1 

-6. 251a 
+4. 9276 

7. 0906 
1. 2a39 
1. 7846 
2. 2814 

2. 8904 
3. 7803 
5. 2085 
7. 6004 
1. 1707 
1. 8906 
3. 1797 
5. 5380 
9. 9453 
l. 8354 

3. 4717 
6. 7162 
1. 3264 
2. 6703 
5. 4726 
1, 1404 
2. 4141 
5, 1 860 
1. 1297 
2. 4935 

+9. 3189 
-5, 6460 
-7. 3679 
+5. 3119 
+8. 6483 
-1. 9960 
-8. 1315 
-7. 1410 
-3. 4829 
+6. 3669 

+8. 0282 
+5. 224!> 
+5. 2317 . 
-3. 6035 
-5. 9378 
-6. 4880 

1 -5. 9344 
- 1 -5, 1 007 
- 1 -4. 6767 
- 1 -5. 1908 

- 1 -7. 1488 
0 -1. 1284 
() -1. 8942 
0 -3. 2719 
0 -5. 7662 
1 -1. 0363 
1 -1. 9007 
1 -3. 5594 
1 -6. 8033 
2 -1. 3263 

2 -2. 6348 
2 -5. )284 
3 -1. 0960 
3 -2. 2906 
3 -4. 8605 
4 -1. 0463 
4 -2. 2832 
4 -5. 0474 
5 -1. 1297 s -2. 5583 

Table 1 4.1 

20 
- 1 +6. 0387 
- 1 -9, 7243 
- 1 -2. 3123 

0 +1. 0133 
1 +5, 0534 

- 1 -7. 5896 
0 -1. 0436 

- 1 
- 1 

-1. 6256 
+8, 7013 

0 +1. 1657 

- 1 +6. 1 562 
- 1 -3. 1 172 

0 -1. 0666 
0 -1. 3430 
0 -1. 1277 

- 1 -5. a44a 
- 2 +8. 5910 - l 7. 3645 

0 1. 3037 
0 1. 7997 

0 2. 2919 
0 2. 8915 
0 3. 7589 
0 5. 1 370 
0 7. 4234 
1 1. 1312 
1 1. 8061 
1 3. 0021 
1 5. 1664 1 9. 1659 

2 1. 6708 
2 3, 1213 
2 5, 9630 3 1. 1629 3 2. 3115 
3 4. 6772 
3 9. 6229 
4 2. 0110 
4 4. 2650 
4 9. 1 723 

- 1 + 7. 9224 
1 +3. 1370 

- 1 -9. 3578 
- 1 -2. 7296 
- 1 +8. 1928 
- 1 +6. 6241 
- 1 -3. 0592 
- 1 -8. 7013 
- 1 -5. 7890 
- 1 +1. 4822 

- 1 +6. 9880 
- 1 + 7. 7756 
- 1 +4. 618!> 
- 4 +B. 3738 
- 1 -3. 8601 
- 1 -5. 9783 
- 1 -6. 4254 
- 1 -5. 8590 
- 1 -5. 0502 
- 1 -4. 6431 

- 1 -5. 1349 
1 -7. 0023 
0 -1. 0929 
0 -1. 8154 
0 -3. 1 044 
0 -5. 4152 
0 -9. 6285 
1 -1. 7465 
1 -3. 2330 
1 -6. 106.6 

2 -1. 1761 
2 -2, 3079 
2 -4. 6095 
2 -9. 3627 
3 -1. 9322 
3 -4. 0483 
3 -8, 6039 
4 -1. 8537 
4 -4. 0457 
4 -8.9396 
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Table 14.2 

7J Co(7J) 
o. 00 1. 000000 
o. 05 o. 922 568 
0. 10 0. 847659 
0. 15 o .  775700 
o.  20 o .  707063 

o. 25 0 . 642052 
o.  30 0. 580895 
0. 35 0. 52 3742 
o. 40 o. 470665 
o. 45 0. 421667 

o.  50 0. 376686 
0. 5 5 0. 335605 
0. 60 0. 298267 
0. 65 0. 264478 
0. 70 0. 234025 

o. 75 0. 206680 
o. 80 0. 182206 
o.  85 0. 160370 
o. 90 0. 140940 
0. 95 0. 123694 

1. 00 0. 108423 [C -:)5] 
For ln r(l +iy) , see Table 6.7. 

COULOMB WAVE FUNCTIONS 

Co(7J) = e- t 1T TJ  l r(l + i7J) I 

7J Co(7J) 
1. 00 ! -1) 1. 08423 1. 05 -2r· 49261 
1. 1 0 - 2 8. 3021 1 
1. 1 5 ( -2 7 . 25378 
1 . 2 0 ( -2) 6 . 33205 

1. 2 5 ( -2) 5. 52279 
1 . 30 ( -2 ) 4. 81320 
1 . 35 ! -2� 4. 1 9173 1. 40 -2 3. 64804 
1. 45 -2 3. 17287 

1 . 5 0 -2r. 75796 
1. 55 -2 2 . 39599 
1. 60 -2 2. 08045 
1. 65 -2� 1. 80558 
1 . 7 0 - 2 1 . 56632 

1. 75 � -2r. 35817 
1 . 80 -2 1. 17720 
1. 85 -2 1. 01996 
1 . 90 � -3 � 8 . 83391 
1. 9 5 -3 7. 64847 

2. 00 { -3) 6. 61992 

7J 
2 . 00 
2. 05 
2. 1 0 
2. 1 5  
2. 2 0 

2 . 2 5 
2 . 3 0 
2. 35 
2. 40 
2. 45 

2. 5 0 
2 . 5 5 
2 . 60 
2. 65 
2. 70 

2 . 75 
2. 80 
2. 85 
2. 90 
2 . 9 5 

3 . 00 

Co(7J) 
( -3) 6. 61992 

r3l 5. 72791 -3 4. 95461 
-3) 4. 28450 
-3) 3. 70402 

-3r. 2 0136 
-3 2. 76623 
-3 2. 38968 
-3 2. 06392 
-3) 1 . 78218 

-3; 1. 53858 
-3 1 . 32801 
-3 1. 14604 
-4� 9. 88816 
-4 8. 53013 

! -4) 7. 35735 -4) 6. 34476 
-4) 5 . 47066 
� -4� 4. 71626 
-4 4. 06528 

( -4) 3. 50366 
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1 5. H ypergeometric Functions 
Mathematical Properties 

15.1. Gauss Series, Special Elementary Cases, 
Special Values of the Argument 

Gauss Series 

The circle of convergence of the Gauss hyper-

15.1.7 

F(!, !; -!; -z2)= (1+z2) iF(1 , 1 ; -!; -z2) 
=z-1 ln [z+ (1+z2)i ] 

geometric series 15.1.8 F(a, b; b; z)= (1 -z)-a 

15.1.1 

F(a, b; c; z) =2Ft (a, b; c; z) 

=F(b, a; c; z)=:t (a�nib)n z; 
n=O C n n. 

r (c) :t r (a+n) r (b+n) z" 
r (a) r (b) n-o r (c+n) n! 

is the unit circle I z I= 1. The behavior of this 
series on its circle of convergence is : 

(a) Divergence when !.1? (c-a-b) � -1 .  
(b) Absolute convergence when !.1? (c-a-b)>O. 
(c) Conditional convergence when - 1  <!.1? (c-a 

-b) �O; the point z=1 is  excluded. The Gauss 
series reduces to a polynomial of degree n in z 
when a or b is equal to -n, (n=O, 1 ,  2 , . . . ) .  
(For these cases see also 15.4.) The Aeries 15.1.1 
is not defined when c is equal to -m, (m=O, 1 ,  
2 ,  . . . ) , provided a or b is not a negative integer 
n with n<m. For c= -m 
15.1.2 

lim r(
l
) F(a, b; c; z)= 

c�-m C 

(a)m+t (b)m+t zm+tp (a+m+1 b+m+1 ·  m+2· z) (m+1) ! ' ' ' 

Special Elementary Cases of Gauss Series 

(For cases involving higher functions see 15.4.) 

15.1.3 

15.1.4 

15.1.5 

15.1.6 

F(1 , 1 ;  2 ;  z)= - z-t ln (1 -z) * 

F(}, 1 ;  !; z2)=tz-1 ln c+:) 
F(!, 1 ;  !; -z2)= z-1 arctan z 

F(!, !; i; z2)= (1-z2)lF(1 , 1 ;  t; z2)= z-1 arcsin z 
*See page II. 
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15.1.9 F(a, !+a; !; z2)=![(1+z) -2a+ (1-z) -2a] 
15.1.10 

F(a, !+a; J; z2)= 
!z-1 (1-2a) -1 [ (1 +z) 1-2a_ (1-z)1-2a] 

15.1.11 'fc� � fl'{v t\ ' 'T�-� \/ 
F(-a,a; !; -z2)=! { [ (1 +z2)l+zJ2a+[ (1 +z2)l-z]2a } 
15.1.12 ( c 6r ' \ .V · · C 
F(a, 1-a; !; -z2)= 

!(1 + z2) -! { [ ( 1  +z2) l+z pa- l+[ ( 1  +z2)l-z j2a- 1 } 
15.1.13 

F(a, !+a; 1+2a; z)=224[1+ (1-z)i]-2a 
= (1-z)lF(1+a, !+a; 1+2a; z) 

15.1.14 

F(a, !+a; 2a; z)=22a- 1 (1-z)-i[1+ (1-z)ljl-2a 

• • • 2 _sin [ (2a-1)z] 
15.1.15 F (a, 1-a, i, sm z)- (2a · 1) · - sm z 

15.1.16 F(a, 2-a; -!; sin2 z) sin [ (2a-2) z] 
(a-1) sin (2z) 

15.1.17 F(-a, a; !; sin2 z) = cos (2az) 

. cos [ (2a-1)z] 
15.1.18 F(a 1-a· 1 • sm2 z) ' ' 2' cos z 
15.1.19 F(a, !+a; !; -tan2 z)=cos2a z cos (2az) 

Special Values of the Argument 

15.1.20 
r (c) r (c-a-b) F(a, b; c; 1) r (c-a) r (c-b) 

(c;eo, - 1 , -2, . . .  , !J?(c-a-b)>O) 
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15.1.21 _ i r (l +a- b) F(a, b; a-b+ l ;  -l)= 2 a'lr r (1 + !a-b) r (! + !a) 

( l +a- b ¢0, - 1 , -2, . . .  ) 
15.1.22 
F(a, b; a-b+2; 1)  =2-a11.112(b- 1) -1r (a-b+2) 

[r (!a) r (;+ia- b) r (!+ia)/(1 + !a-b)J 
(a-b+2 ¢0, - 1, -2, . . .  ) 

15.1.23 F(1 , a; a+1 ;  -l) = !a[!f(!+!a)-!f(l�a) ] 

15.1.24 
t r (!+!a+ ib) F (a, b; ia+tb+t;t) ='lr r (! + !a) r (!+ lb) 

(ia+�b+t ¢0, - 1 ,  -2:, . . . ) 

15.1.25 
F(a, b; ia+ib+1 ;  !) =2�(a-b) -1r (l +!a+M) 

{ [r (!a) r (!+!b) ]- 1-[r C!+!a) r (!b) J- 1 }  
(!(a+ b) + l  ¢0, - 1 ,  -2,  . . .  ) 

15.1.26 
F(a, 1-a; b ;  !)= 

zt-&'��"tr (b) [r (ia+ !b) r (!+lb- !a) ]-1  
(b ¢0, -1 ,  -2, . . .  ) 

15.1.27 
F(l , 1 ;  a+l ;  !)=a[lfC!+ !a) -!f(!a)] 

(a ¢ - 1 ,  -2, -3, . . .  ) 
15.1.28 
F(a, a; a+1 ;  !)=�-1a[!f(!+ia) -!f(!a) ] 

(a ¢ - 1 ,  -2, -3, . . . ) 

15.1.29 
1 • _ . _ _ -2a r (t) r (t-2a) F (a, �+a, t 2a, -i) - (t) r (t) r (!-2a) 

(t-Za ¢0, -1 ,  -2,  . . . ) 

15.1.30 

F ( 1 + �+ . 1.) (S.)« t r (t+fa) 
a, v a; lJ a, � = "�" 'lr r (!+ia) r (t+ia) 

<t+ia ¢0, -1, -2, . . .  ) 
15.1.31 
F (a, ja+j-; ia+-J; e�r!S) 

z-i-a+-J t -t<aH) tra/6 r (ta+t) 
= 

'��" 
3 e r (ta+i) r (i) 

(j- a ¢ -{,-Jt-,-¥, . . .  ) 

15.2. Differentiation Formulas and Gauss' 
Relations for Contiguous Functions 

Differentiation Formulas 

d 
ab 15.2.1 -d F(a, b; c; z) =- F(a+l ,  b+ 1 ;  c+ l ;  z) z c 

15.2.2 

d" 
dz" F(a, b; c; z) (a)n(b)n F(a+n b+n- c+n· z) (c),. ' ' ' 

15.2.3 

d" 
dz" [za+n-1F(a, b ;  e; z) ]= (a),.za-1F(a+n, b; c; z) 

15.2.4 

d:: [z•- IF(a, b; c; z) ]= (c-n),.z•-n-1F(a, b; e-n; z) 

15.2.5 

d:",. [z•-a+n-1(1- z)a+&-c F(a, b; c; z) ] 

= (c-a)nzc-a-l (1 - z)a+&-c-n F(a-n, b; c; z) 
15.2.6 

d" dz" [ (1 -z)a+&-•F(a, b; c; z) ] 

= (c-a��;:- b),. (1-z)a+b-c-nF(a, b; c+n; z) 

15.2.7 
d" dz" [ (1- z)a+n-1F(a, b; c; z) ] 

= ( - 1)"(�J):(c- b) ,. (1 - z)a-1F(a+n, b ;  c+n; z) 

15.2.8 

d�",. [z"-1 (1 -z)b-c+n F(a, b; c; z) ] 

= (c-n),.z•-n-1(1 -z)b-c F(a-n, b; e-n; z) 
15.2.9 d:: [z•- 1 (1 -z)aH-•F(a, b; c; z) ] 

= (c-n),.z•-n- 1(1 - z)a+&-c-n F(a-n , b-n; e-n; z) 

Gauss' Relations for Contiguous Functions 

The six functions F(a ± 1 ,  b; c; z) ,  F(a, b ± 1 ; c; z) , 
F(a, b; e ± l ;  z) are called contiguous to 
F(a, b; c; z) . Relations between F(a, b; c; z) and 

)J/�/ 
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any two contiguous functions have been given by 
Gauss. By repeated application of these rela
tions the function F(a+m, b+n; c+ l; z) with 
integral m, n, l(c+l�O, - 1, -2, . . .  ) can be 
expressed as a linear combination of F(a, b; c; z) 
and one of its contiguous functions with coefficients 
which are rational functions of a, b, c, z. 
15.2.10 

(c-a)F(a-1 , b; c; z)+(2a-c-az+bz)F(a, b; c; z) 

15.2.21 

[a- 1- (c-b-1) z]F(a, b; c; z) 

15.2.22 

+ (c-a)F(a- 1 ,  b; c; z) 
- (c-1) (1-z)F(a, b; c-1 ; z) =O 

[c-2b+ (b-a)z]F(a, b ;  c ;  z) 
+b(1 -z)F(a, b+1 ; c; z) 

- (c-b)F(a, b- 1 ; c; z) =O 
+a(z- 1)F(a+ 1 , b ;  c ;  z) =0 15.2.23 

15.2.11 

(c-b)F(a, b- 1 ; c; z)+(2b-c-bz+az)F(a, b; c; z) 
+b(z-1)F(a, b+ 1 ; c; z) =0 

15.2.12 

c(c- 1) (z- 1)F(a, b; c- 1; z) 
+c[c- 1- (2c-a-b-1)z]F(a, b; c; z) 

+ (c-a) (c-b) zF(a, b; c+1 ; z) =O 
15.2.13 

[c-2a- (b-a)z]F(a, b; c; z) 

15.2.14 

+a(1-z)F(a+ l ,  b; c; z) 
- (c-a)F(a- 1 ,  b; c; z) =O 

(b-a)F(a, b; c; z) +aF(a+1 , b ;  c ;  z) 
-bF(a, b+1 ; c; z) =O 

c[b-(c-a)z]F(a, b; c ; z)-bc(1- z)F(a, b+ 1 ; c ; z) 
+ (c-a) (c-b) zF(a, b; c+1 ; z) =O 

15.2.24 

(c-b-1)F(a, b; c; z)+bF(a, b+ 1 ; c; z) 
- (c-1)F(a, b; c-1 ; z) =O 

15.2.25 

c(1- z)F(a, b; c; z) -cF(a, b-1 ; c; z) 
* + (c-a)zF(a, b; c+1 ; z) =O 

15.2.26 

[b- 1- (c-a- 1)z]F(a, b; c; z) 

15.2.27 

+ (c-b)F(a, b- 1 ; c; z) 
- (c- 1) (1-z)F(a, b; c-1 ; z) =O 

15.2.15 c[c- 1- (2c-a-b-1)z]F(a, b; c; z) 
( b)F( b )+ (1 )F( + 1  b ) + (c-a) (c-b) zF(a, b; c+1 ; z) c-a- a, . ; c; z a -z a , ; c; z 

- (c-b)F(a, b-1 ; c; z) =O -c(c- 1) (1-z)F(a, b; c-1 ; z) =O 
15.2.16 

c[a- (c-b) z]F(a, b; c; z)-ac(1- z)F(a+ 1 , b; c; z) 
+ (c-a) (c-b)zF(a, b; c+ 1 ; z) =O 

15.2.17 

(c-a- 1)F(a, b; c; z) +aF(a+1 , b; c; z) 
- (c-1)F(a, b; c- 1 ; z) =O 

15.2.18 

(c-a-b)F(a, b; c; z)- (c-a)F(a-1 , b; c; z) 
+b(1 -z)F(a, b+ 1 ; c; z) =O 

15.2.19 

(b-a) (1-z)F(a, b; c; z) - (c-a)F(a- 1 , b; c; z) 
+ (c-b)F(a, b- 1 ; c; z) =O 

15.2.20 

c(1-z)F(a, b; c; z)-t:F(a-1 , b; c; z) 
+ (c-b) zF(a, b; c+1 ; z) =O 

*See pag< a. 

15.3. Integral Representations and Transfor
mation Formulas 

Integral Representations 

15.3.1 

F(a, b; c; z)= 
r(c) f l tb- 1 (1- t)c-b-1 (1- tz) -adt r(b) r (c-b) Jo 

(PAc>PAb>O) 
The integral represents a one valued analytic func
tion in the z-plane cut along the real axis from 1 to 
oo and hence 15.3.1 gives the analytic continua
tion of 15.1.1, F(a, b; c; z) . Another integral 
representation is in the form of a Mellin-Barnes 
integral 



15.3.2 F(a, b ;  c; z) 
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r (c) ft"' r (a+s) r (b+s) r (-s) (-z)'ds 21rir(a) r (b) - t"' r(c+s) 
. r (c) J1"' r (a+8) r (b+s} , 

=tt r(a) r(b) - t «>  r (1 +s) r (c+s) CSC(1rB) (- z) ds 
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Here -1r<arg(-z) <1r and the path of integration is chosen such that the poles of r(a+s) and 
r(b+s) i.e. the points s= -a-n and 8= ·-b-m(n, m=O, 1, 2, . . . ) respectively, are at its left 
side and the poles of csc(1rs) or r( -s) i.e. 8==0, 1 , 2, are at its right side. The cases in which -a, -b 
or -c are non-negative integers or  a-b equal to  an integer are excluded. 

Linear Transfonnation Formulas 

From 15.3.1 and 15.3.2 a number of tran:sformation formulas for F(a, b; c; z) can be, derived. 

15.3.3 

15.3.4 

15.3.5 

15.3.6 

15.3.7 

15.3.8 

15.3.9 

F(a, b; c; z) = (1 - z)•-a-&F(c-a, c-b ;; c; z) 

= (1 -z)-aF(a c-b · c · -�) ' ' ' z·-1 

= (1 -z)-oF(b c-a· c· _!___) ' ' ' z·-1 
r (c) r (c-a-b) 

=r(c-a) r (c-b) F(a, b ; (t+b-c+l ;  1 -z) 

+ (1 ) c -a -b r (c) r (a+b-c) F ( b b ) - z  r(a) r (b) c-a, c- ; c-a- +1 ;  1 -z 

r (c)r (b-a) -a ( . • 1) r (b) r (c-a) (-z) F a, 1 -c+a, 1 -b+a, z 

r (c) r (a-b) -b ( • • 1) + r(a) r (c-b) (-z) F b, 1 -c+b,  1 -a+b, z 

-a r (c) r (b-a) (' . 1 ) =(1-z) r (b) r (c-a) F 
_
a, c-b; a-b+l , 1 _2 

-b r (c)r (a-b) ( . . 1 ) + (1-z) I' (a)r (c-b) F b ,  c-a, b-a+ l , 1_2 
r (c) r (c-a-b) -a ( 1) r (c-a) r (c-b) z F a , a-c+l ;  a+b-c+l ;  1 -; 

( l arg (1 -z) l <r) 

( l arg (- z) l <11') 

+ r (c) r(a+b-c) (1 - z)•-a-bza-• F (c-a 1 -a· c-a-b+1 · t -!.) r (a)r (b) ' ' ' z 
(j arg z l <11', l arg (1 - z) l <'��") 

Each term of 15.3.6 has a pole when c=a+b ::!:m, (m=O, 1 ,  2, . . .  ) ;  this case is covered by 

r (a+b) .. (a)n (b),. 15.3.10 F(a, b; a+b;  z) r (a)r (b) � (nl) 2 - [2lp(n+l)-,Y(a+n)-,Y(b+n)-ln (1- z) ](l -z}" 

(larg (1 -z) l <'lr, l 1 -zl <1) 
Furthermore for m= l , 2, 3, . . .  

15.3.ll F(a, b ;  a+b+m; z) r (m) r (a+b+m) � (a)n(b)n (1 -z)" r(a+m)r (b+ m) n-o nl (l - m),.  
r (a+b+m) (z-1)m f: (a+m)n(b+m)n (1-z) .. [ln (1-z)-lf(n+l) r oor w � ��+�! 

-lf(n+ m+l)+,Y(a+n+ m)+lf(b+n+ m) ] ( l arg (1- z) l<11',1 1 -zj<t) 
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15.3.12 F(a, b; a+b- m; z) r (m) r (a+b-m) (1 - z) -m � (a- m),.(b- m), (1-z)" r (a) r (b) n•O n! (1- m), 
(-l)mr(a+b-m) 'f2 (a),. (b), (1 -z)"[ln (1-z) -�(n+1) r (a- m) r(b-m) n-o nl (n+m) l 

-�(n+m+1) +�(a+n) +�(b+n) ]  
(Jarg (1- z) J<'II", J 1-zl<1) 

SimiJarly each term of 15.3.7 has a pole when b=a±m or b-a= ±m and the case is covered by 

15.3.13 F(a, a; c; z) r(arr({�-a) (- z) -a � (a),.(��;2+a),. z-"[ln (- z)+2�(n+ 1)-�(a+n)-�(c-a-n)] 
( Jarg (-z) l <'ll", l zJ>1 ,  (c-a) �O, ± 1 ,  ± 2, . . .  ) 

The case b-a=m, (m= 1 ,  2, 3, . . .  ) is covered by 

15.3.14 F(a, a+m; c; z) =F(a+m , a; c; z) 
r (c) (- z) -a-m ± (a)n+m(1 -c+a)n+m z-"[ln (-z) +�(1+m+n) +�(1 +n) r (a+m) r (c-a) n•O nl(n+m) l  

r (c) m-l r (m-n) (a) -�(a+m +n) -�(c-a-m-n)]+ (-z) -a ::E " z-" r(a+m) n•O nlr (c-a-n) 
(Jarg (-z)l<'ll", l z l>1 ,  (c-a) �O, ± 1 , ± 2, . . .  ) 

... 

The case c-a=O, -1 ,  -2, . . .  becomes elementary, 15.3.3, and the case c-a= 1, 2, 3, . . . can be 
obtained from 15.3.14, by a limiting process (see [15.2]) . 

Quadratic Transformation Formulae 

If, and only if the numbers ± (1 -c) , ± (a-b) ,  ± (a+b-c) are such, that two of them are equal 
or one of them is equal to !, then there exists a quadratic transformation. The basic formulas 
are due to Kummer [15.7] and a complete list is due to Goursat [15.3]. See also [15.2]. 

15.3.15 

15.3.16 

15.3.17 

15.3.18 

F(a, b; 2b; z) = (1 -z) -it>F(la, b-la; b+i; 4z
z3 4) 

=(1 -lz)-11F(!a, !+!a; b+!; z2(2-z)-2) 

= (l+hfl z) -JaF[a, a-b+l; b+l; G��)] 
= (1 -z)-i11F(a 2b-a· b+l· -(1 -.Ji=Z)J) 

' ' �' 4�1 z 

15.3.19 F(a, a+!; c;z) = (!+hll=Z) -JaF (2a, 2a-c+1 ; c; 1 7F) 1 +  1 - z  

15.3.20 

15.3.21 

15.3.2� 

15.3.23 

= (1 -z)-aF1(2a 2c-2a-1 · c· .JI=Z-1) ' ' ' 2�1 z 
F(a, b; a +b+!; z)=F(2a, 2b; a+b+!; !-!�1 z) 

=(t+t �1 z)-Ja F(2a, a-b+t; a+b+t; �-1) l -z+1 
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15.3.24 F(a, b; a+b-l; z) =(1 - z)-lF(2a- 1 , 2b-l ;a+b-l; t-hil- z) 

15.3.25 = (1 - z) -l C!+t "1 -z) 1-2a F(2a- 1 ,  a-b+!; a+ b-!; �- 1) 
1 -z+l 

15.3.26 F(a, b; a-b+ l ;  z) = (l +z) -aF (!a, !a+ !; a-b+l ;  4z(1 + z) -2) 

15.3.27 

15.3.28 

15.3.30 

= (l±.yZ)-2aF(a,, a-b+l; 2a-2b+1 ;  ±4\"Z(l ±\"Z) -2) 

= (1 - z) -aF(!a, !a-b+i; a-b+l ;-4z(1 - z) -2) 

15.3.31 F(a, 1 -a; c; z) = (1-z) c-1F(ic- !Q>, ic+!a-i; c; 4z-4z2) 

15.3.32 

Cubic transformations are listed in [ 1 5. :2] and [ 15.3]. 
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In the formulas above, the square roots are �efined so that their value is real and positive when 
0 � z< 1 .  All formulas are valid in the neighborhood of z=O. 

15.4. Special Cases of F(a, b; c; z) 
PolynoiDiala 

When a or b is equal to a negative integer, then 

m ( - m),.(b),. z" 15.4.1 F(-m, b; c; z) =� ( )  -1 n-o c ,. n 

This formula is also valid when c= -m-l; m, l=O, 1 ,  2, . 

m (-m) (b) z" 15.4.2 F(-m,  b ;-m-l; z) =� (- m::_l)�! nl 
Some particular cases are 

15.4.3 F(-n, n; !; x) =T,.(1-2x) 

15.4.4 F(-n, n+1 ;  1 ; x) =P,.(1 -2x) 

15.4.5 F( -n, n+2a; a+�; x )= (�) .. 0�"'> (:t.-2x) 
. ' 

15.4.6 F(-n, a+l +.B+n; a+ l ; x) =(a�·l ) � P�"'· "l (l -2x) 

Here T,., P,., C'�"'l , P�"'· "> denote Chebyshev, Legendre's, Gegenbauer's and Jacobi's polynomiQ.ls re
spectively (see chapter 22) . 

Legendre Functions 

Legendre functions are connected with those special cases of the hypergeometric function for which 
a quadratic transformation exists (see 15.3) .  

15.4.7 F(a, b; 2b; z) = 22b- tr (t+ b)zt-b (1-z)i<b-a-tl P!=:-t [ ( 1-�) ( 1-z)-t] 
15.4.8 = 22b11"-t r(i+b) z -b(1 ·- z)i<b-al ei .. <a-b> pb: a c�- 1) r(2b-a) 6 1 z 

15.4.9 F(a, b; 2b ;-z)=22b 11"-! r�(!)
b) z-b(J. +z)i<b-a) e-c .. <a-b) P�: �  ( 1 +�) { iarg z l<11", jarg {1  ± z) !<11") 
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15.4.10 F(a, a+l; c; z)=2•-1r(c)zl-l•(1 -z)l•-a-tp�;� r[( 1-z)-l] 
( larg zl<1r, larg (1 -z) l<11", z not between 0 and - oo )  

15.4.ll F(a, a+!; c; x)=2•-1r(c)( -x)l-t•(1 -x)t•-a-tp�;�. [( 1 -x)-l] 

15.4.12 F(a, b; a+b+!; z)=2"H-tr(!+a+b) ( - z)t<t-a-&>P!:::i [(l - z)l] 
( larg ( -z) l<11", z not between 0 and 1 ) 

15.4.13 F(•, b; a+b+!; x)=2"H-tr( !+a+b )xl<t-a-&> P!:::i[(l -x)l) 

15.4.14 F(4, b; a-b+1 ; �= r(a-b+l)ztb-ta(l -z)-bP�&" c+:) 
( larg ( 1-z) l<11", z not between 0 and - oo )  

15.4.16 F(a, 1 -a; c; z) = r (c) ( - z)l-tc(1 - z)t•-tp�-.. ·(1 -2z) 

(- oo <x<O) 

( larg (-z) l <11", l arg (1 - z) l <11", z not between 0 and 1)  

15.4.17 F(a, 1-a; c; x)= r (c)xl-t•(l -x)l•-tp�-;.•(1 -2x) 

15.4.18 F(a, b; ltt+!b+!; z) = r (t+!a+!b) [z(z-1) ]lU-a-b) pt��-=-�-=-��(1-2z) 
( l arg z 1 <11", l arg (z-1) 1<11", z not between 0 and 1) 

15.4.20 F(a, h; a+b-!; z)=2"H-tr(a+b-!)( -z)l!J-a-&> ( 1-z)-tPi:.<:.:.i[(l -z)l) 
(I arg ( -z) l<11", I arg (1 -z) l<11", .t?l[(1 -z)lJ>O, z not between 0 and 1 )  

15.4.22 F(a, b; i; z )=11"-i2"H-tr( i+a)r( t+b) (z-1 )i<t-a-&> [J1:.�:.t(zl)+I1-=-�:t( -zl)] 
( l arg z l<1r, I arg(z-1) 1<11", z not between 0 and 1 )  

:t:l ! (b-11) 
15.4.24 F(a, b; !;-z)=11"-t2"-6-1r(!+a)r(1-b)(z+l)-ta-t&e 2 {P�:;g_1[zl(1 +z)-t) 

+P:+�-1[ -zi(1 +z)-t] } 
( ± according as Yz:;;::o, z not between 0 and oo )  

* 15.4.25 F(a, b; t; -x) =11"-t2"-6-1r (!+a) r (1 -b) (l +x) -ta-tb {P:+�-1[xl(l +x) -t]+P�+�-1[ -x112( 1 +x)-l] } 
(O<x< oo )  

15.5. The Hypergeon1etric Differential Equation 

The hypergeometric differential equation 

rPw dw 15.5.1 z(l -z) dz2 +[c- (a+b+I)z] dz -abw=O 

*See page u. 
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has three (regular) singular points z=O, 1 , co .  The pairs of exponents at these points are 

15.5.2 PI?�=O, 1-c, P1��=0, c-a-b, 

respectively. The general theory of  differential equations of  the Fuchsian type distinguishes between 
the following cases. 

A. None of the numbers c, c-a-b; a-b is equal to an integer. Then two linearly independent solutions 
of 15.5.1 in the neighborhood of the singular points 0, 1 ,  co are respectively 

15.5.3 wHo>=F(a, b; c; z) = (l-z)c-t•-bF(c--a, c-b; c; z) 
15.5.4 w2<o> = z1-•F(a-c+I , b-c+ I ;  2-c; z) = z1-•(1- z)c-t•-bF(l-a, 1-b; 2-c; z) 
15.5.5 w1 (1)=F(a, b ;  a+b+ I-c ; 1- z)= z1-•F(l+b-c, I+a-c; a+b+ l-c; 1-z) 
15.5.6 w2<1>= (1- z) •-a-bF(c-b, c-a; c-a·-b+ 1 ;  1- z) =z1-•(I- z) •-a-bF(l -a, 1-b ;  c-a-b+ I ;  1-z) 
15.5.7 'lbt <=> = z-aF(a, a-c+ I ;  a-b+ I ;  z·-1) = zb-•(z-1) •-a-bF(l -b, c-b ; a-b+ I ;  z-1) 
15.5.8 W2c .. > = z-bF(b, b-c+ I ; b-a+ I ;  z-·1) =za-•(z- 1) •-a-bF(l -a, c-a; b-a+ I ;  z-1) 

The second set of the above expressionB is obtained by applying 15.3.3 to the first set. 
Another set of representations is obtained by applying 15.3.4 to .J-5.5.3 through 15.5.8. This 

gives 15.5.9-15.5.14. 

15.5.9 wHo>= (l-z) -aF( a, c-b; c; z 
z 
1)= (1-z) -bF(b, c-a; c; z 

z 
1) 

15.5.10 W2co>= z1-•(I-z)•-a-1F(a-c+I ,  1 --b; 2-c; z 
z 
1)=z1-• (1-z)•-b-1F(b-c+I ,  1-a; 2-c; z 

z 
1) 

15.5.11 w1 co=z-aF(a, a-c+I ;  a+b-c+ I ;  1- z-1) =z-bF(b, b-c+I ;  a+b-c+I ;  1 -z-1) 
15.5.12 

w2(1)= za-•(1 - z) •-a-bF(c-a, 1-a; c-a-b+ 1 ;  1 - z-1) =zb-•(1-z) •-a-bF(c-b, 1-b; c-a-b+ I ;  1- z-1) 

15.5.13 w1 <=>= (z-1) -aF( a, c-b; a-b+1 ;; 1 1 z)= (z-1) -bF(b, c-a; b-a+1 ;  1 
1 
z) 

15.5.14 

w2c .. >=z1-• (z-1)•-a-1F (a-c+I, 1-b; a-b+1 ;  1 
1 
z)=z1-•(z-1)•-b- 1F (b-c+I ,  1-a; b-a+1 ; 1 

1 
z) 

15.5.3 to 15.5.14 constitute Kummer's 24 solutions of the hypergeometric equation. The analytic con
tinuation of w1 ,2co> (z) can then be obtained by means of 15.3.3 to 15.3.9. 
B. One of the numbers a, b, c-a, c-b is an i1�teger. Then one of the hypergeometric series for 

instance W1 ,2coh 15.5.3, 15.5.4 terminates and the corresponding solution is of the form 

15.5.15 w=za(I- z)�p,(z) 
where p,(z) is a polynomial in z of degree n. This case is referred to as the degenerate case of the 
hypergeometric differential equation and itEI solutions are listed and discussed in great detail in [15.2]. 

G. The number c-a-b is an integer, c nonintegral. Then 15.3.10 to 15.3.12 give the analytic continu
ation of w1 ,2<0> into the neighborhood of z=, 1 .  Similarly 15.3.13 and 15.3.14 give the analytic continu
ation of W1 .2 co> into the neighborhood of z= co in case a-b is an integer but not c, subject of 
course to the further restrictions c-a=O, ± 1 , ± 2  . . . (For a detailed discussion of all possible 
cases, see [1 5.2]) . 

D. The number c= 1 .  Then 15.5.3, 15.S.4 are replaced by 

15.5.16 W1co>=F(a, b; 1 ;  z) 
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( / z/<1) 
E. The number c=m+l, m=1 , 2, 3, . . . .  A fundamental system is 

Wt<o>=F(a, b; m+1 ;  z) 15.5.18 

15.5.19 w2<o>=F(a, b; m+1 ; z) ln z+ ± (��,.(�),. 1 z"[1f(a+n)-,P(a)+!f(b+n)-1f(b)-!f(m+1 +n) 
n=l m ,.n. 

+1f(m+1)-!f(n+1)+1f(l) ]-� i�=�?�i;-��: z-n ( / z /< 1 and a, b �O, 1 ,  2, . . . (m- 1)) 
F. The number c=1-m, m=1 , 2, 3, . . . . A fundamental system is 

15.5.20 Wt <o>= zmF(a+m, b+m; l+m; z) 
15.5.21 

w2<o>=zmF(a+m, b+m; l +m; z) In z+zm± z" (a��,.(�+�),. [if/(a+m+n)-!f(a+m)+!f(b+m+n) 
n-1 m ,.n. 

-!f(b+m)-if/(m+l +n)+1f(m+l)-!f(n+1 )+1f(1 )]-t1 ( 1-��-�?��;-�:.m),. zm-n 
( /z /<1 and a, b �0, -1 ,  -2, . . .  -(m-1)) 

15.6. Riemann's Di:ft'erential Equation 

The hypergeometric differential equation 15.5.1 
with the (regular) singular points 0, 1 , m is a 
special case of Riemann's differential equation 
with three (regular) singular points a, b, c 

15.6.1 

d2w [1 -a-a' 1-(j-(j' 1-'Y-'Y'] dw dz2 + z-a-+ z-b + z-c dz 
+[aa'(a-b )(a-c) +(j[j'( b-c)(b-a) z-a z-b 

+n'(c-a)(c-b)J w 0 z-c (z-a)(z-b)(z-c) 

The pairs of the exponents with respect to the 
singular points a; b; c are a, a' ; (3, (3' ; 'Y, 'Y' respec
tively subject to the condition 

15.6.2 a+a' +f3+f3' +r+'Y' =1 

The complete set of  solutions of  15.6.1 is denoted 
by the symbol 

15.6.3 

w=P {: 
a ' (3'  'Y ' ·} b c 

'Y 

Special Cases of Riemann's P Function 

(a) The generalized hypergeometric function 

15.6.4 

w=P {: 
a' 

1 

·} 'Y 
(3' 'Y' 

(b) The hypergeometric function F(a, b; c; ZJ 

15.6.5 
00 

a 
b 

1 
0 

c-a-b ·} 
(c) The Legendre functions P�(z) , Q� (z) 

15.6.6 

w=P { -0!v 
!+!v 

(X) 1 
(1-z') -•} 0 

(d) The confluent hypergeometric function 

15.6.7 

w�P { :+: (X) c 

·} -c c-k 
0 k J-U 

provided lim c-?>oo . 
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Transformation F'ormulas for Riemann's P Function 

15.6.8 (•-•) (•
-c)

'

p r z-b z- b  
o / 

b c 
{3 'Y 

fJ' 'Y' 

z } �P { a:k 
b c 

·} {3-k-l 'Y+l 
a'+k {3' -k-l 'Y' + l 

15.6.9 pr b c 

•
} �P[: bl Ct 

·} {3 'Y {3 'Y 

a'  {3' 'Y' {3' 'Y ' 

where 

and A, B, C, D are arbitrary constants such that AD- BC-¥:0. 
Riemann's P function reduced to the hypergeometric function is 

15.6.ll p {: 
a' 

b 
{3 
{3' 

c 
'Y } (z-a)"' cz-c)'Y { 0 z = - - p 0 z-b z- b 

. a '-a 

� (z-a) (c- b) } 
(z-b) (c-a) 

'Y' -"( 

The P function on the right hand side is Gauss' hypergeometric function (see 15.6.5) . If it is replaced 
by Kummer's 24 solutions 15.5.3 to 15.5.14 the complete set of 24 solutions for Riemann's differential 
equation 15.6.1 is obtained. The first of these solutions is for instance by 15.5.3 and 15.6.5 

15.6.12 w=G::)" G=�Y F[ a+f3+'Y, a+fJ' +-r; l+a-a'; i:=:� i�=!G 
15.7. Asymptotic Expansions 

The behavior of F(a, b ; c ;  z) for large l zl is 
described by the transformation formulas of 15.3. · 

For fixed a, b, z and large le i  one has [15.8] 

15.7.1 

m (a) (b) zn F(a, b; c;  z) ='2: n n +O(Icl -m-1) n=O (c)n n !  

For fixed a, c, z, (c �O,  - 1 ,  -2, . . . , O<l •: l<l)  
and large l b l  one has [15.2] 

15.7.2 

F(a, b; c; z)=e-�""[r(c)/r (c-a)] (bz)-"[l +O(Ibzl -1) ] 
+[r(c)/r(a)] eb'(bz)"-c[l  +O(I bzl -1) ] ( -3;< arg (bz)<+'ll) 

15.7.3 
F(a, b; c; z)=et""[r(c)/r(c-a)] (bz)-"[l +O( I bzl -1)] 

+[r(c)/r(a)]eb•( bz )a-c[l  +OC I  bzl - 1) ] 
( -!11'< arg (bz)<J1r) 

For the case when more than one of the param
eters are large consult [15.2] . 
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16. Jacobian Elliptic Functions and Theta Functions 

Mathematical Properties 

Jacobian Elliptic Functions 

16.1.  Introduction 

A doubly periodic meromorphic function is 
called an elliptic function. 

Let m, m1 be numbers such that 

m+m1= l . 

We call m the parameter, m1 the complementary 
parameter. 

In what follows we shall assume that the param
eter m is a real number. Without loss of gen
erality we can then suppose that O:$m:$1  (see 
16.10, 16.ll) . 

We define quarter-periods K and iK' by 

16.1.1 

flf'/2 dfJ 
K(m) =K= Jo (l - m  sin2 fJ) ''2 ' 

. ' . ' ·J:If'/2 dfJ 
�K (m) =�K =�  (l · 2 fJ) 1;2 o - m1 sm 

so that K and K' are real numbers. K is called 
the real, iK' the imaginary quarter-period.  

We note that 

16.1.2 K(m) =K' (m1)=K' (l-m) . 

We also note that if any one of the numbers m, 
m11 K(m) , K' (m) , K'(m)/K(m) is given, all the 
rest are determined. Thus K and K' ca,n not 
both be chosen arbitrarily. 

In the Argand diagram denote the point!! 0, K, 
K+iK', iK' by s, c, d ,  n respectively. These 
points are at the vertices of a rectangle. The 
translations of this rectangle by XK, p.iK', where 
X, p. are given all integral values positive or nega
tive, will lead to the lattice 

.s .c .s .c 

.n .d .n .d 

.s .c .s .c 

.n .d .n .d 

the pattern being repeated indefinitely on all 
sides. 

Let p, q be any two of the letters s, c, d, n.  
Then p, q determine in the lattice a minimum 
rectangle whose sides are of length K and K' and 
whose vertices s, c, d, n are in counterclockwise 
order. 

Definition 

The Jacobian elliptic function pq u is defined by 
the following three properties. 

(i) pq u has a simple zero at p and a simple 
pole at q. 

(ii) The step from p to q is a half-period of pq u. 
Those of the numbers K, iK', K+iK' which differ 
from this step are only quarter-periods. 

(iii) The coefficient of the leading term in the 
expansion of pq u in ascending powers of u about 
u=O is unity. With regard to (iii) the leading 
term is u, 1/u, 1 according as u=O is a zero, a 
pole, or an ordinary point. 

Thus the functions with a pole or zero at the 
origin (i.e. , the functions in which one letter is s) 
are odd, and the others are even. 

Should we wish to call explicit attention to the 
value of the parameter, we write pq (ulm) instead 
of pq u. 

The Jacobian elliptic functions can also be 
defined with respect to certain integrals. Thus if 

16.1.3 f" d(J 
u= Jo (1 - m sin2 0) li2' 

the angle "P is called the amplitude 

16.1.4 !p=am u 

and we define 

16.1.5 

sn u=sin 1.{1, en u=cos 1.{1, 
dn u= ( l -m sin2 "P) 112=�("P) .  

Similarly all the functions pq u can be expressed 
in terms of "P· This second set of definitions, 
although seemingly different, is mathematically 
equivalent to the definition previously given in 
terms of a lattice. For further explanation of 
notations, including the interpretation, of such 
expressions as sn ("P\a) , en (u lm), dn (u, k) , see 17 .2. 
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16.2. Classification of the. Twelve Jacobian Elliptic Functions 

According to Poles and Half-Periods 

Pole Pole Pole 
iK' K + iK' K 

Half period i.K' sn u cd u de u 

Half period K+ iK' en u sd u ne u 

Half period K dn u nd u se u 

The three functions in a vertical column are 
copolar. 

The four functions in a horizontal line are 
coperiodic. Of the periods quoted in the last line 
of each row only two are independent. 

K'\ 
'\\� 

\\�U 
•, 

·· .... �, .. � 

FIGURE 16. 1 .  Jacobian elliptic junctions 
sn u, en u, dn u 

1 
m=2 

I( u 

The curve for on (ul!) is the boundary between those 
which have an inflexion and those which have not. 

2.5 
2.0 
1 .5 
1.0 
.5 

or-------�K------�2�K------�3K�------�4K-- u -.5 
-1.0 
-1.5 

-2.0 

FIGURE 16.2. Jacobian elliptic junctions 
ns u, nc u, nd u 

1 
m=2 

.5 

-1.0 

-1.5 

Pole 
0 

ns u 

ds u 

es u 

I ·. 

SCUi 
i I i i i 

Periods 2iK', 4K+ 4iK', 4K 

Periods 4iK', 2K+2iK', 4K 

Periods 4iK', 4K+ 4iK', 2K 

', \�u 
'" ............ _ _  

FIGuRE 16.3. Jacobian elliptic functions 
sc u, cs u, cd u, de u 

1 
m=2 

16.3. Relation of the Jacobian Functions to the 
Copolar Trio sn u, en u, dn u 

16.3.1 

16.3.2 

16.3.3 

cn u cd u=-
dn u 

sd u=8n u 
dn u 

1 
nd u=d n u  

dn u 1 
dc u=- ns U=--

cn u sn u 

1 
nc u=-- dn u 

ds u=--
en u sn u 
sn u cn u 

so u=-- cs u=--
cn u sn u 

And generally if p, q, r are any three of the letter s 
s, c, d, n, 

pq u=
pr u 
qr u 

16.3.4 

provided that when two letters are the same, e.g., 
pp u, the corresponding function is put equal to 
unity. 
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16.4. Calculation of the Jacobian Functions by 
Use of the Arithmetic-Geometric Mean 
(A.G.M.) 

For the A.G.M. scale see 17.6. 
To calculate sn (uim) , en (ujm) , and dn (ujm) 

form the A.G.M. scale starting with 

16.4.1 
terminating at the step N when eN is negligible to 
the accuracy required. Find lPN in degrees where 

and then compute successively IPN-t, IPN-2,  

IPI !  IPo from the recurrence relation 

16.4.3 

Then 
16.4.4 

sn (ujm) =sin IPo, en (ujm) =cos IPo 

dn (ui m) cos IPo 

571 

. . .  , 

16.4.2 From these all the other functions can be deter
mined. 

u 

16.5.1 0 

16.5.2 �K 2 

16.5.3 K 

16.5.4 1 (iK') 2 

* 16.5.5 1(K+ iK') 
2 

16.5.6 K+!(iK') 
2 

16.5.7 iK' 

16.5.8 !K+ iK' 
2 

16.5.9 K+iK' 

•see page n. 

16.s;, Special Arguments 

sn u en u 

0 1 

1 m11t
4 

(1 + mfl•)u• ( 1+m1111) 111 

1 0 

im-1H (I + mll•)ll• 

mil• 

2- tl>�m-tl•[(l +milt)!/' 
+i(t - m11•)11•] 

c:�r·( l - i) 

m-1/t - . c 1 - mll2y/l 
� mtts 

"' "' 

(1 - mtt/2)-t/� - · c�r· 
t 1 - m:t• 

m-Ila - i(mt/m) 112 

dn u 

1 

m1114 

m1112 

( 1 + m"') 1/t 

____!_ [ (l + m111t) IIS 
(

m 
r

· 
4 -i(l - m1112) 11•] 

( 1-milt) t/a 

CX> 

-imtt/t 
0 

16.6. Jacobian Functions when m=O or 1 

m=O m= 1 

16.6.1 sn (u\m) sin u tanh u 
16.6.2 en (u m) cos u sech u 
16.6.3 dn (uim) 1 sech u 

16.6.4 cd (uim) cos u 1 
16.6.5 sd (uim) sin u sinh u 
16.6.6 nd (uim) 1 cosh u 

16.6.7 de (u.\m) sec u 1 
16.6.8 llt} (u m) sec u cosh u 
16.6.9 sc: (uim) tan u sinh u 

16.6.10 nu (u,m) esc u coth u 
16.6.11 du (u m) esc u csch u 
16.6.12 cs (uim) cot u csch u 

16.6.13 atn (uim) u gd u 



16.8.1 sn 
16.8.2 en 
16.8.3 dn 

16.8.4 ed 
16.8.5 sd 
16.8.6 nd 

16.8.7 de 
16.8.8 ne 
16.8.9 se 

16.8.10 ns 
16.8.11 ds 
16.8.12 es 

16.7. Principal Terms 

When the elliptic function pq u is expanded in ascending powers of (u-K,) , where K, is one of 
0, K, iK', K+iK', the first term of the expansion is called the principal term and has one of the 
forms A, BX (u-K,) , 0+-(u-K,) according as K, is an ordinary point, ll. zero, or a pole of pq u. 
The following list gives these forms, where X means that the factor (u--K,) has to be supplied 
and +- means that the divisor (u-K,) has to be supplied. 

· 

K,= 

16.7.1 sn u 

16.7.2 en u 

16.7.3 dn u 
16.7.4 ed u 

16.7.5 sd u 

16.7.6 nd u 

16.7.7 de u 

16.7.8 ne u 

16.7.9 se u 
16.7.10 ns u 
16.7.11 ds u 
16.7.12 es u 

u - u  u + K  u - K  

sn u - sn u ed u ed u 
en u en u -m11i2sd u m11'2sd u 
dn u dn u mt112nd u m1112nd u 

ed u ed u -sn u sn u 
sd u - sd u m1-l/2en u m1-t/2en u 
nd u nd u m,-1i2dn u m,-ti2dn u 

de u de u - ns u ns u 
ne u ne u - m,-ti2ds u m,-ti2ds u 
sc u -se u - m1-1i2es u - m.-t/2es u 

ns u - ns u de u -de u 
ds u -ds u m1ti2ne u -m,1i2ne u 
es u - es u -m,1i2se u -m1112se u 

0 K iK' 

I X  I m-t/2-;-

I - mi112 X - im-112-;-

I . m,112 � i+ 
I - I X  m-1/2 

I X  m1-112 im-112 

I m1-l/2 i X  

I - I +  ml/2 

I - m1-112+ im112 X 

I X  m1-112-;- i 
I +  1 m112 X 
I +  m1t/2 - imt/2 
1 + - mi112 X - i  

16.8. Change of Argument 

K - u  

e d  u 
m,li2sd u 
m1ti2nd u 

sn u 
m,-ti2en u 
m,-ti2dn u 

ns u 
m1-ti2ds u 
m1-t/2es u 

de u 
m11i2ne u 
m,1'2se u 

u + 2K 

-sn u 
-en u 

dn u 

- ed u 
-sd u 

nd u 

- de u 
-ne u 

se u 

-ns u 
-ds u 

es u 

u 2K 

-sn u 
-en u 

dn u 

- ed u 
-sd u 

nd u 

- de u 
-ne u 

se u 

- ns u 
-ds u 

es u 

K+ iK' 

m-1/2 

. (m')'/2 
- �  � 

m 
im1112 X 
- m-112-;-

1 -i---+ 
(mm1) 112 

- im,-1/2 -;-

mli2 X 

i c:J'2 

imc11z 
ml/2 
i (mm1)112 X 
- imtt/2 

2K-u 

sn u 
-en u 

dn u 

- ed u 
sd u 
nd u 

- de u 
-ne u 
- sc u 

ns u 
ds u 

- es u 

u + iK' 

m-1i2ns u 
-im-112ds u 
-ies u 

m-1i2de u 
im-1i2ne u 
ise u 

m1'2ed u 
im1i2sd u 
ind u 

m112sn u --im112en u 
-idn u 

u + 2iK' u + K + iK' 

sn u m-ti2de u 
-en u -im1li2m-ti2ne u 
-dn u im1ti2se u 

ed u - m-ti2ns u 
-sd u -im,-tl2m-ti2ds u 
-nd u -im.-1'2es u 

de u - m1i2sn u 
--'ne U im1-ti2m112en u 
- sc u im1-ti2dn u 

ns u m1i2ed u 
-ds u im11/2mti2sd u 
-es u --im11i2nd u 

u + 2K 
+ 2iK' 

-sn u 
en u 

-dn u 

- ed u 
sd u 
nd u 

-de u 
ne u 

- sc u 

__.ns u 
ds u 

-es u 

Cll "'-l tv 

� 
8 Ill � 
t."'.. 
t:: 
� 
(j 

� 
� .... 0 
� 
rp 

� 0 

� >'3 > 

I 
rp 
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16.9. Relations Between the Squares o:f the 
Functions 

16.9.1 -dn2u+m1 = -m cn2u=m sn2u-m 

16.9.2 -mtnd2u+mt = -mmtsd2u=m cd2u-m 

16.9.3 mtsc2u+mt =mtnc2u=dc2u-m 

16.9.4 cs2u+mt =ds2u=ns2u-m 

In using the above results remember that 
m+mt = l. 

If pq u, rt u are any two of the twelve func:tions, 
one entry expresses tq2u in terms of pq2u and 
another expresses qt2u in terms of rt2u. Since 
tq2u . qt2u= 1 ,  we can obtain from the tablle the 
bilinear relation between pq2u and rt2u. Thus 
for the functions cd u, sn u we have 

16.9.5 1 - m  cd2u nd2u , dn2u= 1 - m  sn2u ml 

and therefore 

16.9.6 (1 -m cd2u) (1 -m sn2u) =mt. 

16.10. Change of Parameter 
Negative Parameter 

If m is a positive number, let 

16.10.1 

16.10.2 

16.10.3 

16.10.4 

m 1 u p= 1 + m' J.lt=1 + m' v= p1l 

sn (u/ - m) =�-L1lsd (v/p) 

en (u/ - m) =cd (v/IL) 

dn (u/ -m) =nd (v/p) . 

16.ll. Reciprocal Parameter (Jacobi's Real 
Transformation) 

16.ll.1 

16.11.2 

16.ll.3 

16.11.4 

sn (u/m) =pll2sn (V/J.�) 

en (u/m) =dn (v/1-') 

dn (u[m) =cn (v/J.�) 

Here if m>l then m-1 =J.�< L  
Thus elliptic functions whose parameter i1� real 

can be made to depend on elliptic functions whose 
parameter lies between 0 and 1 .  

16.12. Descending Landen Transformation 
(Gauss' Transformation) 

To decrease the parameter, let 

16.12.1 

then 

16.12.2 

16.12.3 

16.12.4 

sn (u/ m) (l +p112) sn (v/J£) 
1 + 1-'112 sn2 (vii-I) 

en (u/ m) en (v/J£) dn (v/p) 
1 +�-L112 sn2 (v/IL) 

Note that successive applications can be made 
conveniently to find sn (u/m) in terms of sn (v/1-L) 
and dn (u/m) in terms of dn (v/J£), but that the 
calculation of en (u/m) requires all three functions. 

16.13. Approximation in Terms of Circular 
Functions 

When the parameter m is so small that we may 
neglect m2 and higher powers, we have the 
approximations 

16.13.1 

sn (u/m) �sin u-i m(u-sin u cos u) cos u 

16.13.2 

cn (u /m) �cos u+i m(u-sin u cos u) sin u 

16.13.3 dn (u/m) � 1-� m sin2 u 

16.13.4 am (u/m) �u-� m(u-sin u cos u). 

One way of calculating the Jacobian functions 
is to use Landen's descending transformation to 
reduce the parameter sufficiently for the above 
formulae to become applicable. See also 16.14. 

16.14. Ascending Landen Transformation 

To increase the parameter, let 

4 mtt2 (1 - mtt2)2 u 16.14.1 1-1 (l + mtt2) 2' �-'t= 1 + mtt2 , v=1 +1L1tt2 

16.14.2 sn (u/ m) (l + J.�1 112) sn (��)(��J.Iiv
/J.£) 

16.14.4 
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Note that, when successive applications are to 
be made, it is simplest to calculate dn (u/m) since 
this is expressed always in terms of the same func
tion. The calculation of en (ujm) leads to that of 
dn (v/J.t) . 

The calculation of sn (ujm) necessitates the 
evaluation of all three functions. 

16.15. Approximation in Terms of Hyperbolic 
Functions 

When the parameter m is so close to unity that 
m12 and higher powers of m1 can be neglected we 
have the approximations 

16.15.1 

sn (u/m) � tanh u+�m1 (sinh u cosh u-u) sech2 u 

16.15.2 

en (ujm) �sech u -i m1 (sinh u cosh u-u) tanh u sech u 

16.15.3 

dn (ujm) �sech u 

+� m1 (sinh u cosh u+u) tanh u sech u 

16.15.4 

am (ujm) :::::gd u+� m1 (sinh u cosh u-u) sech u. 

Another way of calculating the Jacobian func
tions is to use Landen's ascending transformation 
to increase the parameter sufficiently for the above 
formulae to become applicable. See also 16.13. 

16.16. Derivatives 

Fune- Derivative 
tion 

16.16.1 sn u en u dn u 
16.16.2 en u -an u dn u Pole n 
16.16.3 dn u - m  sn u en u 

16.16.4 cd u - m, sd u nd u 
16.16.5 sd u cd u nd u Pole d 
16.16.6 nd u m sd u cd u  

16.16.7 de u m, se u ne u 
16.16.8 ne u se u de u Pole e 
16.16.9 sc u de u ne u 

16.16.10 ns u - ds u cs u  
16.16.11 ds u - cs u ns u  Pole s 
16.16.12 cs u - ns u ds u 

Note that the derivative is proportional to the 
product of the two copolar functions. 

16.17. Addition Theorems 

16.17.1 sn(u+v) 

sn u · cn v ·dn v+sn v · cn u ·dn u 
1-m sn2u · sn2v 

16.17.2 cn(u+v) 
en u . en v-sn u . dn u . sn v · dn v 

1-m sn2u 'sn2v 

16•17•3 dn(u+v) 
dn u ·dnv- msnu · cnu · snv . cntJ 

1 - msn2u · sn2v 

Addition theorems are derivable one from 
another and are expressible in a great variety of 
forms. Thus ns(u+v) comes from 1/sn(u+v) in the 
form (1 -msn2u sn2v) I (sn u en v dn v+sn v en udn u) 
from 16�17.1. 

Alternatively ns(u + v) =m1'2sn { (iK'-u) -v} 
which again from16.17.1 yields the form (ns u cs v dsu 
-ns v cs uds v)/(ns2u-ns2v) .  

The function pq(u+v) is a rational function of 
the four functions pq u, pq v, pq'u, pq'v. 

16.18. Double Arguments 

16.18.1 sn 2u 

2sn u . en u · dn u 2sn u · en u · dn u 

16.18.2 en 2u 

cn2u-sn2u · dn2u cn2u-sn2u · dn2u 
1 -msn4u cn2u+sn2u . dn2u 

16.18.3 dn 2u 

16.18.4 

16.18.5 

16.19.1 

16.19.2 

16.19.3 

dn2u- msn2u · cn2 u dn2u+cn2u(dn2u- 1) 
l �msn4u dn2u-cn2u(dn2u-l )  

l-en 2u sn2u · dn2u 
l +cn 2u cn2u 

1-dn 2u 
l +dn 2u 

16.19. Half Arguments 

2 
l-en u 

sn tu l +dn u 

2.1. dn u+cn u 
en 2"u 

l +dn u 

d 2 1 mr+dn u+mcn u 
n � u  l +dn u 

16.20. Jacobi's Imaginary Transformation 

16.20.1 

16.20.2 

16.20.3 

sn(iulm)=isc(u/ m,) 

cn(iu! m)=nc(u! m,) 

dn(iu! m)=dc(ul m,) 
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16.21. Complex Arguments 

With the abbreviations 
16.21.1 
s=sn(xj m) , c=cn (xj m) , d=dn(xj m) , St=sn (y!mt) ,  

c1=cn(yj m1) ,  dt=dn(y! mt) 

16.21.2 sn (x+iyjm)  S · d1 +ic · d · St · Ct 
c�+ ms2 • s� 

16.21.3 cn (x+iyj m) C • Ct-iS · d • 81 · d1 
c�+ ms2 • s� 

16.21.4 dn (x+iy! m) d · Ct · d1-ims · c · St 
ci+ ms2 • s� 

16.22. Leading Terms of the Series in Ascending 
Powers of u 

16.22.1 
ua us sn (uj m) =u- (1 + m) 31 + (1 + 14m+ m2) 51 

16.22.2 

7 
- (1 + 135m +135m2+ m3) i1 + . . . 

u2 u4 cn (uj m) = l -21 + (1 +4m) 41 
u6 - (1 +44m+ 16m2) 61 + . . .  

16.22.3 
u2 u4 dn(uj m) = l - m  21 + m(4+ m) 41 

uo m(16+44 m + m2) 61 + . . .  

16.23.6 
7r 27r Q) II qll nd (uj m) =2 112x+ 112K :E (- 1) l + n2" cos 2nv ml ml n- 1 � 

16.23.7 

de ( u I m) = 2� sec v 

16.23.8 

27r "" 
II tfll+i 

+K :E (-1) 1 _ 211+1 cos (2n+1)v 
n•O q 

7r nc (ujm)=2mf'2K sec v 

16.23.9 

27r "" q211+1 
- 112K :E (-1)11 

1+ 211+1 cos (2n + 1)v m1 n•O q 

7r sc (u !m) =2mf'2K tan v 

16.23.10 

27r Q) q211 . 
+ t12K :E (-1) 11 

I +  2,. sm 2nv ml n•l q 

7r 27r Q) q211+1 
ns (ui m) =2K csc v-K � l - q211+1 sin (2n+l)v 

16.23.11 
7r 27r "" q211+l . ds (u !m) =2K csc v-K t.;t, 1 +q211+t sm (2n+l)v 

16.23.12 
7r 27r .. tf" . 

' 

cs (u jm) =2K cot v-K � l+ q2,. sm 2nv 

16.24. Integrals of the Twelve Jacobian Elliptic 
Functions 

16.24.1 fsn u du=m-112 ln (dn u- m112cn u) 

16.24.2 fen u du=m-112 arccos (dn u) 
No formulae are known for the general eoeffi-

cients in these series. 16.24.3 fdn u du= arcsin (sn u) 

16.23. Series Expansions in Terms of the Nome 
q=e-"K' !K and the Argument V=7rU/(2l{) 

16.24.4 fed u du=m-112 1n (nd u+m112sd u) 

16.24.5 fsd u du= (mm1)-112 arcsin ( -m112cd u) 

16 23 1 Sn (•• J m) - 21r � qn+112 
81·n (2n + l)v 16.24.6 fnd u du=mt-1 12 arccos (cd u) • • "' - l/2K £....J 1 2n+l · 

m ,.,o - q 

27r "" qn+l/2 16.23.2 en ( u! m) = 112K :E 1 + 2,.+ 1 cos (2n+ 1 )v m ,.,o q 

7f' 27r ., qn 
16.23.3 dn (uj m)=2K+K � I + q2" cos 2nv 

16.23.4 

- 27f' "" (-l) "q"+l/2 
cd (uj m) - 112K � 1 211+1 cos (2n+1)v m n•o - q 

16.23.5 

16.24.7 f de u du=ln (nc u+sc u) 

16.24.8 fnc u du= mi112 1n (de u+m�12sc u) 

16.24.9 fsc u du=m].112 In (de u+mi12nc u) 

16.24.10 fns u du=ln (ds u-cs u) 

16.24.11 f ds u du=ln (ns u-cs u) 
16.24.12 fcs u du=ln (ns u-ds u) 

In numerical use of the above table certain re· 
strictions must be put on u in order to keep the 
arguments of the logarithms positive and to avoid 
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trouble with many-valued inverse circular func
tions. 

16.25. Notation for the Integrals of the Squares 
of the Twelve Jacobian Elliptic Functions 

16.25.1 

16.25.2 

Pq u= iu pq2t dt when q �s 

Ps u= J:" (pq2t-�) dt-� 

Examples 

Cd u= iu cd2t dt, Ns u= J:u(ns2t-�)dt-� 

16.26. Integrals in Terms of the Elliptic Inte
gral of the Second Kind (see 17 .4) 

16.26.1 mSn 1.t= -E(u) +u 

16.26.2 mCn u=E(u) -m,u 

16.26.3 Dn u=E(u) 
16.26.4 mCd u= -E(u) +u+msn u cd u 

16.26.5 

mm1Sd u=E(u) -m1u-msn u ed u 

16.26.6 m1Nd u=E(u) -msn u cd u 

16.26.7 De u= -E(u) +u+sn u de u 

16.26.8 

m1Nc u= -E(u) +m1u+sn u de u 

16.26.9 m1Sc u= -E(u) +sn u de u 

16.26.10 

16.26.ll 

Ns u= -E(u) +u-en u ds u 

Pole n 

Pole d 

Pole e 

Ds U= -E(u) + m,u-cn u ds u Pole s 

16.26.12 Cs U = -E(u) -en u ds u 

All the above may be expressed in terms of 
Jacobi's zeta function (see 17.4.27) . 

E Z(u) =E(u) -Ku, where E=E(K) 

16.27. Theta Functions; Expansions in Terms 
of the Nome q 

16.27.1 
CD 

191 (z, q) =191 (z) =2q"4� ( - 1 )"q"<n+l> sin (2n+ l)z 
n-o 

16.27.2 
CD 

t12(z, q) =t12(z) =2q114 :2: qn<n+t> cos (2n+1)z  
n•O 

CD 2 16.27.3 t13(z, q) =t13(z) = 1 +2 � q" cos 2nz 
n = l  

16.27.4 

t14 (z, q) =t14(z) = 1 +2 ± (-l) "qn2 cos 2n·z 
n = !  

Theta functions are important because every 
one of the Jacobian elliptic functions can be ex
pressed as the ratio of two theta functions. 
See 16.36. 

The notation shows these functions as depend
ing on the variable z and the nome q, /q/ < 1 .  
In this case, here and elsewhere, the convergence 
is not dependent on the trigonometrical terms. 
In their relation to the Jacobian elliptic functions, 
we note that the nome q is given by 

where K and iK' are the quarter periods. Since 
q=q(m) is determined when the parameter m is 
given, we can also regard the theta functions as 
dependent upon m and then we write 

t1a(Z, q) = t?a(z /m) , a= 1, 2, 3, 4 

but when no ambiguity is to be feared, we write 
t1a (z) simply. 

The above notations are those given in Modern 
Analysis [16.6]. 

There is a bewildering variety of notations, for 
example the function t14(z) above is sometimes 
denoted by t10(z) or t?(z) ;  see the table given in 
Modern Analysis [16.6]. Further the argument 
u=2Kz/Tr is frequently used so that in consulting 
books caution should be exercised. 

16.28. Relations Between the Squares of the 
Theta Functions 

16.28.1 t?Hz)t?HO) =t?�(z) t?� (O) -t1�(z)t1:(o) 

16.28.2 t?Hz)t?!(O) =t?;(z)t?HO) -t1Hz)t1�(o) 

16.28.3 t?Hz)t?�(O) =t?�(z) t?i(O) -t?Hz)t?�(O) 

16.28.4 t?!(z) t?!(O) =t?i(z)t?�(O) -t?l(z)t?�(O) 

16.28.5 

Note also the important relation 

16.28.6 t?� (0) =t12(0)t1a(O)t14(0) or t?� =t?2t?at14 

16.29. Logarithmic Derivatives of ' the Theta 
Functions 

t?� (u) "' q2n . 
16.29.1 �( ) 

=cot u+4 � 
1

-------y,; sm 2nu 
v1 U n • !  - q  
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16.29.2 

tJ;(u) = -tan u+4 ± (-1)"  1 
q2" 

2,. sin 2nu 
iJ-2(u) n=l - q 

16.29.3 ��(
(
u)

) =4 ± (- 1) " 1 
q"

n2n sin 2nu 
va U n•l - ':1.  

16.29.4 ��(
(
u)

) =4 ± 1 q" 
2,. sin 2nu 

v4 U n•l - q 
16.30. Logarithms of Theta Functions of Sum 

and Difference 
16.30.1 

In f}1 (a+/3) ln s
in (a+/3) 

tJ1 (a.-fJ) sm (a.-fJ) 

16.30.2 

co 1 q2n 
+4 � - -1 2,. sin 2na sin 2nfJ 

n• l  n -q 

In  tJ2(a.+fJ) In 
cos (a.+fJ) 

tJ2(a.-fJ) cos (a.-fJ) 

16.30.3 

., (-1)"  q2" 
+4 � -- -1 211 sin 2na sin 2nfJ 

n•l n - q  

i} ( +tJ) .. (-1)"  "" 
In 3 a "" 4 � -- __ :�. - sin 2 na. sin :2nfJ 

tla(a.-fJ) n-1 n 1 - q2" 

16.30.4 

In tJ,(a.+fJ) 4 ± ! 
1 

<J.�" sin 2na. sin 2nfJ {},(a.-fJ) n-1 n - ':1. 
The corresponding expressions when fJ=i'Y are 

easily deduced by use of the formulae 4.3.5fi and 
4.3.56. 

16.31. Jacobi's Notation for Theta Functions 

16.31.1 8(u j m) = 8(u)=tJ4(v) , 
7rU V=2K 

16.31.2 81 (u jm)= 8, (u) =tla(v) = 8(u+K) 

16.31.3 H(uj m) = H (u)={}1 (v) 

16.31.4 H1 (u jm) = H1 (u)= tJz(v) = H(u+K) 

16.32. Calculation of Jacobi's Theta Function 
8 (ujm) by Use of the Arithmetic-Geometric 
Mean 

Form the A.G.M. scale starting with 

16.32.1 

terminating with the Nth step when eN is negligible 
to the accuracy required. Find lPN in degrees, 
where 

16.32.2 

and then compute successively IPN-t, IPN- 2, . . •  , 

1{1, , IPo from the recurrence relation 

16.32.3 

Then 

16.32.4 

1 0 ( I ) 1 1 2 m�12K(m)
+

1
l 

cos {tp1-¢to) n � u m =- n - n 2 7r 2 cos ¢'o 
1 1 

+4 In sec (2tp0-�Pt) +s In sec (2tp1-IP2) + . . .  

1 
+2N+I ln SeC ('2fJN-l-IPN) 

16.33. Addition of Quarter-Periods to Jacobi's Eta and Theta Functions 

u 

16.33.1 
H(u) 

16.33.2 
Ht(U) 

16.33.3 
8t (U) 

16.33.4 
8(u) 

where 

- u  u + K  u + 2K 

- H (u) Ht (U) - H(u) 

Ht (U) - H(u) - Ht (U) 

8t(U) 8(u) 8t (U) 

8 (u) 8t(U) E)(u) 

M(u) =[exp ( -;�)J q-t, 
N(u)=[exp ( -7r};)] q- 1 

u + iK' u + 2iK' u + K + iK' u+ 2K+ 2iK' 

iM(u) 0(u) - N(u) H(u) M(u) 8t (u) N(u) H(u) 

M(u) 8t (U) JV(u) Ht (U) - iM(u) 8 (u) - N(u) Ht (u) 

M(u)Ht (u) N(u) 8t(U) iM(u)H (u) N(u) 8t(U) 

iM(u) H(u) - N(u) 8(u) M(u) H1 (u) - N(u) 0(u) 

H(u) and H1 (u) have the period 4K. 8(u) and 
e, (u) have the period 2K. 

2iK' is a quasi-period for all four functions, 
that is to say, increase of the argument by 2iK' 
multiplies the function by a factor. 
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16.34. Relation of Jacobi's Zeta Function to the 
Theta Functions 

16.34.1 

16.34.2 

16.34.3 

16.34.4 

0 
Z(u) =cm ln e(u) 

t'J' (7rU) 
Z(u) =_!_ 1 2K 

2K t'J (7rU) 
I 2K 

cn u dn u  
sn u 

sn u en u 
m �d=-n-u-

16.35. Calculation of Jacobi's Zeta Function 
Z( ulm) by Use of the Arithmetic-Geometric 
Mean 

Form the A.G.M. scale 17.6 starting with 

16.35.1 ao= 1 1 bo= ..j m1, Co= {iii 
terminating at the Nth step when CN is negligible 
to the accuracy required. Find qJN in degrees 
where 

16.35.2 

and then compute successively qJN-1 ! qJN-2, • • •  , 
Ifill lflo from the recurrence relation 

16.35.3 

Then 

16.35.4 

• ( ) Cn • sm 21Pn-1-lfln =- sm lfln· 
an 

Z(ulm)=cl sin �+c2 sin qJ2+ . . .  +eN sin qJN. 

16.36. Neville's Notation for Theta Functions 

These functions are defined in terms of Jacobi's 
theta functions of 16.31 by 

16.36.1 H (u) H (u+K) t'J
,(u)==

H ' (O)' t'Jc(u) H(K) 

16.36.2 
e(u+K) e(u) 

t'Jti(U) 
e(K) I t'Jn(U)= e (o) ' 

If X, p. are any integers positive, negative, or 
zero the points Uo+ 2xK+2p.iK' are said to be 
congruent t o  UQ. 

t'J9 (u) has zeros at the points congruent to 0 
t'lc(u) has zeros at the points congruent to K 
t'J11(u) has zeros at the points congruent to iK' 
t'Jtl(u) has zeros at the points congruent to 

K+iK' 

Thus the suffix secures that the function t'J11(u) 
has zeros at the points marked p in the intro
ductory diagram in 16.1.2, and the constant by 
which Jacobi's function is divided secures that the 
leading coefficient of t'J11(u) at the origin is unity. 
Therefore the functions have the fundamentally 
important property that if p, q are any two of the 
letters s, c, n, d, the Jacobian elliptic function 
pq u is given by 

16.36.3 pq u= !;�:� · 

These functions also have the property 

16.36.4 

16.36.5 

mj"114t'Jc(K -u) =t'J,(u) 

mj"114t'Jt�.(K-u) =t'Jn(u) , 

for complementary arguments u and K-u. 
In terms of the theta functions defined in 16.27, 

let v= n/(2K), then 

2Kt'J1 (v) t'J2 (v) 16.36.6 t'J,(u) tJ�(O) 1 
t'lc(u)= t'J2(0) 

16.36.7 

1 .2 

-.5 

•1.0 
•1 .2 

K\ 

\ 
� ... 

-8-c (�)··· •. . • . .  -/ 

FIGURE 16.4. NBville's theta junctions 
t'J,(u), t'Jc(u) , t'J.,(u) , t'Jn(u) 

1 
m=2 
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1.0 

.5 

\ 
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\ 
\ 

\ 
----� \ 

\ 
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\ 
\ 

d..9..ln..9'n(u) \ u \ 
�----��----��----��-----�u 

-.5 

-1.0 

K \  
\ 
\ . d 

\ du In �5(u) 
\ 

4K 

FIGURE 16.5 . Logarithm� derivatives of theta 
junctions 

d d 
du lnD,(u) , du ln D,(u) 

1 m=2 
16.37. Expression as Infinite Products 

q= q( m) , V=?rU/ (2K) 
16.37.1 

D. (u)= _q_ sin v IT (1-2q2" cos 2v+q4") ( 
16 )1/6 .. 
mm1 n=1 

16.37.2 

Dc(U)= q I cos v n (1+2q2" cos 2v+q4") (16 mt/2)1/6 "' 

m. n = l  

16.37.3 (mm )1/12 .. Dd(u) =  --1 IT (1+2q2"-1 cos 2v+q4"-·2) 16q n = l  

16.37.4 

( 
m )1112 .. D,(u)=  --2 IT (1-2q2"-1 cos 2v+q4"-2) 16qmt n=l 

16.38. Expression as Infinite Series 

Let V=7rU/(2K) 
16.38.1 

[27rq1/2 J 1/2 .. 16.38.2 D.(u) =  m112K 
� qn<n+ll cos (2n#-1)v 

[ 1r J 1/2 .. 2 16.38.3 Dd(u)= 2K { 1 +2� q" cos 2nv} 

16.38.4 

16.38.5 (2K/7r)112= 1+2q+2q4+2q9+ . . .  =t13(0, q) 

16.38.6 

(2K'/1r)l12= 1+2q1+2qt+2q!+ . . .  =Da(O, !Zt) 
16.38.7 

16.38.8 

Numerical Methods 

16.39. Use and Extension of the Tables 

Example 1. Calculate nc (1 .99650 1 .64) to 4S. 
From Table 17.1, 1 .99650=K+ .OOI . From th!'l 

table of principal terms 
nc u=-m!112/(u-K)+ . 

- ( 36) - 1/2 nc (K+ .001 I .64) ·.001 + . . .  

=-10000+ 6 . . .  

=-1667+ . . .  
and since the next term is of order .00 1 this value 
-1667 is correct to at least 4S. 

Example 2. Use the descending Landen trans
formation to calculate dn (.20 1 . 19) to 6D. 

Here m= . 19, ml'2= .9 and so from 16.12.1 

Also 

-( 1 
)2 1 + 1/2 20 p.- 19 ' P. = 19' v= . 19. 

which is negligible. 
From 16.12.4 

dn2 [. 1 9 I C�Y]-(1 -�) 1 dn(.20 I . 1 9) =
c l.)- 2 [ I (.!.)2]·: 1 + 19 dn . 19 19 : 

Now from 16.13.3 

dn [. 19 1 (119)]=.999951 

whence dn (.20 1 . 19)= .996253. 
Example 3. Use the ascending Landen tr�ns

formation to calculate dn (.20 1 .81 )  to 5D. 
From 16.14.1 

4(.9) 360 ( 
1 )2 p.= (1 .9) 2=361 ' P.t= 19 

20 19 1+p.f12= 19, v=20x .2o= .19, 

p.� is negligible to 4D. Thus 
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1 9  dnz( . 19 1 ;)+� 
dn (.20 j .81) =20x ( 1 360) · 

Example 4. Use the ascending Landen trans
formation to calculate en ( .20 j .81 )  to 6D. 

From 16.15.3 

dn . 1 9  
361 

Using 16.14.4, we calculate dn (.20 j .81)  and 
deduce en ( .20 j .81)  from 16.14.3 settling the sign 
from Figure 16.1 .  

dn ( . 19 1 ���)= sech ( . 19) +ix3�1 tanh . 19 sech .19 

[sinh . 19  cosh .19+.19] 

= .982218+ix3�1 ( . 187746) (.982218) 

[ ( . 191 145) (1 .01810) + .19] 
1 1 

As in the preceding example, we reduce the 

calculation of dn ( .20 j .81)  to that of dn ( . 19 1 ��i} 
when 

dn ( . 19 1 ;:D= .982267 

dn (.20 j .8 1 ) = .984056 

= .982218+4x361 ( . 1 84408) [ .384605] en ( .20j .8 1 ) = .980278. 

= .982218+ .000049= . 982267. 

Thus dn (.20 J .81 ) = .98406. 

Example 5. Use the A.G.M. scale to compute de (.672J .36) to 4D. 

From 16.9.6 we have dc2(.672J .36) = .36+ l -sn2(�72 1 .36) . We now calculate sn (.672 j .36) by the 

method given in 16.4. Form the A.G.M. scale 

n an bn Cn � """ sin """ sin (2'Pn-1 - ,.,.) 

0 1 . 8  
r . 9  . 89443 
2 . 89721 . 89721 
3 . 89721 . 89721 0 

a,. 

. 6  . 6  

. 1 . 1 1 1 1 1  

. 00279 . 003 1 1  
0 

. 65546 
1. 2069 
2. 4 1 1 7  
4 .  8234 

'Pn = 2"anu <Pa= 23(.89721) (.672) = 4.8234 
��ontinuing until Cn=O to 5D. 

. 60952 
. 93452 . 10383 
. 66679 . 00207 

-. 99384 0 

Then complete as indicated in 16.4 to find rp0 and so sn u and hence de u, 
<,00= .65546 sn u= .60952 de u= 1 . 1740. 
Example 6. Use the A.G.M. scale to compute 8 (.6 j .36) to 5D. 

We use the method explained in 16.32 with ao= l ,  b0= .8,  c0= .6 .  
Computing the A.G.M. as explained i n  17.6, w e  find 

(Foi: values of an, bn� en, see Example 5.) 

2'Pn-1 - 'Pn 

. 10402 

. 00207 
0 

n """ sin """ sin (2,.,.-1 - ,.,.) 2,.-1 - 'Pn sec (2,.-1- ,.) 1 
2 ,.+1 ln sec (2'Pn-1- <Poo) 

0 . 58803 . 55472 
1 1. 0780 . 88101 . 09789 . 09805 1. 0048 
2 2. 1533 . 83509 . 00260 . 00260 1. 
3 4. 3066 -. 91879 0 0 1 .  

:tnd then complete the calculation outlined in 16.32 to give 

ln 8 (uJm) - .05734 + .02935+ .00 120 
= - .02679 

e (uJm) = .97357 . 

The series expansion for e is preferable. 

. 00120 
0 
0 
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Example 7. Use the q-series to compute 
cs (.53601 62 1 .09) .  

Here we use the series 16.23.12, K= 1 .60804 862, 
1rU 1r d' oo q= .00589 414, v=2K=6ra tans or 3 . 

Since if is negligible to 8D, we have to 7D 
cs (.53601 62 j .09) 

1r oo 2r{ q2 • 60o} =2K cot 3 -K 1 + q2 sm 

= (.97683 3852) (1 .73205 081) 
-3.90733 541 [  (.00003 4740) (.86602 .5404) 1 
= 1 .69180 83 . 

Example 8. Use theta functions to compute 
sn ( .61802 j .5) to 5D. 

Here K(!) =1 .85407 

Thus 

.61802 X90o=30o 
1 .85407 

sin2 a= 1/2 ,  a=45°. 

sn ( .61802j .5) tJ, (30°\45°) 
t1n(30°\45°) 
.59128 

1 .04729 = ·56458 
from Table 16.1. 

Example 9. Use theta functions to compute 
sc (.61802 j .5) to 5D. 

As in the preceding example 

so that 
E0=30°, ot0=45° 

t1,(30°\45°) SC (.61802j .5) f1c(30o\450) • 
We use Table 16.1 to give 

t1, (30°\45°) = .59128 
(sec 45°)ltJc(30°\45°) = 1 .02796. 

Therefore 

sc (.6 1802 j .5) =l����� (sec 45°)l 

= .68402. 
Example 10. Find sn (.75342 j .7) by inverse 

interpolation in Table 17 .5. 
This method is explained in chapter 17, Example 

7. 
Example 11. Find u, given that cs (u j .5) = .75. 
From 16.9.4 we have 

Thus 
sn2 (uj .5 )= .64 

and 
sn (uj .5) = .8. 

We have therefore replaced the problem by 
that of finding u given sn (ujm), where m is known . 
If 1,0=am u 

sin <,O=Sn u and so 

<,0= .9272952 radians or'53 . 13010°. 
From Table 17 .5, 

u=F(53. 13010°\ 45°) = .99391 .  
Alternatively, starting with the above value of 

<P we can use the A.G.M. scale to calculate F(<P\a.) 
as explained in 17.6. This method is to be pre
ferred if more figures are required, or if a differs 
from a tabular value in Table 17 .5. 

References 
Texts 

[ 16. 1) A. Erdelyi et a!., Higher transcendental functions, 
vol. 2 ( McGraw-Hill Book Co., Inc., New York, 
N.Y., 1953) . 

[ 16.2) L. V. King, On the direct numerical calculation of 
elliptic functions and integrals (Cambridge 
Univ. PrE)ss, Cambridge, England, 1924) . 

[16.3) W. Magnus and F. O berhettinger, Formulns and 
theorems for the special functions of mathe
matical physics (Chelsea Publishing Co. , New 
York, N.Y., 1949). 

[16.4] E. H. Neville, Jacobian elliptic functions, :2d ed. 
(Oxford Univ. Press, London, England, 1951) . 

[16.5) F. Tricomi, Elliptische Funktionen (Akademische 
Verlagsgeselll:'chaft, Leipzig, Germany, 1948) . 

[16.6) E. T. Whittaker and G. N. Watson, A course of 
modern analysis, chs. 20, 21, 22, 4th ed. (Cam
bridge Univ. Press, Cambridge, England, 1952) . 

Tables 

[16.7) E. P. Adams and R. L. Hippisley, Smithsonian 
mathematical formulae and tables of elliptic 
functions, 3d reprint (The Smithsonian Institu
tion, Washington, D.C., 1957) . 

[16.8) J. Hoiiel, Recueil de formules et de tables nume
riques (Gauthier-Villars, Paris, France, 1901) .  

[16.9) E. Jahnke and F.  Emde, Tables of  functions, 4th 
ed. (Dover Publications, Inc., New York, N.Y., 
1945) . 

(16. 10) L. M. Milne-Thomson, Die elliptischen Funktionen 
von Jacobi (Julius Springer, Berlin, Germany, 
1931).  

[16. 1 1 )  L. M .  Milne-Thomson, Jacobian elliptic function 
tables (Dover Publications, Inc. , New York, 
N.Y., 1956) . 

[16. 12) G. W. and R. M. Spenceley, Smithsonian elliptic 
function tables, Smithsonian Miscellaneous Col
lection, vol. 109 (Washington, D.C., 1947). 



582 JACOBIAN ELLIPTIC FUNCTIONS AND THETA FUNCTIONS 

Table 1 6. 1  THETA FUNCTIONS 

t98 ( e\a) e\a 0' 5' 10' 15' 20' 25' aje 1 
o ·  0.00000 0000 0.00000 0000 0. 00000 0000 o.ooooo 0000 o. 00000 0000 o.ooooo 0 000 9o• . 
5 0.08715 5743 o. 08732 1 966 0.08782 4152 0.0886 7 3070 0.08988 7414 0.09149 5034 85 

10 0.1 7364 8178 0.17397 9362 0.1 7497 9967 0.17667 1 584 0.17909 1 708 0.18229 6223 80 
15 0.25881 9045 0.25931 2677 0.26080 4191 0.26332 6099 0.26693 4892 0.27171 4833 75 
20 0.34202 0143 0.34267 2476 0.34464 3695 0.34797 7361 0.35274 9211 0.35907 2325 70 

25 0.42261 8262 0.42342 4343 0.42586 0446 0.42998 1 306 0.43588 2163 0.44370 5382 65 
30 0.50000 0000 0.50095 3708 0.50383 6358 0.50871 3952 0.51570 1435 0.52497 085 7 60  
35  0.57357 6436 0.57467 0526 0.57797 7994 0.58357 6134 0.59159 9683 0.60225 0597 55 
40 0.64278 7610 0.64401 3768 0.64772 1 085 0.65399 806 7 0.66299 9145 0.6 7495 6130 50 
45 0.70710 6781 o. 70845 5688 o. 71253 4820 o. 71944 3681 o. 72935 6053 0.74253 3161 45 

50 o. 76604 4443 0.76750 5843 o. 77192 5893 o. 77941 4712 o. 79016 4790 0.80446 5863 40 
55 0.81915 2044 0.82071 4821 0.82544 2256 0.83345 4505 0.84496 1 783 0.86028 0899 35 
60 0.86602 5404 0.86 76 7 7668 0.8726 7 6562 0.8811 5  1 505 0.89332 9083 0.90955 1 1 66 30 
65 o. 90630 7787 0.9 0803 6964 0.91326 9273 0.92214 2410 0.93489 7610 o. 95189 9199 25 
70 0.93969 2621 o. 94148 5546 0. 94691 1 395 o. 95611 4956 0.96935 0025 0.98700 0216 20 

75 o.  96592 5826 0.96776 8848 o. 97334 6839 o. 98281 0311 0.99642 3213 1.01458 4761 1 5  
80 0.98480 7753 o. 98668 6836 0.99237 4367 1.00202 5068 1.01591 0350 1 .  03444 0908 1 0  
85 o. 99619 4698 o. 99809 5528 1.00384 9133 1.01361 2807 1.02766 2527 1 .04641 6011 5 
90 1.00000 0000 1.00190 8098 1.00768 3786 1.01748 5224 1.03158 9925 1 . 05041 7974 0 e\a 30' 35' 40' 45' 50' 55' a je 1 

0 '  0.00000 0000 o.ooooo 0000 - 0.00000 0000 o.ooooo 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 9 0 "  
5 0.09353 4894 0.09606 0073 0. 09914 2 353 0.1 0287 9331 0.10740 5819 0.11291 2907 85 

1 0  0.18636 3367 0.19139 9811 0.19754 9961 0.20501 0420 0.21405 3194 0.22506 4618 80 
15 0.27778 4006 0.28530 3629 0.29449 2321 0.30564 8349 0.31918 5434 0.33569 3043 75 
20 0.36710 5393 0.37706 5455 0.38924 7478 0.40405 4995 0.42204 9614 0.44403 4769 70 

25 0.45365 1078 0.46599 3521 0.48110 6437 0.49950 2749 0.52189 9092 0.54932 5515 65 
30 0.536 76 4494 0.55141 5176 0.56937 7735 0.59127 8.602 0.61799 6 720 0.65080 1 843  60 
35 0.61581 3814 0.63268 1 725 0,65339 2178 0.6 7868 8658 o. 70961 8904 o. 74770 4387 55 
40 0.69019 6708 o. 70917 3264 0. 73250 7761 0.76106 3101 o. 79606 0581 0.83928 2749 50 
45 o. 75934 4980 o. 78030 3503 0.80611 4 729 0.83776 1 607 0.87664 1114  o. 92480 2089 45 

50 0.82272 9031 0.84552 4503 0.87364 0739 o. 90817 9128 0.95071 1 025 1 .00355 1297 40 
55 0.87986 2121 o. 90433 1298 0.93455 6042 0.97175 1955 1 .01 765 9399 1. 07485 2509 35 
60 0.93030 4365 o. 95626 6326 0.98837 8598 1 .02796 3895 1 .07692 1 759 1 . 13807 1 621 30 
65 o. 97366 6431 1.00092 3589 1. 0346 7 8996 1.07635 2410 1 .12798 8100 1.19262 9342 25 
70 1. 00961 2870 1.03795 2481 1.07308 5 074 1 .11651 4503 1 .17041 0792 1.23801 2299 20 

75 1 .  03786 5044 1. 06 706 1179 1 .10328 6100 1 .14811 2152 1.20381 2008 1.27378 3626 15 
80 1. 0582 0 3585 1.08801 9556 1.12503 6391 1.17087 7087 1.22789 0346 1.29959 2533 10 
85 1 .0704 7 0366 1.10066 1511  1 .13815  8265 1.18461 4727 1.24242 6337 1.31518 2 322 5 
90 1 . 07456 9932 1.10488 6686 1.14254 4218 1.18920 7115 1.24728 6586 1 .32039 6454 0 

e\a 60' 65' 70' 75' 80' 85' aj e 1 
o ·  0.00000 0000 o.ooooo 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 o.ooooo 0000 90  ° 
5 0.11968 1778 0.12814 8474 0.13904 1489 0.1 5372 0475 0 .17522 3596 0.21321 7690 85 

1 0  0.2 3861 4577 0.25558 9564 0.27747 6571 0.30706 5715 0.35063 9262 0.42844 3440 80 
15 0.35604 4091 0.38160 3032 0.4146 7 2 740  0.45960 9511 0.52633 5260 0.64743 4941 75 
20 0.47120 6153 0. 50544 4270 0.54994 7578 0.61082 7702 o. 70219 9693 0.87146 476 7 70 

25 0.58332 3727 0.62633 5361 0.68254 9331 o. 76005 8920 0.87783 8622 1 .10111  6239 65 
30 0.69160 6043 0.74345 9784 0.81164 3704 0.90647 6281 1.05251 4778 1 .33612 3616 60 
35 o. 79525 0355 0.85596 1 570 0.93630 8263 1.04907 2506 1.22511 1 680 1 .57526 8297 55 
40 0.89344 6594 0.96294 9380 1. 05553 5305 1.18666 0037 1.39412 6403 1.81633 9939 50 
45 0.98538 4972 1.06350 5669 1.1 6824 3466 1.31788 6 740 1.55769 2334 2.05616 7815 45 

50 1 .07026 6403 1.156 70 0687 1.27329 7730 1.44126 6644 1.71363 1 283 2.29072 3417 40 
55 1 .14731 5 349 1.24161 0747 1 .36953 6895 1. 55522 4175 1.85953 2258 2.51529 0558 35 
60 1.21579 4546 1.31733 9855 1.45580 7011 1.65814 9352 1.99285 2358 2. 72469 4161 30 
65 1.27502 0900 1.38304 3549 1.53099 8883 1.74846 0610 2.11103 3523 2.91357 4159 25 
70 1 .32438 1 718 1.43795 3601 1.59408 7380 1.8246 7 1 332 2.21162 7685 3.07668 6 743 20 

75 1. 36335 0417 1.48140 2159 1.64417 0149 1.88545 5864 2.29242 2061 3.20921 2227 15 
80 1 .39150 0813 1.51284 3876 1 .68050 3336 1 .  92971 0721 2.35155 6149 3.30704 7313 1 0  
85 1 .40851 9209 1.53187 4716 1 .  70253 2036 1.95660 6998 2.38762 2438 3.36705 9918 5 
90 1.41421 3562 1.53824 6269 1 .  70991 3565 1.96563 0511 2.39974 3837 3.38728 7 004 0 

�sec a t?c �, I a) 
'- 11 90" e -x e:�go· - E" a=arcsin �m. t?s (u i m)� {j/E'\a) 

In calculating elliptic functions from theta functions, when the modular angle exceeds about 60", use 
the descending Landen transformation 16.12 to induce dependence on a smaller modular angle. 
Compiled from E. P. Adams and R. L. Hippisley, Smithsonian mathematical formulae and tables of 

elliptic functions, 3d reprint (The Smithsonian Institution, Washington, D.C., 1957) (with permission) .  
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THETA FUNCTIONS Table 16.1 

oo 50 

1 1. 00000 00000 
1 1.00001 44942 
1 1.00005 7 5362 
1 1.00012 78184 
1 1.00022 32051 

1 1.00034 07982 
1 1. 0004 7 70246 
1 1. 00062 77451 
1 1.00078 83803 
1 1. 00095 40492 

1 1.00111 97181 
1 1.00128 03532 
1 1.00143 10738 
1 1.00156 7 3002 
1 1. 00168 48932 

1 1. 00178 02800 
1 1.00185 05621 
1 1.00189 36042 
1 1. 00190 80984 

30° 35° 
1.00000 00000 1.00000 00000 
1.00056 64294 1. 00079 66833 
1.00224 85079 1.00316 25308 
1.00499 51300 1.00702 56701 
1.00872 28461 1.01226 87413 

1.01331 83978 1.01873 24599 
1.01864 21583 1.02622 04548 
1.02453 23743 1.03450 52308 
1.03081 00797 1.04333 50787 
1.03728 4 5 330 1.05244 1 7208 

1.04375 90125 1.06154 84606 
1.05003 67930 1.07037 85902 
1.05592 71242 1.07866 37978 
1 .06125 10260 1.08615 2 3221 
1.06584 67280 1.09261 66042 

1.06957 45853 1.  09786 0204 7 
1.07232 1 3226 1.10172 37756 
1.07400 34764 1.10408 99048 
1.07456 99318 1. 10488 66859 

60° 65° 
1.00000 00000 1.00000 00000 
1.00313 85295 1.00406 92257 
1.01245 946 72 1.01615 50083 
1.02768 1 6504 1.03589 51569 
1.04834 57003 1.06269 75825 

1.07382 76019 1.09575 73598 
1.10335 71989 1.13408 00433 
1.13604 11010 1 . 17651 06705 
1.17088 93642 1.22176 77148 
1.20684 51910 1.26848 10938 

1.24281 67937 1.31523 31927 
1.27771 04815 1.36060 17261 
1.31046 39783 1 . 40320 31647 
1.34007 89457 1.4417 3  53793 
1.36565 16965 1.47501 81348 

1.38640 11169 1.50203 00916 
1.40169 28947 1.52194 1 0514 
1.41105 92570 1.53413 83232 
1.41421 35624 1.53824 62687 

0 u 900 e =x 

"n(e\a) 
100 15° 

1.00000 00000 1.00000 00000 
1.00005 83670 1. 00013 28199 
1.00023 1 6945 1.00052 72438 
1.00051 47160 1.00117 12875 
1.00089 88322 1.00204 53820 

1.00137 23717 1.00312 29684 
1.00192 09464 1.00437 13049 
1.00252 78880 1.00575 24612 
1.00317 47551 1.00722 44718 
1.00384 18928 1.00874 26104 

1.00450 90305 1.01026 07491 
1.00515 58975 1. 01173 27599 
1.00576 28392 1.01311 39167 
1.00631 14139 1.01436 22536 
1.006 78 49535 1.01543 98405 

1.00716 90696 1.01 631 39354 
1.00745 20912 1.01695 79795 
1.00762 54187 1.01735 24037 
1.00768 37857 1.01748 52237 

40' 45° 
1. 00000 00000 1.00000 00000 
1.00108 26253 1.00143 67802 
1.00429 76203 1.00570 35065 
1. 00954 7 3402 1.0126 7 06562 
1.01667 23379 1.02212 67193 

1.02545 62012 1.03378 46028 
1.03563 21191 1.04729 03271 
1.04689 09786 1.06223 37524 
1.05889 07481 1.07816 10137 
1. 07126 68617 1. 09458 82886 

1.08364 32917 1.11101 64844 
1.09564 39724 1.12694 63970 
1.10690 42279 1.14189 38846 
1.11708 18582 1.15540 45920 
1.12586 75438 1.16706 77783 

1.13299 42539 1.17652 88244 
1.13824 53698 1.18350 00363 
1.14146 12760 1.18776 94140 
1.14254 42177 1.18920 71150 

70° 75° 
1.0000(1 00000 1.00000 00000 
1.0053�, 44028 1.00720 88997 
1.02121 95717 1.02862 79374 
1.0471�, 56657 1.06363 90673 
1.0823E: 38086 1.11122 86903 

1.12585 71388 1.17001 24008 
1.17627 97795 1.23826 96285 
1.2321� 31946 1.31398 80140 
1.29176 91861 1.39491 71251 
1.35335 85717 1.47863 07744 

1.41504 43413 1.56259 67789 
1.47494 78592 1.64425 25175 
1.53123 64694 1.72108 41609 
1.5821S: 06891 1. 79070 70015 
1.62620 90720 1.85094 396 70 

1.66195 87940 1.89989 92030 
1.68832 00831 1.93602 35909 
1.70447 27784 1.95816 92561 
1. 7 0991 35651 1. 96563 05108 

.Jsec ex �  (e1 \a) 
e;=90o-E' a=arcsin .Ym 

20° 25° 

1.00000 00000 1.00000 00000 
1.00023 99605 1.00038 29783 
1.00095 25510 1.00152 02770 
1.002ll 61200 1.00337 73404 
1.00369 5 31 31 1.00589 77438 

1.00564 21475 1.00900 49074 
1.00789 74700 1.01260 44231 
1.01039 27539 1.01 65 8  69227 
1.01 305 21815 1.02 083 14013 
1.01579 49474 1.02520 88930 

1.01853 77143 1.02958 63905 
1.02119 71444 1.03383 08852 
1.02369 24323 1. 03781 34098 
1.02594 77596 1.04141 29561 
1. 02789 45992 1. 04452 01522 

1.02947 37972 1.04704 05862 
1. 03063 73701 1.04889 76746 
1.03134 99632 1.05003 49895 
1.03158 99246 1.05041 79735 

50° sse 
1.00000 00000 1. 00000 00000 
1.00187 71775 1.00243 05914 
1.00745 17850 1.00964 88003 
1.01655 47635 1 . 02143 61311 
1.02891 00179 1.03743 56974 

1.04414 27466 1.05716 29130 
1.06179 07561 1.08002 00285 
1. 08131 84270 1.10531 4094 7 
1.10213 29153 1.13227 78297 
1.12360 21058 1.16009 27802 

1.14507 37802 1.18791 40899 
1.16589 54205 1.21489 61356 
1.18543 40490 1.24021 82552 
1.20309 54999 1.26310 97835 
1.21834 25328 1.28287 36204 

1.23071 12287 1.29890 75994 
1.23982 51648 1. 31072 29838 
1.24540 69243 1.31795 95033 
1.24728 65857 1. 32039 64540 

80° 85° 
1.00000 00000 1.00000 00000 
1.01026 06485 1.01663 88247 
1.04076 43440 1.06618 38299 
1. 09068 07598 1.14751 59063 
1.15864 11101 1.25875 62174 

1.24276 19421 1.39725 25218 
1. 34068 05139 1.55957 26706 
1.44960 33094 1.  74151 57980 
1.56636 90138 1. 93815 19599 
1.68752 66770 2.14389 95792 

1.80942 88493 2.35264 71220 
1. 92833 82823 2.55792 12198 
2.04054 54606 2. 75309 84351 
2.14249 29245 2.93165 25995 
2.23090 12139 3.08742 47870 

2.30289 04563 3.21489 91220 
2.35609 12550 3.30946 52989 
2.38873 86 793 3.36764 82512 
2.39974 38370 3.38728 70037 

"n(u !m) =11n(l'.a) 
In calculating elliptic functions from theta functions, when the modular angle exceeds about 60°, use the 

descending Landen transformation 16.12 to induce dependence on a smaller modular angle. 

a;e1 
90 ° 
85 
80 
75 
70 

65 
60 
55 
50 
45 

40 
35  
3 0  
25 
20 

1 5  
1 0  

5 
0 

a -'E1 
90° 
85 
80 
75 
70 

65 
60 
55 
50 
45 

40 
35  
30 
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20 
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1 0  

5 
0 
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9 0 °  
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Table 1 6.2 

E \o: o· 
a o "' 
5 11.43005 

10  5.67128 
15 3. 73205 
20 2,74748 

25 2.14451 
30 1, 73205 
35 1,42815 
40 1.19175 
45 1.00000 

50  0,83910 
55 o. 70021 
60 0.57735 
65 0.46631 
70 0.36397 

75 0.26795 
80 0.17633 
85 0.08749 
90 0,00000 

t\0: 30' 
a o  "' 
5 10.65083 

1 0  5,28496 
1 5  3,478lb 
20 2.56090 

25 1.99919 
30 1.61498 
35 1.33189 40 1.11167 
45 0.93301 

50 a. 78307 
55 0,65359 
60 0,53902 
65 0,43543 
70 0,33992 

75 0.25028 
80 0.16471 
85 0, 08173 
90 o.ooooo 

e\a 60' 
oo "' 
5 8,32941 

1 0  4.13843 
1 5  2 .  72935 
20  2.01530 

25 1.57876 
30 1.28047 
35 1.06066 
40 0.88940 
45 o. 75000 

50 0,63242 
55 0,53023 
60 0,43911 
65 0,35605 
70 0.27885 

75 0.20584 
80 0,13572 
85 0,06742 
90 0,00000 

LOGARITHMIC DERIVATIVES OF THETA FUNCTIONS 

5' 
"' 

1 1.40829 
5.66049 
3.72495 
2. 74225 

2.14043 
l. 72875 
1.42543 
1 .18949 
0.99810 

0.83750 
0.69888 
0.57625 
0,46542 
0.36328 

0.26744 
0.17599 
0.08732 
o.ooooo 

35° 
00 

10.37113 
5.14645 
3.38730 
2.49430 

1 .94749 
1 .57348 
1.29791 
1. 08352 
0.90958 

0. 76355 
0,63743 
0.52579 
0.42482 
0.33169 

0.24424 
0.16076 
0.07977 
0.00000 

65" 
«> 

7. 78200 
3.86930 
2.55490 
1.88950 

1.48308 
1.20552 
1 .00096 
0.84142 a. 71131 

0,60125 
0.50526 
0.41932 
0.34063 
0,26719 

0.19749 
0.13034 
0.06478 
0.00000 

a T lnt1s(u) =f(t\o:) I !t 

10" 15" 

"' "' 
1 1.34306 11.23449 

5.62812 5,57427 
3. 70365 3.66823 
2.72658 2, 70051 

2.12820 2,10787 
1. 71888 1. 70248 
1.41729 1,40378 
1.18270 1.17143 
0.99240 0.98296 

0.83273 0,82481 
0,69489 0.68830 
0,57297 0.56754 
0,46277 0,45839 
0.36121 0,35779 

0.26592 0,26340 
0,17499 0,17334 
0.08683 0,08600 
o.ooooo o.ooooo 

40' 45" 
"' 00 

10.04914 9.68479 
4.98711 4.80696 
3,28290 3.16502 
2.41789 2,33179 

1.88828 1 .82172 
1.52607 1,47292 
1.25919 1.21591 
1,05154 1. 01592 
0.88302 0.85355 

o. 74151 0,71714 
0.61923 0.59918 
0,51093 0.49462 
0.41292 0.39991 
0.32248 0,31242 

0.23.751 0,23017 
0.15634 0,15155 
0.07759 0.07522 o.ooooo 0,00000 

1o· 75. 
"' "' 

7.17654 6,49756 
3.57238 3.24056 
2.36323 2,15026 
1. 75208 1,60057 

1.37931 1.26603 
1.12492 1. 03795 
0.93737 0.86969 
0.79086 0,73784 
0.67101 0.62941 

0.56918 0.53662 
0.47987 0.45454 
0,39943 0.37992 
0.32532 0,31 054 
0.25574 0.24484 

0.18935 0,18170 
0.12512 0,12026 
0,06224 0,05988 o.ooooo o.ooooo 

d 
du ln-'c(u)=-j(e1 \a) 

20' 25° 

"' "' 
11 .08275 10. 88811 

5,49902 5.40253 
3,61876 3.55536 
2,66414 2.61756 

2.07952 2.04325 
1.67962 1.65041 
1.38497 1.36096 
1.15577 1 .13581 
0.96985 0.95315 

0.81383 0.79987 
0.67915 0,66754 
0.56001 0.55047 
0,45232 0,44464 
0,35306 0.34708 

0,25992 0,25553 
0.17105 0.16816 
0,08487 0.08344 
0,00000 0.00000 

50' 55' 
"' "' 

9,27764 8,82657 
4.60585 4.38332 
3.03365 2.88859 
2.23605 2.13062 

1 .  74793 1.66695 
1.41419 1. 35001 
1.16828 1.11647 
0,97687 0.93462 
0.82139 o. 78679 

0.69066 0.66232 
0,57749 0.55441 
0.47705 0.45846 
0.38595 0.37125 
M0168 0.29042 

0,22235 0.21419 
0,14645 0.1 4114 
0.07270 0.07009 
0,00000 o.ooooo 

80' 85' 
«> "' 

5. 71 041 4. 71263 
2.85790 2. 37760 
1.90678 1 .60605 
1.42943 1,22261 

1.13996 0,99169 
0,94288 0.83453 o. 79715 o. 71737 
0.68225 0.62344 
0,58682 0.54358 

0.50411 0.47247 
0.42988 0.40690 
0.36140 0.34488 
0,29684 0.28513 
0.23497 0.22685 

0.17490 0.16949 
0,11601 0.11272 
0.05784 0, 05628 
0,00000 0.00000 

0:�1 
90 ° 
85 
80 
75 
70 

65 
60 
55 
50 
45 

40 
35 
30 
25 
20 

15 
1 0  

5 
0 

a(t1 
90 ° 
85 
80 
75  
70  

65  
60  
55  so  
45 

40 
35 
30 
25 
20 

15  
10  

5 
0 

a/f1 
90° 
85 
80 
75 
70 

65 
60 
55 
50 
45 

40 
35 
30 
25 
20 

15 
1 0  

5 
0 

In calculating elliptic functions from theta functions, when the modular angle exceeds about 

60', use the descending Landen transformation 16.12 to induce dependence on a smaller mod-

ular angle. 
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LOGARITHMIC DERIVATIVES O.F THETA FUNCTIONS Table 1 6.2 

* ln t7n(u)=g(e\o:) ( II 

tl 0: oo 50 we 15° 20° 25° eve! 
o'o 0 0.000000 0.000000 0. 000000 0.000000 0.000000 90° 
5 0 0. 000331 0,0(11324 0,002984 0,005318 0,008337 85 

10  0 0.000651 0,0(12607 0. 005875 0,010466 0,016401 80 
15 0 0.000952 0.003811 0.008583 0,015283 0.023933 75 
20 0 0, 001224 0.004897 0.011024 0.019616 0.030690 70 

25 0 0,001458 0,0(15833 0.013124 0.023332 0.036462 65 
30 0 0.001649 O,OC,6591 0.014819 0. 026318 0.041075 60 
35 0 0,001788 0. 007147 0.016057 0.028487 0.044394 55 
40 0 0,001874 0,0(17486 0.016804 0.029776 0.046332 50 
45 0 0.001903 0.007596 0,017037 0.030154 0.046846 45 

50 0 0.001873 0.007476 0,016753 0.029616 0.045938 40 
55 0 0.001787 0.007129 0.015962 0.028185 0.043654 35 
60 0 0.001647 0,006566 0.014691 0.025912 0.040077 30 
65 a 0,001457 0.005805 0. 012979 0.022871 0.035328 25 
70 0 0,001222 0.004868 0.010879 0.019154 0.029556 20 

75 0 0.000951 O.OC3786 0.008455 0.014877 0.022935 1 5  
80 0 0,000650 0. 002589 0.005780 0,010165 0,015661 1 0  
85 0 0.000330 0 , 00 1314 0,002933 0 ,005157 0,007942 5 
90 0 0.000000 0 .000000 0,000000 o.oooooo 0,000000 0 

E\(j. 30° 35° ·10° 45° 50° 55° a.;f.l 
oo  0.000000 0.000000 0,000000 0.000000 0.000000 o.ooooo o 90° 
5 0.012059 0,016511 0,021734 0.027787 0.034760 0.042791 85 

10 0.023711 0.032444 0.042671 0,054498 0.068087 0.083685 80 
15 0.034569 0.047248 0. 062057 0,079124 0.098650 0.120939 75 
20 0. 044277 0.060427 0.079221 0.100783 0.125308 0.153099 70 

25 0.052528 0.071558 0,093605 0.118758 0.147169 0.179081 65 
30 0.059074 0,080308 0.104784 0.132533 0,163627 0.198206 60 
35 0. 063730 0,086442 0.112477 0,141791 0,174358 0.210188 55 
40 0,066384 0.089827 0,116544 0,146411 0.179298 0.215082 50 
45 0.066987 0,090424 0 .116978 0,146447 0.178606 0.213212 45  

50  0,065561 0.088287 0.113888 0.142097 0. 172615 0.205102 40  
55 0.062183 0.083549 0,107483 0.133678 0.161784 0,191402 35 
60 0.056989 0,076408 0,098051 0.121592 0.146658 0.172831 30 
65 0.050157 0,067122 0,085943 0.106302 0.127835 0,150136 25  
70  0,041905 0.055989 0.071553 0,088310 0,105932 0.124058 20 

75 0,032483 0.043344 0, 055309 0, 068143 0,081 578 0,095321 15 
80 0.022163 0.029545 0,037660 0. 046339 0 .055395 0,064622 10  
85 0,011235 0.014968 0,019067 0, 023443 0, 028000 0.032631 5 
90 0,000000 0.000000 0 ,000000 0, 000000 0. 000000 0.000000  0 

t\a 60° 65° ?00 75° 80° 85° IX/fl o o 0.000000 0.000000 0,000000 0,000000 o.oooooo o .oooooo 90 ° 
5 0.052098 0,063034 0 .076222 0. 092860 0.115687 0.153481 85 

10  0.101680 0.122704 0,147856 0 ,179233 0.221544 0,289421  80 
1 5  0.146471 0.176024 0,210938 0.253725 0,309882 0,395712 75 
20 0.184635 0,220691 0.262588 0.312762 0.376371 0.467893 70 

25 0.214885 0.255225 0,30ll93 0.354775 0,420046 0,507818 65 
30 0.236514 0.278976 0,326329 0,379918 0,442452 0,520777 60 
35 0.249349 0.292010 0.338517 0.389553 0.446532 0,512966 55 
40 0,253651 0.294931 0,338908 0.385698 0.435687 0.490013 50 
45 0,250000 0,288691 0.32 9990 0.370590 0.413176 0.456422 45 

50 0.239181 0.274426 0,31 0353 0,346389 0,381811 0,415539 40 
55 0,222085 0.253326 0,284538 0.315020 0 ,343874 0.369741 35 
60 0.199639 0.226549 0.25�950 0.278119 0 ,301140 0.320668 30 
65 0.172751 0,195171 0,21 &820 0,237026 0.254956 0.269431 25 
70 0,142285 0,160167 0.177204 0,192823 0.206331 0,216780 20 

75 0.109049 0.122405 0 .1:H996 0,146375 0.156015 0.163217 15  
80  0,073794 0,082664 0, 091)960 0.098382 0,104574 0.109083 1 0  
85 0.037222 0,041645 0 ,04!;763 0.049423 0,052449 0,054618 5 
90 0, 000000 0,000000 0, 000000 0.000000 o .oooooo 0,000000 0 

d (}; du In d(u) = -g(t1\a)  
In calculating elliptic functions from theta functions, when the modular angle exceeds about 

60•, use the descending Landen transformation 16.12 to induce dependence on a smaller mod-

ular angle. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



I 7. Elliptic Integrals 
L. M. MILNE-THOMSON I 

Contents 
Page 

Mathematical Properties . . . . . . . 589 
17 .1. Definition of Elliptic Integrals 589 
17 .2. Canonical Forms . . . . . . 589 
17 .3. Complete Elliptic Integrals of the First and Second Kinds 590 
17 .4. Incomplete Elliptic Integrals of the First and Second Kinds 592 
17.5. Landen's Transformation . . . . . . . . . . . 597 
17.6. The Process of the Arithmetic-Geometric Mean . 598 
17.7. Elliptic Integrals of the Third Kind 599 

Numerical Methoclls . . . . . . . . . . 600 
17 .8. Use and J!Dxtension of the Tables 600 

References . . . . . . . . . . . . . . 606 
Table 17.1. Complete Elliptic Integrals of the First and Second Kinds 

and the Nome q With Argument the Parameter m . . . . 60.8 
K(m) , K'(m), 15D ; q(m), q1 (m), 15D ;  E(m) , E' (m) , 9D 
m=O(.Ol) l 

Table 17.2. Complete Elliptic Integrals of the First and Second Kini!s 
and the Nome q With Argument the Modular Angle a . . . . . . 6 10  

K(a), K'(a), q(a), q1 (a), E(a), E' (a), 15D 
a=0°(1 °)90° 

Table 17.3. Parameter m With Argument K'(m)/K(m) . . . . . . . 612 
K'(m)/K(m)= .:3 (.02)3, IOD 

Table 17.4. Auxiliary Functions for Computation of the Nome q and the 
Parameter m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1 2  

Q(m) =q1(m)/m11 15D 

L(m)= -K(m)+K' (m) m( 16) , 1 0D 1r m1 
m1 =0(.01 ) . 15  

Table 17.5. Elliptic Integral of  the First Kind F(rp\a) 
a=0°(2°)90°, 5'� (10°)85°, rp=0°(5°)90°, 8D 

Table 17.6. Elliptic Integral of the Second Kind E(rp\a) 
a=0°(2°)90°, s<>(10°)85°, rp=0°(5°)90°, 8D 

6 13  

616 

1 University of Arizona. (Prepared under contract with the National Bureau of 
Standards.) 

587 



588 ELLIPTIC INTEGRALS 

Table 17.7. Jacobian Zeta Function Z('P\a) 
Values of K(a)Z('P\a) 
a=0°(2°)90°, 5°(10°)85°, '()=0°(5°)90°, 6D 

Table 17.8. Heuman's Lambda Function Ao('P\a) . 
F('P\90°-a) 2 0 Ao('P\a) = K' (a) +; K(a) Z('P\90 -a) , 

a=0°(2°)90°, 5°(10°)85°, '()=0°(5°)90° 

6D 

Table 17.9. Elliptic Integral of the Third Kind II(n ;  'P\a) 

Page 
619 

622 

625 

The author acknowledges with thanks the assistance of Ruth Zucker in the computa
tion of the examples, Ruth E. Capuano for Table 17.3, David S. Liepman for Table 17.4, 
and Andreas Schopf for Table 17.9. 



)89 

l 7. Elliptic Integrals 

Mathen1atical Properties 

17.1. Definition of Elliptie Integrals 

If R(x, y) is a rational function of x and .Y' 
where y2 is equal to a cubic or quartic polynomial 
in x, the integral 

17.1.1 J R (x, y)dx 

is called an elliptic integral. 
The elliptic integral just defined can not , in 

general, be expressed in terms of elementary 
functions. 

Exceptions to this are 

(i) when R(x, y) contains no odd powers of y. 
(ii) when the polynomial y2 has a repeated faetor. 

We therefore exclude these cases. 
By substituting for y2 and denoting by p .(x) a 

polynomial in x we get 2 
R (x y)=p' (x) +YP2(x) 

' Pa(x) +YP4(x) 

[p, (x) +YP2 (x) ]  [ps(x) -yp4(x) ]y 
{ [pa(x) J2-y2[p4(x) F l Y 

p5(x) +YP6(x) R (x) +��2 (x) 
YP7(X) I y 

where R1(x) and R2(x) are rational functions of x. 
Hence, by expressing R2(x) as the sum of a poly
nomial and partial fractions J R (x, y)dx= J R1 (x)dx+�.A.J x•y- 1dx 

+�.B.J [ (x-c)'yJ - 'dx 

Let 

17.1.2 

Reduction Formulae 

y2=aoX4+a�il+a2r+asx+a4 ( lao! + lad �0) 
= b0(x-c)4+b1 (x-c)3+b2(x-c)2 + ba(x-c) + b4 

( lbo l + lbd �0) 
17.1.3 /,= J x•y-1dx, J.= J [y(x-c) •]-1dx 

By integrating the derivatives of yx• and 
y(x- c)-• we get the reduction formulae 
17.1.4 

(s+ 2)a01,+3 + !  a1 (2s+3)1,+2+a2(s+ 1 ) /,+1 
+ ! aa(2s+ I)I.+ sa4I,_,=x•y (s=O, 1 , 2, . . . ) 

2 See (17.7) 22.72. 

17.1.5 

(2-s)boJ,_3+ !  b1 (3- 2s)Js-2+b2( 1 -s)J,_a 
+ !  b3( 1 -2s)J,-sb4Js+l= y(x-c)-•  

(s= l , 2 , 3 ,  . . .  ) 

By means of these reduction formulae and cer
tain transformations (see Examples 1 and 2) 
every elliptic integral can be brought to depend 
on the integral of a rational function and on three 
canonical forms for elliptic integrals. 

17.2. Canonical Forms 

Definitions 
17.2.1 

m=sin2 a; m is the parameter, 

17.2.2 

17.2.3 

17.2.4 

a is the modular angle 

x=sin cp=sn u 

cos cp=Cn U 

( 1-m sin2 cp)l=dn u= .l(cp) , the delta amplitude 

17.2.5 cp=arcsin (sn u) =am u, the amplitude 

17.2.6 

17.2.7 

17.2.9 

17.2.10 

17.2.11 

Elliptic Integral of the First Kind 

F(cp\a) =F(cpJm) = i"' ( l-sin2 a sin2 8) -tdo 

= ix[(l- t2) (1 mt2) ]-1dt 

= J:" dw=u 

Elliptic Integral of the Second Kind 
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17.2.12 E(cp\a)=u-mJ:u sn2wdw 

17.2.13 1r tJ�(1ruj2K) E(m)u =2K(m) tJ4(1ruj2K) + K(m) 
(For theta functions, see chapter 16.) 

Elliptic Integral of the Third Kind 
17.2.14 

II(n; cp\a)= i"' ( 1-n sin2 o) - 1 [ 1 -sin2 a sin2 o]- 1i2dO 

If x=sn (ulm) , 
17.2.15 

II(n; ui m) =  ix (1-nt2) -1[ (1- t2) (1-mt2) ]- 1i2dt 

17.2.16 = iu ( 1-n sn2 (wlm))- 1dw 
The Amplitude 'I' 

17.2.17 cp=am u=arcsin (sn u) =arcsin x 
can be calculated from Tables 17.5 and 4.14. 

The Parameter m 

Dependence on the parameter m is denoted by a 
vertical stroke preceding the parameter, e.g. , 
F(cplm) . 

Together with the parameter we define the 
complementary parameter m1 by 

17.2.18 

When the parameter is real, it can always be 
arranged, see 17.4, that O�m� l .  

The Modular Angle a 

Dependence on the modular angle a, defined in 
terms of the parameter by 17.2.1, is denoted by a 
backward stroke \ preceding the modular angle, 
thus E(cp\a) . The complementary modular angle 
is 11'/2-a or 90°-a according to the unit and 
thus m1=sin2 (90°-a)=cos2 a. 

The Modulus k 

In terms of Jacobian elliptic functions (chapter 
16) , the modulus k and the complementary 
modulus are defined by 

17.2.19 k=ns (K+iK'), k'=dn K. 
They are related t.o the parameter by k2=m, 

k'2=m1• 
Dependence on the modulus is denoted by a 

comma preceding it, thus II(n; u, k) . 

In computation the modulus is of min;mal im
portance, since it is the parameter and its comple
ment which arise naturally. The parameter and 
the modular angle will be employed in this chapter 
to the exclusion of the modulus. 

The Characteristic n 

The elliptic integral of the third kind depends 
on three variables namely (i) the parameter, 
(ii) the amplitude, (iii) the characteristic n. 
When real, the characteristic may be any number 
in the interval (- ro , ro ) . The properties of the 
integral depend upon the location of the charac
teristic in this interval, see 17.7. 

17.3. Complete Elliptic Integrals of the First 
and Second Kinds 

Referred to the canonical forms of 17 .2, the ellip
tic integrals are said to be complete when the 
amplitude is t7r and so x= 1 . These complete in
tegrals are designated as follows 

17.3.2 

17.3.3 

K=F(�im)=F(�\a) 

E[K(m) ]=E= i1 (1 - t2) - 112( 1-mt2) 112dt 
rr/2 

= J o (1-m sin2 0) 112d0 

17.3.4 E=E[K(m) ]=E(m)=E(!7r\a) 

We also define 

17.3.5 

17.3.6 

17.3.7 

E'=E(m1)=E(l-m) =  i .. 12 (l-m1 sin2 0) 112d0 

17.3.8 E'=E[K(m1) ]=E(m1)=E(�\�7r-a) 
K and iK' are the "real" and "imaginary" 

quarter-periods of the corresponding Jacobian 
elliptic functions (see chapter 16) . 
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Relation to the Hypergeometric Function 

(see chapter 15) 

17.3.9 

17.3.10 

l7.3.ll 

K=t 1rF(t, !; 1 ;  m) 

E=!1rF(-!, !; 1 ;  m) 

Infinite Series 

1 [ (1)2 (1 . 3)2 
K(m)=211" I +  2 m+ 2 . 4 m2 

17.3.12 

(1 .  3 . 5)2 3 J + 2 · 4 · 6 m +  . . .  

E(m)=-11" 1 - - -- - -1 [ (1)2 m (1 . 3)2 m2 
2 2 1 2 - 4  3 

17.3.13 

17.3.14 

(1 . 3 . 5)2 m3 
J - 2 · 4 · 6  5- . . .  

Legendre's Relation 

EK' + E' K-KK' =!1r 
Auxiliary Function 

L(m) =K' (m) In �-K(m) 1r mt 

( l ml<l) 

17.3.15 . m=l- 16 exp [-11"(K(m) +L(m))/K' (m) ] 

17.3.16 m= 16 exp [-1r(K'(m) +L(mt))/K(m)] 

The function L(m) is tabulated in Table 17.4,. 

q-Series 

The Nome q and the Complementary Nome q1 
17.3.17 

17.3.18 

17.3.19 

17.3.20 

17.3.21 

q=q(m) =exp [-1rK'!K] 
qt=q(mt) =exp [-1rK/K'] 

In ! In .!.=
11"
2 q •  qt 

q=exp [-1rK'/KJ=�+8 (�Y+84 (�Y 
+992 C�Y+ 

.
. .  

17.3.22 

17.3.23 

�=� (l +mt) + (11"/K)2 [1112-2 � q2' (1 -q2•) -2J 
_ "" 2q' sin 2sv 17.3.24 am u-v+ � (1 + 2,) where V=1ruj(2K) 

8 =1 8 q 
Limiting Values 

17.3.25 lim K' (E-K) =O 
m�O 

17.3.26 lim [K-! ln (16/m1) ]=0 
m�l 

17.3.27 lim m- 1 (K-E) =lim m-1(E-m1K)=1r/4 
m� m� 

17.3.28 lim q/m=lim qtfmt=l/16 
m� m,�l 

Alternative l;"atuations of K and E (see also 17.5) 

17.3.29 

K(m) =2[1  + mj12)- 1K[ (1-mj'2)/(1 + ml'2) )2 

17.3.30 

E(m)= (1 +ml12)E([ (1- ml12) /(1 +ml12) )2) 
-2ml'2 (1 +ml'2) -1K([ (1 -mj'2)/(1 + mJ'2) ]2) 

17.3.31 K(a)=2F(arctan (sec1'2 a)\a) 

17.3.32 E'(a)=2E(arctan (sec1'2 a)\a) - l +cos a 

Polynomial Approximations 3 (0 � m< 1) 

17.3.33 

K(m)= [ao+at mt+aam�]+ [bo+ btmt 
+ b2m�] ln (1/mt) +E (m) 

I E (m) I �3 X 10-6 

17.3.34 

ao= 1 .38629 44 
Ut= . 1 1 197 23 
a2= .07252 96 

bo= .5 
bt= . l2134 78 
b2= .02887 29 

K(m) ={ao+atmt+ . . .  +a4mt]+[bo+btmt+ . . .  
+b4mf) ln (1/m1) +E (m) 

a0= 1 .38629 4361 12  
at= .09666 344259 
aa= .03590 092383 
a3= .03742 563713  
a4= .01451 196212 

I E (m) l  �2xw-s 

bo= .5 
bt = . 1 2498 593597 
b2= .06880 248576 
b3= .03328 355346 
b4= .00441 787012 

a The approximations 17.3.33-17.3.36 are from G .  Has
tings, Jl"., Approximations for Digital Computers, Prince
ton Univ. Press, Princeton, N. J. (with permission) . 
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4.0 

3.5 

K '•F I9o•\go•-al 

3.0 

2 .5  

2 .0 

FIGURE 17 . 1 .  Complete elliptic integral of the first 
kind. 

1 .6 � E•E(90'\al 

1.5 

1.4 

1 .3 

1 .2  

1 , 1  

E'•E(90'\90'-a) 

FIGURE 17 .2 . Complete elliptic integral of the 
second kind. 

17.3.35 

E(m) =[l +atmt+�m�J+[btmt+b2mn ln (1/mt) 
+E (m) 

17.3.36 

a1 = .46301 5 1  
a2= . 10778 12  

I E (m) I<4X 10-6 

bi = .24527 27 
b2= .04124 96 

E(m) =[1 +atmt+ . . .  +a4m1] +[btmt+ . . .  
+ b4m1] ln (1/mt) +E(m) 

I E (m) I<2XIo-s 

a1 = .44325 14 1463 
a2= .06260 601220 
a3= .04757 383546 
a4= .01736 506451 

bi = .24998 368310  
b2= .09200 180037 
ba= .04069 697526 
b.= .00526 449639 

17 .4. Incomplete Elliptic Integrals of the First 
and Second Kinds 

17.4.1 

17.4.2 

17.4.3 

Extension of the Tables 

Negative Amplitude 

F(- 'Pim) = -F( �Pim) 

E(- 'Pim) = -E('P.im) 

Amplitude of Any Magnitude 

F(s1r ±  'Pim) =2sK ±F('Pim) 

17.4.4 E(u+ 2K) =E(u) +2E 

17.4.5 E(u+2iK') =E(u) + 2i(K'-E') 

17.4.6 
E(u+2mK+2niK') =E(u) + 2mE+2ni(K' -E') 

17.4.7 E(K-u) =E-E(u) +msn u cd u 

Imaginary Amplitude 

If tan 8=sinh 1fJ 

17.4.8 

17.4.9 

F(i�P\a) =iF(B\!11'- ot. ) 

E(i�P\ot.) = -iE(8\!7r-ot.) +iF(8\!7r-ot.) 
+i  tan 8(1 -cos2 a sin2 O) l  

Jacobi's Imaginary Transformation 

17.4.10 
E(iuim) =i[u+dn(ulmt)sc(ulmt) -E(ulmt) ] 

Complex Amplitude 

17.4.11 F(�P+il/llm) =F(>.im) +iF(�imt) 
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where cot2 X is the positive root of the equation 
x2- [cot2 �P+m sinh� csc21p-mdx-m1 coV1p= O  
and m tan2 JL =  tan21p cot2X- 1 .  

17.4.12 

E(�P+il/1\a) =E(X \a) -iE(JL\90°-a) 
+ iF(JL \goo-a)+� + ib2 

ba 
where 

b1 =sin2 a sin X cos X sin2 JL(1 -sin2 a sin2 X)l 

b2= (1 �sin2 a sin2 X) (1 -cos2 a sin2 JL)t sin JL eos JL 

Amplitude Near to ,.;2 (see also 17.5) 

If cos a tan IP tan 1/t= 1 

17.4.13 F(�P\a) + F(l/1\a) =F(7r/2\a) =K 

17.4.14 

E(�P\a) + E(l/1\a) =E(7r/2\a) +sin2a siniP sinl/1 

Values when rp is near to 1r/2 and m is near to unity 
can be calculated by these formulae. 

F (<p\Q) 

1 .

0 

.a , 
-

------� 
f-- 4

0 

.6 �--------------�3�� 
.

4 f----------------

-. 

z

o

• 

.

2

�----------------;; 

1

0

° 

0

L,

o 

,..-L--...J.IO..,....J-.-

2

J...,
0

°,...J--'3
0
-::0-'--

4

-'-0-.:-0 .�...--5'--::o•:-'--'-60-.-. _.____7.....,0°,...___.8070 ....__.g,f"* a 

FIGURE 1 7 .3 . Incomplete elliptic integral of the 
first kind. 

F(<p\ a) ,  'P constant 

Parameter Greater Than Unity 

17.4.15 F(�Pim) =m-tF(IJjm-1) ,  sin IJ=mt sin rp 

17.4.16 E(ujm) =m!E(umijm-1) - (m- 1)u 

by which a parameter greater than unity can be 
replaced by a parameter less than unity. 

Negative Parameter 
17.4.17 

F(�Pi -m) = (1 +m)-lK(m(1 +m)-1) 

- (1 +m)-tF (�-IP 1 m(l +m)-1) 
17.4.18 

E(ui -m) = (1 +m)t  {E(u(1 +m)l jm(m+ 1)-1) 

-m(1 +m)-lsn(u(1 +m)t jm(l +m)-1) 

cd(u(1 +m)l jm(l +m_r1) }  

whereby computations can be made for negative 
parameters, and therefore for pure imaginary 
modulus. 

Fl<p\al 

2.4 

2.2 

2.0 

1 .8  

1 .6  

1 ,4  

1 ,2  

1 .0 

.8 

.6 

.4 

. 2  

0 �o.�-'� o-• ...l.--'-20-. -'--,J...,o•�-'.o�•...l.--'-5o7• -'--6J...,o•��7o=•.....__�ao7• �g�o•� <p  

FIGURE 17  .4. Incomplete elliptic integral of the 
first kind. 

F(<p\ a), a constant 



594 ELLIPTIC 

<p"-so• !!.ep� 

FIGURE 1 7  .. 5. a constant. 

E(<p\Q ) 

.8 50' 

.6 40° 

30° 
. 4 

20° 

.2 10° 

00' 10° 20° 30° 40° 50' 60° 70' eo• a 90° 

FIGURE 17 .6 .  Incomplete elliptic integral of the 
second kind. 

17.4.19 

17.4.20 

E('P\a) , 'P constant 

Special Case& 

F('P\O) = cp  

F(ilfJ\O) =ilfJ 

INTEGRALS 

El<p\Q) 

1.6 a·o• 

30' 
1 .4 45' 

1.2 60' 

75' 
1 .0 

.8 

.6 

.4 

.2 

0 �0.;-'--:':1 0::;,-'---:2::'::0;;-0 �3':;0,;-'-:':40:;;-0�5:'::0.;-'--:!:60::;.-'---:7::'::0;;-0 �8-::-;0.:-"--9::1::0:;;-. ...... <p 
FIGURE 17 .7 .  Incomplete elliptic integral of the 

second kind. 
E('P\a) ,  a constant 

o• 10• 20' 30' 40' so• 60' 70' eo• 90' 

FIGURE 17 .8 . a constant. 

17.4.21 

F(lfJ\90°) =ln (sec 'P+tan .lfJ) =ln tan (i+�) 
17.4.22 F(ilfJ\90°) =i arctan (sinh lfJ) 

17.4.23 

17.4.24 

17.4.25 

17.4.26 

E(lfJ\O) = IfJ  

E(i'P\O) =ilfJ 

E(lfJ\90°) =sin 'P 

E(ilfJ\90°) =i sinh 'P 



ELLIPTIC INTEGRALS 595 
Jacobi's Zeta Function Heuman's Lambda Function 

17.4.27 Z(<p\a) =E('P\a) -E(a)F(IfJ\a)/K(a) 
17.4.28 Z(ulm) =Z(u) =E(u) -uE(m)/K(m)  
17.4.29 

17.4.30 

17.4.31 

Z(-u) -Z(u) 
Z(u +2K) =Z(u) 

Z(K-u) -Z(K+u) 
17.4.32 Z(u) =Z(u-K)-msn(u-K)cd(u-l() 

17.4.33 

17.4.34 

17.4.35 

Speeial Values 

Z(u!O)=O  
Z(u l l ) = tanh u 

Addition Theorem 

Z(u+v) = Z(u) + Z(v) -msn u sn v sn(u+t) 
Jacobi's Imaginary Transformation 

17.4.36 

iZ(iul m)=Z(ul mt) +2{c�,-dn (u ! mt)sc(ul m1) 

17.4.37 

Kla iZI<p\a) 

Relation to Jacobi's Theta Function 

d Z(u)=e' (u)/0(u)=-ln 0(u) du 
q-Series 

FIGURE 17.9. Jacobian uta junction K(a)Z(<p\a). 
•see page IL 

17.4.39 

Ao(lfJ\a) F('P'jl,�:)a) +�K(a)Z(IfJ\90°-a) 

=� { K(a)E(I(J \90° -a) 7r 
17.4.40 

Aol<p\O l  

.a 

.5t-----

.4 

.3 

.I F-------�:_ I 5' 

FIGURE 17 .10. Heuman's lambda junction Ao(lfJ\a). 
Numerical Evaluation of Incomplete Integrals of the 

First and Second Kind11 

For the numerical evaluation of an elliptic 
integral the quartic (or cubic 4) under the radical 
should first be expressed in terms of t2, see 
Examples 1 and 2. In the resulting quartic there 
are only six possible sign patterns or combinations 
of the factors namely 

(tz+az) (t2+bz) , (a2-t2) (t2- b2), 
(a2-t2) (b�-f), (t2-a2) (t2-b2) , (t2+a2) (t2- b2) , 

(t2+a2) (b2-t2). 
The list which follows is then exhaustive for 

integrals which reduce to F(<p\a) or E(lfJ\a) . 
The value of the elliptic integral of the first 

kind is also expressed as an inverse Jacobian 
elliptic function. Here, for example, the notation 
u=sn-1x means that x=sn u. 

The column headed "t substitution" gives the 
Jacobian elliptic function substitution which is 
appropriate to reduce every elliptic integral which 
contains the given quartic. 

4 For an alternate treatment of cubics see 17.4.61 anrl 
17.4.70. 



cos a=b/a 
a>b 
m= (a2-b2)/a2 

sin a=b/a 
a>b 
m=b2/a2 

b 
cot a=-a 
m=a2/(a2 +b2) 

b 
tan a=-a 
m=b2/(a2 + b2) 

F(<p\a) 

r17.4.41 

.C at a 
0 [(t2+ a2) (t2+b2) )112 

17.4.42 

f'' dt a 
z ((t2+a2) (t2+b2))112 

17.4.43 !z dt a 
b [(a2-t2) (t2-b2) )112 

17.4.44 

f dt a x [(a2-t2) (t2-b2) )112 
17.4.45 

i� dt a 
o [(a2-t2) (b2-t2))1/2 

17.4.46 

ib dt a z [ (aLP) (b2-t2)]112 
17.4.47 J.x dt a • ((t2- a2) (t2-b2)]1i2 
17.4.48 

i"' dt a x [ (t2 _ a2) (t2 _ b2) pia 

17.4.49 
( 2+b2) 1 /2

!x dt a b [(tz+a2) (t2-b2) ]1i2 
17.4.50 
( 2+b2) 1/2i .. dt a z [(t2+a2) (t2-b2) )1i2 
17.4 .• 51 
( 2+b2) 1/2J:z dt a 

o [(t2+a2) (b2-P) Jli2 
17.4.52 
( 2+b2) 1 /2i b dt a z [(P+a2) (b2- t2) )1/2 

Equivalent Inverse 
Jacobian Elliptic 

Function 

sc-1 -
--CX IaLb2) 

b a2 

cs-1 - --CX Ia2-b2) 
a a2 

nd-1 -
--CX Ia2- b2) 

b a2 

dn-1 - --CX IaL b2) 
a a2 

sn-1 Gl�) 
cd-1 (� ��) 
dc-IGI�) 
ns-1 Gl�) 
nc-1 (� laa�b2

) 
ds-l Cca2;b2) 1/2 la2�b2

) 
-1 e(a2+b2) ''l-�) sd ab a2+b2 

-I CXI b2 ) en b a2+b2 

'P 

X tan <p=b 

tan <p=� X 

a2(�-b2) 
sin2 "' x2(a2-b2) 

. a2-'lfl smz <p= a2-b2 

X sin <p=b 

• 2 - a2(b2-x2) sm 'P- b2(az-xz) 

. xz- az sm2 <p= --x2- b2 

a sin <p=-X 

b 
cos "'=:t 

. a'+b2 stn2 <p=--
az+xz 

. z _xz(a2+b2) sm <p- b2(a2+z2) 

X 
cos <p=b 

t Substitution 

t=b sc v 

t=a  cs v 

t= b nd v 

t=a dn v 

t=b sn v 

t=b cd v 

t=a de v 

t=a  ns v 

t=b nc v 

t= (a2+ b2) 112 ds v 

t ab 
(a2+b2) 1/2 sdv 

t= b en v 

E(<p\a) 

b2 fo"Cz+az) dt 
a o ez+ b2 [ (t2+a2) (t2+b2)]112 

f"C2+ b2) dt a 
x tz+a2 [(t2+a2) (t2+b2)]113 

ab2 -!z 1 dt b t2 [ (a2- t2) (t2- b2) )112 

1 f t2dt 
a � [(a2- t2) (t2-b2))112 

1 J:3 (a2- t2)dt 
a 0 [(a2- t2) (b2-t2) )1i2 

J.\ 1 ) dt a(a2-b2) 
# az-tz [(a2-t2) (b2-t2)]112 

a2-b2 s.·c t2 ) dt 
-a- • tL b2 [(t2-a2) (t2-b2))112 

1.., e2-b2) dt a 
z -t�- [(t2- a2) (t2-b2)]112 

b2 J:' tz+az dt 
(a2+b2) 1i2 b -tz- [(t2+a2) (t2-b2) )'iz 

( 2+b2) 1iaf. "' t2 dt a x (t2+a2) [(t2+a2) (t2-b2) )1/2 

2( 2+ b2) 1 /2 J:x 1 dt a a 
o (t2+a2) [(P+a2) (b2-P) ]ti2 

1 ib (t2+a2)dt 
(a2+b2) 1/2 z [(t2+a2) (b2-t2) )1/2 
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Some Important Special Cases 

iF(.p\a) cos <P a 

17.4.53 f" dt x2- l  45° z ( 1+t4)i x2+ 1  
17.4.54 .1:"' dt 1 -x2 

45° 0 ( l+t4)l 1 +x2 
17.4.55 

.l. i"' dt 1 45° -
2 1/l 1 (t4- 1)i X 

17.4.56 
.l. J.l dt 
2 1/2 " (1 - t4)l X 45° 

Reduction of J dtj{P where P=P(t) is a eubic 
p o lyn omial with three  r e al factors P =  
(t-{ji) (t--:{j2)(t-{33) where {ji>{j2>{j3• Write 

17.4.61 

>.=� ({j1-f33) 112, m=sin2 a=�: �:' 
17.4.62 

). -f dt 
Pa .../P 

17.4.63 

). J.�2 d!_ 
:t; ..jp 

17.4.64 ). -f dt 
Pt ..JP 

17.4.65 f."' dt ). :t; ..jp 
17.4.66 

). --f" dt 
- =..J-P 

17.4.67 fa dt ). --
"' ..J-P 

17.4.68 

). --f dt �, ..J-P 
17.4.69 

). --f.'l dt 
" ..J-P 

F(.p\a) 

F(.p\a) 

F(.p\a) 

F(.p\a) 

F(<P\ (90° - a0)) 

F(<P\ (90° - a0)) 

F(<P\ (90° - a0)) 

F(<P\(90° -a0)) 

m1=cos2 a=t!_1-{32 
{jt-f3a 

. x-{Ja s1n2 .p= --
fJ2-fJa 

cos2 <P (fJJ -fJ2) (x-{J,) 
({J2-fJa) (fJI -x) 

sin2 .p=x - {J1 x -{J2 

cos2 .p=x-{J1 
x-{Ja 

sin2 .p= {J1 - {Ja 
fJJ-X 

cos2 <P= {J,-{Ja 
fJ2-x 

sin' .p= (t:IJ- fJa) (x- 1321 
(fJJ-fJ2) (x-fJa) 

x - {J, 
cos2 "'=--tlt- {J, 

1 !. 
31/4F(.p\a) cos <P a I 

I 
17.4.57 I f."' dt x - 1 --v'a 

15° I 
:t; (t3- 1)i x - H -v'a  

17.4.58 I J:"' dt -v'a+ 1 -x 
15° (tL 1)! -v'3- 1 +x 

17.4.59 
-v'3 - 1 +x r dt 75° ,. (1 -t3)t -v'3+ 1 -x 

17.4.60 
1 -..J3-x f"' dt 75° -= (1-t3)! 1 + -v'a-x ' 

i 

Reduction of J dt/-/P �hen P=P(t) =tsta1t2 
+a2t+aa is a cubic polynomial with only one1 real 
root t={j. We form the first and second deriva
tives P' (t) , P" (t) with respect to t and then irrlte 

17 4 70 '\2-[P' (R) ]''2 - . 2 _!_! P' ' (� ) • • " - "' ' m-sm a-2 8 [P' (/3) ]112 

17.4.71 
rx dt ).Jp ..jp 

17.4.72 
{'"'  dt 

).Jx ..jp 

17.4.73 fx dt >. _ .,  ..J(-P) F(.p\ (90° -a0)) 

17.4.74 1/J dt >. --x ..j(-P) 

(x-fJ) - >.2 
cos .p= (x-fJ) + >.' 

({J-x) - >.2 . 
cos .p= (fJ-x) + >.2 

I 

17.5. Landen's Transformation 

Descending Landen Transformation 6 

Let a,, an+1 be two modular angles such th�t 

17.5.1 (1 +sin an+1) (1 +cos a,) =2 
and let IPm IPn+t be two corresponding amplit�des 
such that 

17.5.2 tan (IPn+I- IPn) =COS an tan IPn (IPn+t::f>IPn) 
I 

a The emphasis here is on the modular angle sinc�his 
is an argument of the Tables. All formulae conce ning 
Landen's transformation may also be expressed in rms 
of the modulus k=ml=sin a and its complement k' m\ 
=cos a. 
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Thus the step from n to n+ 1 decreases the modular 
angle but increases the amplitude. By iterating 
the process we can descend from a given modular 
angle to one whose magnitude is negligible, when 
17.4.19 becomes applicable. 
With a0=a we have 

17.5.3 

F(IP\a) (1+cos a) -'F('Pt\a,) 

= ! (1 +sin a1)F( 'Pt\ a,) 

n . 
17.5.4 F(IP\a) =2-n II (l +sin a8) F('Pn\an) 8=1 

00 

17.5.5 F(�P\a) =lf? II (l +sin a8) 8=1 

co 

17.5.7 K= F(tn-\a) = tn- II (1+sin a8) 8=1 

17.5.8 F(�P\a) =27r-1Kif? 

17.5.9 

E(IP\a) =F(IP\a) [1-i sin2 a (1+� sin a1 

+ 1 . . + )] + . [1 ( . ) 1/2 • 22 Sill a1 Sill a. . . . Sill a 2 Sill a1 Sill 'I'! 

+ 
1 ( . . ) 1/2 • + J 22 sm a1 sm a2 sm 1p2 • • • 

17.5.10 

E=K [1-� sin2 a (1+� sin a1+� sin a1 sin a2 

1 . . . )] +23 Sill a1 Sill a2 sm a3+ . . . 

Ascending Landen Transformation 

Let an, an+t be two modular angles such that 
17.5.11 (1 +sin an) (1 + COS an+ I) = 

2 
(an+ I >an) 

and let "''" 'Pn+t be two corresponding amplitudes 
such that 

Thus the step from n to n+ 1 increases the 
modular angle but decreases the amplitude. By 
iterating the process we can ascend from a given 
modular angle to one whose difference from a right 
angle is so small that 17.4.21 becomes applicable. 

With a0= a  we have 

n�! 
17.5.14 F(IP\a) =2n II (1+sin a8) - 1F('Pn\an) 

8*0 
n 

17.5.15 F('P\a) II (1 +cos a.)F('Pn\an) 
S=! 

., 
17.5.16 F(�P\a) = [csc a II sin a8]i In tan (i7r+ltJ?) 8=1 

17.5.17 <l>=lim Cf>n n-+., 

Neighborhood of a Right Angle (see also 17.4.13) 

When both "' and a are near to a right angle, 
interpolation in the table F(cp\a) is difficult. 
Either Landen's transformation can then be used 
with advantage to increase the modular angle and 
decrease the amplitude or vice-versa. 
17.6. The Process of the Arithmetic-Geometric 

Mean 

Starting with a given number triple (ao, b0, Co) 
we proceed to determine number triples 
(a,, b,, Ct1) 1 (�, b21 C2) , . . . , (aN, bN, CN) according tO 
the following scheme of arithmetic and geometric 
means 
17.6.1 

ao 
a1=1(ao+bo) 
a2= !(a, +b,) 

bo 

b,= (aobo)i 
b2= (a,b1)* 

Cu 
c,=Hao-bo) 
c2= t <a,-b,) 

CN=!(aN-1- bN-t) • 

We stop at the Nth step when aN=bN, i.e. , when 
eN= 0 to the degree of accuracy to which the num
bers are required. 
To determine the complete elliptic integra ls 

K(a) , E(a) we start with 
17.6.2 ao= 1 ,  bo=COS a, Co= sin a 

whence 
17.6.3 
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To determine K'(a) , E' (a) we start with 
17.6.5 a�= l ,  b�=sin a, c�=cos a 

whence 

17.6.6 

17.6.7 

K' (a) -E' (a) 
K' (a) 

K' (a) =_!!, 2aN 

To calculate F(<P\a) , E(<P\a) start from 17.5.2 
which corresponds to the descending Landen 
transformation and determine <P1, <P2, . . . , <PN 
successively from the relation 
17.6.8 tan (<Pn+ I-<Pn) = (b./a.) tan <Pn, <Po=(() 

Then to the prescribed accuracy 
17.6.9 

1 7.6.10 

Z(<P\a) =E(<P\a) - (E/K)F(<P\a) 

17.7.4 

I I t?.(v+i3) 
2 n t?.(v-{3) 

17.7.5 

a> 

2 .L::; s- 1q' (l - q2•) - I sin 2sv sin 2sfl 
1=1 

t?; (,B) =rot 13+4 ± q2'( 1 -2q2' cos 2f3+q48) - I sin 2/3 iJI ({j) 1•1 

In the above we can also use Neville's theta 
functions 16.36. 

17.7.6 

Case (ii) Hyperbolic Case n > 1 

The case n > 1 can be reduced to the case 
O<N<sin2 a by writing 

17.7.7 N= n-1 sin2 a, p1 =[(n- 1) (1 -n-1 sin2 a) ]l 

17.7.8 

IT (n; <P\ a) = -IT(N; <P\a) + F(<P\a) 

+2_!_ln [ (A(<P) +Pt tan <P) (A(<P)-p1 tan <P) -1 ] Pr 
where A(<P) is the delta amplitude, 17.2.4. 

* =c1 sin <P1 +cz sin <Pz+ . . .  + eN 3in <PN 17.7.9 n(n\a) =K(a) -IT(N\a) 

17.7. Elliptic Integrals of the Third Kind 

17.7.1 

IT(n; <P\a) = i"' (1 -n sin2 6) -1(1-sin2 a sin2 6) -ld6 

17.7.2 

Case (i) Hyperbolic Case O< n < sin2 a 

17.7.3 

E =arcsin (n/sin2 a) t, 

fJ=! 'II'F(E\a)/K(a) 

q=q(a) 

v = hF(<P\a)/K(a) , 

IT(n;<P\a) =o1 [- ! In (t?. (v+P)/t?4(v-{3) ] 

• See page n. 

Case (iii) Circular Case sin2 a< n< 1 

E=arcsin [ (1 -n) /cos2 a]l 

P= ! rF(E\90° - a)/K(a) 

q=q(a) 

17.7.10 

v= ! rF(<P\a)/K(a) , o2= [n(l -n) -1 (n-sin2 a) -1]1 
17.7.ll 

17.7.12 

X=arctan (tanh fJ tan v) 

+2 £ ( -I)•- ts- 1q2'(1-q2•) - 1  sin 2sv sinh 2s{3 
1•1 

17.7.13 

p.=[± sq'2 sinh 2s(:l] [1 +2 i: q'2 cosh 2sfJJ- t 
1•1 1= 1 

17.7.14 IT (n\a) =K(a) + !ro2[1 - Ao(E\a) ] 

where Ao is Heuman's Lambda function, 17.4.39. 
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l!( n;.p\0) 

n=.7,tp = 90° 

3.0
[__--

2 . 5  

2 . 0  

1 . 5  

n•l,i.p•45° 

� .o L------------'-'---

Fw URE 17 . 1 1 .  Elliptic integral of the third kind 
II(n; IP\a) . 

Case (iv) Circular Case n<O 

The case n<O can be reduced to the case 
sin2 a<N<1 by writing 

17.7.15 

17.7.16 

N= (sin2 a-n) (l -n)-1 

P2= [-n(1-n)-1(sin2 a-n) ]i 

[ ( 1-n) (1 -n-1 sin2 a)]i ii(n; IP\a) 

=[(1 -N) (1 -N-1 sin2 a)]iii(N; IP\a) 

+P21 sin2 aF(if'\a) + arctan [!p2 sin 21()/<l(�P) ] 

17.7.17 

II(n \a) = ( -n cos2 a) (1 -n)-1 (sin2 a-n)-1 II(N\a) 
+sin2 a(sin2 a-n)-1K(a) 

Special Cases 

17.7.18 n=O 
II(O ;  IP\a) =F(if'\a) 

17.7.19 n=O, a=O 
II(O; IP\0) = if'  

17.7.20 a=O 
Il(n; IP\0) = (1 -n)-i arctan [(1 -n)i tan if'], * 

n<1 
= (n- 1)-t arctanh [ (n- 1)! tan IP] , 

= tan if' n= l 

17.7.21 a= 7r/2 

II(n; IP\7r/2) = (1-n)- 1 [ln (tan IP+sec IP) 

- !  ni ln (1 +n! sin 1()) (1 -nl sin IP) -1] 
17.7.22 n= ±sin a 
( l =Fsin a) { 2II ( ± sin a; if'\a) - F(IP\a) } 

= arctan [(1 =Fsin a) tan �P/<l(�P) ] 

17.7.23 n=1 ± cos a 
2 cos aii(l ± cos a; IP\a) = ± ! ln [(l + tan if' 

· .:l(IP)) (1 -tan ip· .:l(�P))-1]+! ln [(.:l(IP) 

17.7.24 

17.7.25 

+cos a · tan IP) (<l(IP) -cos a tan IP) -1] 

=F (l =F cos a)F(IP\a) 

n= l 

Numerical Methods 

17 .8. Use and Extension of the Tables 

Example I. Reduce to canonical form J y-1dx, 
where 

y2= -3x4+34x'l-1 19x2+ 172x-90 
By inspection or by solving an equation of the 
fourth degree we find that 

y2=Q,Q2 where Q,=3r- 10x+9, Q2=-x2+8x- 10 
First Method 

Q1-XQ2= (3+X)x2- (10+8X)x+9+ 10X is a per
fect square if the discriminant 

•see page n. 

(10+8X)2-4(3+X) (9+ lOX) =0; i .e. , if X=-� or � 
and then 

Q,+� Q2=I (x-1)2 Q,-! Q2=I (x-2) 2 3 3 ' 2 2 

Solving for Q1 and Q2 we get 

Q1 = (x- 1)2+2(x-2) 2, Q2=2(x-1)2-3(x-2)2 

The substitution t = (x- 1) /(x-2) then gives 
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If the quartic y2=0 has four real roots in x 

(or in the case of a cubic all three roots are real) , 
we must so combine the factors that no root of 
Q1 =0 lies between the roots of Qz=O and no root 
of Q2=0 lies between the roots of Qt =0. Provided 
this condition is observed the method just de
scribed will always lead to real values of A. These 
values may, however, be irrational. 

Write 
Second Method 

Q1 3x2-10x-t-9 t2 Q2 -x2-\-8x-10 
and let the discriminant of Q2t2-Qt be 

Then 

4 T2= (8t2-\- 10)2-4(t2-\-3) (10t2-\-9) 
=4(3t2-\-2) (2t2- 1) 

This method will succeed if, as here, T2 as a 
function of t2 has real factors. If the coeffieients 
of the given quartic are rational numbers, the 
factors of T2 will likewise be rational. 

Third Method 
Write 

Q1 3x2-10x-t-9 w Q2 -x2+8x-10 
and let the discriminant of Q2w-Q1 be 

4 W=4(3w-t-2) (2w- 1) =4(Aw+Bw+O) 
Then if 
z2= W/w and Z2= (B- z2)2-4AO= (z2-1) 2-\-48 

f y- 1dx= ± f Z-1dz 

However, in this case the factors of Z are complex 
and the method fails. 

Of the second and third methods one will always 
succeed where the other fails, and if the coefficients 
of the given quartic are rational numbers.. the 
factors of T2 or Z2, as the case may be, willl be 
rational. 

Example 2. Reduce to canonical form J y-1dx 
where y2=x(x- 1) (x-2) .  

We use the third method of Example 1 tE�king 
Qt= (x- 1) , Q2=x(x-2) and writing 

Q1 x-1 w=Q2=x2-2x 

The discriminant of Qzw-Q1 =rw-(2w+ 1)x+ 1 
IS 

4 W= (2w+ 1)2-4w=4w+ 1 
so that 

1 W=Aw+Bw-t-0 where A=l , B=O, 0=4 
and if we write z2= W/w and 

Z2= (B-z2)2-4A0= (z2) 2- 1  = (z2- 1) (z2-\- 1 ) , 

J y-ldx= ± J [ (z2- 1) (z2+ 1) ]-t;z dz 

The first method of Example 1 fails with the 
above values of Q1 and Qz since the root of Q1 =0 
lies between the roots of  Q2=0, and we get 
imaginary values of A. The method succeeds, 
however, if we take Q1=x, Q2= (x- l ) (x-2) , for 
then the roots of Q1 = 0  do not lie between those 
of Q2=0. 

Example 3. Find K(S0/81) . 
First Method 

Use 17.3.29 with m=80/81 , m1= 1/81 , m�12= 1/9 . 
Since [ (1 - m�12) (1 + m�12)-1]2 = .64, K(80 /81) = 
1 .8 K(.64) =3.59154 500 to 8D, taking K(.64) from 
Table 17.1. 

Second Method 

Table 17.4 giving L(m) is useful for computing 
K(m) when m is near unity or K' (m) when m is 
near zero. 

K(S0/81)=! K' (80/81) ln (16X81) -L(80/81) . 
7r 

By interpolation �n Tables 17.1 and 17.4, since 
80/81 =.98765 43210, 
K' (80/81) =1 .57567 8423 
L(80/81) = .003 1 1 16543 
K(80/81) =7r-1 (1 .57567 8423) (7. 16703 7877) 

- .0031 1  16543 
=3.59154 5000 to 9D. 

Third Method 

The polynomial approximation 17.3.34 gives to 
8D 

K(80/81) =3.59154 501 
Fourth Method, Arithmetic-Geometric Mean 

Here sin2 a=80/81 and we start with 

a0= 1, b0=�, Co=-v'S0/81=.99380 79900 
giving 
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n a, b,. c,. 

0 1. 00000 00000 0 1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  0 99380 79900 
1 0 55555 55555 0 33333 33333 0 44444 44444 
2 0 44444 44444 0 43033 14829 0 1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  
3 0 43738 79636 0 43733 10380 0 00705 64808 
4 0 43735 95008 0 43735 94999 0 00002 84628 
5 0 43735 95003 0 43735 95003 0 

1 Thus K(80/81)=z ?ra51=3o59154 5001 . 
Example 4. Find E(80/8 1 ) o  

First Method 

Use 17.3.30 which gives, with m=80/81 

E�80/81) = 1� E(o64) -� K(o64) 
= 1 .01910 6047 

taking E(o64) and K(o64) from Table 17.1. 

Second Method 

Polynomial approximation, 17.3.36 gives 
E(80/81) = 1 .01910 6060o The last two figures 
must be dropped to keep within the limit of 
accuracy of the method. 

Third Method 

Arithmetic-geometric mean, 17.6. The numbers 
were calculated in Example 3, fourth method, and 
we have 

K(80/81)-E(80/81) 1 [..a+2..a+22 " +  +25 2] K(80/81) 2 co C! C2 ° 0 · Cs 

=� [1 .43249 71298] 

= .71624 85649. 
Using the value of K(80/81) found in Example 3, 
fourth method, we have 

E(80/81) = 1 .01910 6048 to 9D. 
Example 5. Find q when m=.9995o 
Here mt= .0005 and so from Table 17.4 

Q(m) = .06251 563013 
qt =mtQ(m) = .00003 12578 15. 

From 17.3.19 

ln (�)=11'2/ln (�)=11"2/10037324 1132 
= 095144 84701 

q= .38618 125. 

The computation could also be made using 
common logarithms with the aid of 17.3.20. The 
point of this procedure is that it enables us to 
calculate q1 without the loss of significant figures 
which would result from direct interpolation in 
Table 17.1. By this means ln (1/q1) can be found 
without loss of accuracy. 

Example 6. Find m to lOD when K'/K= .25 
and when K' /K=3o5o  

From 17.3.15 with K'/K= .25 we can write the 
iteration formula 

m<n+tl= I - 16e-4r exp [ - ?rL(m<n>)JK' (m<n>) ] o  

Then by iteration using Tables 17.1 and 17.4 

n m<n> 

0 1 .  
1 o99994 42025 
2 099994 42041 
3 099994 42041 

Thus m= o99994 42041 .  
From 17.3.16 with K'/K=3.5 we can write the 

iteration formula, 

n 

0 0 
1 o (3)26841 25043 
2 o (3)26837 65 
3 o (3)26837 65 

Thus m= o00026 83765. 
The above methods in conjunction with the 

auxiliary Table 17.4 of L(m) enable us to extend 
Table 17.3 for K'JK>3, and for K'IK<.3°  

Example 7.  Calculate to 5D the Jacobian 
elliptic function sn (.75342 1 .7) using Table 17.5. 

Here 

Thus, sn (o75342l o7) =sin q> where q> is determined 
from 

F(fl'\ 560789089°) = .  7 5342. 

Inspection of Table 17.5 shows that cp lies 
between 40° and 45°. We have from the table 
of F(cp\a) 
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� 56° 58° 60° 

35° . 63803 . 63945 . 64085 
40° . 73914 . 74138 . 74358 
45° . 84450 . 84788 . 85122 
50° . 95479 . 95974 . 96465 

From this we form the table of F(.p\56.789089°) 

"' F � �2 �3 

35° . 63859 
10144 

40° . 74003 437 
10581 72 

45° . 84584 509 
1 1090 

50° . 95674 

A rough estimate now shows that <P lies between 
40° and 41°. We therefore form the following 
table of F(.p\56.789089°) by direct interpoh�tion 
in the foregoing table 

"' 
40.0° 
40.5° 
4 1 .0° 

F 

.74003 

.75040 

.76082 

whence by linear inverse interpolation 

=40 50+ 50 [.75342- .75040]=40 64490 
<,? • • .76082- .75040 . 

and so sin .p= .65137=sn (.75342 1 .7) . 
This method of bivariate interpolation is given 

merely as an illustration. Other more d irect 
methods such as that of the arithmetic-geometric 
mean described in 17.6 and illustrated for the 
Jacobian functions in chapter 16 are less laboriious. 

Example 8. Evaluate 

First Method, Bivariate Interpolation 

From 17.4.50 we have 

where 

Thus a=26.56505 12°, .p1=61 .87449 43°, 'f'2=45°, 
F(<Pt\a) =l . 1 15921 and F('f'2\a) = .800380 and 
therefore the integral is equal to . 14 1 1 14 .  

Second Method, Numerical Quadrature 

Simpson's formula with 1 1  ordinates and interval 
. 1  gives . 141 1 17 . 

Example 9. Evaluate 

First Method, Reduction to Standard Form and 
Bivariate Interpolation 

Here we can use 17.4.48 noting that a2=4, 
b2=2, and that 

i4 
[ (t2-2) (t2-4) ]-idt= i"'-i"' 

=� [F(cpt\45°) -F(cp2\45°) ] 

=� [ 1 .854075- .5356�3]= .659226 
where 

Thus 

Second Method, Numerical Integration 

If we wish to use numerical integration we must 
observe that the integrand has a singularity at 
t=2 where it behaves like [8(t-2)]-l. 

We remove the singularity at t=2, by writing 

where 

j(t) = [ (t2-2) (t2-4) ]-i-[8(t-2) ]-t. 

If we define j (2) =0 ,  .r j(t)dt 

can be calculated by numerical quadrature. Also 

i4 [8(t-2) ]-idt=[ Jz (t-2)iJ: =1 

and thus we calculate the integral as 

1 + i4 
j (t)dt= 1 - .340773= . 659227. 

Example 10. Evaluate 

u= f "' (x3-7x+6)-idx. 
J l7 

x3- 7x+6= (x- 1) (x-2) (x+3) and we use 17.4.65 
with Pt=2, P2= l ,  P3= -3, 
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m=sin2 a=4/5, >..=-JS/2, cos2 cp=3/4. 

Thus a=63.434949°, cp=30° and 

u=2(5)-!F(30°\63.434949°) 
=2(5)-1(.543604) = .486214 from Table 17.5. 

The above integral is of the Weierstrass type and 
in fact 17= {/) C!u; 28, -24) (see chapter 18) . 

Example 11. Evaluate 

We have 

There is only one real zero and we therefore 
use 17.4.74 with P(t)=&-2&+12t-24, {3=2 so 
that P' (2)= 16, P" (2) =8, X=2 and therefore 

Therefore the given integral' is 

where 
1 cos cp,=3' lfJ! =70.52877 93° 

and the integral=![l .510344- 1 .212597] = . 148874. 
Example 12. Use Landen's transformation to 

evaluate 

First Method, Descending Transformation 

We use 17.5.1 to give 

. 2 1 +sm a, 1 +cos 300 1 .071797 

cos a1= [ (1 -sin a1) (l +sin a1) ]112= .997419 

1 .001292 ; cos a2= .999999 

2 1 .000000 

Thus from 17.5.7, 

the integral=F(90°\30°) =� (1 .071797) (1 .001292) 

= 1 .68575 to 5D. 

Second Method, Ascending Transformation 

We use 17.5.11 to give 

n 

1 +cos a,.+! = 2/(1 +sin a,.) 

1 
2 
3 

cos a ,.  

. 33333 333 

. 02943 725 

. 00021 673 

sin a,. 

. 94280 904 

. 99956 663 

. 99999 998 

sin (2cp,- 90°) =sin 30°' cp,=60° 
1{)2=57.367805° 
cp3= 57.348426° 
cp,=57.348425°=�. 

sin (21fJ2-cp1) =sin a1 sin cp1 , 
sin (2cp3-1fJ2) =sin a2 sin lfJ2, 

sin (2cp,-cp3) =sin a3 sin I{Js, 

From 17.5.16 

F(90o\aOo) =1�5 1 .942:0 904 1 .999:6 663 

1 .999�9 998 ln tan ( 45o+� �) 
= 1.37288 050 ln tan 73.674213° 

= 1 .37288 050( 1 .22789 30) 

F(90°\30°)= 1 .68575 to 5D. 
Example 13. Find the value of F(89.5°\89.5°) . 

First Method 

This is a case where interpolation in Table 17.5 
is not possible. We use 17.4.13 which gives 

where 
cot ,P=sin (.5°) cot (.5°) =cos ( .5°) 

,P=45.00109 084° 
and F'(,P\89.5°) = .881390 from Table 17.5. 

F(90°\89.5°) =K(sin2 89.5°) =K(.99992 38476) 
=6. 12777 88 

Thus F(89.5°\89.5°) =5.246389. 

Second Method 

Landen's ascending transformation, 17 .5.11, 
gives 
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cos �� = ( 1 -sin 89.5°)/(1 +sin 89.5°) 

sin �1= [(1-cos �1) (l +cos �1))1= .99999 9�}997 

cos �2=0 

sin �2= l. 

17.5.12 then gives 
sin (2�,D1-89.5°) =sin 89.5° sin 89.5° 

=.99992 38476 

2�,Dt-89.5°= 89.2929049°1 1Pt=89.39645 24�5° 

sin (21P2- IP1)=sin �� sin IP!, �P:J=89.39645 602° 
sin (21Pa- �P:J) =sin 1,021 IPa= �P:J= IIl. 

Thus 17.5.16 gives 

F(89.5°\89.5°) = 

(.99996
1

19231y ln (tan 89.69822 801°)=5.��4640. 

Example 14. Evaluate 

.r [ (9- t2) (16+ t2)3]-'dt to 5D. 

From 17.4.51 the given integral 

where 

12 il 1 = - =- [E (IPt\�) -E(IP:!\�) J 0 0 80 

sin IPt=l -/5, 

. 5 Sill 1P2=3.Jl7
' 

�=36.86990° 

ipt=48. 18968° 

By bivariate interpolation in Table 17.15 we 
find that the given integral 

=� [ .80904 - .41 192]= .00496. 

Simpson's rule with 3 ordinates gives 

l [ .00504+.01975+ .005]= .00496. 

Example 15. Evaluate 

II (fei 45°\30°) = 

This is case (i) of integrals of the third kind, 
O<n<sin2 �, 17.7.3 

E=arcsin (n/sin2 �)'=30°, 

P= tn'F(30°\30°)/K(30°) = .49332 60 

v= tn'F(45°\30°)/K(30°) = .74951 51 ,  
o1 = (16/45)! 

and so from 17.7.3 

II (fe; 45°\30°) = 

(16/45)! { -! ln tJ4(v+tl) 
+ 

tJ{(,S) 
v} iJ4(v-,S) r1t (tl) 

q= .01797 24. 

Using the q-series, 16.27, for the tJ functions we get 

II (i\; 45°\30°) = (16/45)! {  - .02995 89 

+ (1 .86096 21) (.74951 51) } = .813845 . 

Table 17.9 gives .81385 with 4 point Lagrangian 
interpolation. 

Example 16. Evaluate the complete elliptic 
integral 

From 17.7.6 we have 

where E=arcsin(n/sin2�)'=30° . Thus using 
Table 17.7 

II (-,\-\30°) = 1 .743055. 

Table 17.9 gives 1 .74302 with 5 point Lagran
gian interpolation. 

Example 17. Evaluate 

to 6D. 

This is case (iii) of integrals of the third kind, 
sin2 �<n< l, 
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E=arcsin [(1-n) /cos2 a]l=45° 
�=!11"F(45°\60°) /K(30°) = .7!)317 74 
v=!11"F(45°\30°)/K(30°) .74951 5 1 
ll2= (40/9)! 
q= .01797 24 

and so from 17.7.11 

II (i ; 45°\30°)= (40/9) 112(.h-4J.LV) 
=2. 10818 51 { .55248 32-4(.03854 26) 

(.74951 51) } = .921 129. 

Table 17.9 gives .92 1 13 with 4 point Lagrangian 
interpolation. 

Example 18. Evaluate the complete elliptic 
integral 

From 17.7.14 we have 

where E=arcsin [ (1 -n)/cos2a]li2=45°. Thus using 
Table 17.8 

II (i\30°)=2.80099. 

Table 17.9 gives 2.80126 by 6 point Lagrangian 
interpolation. The discrepancy results from in� 
terpolation with respect to n for (!'=90° in Table 
17.9. 

Example 19. Evaluate 

II ( t; 45°\ 30°) 
rr/4 = J 0 (1-t sin2 8) - 1 (1-t sin2 8) -112 dO 

to 5D. 

Here n=�, <P=45°, a=30° and since the character

istic is greater than unity we use 17.7.7 

N=n-1 sin2 a=.2, p1= (1 /5)i 
II (t; 45°\30°) =-II( 2; 45°\30°) +F(45°\30°) 

ri (7 /8)t+ (1/5)l + (!-vu) In (7 /8)l- (1/5)t 

=- .83612+ .80437 

+!-/S in 
.JM+� 
�-{8 

=1 .13214. 

Numerical quadrature gives the same result. 
Example 20. Evaluate 

II ( -t; 45°\30°) 

=irt•(l +t sin2 o) -1(1-t sin2 o)-id8 
to 5D. 

Here the characteristic is negative and we there� 

fore use 17.7.15 with n=-�, sin2 a=� 
N=(l-n) -1 (sin2 a-n)= .4, P2=/l 

and therefore 

Using Tables 4.14, 17.5, and 17.9 we get 

II (-!; 45°\30°)= .76987 
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Table 17.1 COMPLETE ELLIPTIC INTEGRALS OF THE FIRST AND SECOND KINDS 
AND THE NOME q WITH ARGUMENT THE PARAMETER m 

" I 
K(m)� J02 (1-m sin2 o) -2do K'(m) � K(m1) 

I 
E(m)� Jo2 (1-m sin2 o)2do E' (m) �E(ni J )  

q(m) =exp [ _,K'(rn) jK(m) ] q1 (m ) =q(ml) 
711 K(m) K' (m) q(m) ml 

o. 00 1. 57079 63267 94897 00 0. 00000 00000 00000 1. 00 o. 01 1. 57474 55615 17356 3. 69563 73629 89875 0. 00062 81456 60383 o. 99 o. 02 1. 57873 99120 07773 3. 35414 14456 99160 0. 00126 26665 23204 0, 98 o. 03 1. 58278 03424 06373 3. 1 5587 49478 91841 0. 00190 36912 69025 o. 97 o. 04 1. 58686 78474 54166 3. 01611 24924 77648 0. 00255 13525 13689 o. 96 

o. 05 1. 59100 34537 90792 2. 90833 72484 44552 0. 00320 57869 70686 o. 95 0. 06 1. 59518 82213 21610 2. 82075 24967 55872 0. 00386 71356 22010 0, 94 o. 07 1. 59942 32446 58510 2. 74707 30040 24667 0. 00453 55438 98018 o. 93 o. 08 1. 60370 96546 39253 2. 68355 14063 15229 0. 00521 11618 66885 o. 92 o. 09 1. 60804 86199 30513 2. 62777 33320 84344 0. 00589 41444 34269 o. 91 

0, 10 1. 61244 13487 20219 2. 57809 21133 48173 0, 00658 46515 53858 o. 90 0, 11 1. 61688 90905 05203 2. 53333 45460 02200 0. 00728 28484 49518 o. 89 o. 12 1. 62139 31379 80658 2. 49263 53232 39716 0. 00798 89058 49815 o. 88 0. 13 1. 62595 48290 38433 2. 45533 80283 21380 0. 00870 30002 35762 o. 87 0, 14 1. 63057 55488 81754 2. 42093 29603 44303 0. 00942 53141 02678 o. 86 

0, 15 1. 63525 67322 64580 2. 38901 64863 25580 0. 01015 60362 37153 o. 85 0. 16 1. 63999 98658 64511 2. 35926 35547 45007 0. 01089 53620 10173 0. 84 0, 17 1. 64480 64907 98881 2. 33140 85677 50251 0. 01164 34936 87540 o. 83 0, 18 1. 64967 82052 94514 2. 30523 17368 77189 0. 01240 06407 58856 o. 82 0. 19 1. 65461 66675 22527 2. 28054 91384 22770 0. 01316 70202 86392 o. 81 
o. 20 1. 65962 35986 10528 2. 25720 53268 20854 0, 01394 28572 75318 0. 80 o. 21 1. 66470 07858 45692 2. 23506 77552 60349 0. 01472 83850 66891 o. 79 o. 22 1. 66985 00860 83368 2. 21402 24978 46332 0, 01552 38457 56320 o. 78 o. 23 1. 67507 34293 77219 2. 19397 09253 19189 0. 01632 94906 37206 o. 77 o. 24 1. 68037 28228 48361 2. 17482 70902 46414 0. 01714 55806 74605 0. 76 
0. 25 1. 68575 03548 12596 2. 1 5651 56474 99643 0. 01797 23870 08967 o. 75 o. 26 1. 69120 81991 86631 2. 13897 01837 52114 0, 01881 01914 93399 o. 74 o. 27 1. 69674 86201 96168 2. 12213 18631 57396 0, 01965 92872 66940 o. 73 o. 28 1. 70237 39774 10990 2. 10594 83200 52758 0, 02051 99793 66788 o. 72 0. 29 1 .  70808 67311 34606 2. 09037 27465 52360 0, 02139 25853 82708 o. 7l 

0. 30 1. 71388 94481 78791 2. 07536 31352 92469 0. 02227 74361 57154 o. 70 o. 31 1. 71978 48080 56405 2. 06088 16467 30131 0, 02317 48765 35013 o. 69 0. 32 1. 72577 56096 29320 2. 04689 40772 10577 0, 02408 52661 67250 o. 68 o. 33 1. 73186 47782 52098 2. 03336 94091 52233 0. 02500 89803 73177 o. 67 o. 34 1. 73805 53734 56358 2. 02027 94286 03592 0. 02594 64110 66576 o. 66 
o. 35 1. 74435 05972 25613 2. 00759 83984 24376 0. 02689 79677 51443 o. 65 0. 36 1. 75075 38029 15753 1. 99530 27776 64729 0. 02786 40785 93729 o. 64 o. 37 1. 75726 85048 82456 1. 98337 09795 27821 0, 02884 5191 5 76181 o. 63 o. 38 1. 76389 83888 83731 1. 97178 31617 25656 0. 02984 17757 44138 o. 62 0. 39 1. 77064 73233 .33534 1. 96052 10441 65830 0. 03085 43225 51033 o. 61 
0. 40 1. 77751 93714 91253 1. 94956 77498 06026 0. 03188 33473 13363 o. 60 0. 41 1. 78451 88046 81873 1. 93890 76652 34220 0. 03292 93907 86003 o. 59 o. 42 1. 79165 01166 52966 1. 92852 63181 14418 0. 03399 30208 70043 o. 58 0. 43 1. 79891 80391 87685 1. 91841 02691 09912 0. 03507 48344 66773 o. 57 0. 44 1. 80632 75591 07699 1. 90854 70162 81211 0, 03617 54594 93133 o. 56 
o. 45 1. 81388 39368 16983 1. 89892 49102 71554 0. 03729 55570 75822 o. 55 o. 46 1. 82159 27265 56821 1. 88953 30788 53096 0. 03843 58239 43468 o. 54 o. 47 1. 82945 97985 64730 1. 88036 13596 22178 0. 03959 69950 38753 o. 53 o. 48 1. 83749 13633 55796 1. 87140 02398 11034 0, 04077 98463 75263 o. 52 o. 49 1. 84569 39983 74724 1. 86264 08023 32739 0, 04198 51981 67183 o. 51 
o. 50 1. 85407 46773 01372 1. 85407 46773 01372 0, 04321 39182 63772 o. 50 m1 K'(m) K(m) q,(m) m 

[ <1�)2] [ <-;)3] 
See Examples 3-4. 
E(m) and E' (m) from L. M. Milne-Thomson, Ten-figure table of the complete elliptic integrals 
K, K',E, E' and a table of .,�(� I •/ .,f' �OI•) • Proc. London Math. Soc.(2)33, 193l(with permission) . 



ELLIPTIC INTEGRALS 

COMPLETE ELLIPTIC INTEGRALS OF THE FIRST AND SECOND KINDS 

m 0. 00 
o. 01 
o.  D2 D. 03 
o. D4 
o. 05 0. 06 
o. D7 
o. 08 
o. 09 
o. 10 0. 11 0. 1 2 0. 13 0. 14 
0. 15 0. 16 0. 17 D. l8 0. 19 
o. 20 0. 21 
o. 22 D. 23 D. 24 
D. 25 
o.  26 0. 27 
o.  28 
o. 29 
o. 3D 
o. 31 D. 32 
o. 33 
o. 34 
o. 35 
o. 36 
o. 37 
o. 38 
o. 39 
D. 40 
o. 41 
o. 42 D. 43 D. 44 
D. 45 D. 46 
0. 47 D. 48 D. 49 
o. 50 

mt 

AND THE NOME q WITH ARGUMENT THE PARAMETER m . I 

K(m) � J02 (1-rn sin2 e) -2de 
1r I 

E(m) � J02 (1-m sin2 e)2de 
q(m)�exp [ -1rK ' (rn) /K(m) ]  

q! (m) E(m) 1. 00000 00000 00000 1. 57079 6327 0. 26219 62679 17709 1 . 56686 1942 D. 22793 4574D 67492 1. 56291 2645 0. 20687 98108 47842 1. 55894 8244 0. 19149 63D82 09940 1. 55496 8546 
D. 17931 6DD69 55723 1. 55097 3352 0. 16920 75311 46133 1. 54696 2456 0. 16055 42010 73011 1. 54293 5653 0. 15298 14810 09741 1. 53889 2730 0. 14624 42694 73236 1. 53483 3465 
0. 14017 31269 54262 1. 53075 7637 0. 13464 58847 92091 1 . 52666 5017 0. 12957 14695 2 0553 1. 52255 5369 0. 12488 01223 52049 1. 51842 8454 0. 12051 71957 28729 1. 51428 4027 
0. 11643 90607 17472 1. 51012 1831 0. 11261 03164 23363 1. 50594 1612 0. 10900 18330 23834 1. 50174 3101 0. 1 D558 93457 98477 1. 49752 6026 0. 1D235 24235 13544 1. 49329 0109 
O. D9927 36973 38825 1. 48903 5D58 D. 09633 82749 65990 1. 48476 0581 O. D9353 32888 80648 1. 48046 6375 D. 09084 75434 60707 1. 47615 2126 0. 08827 12359 87862 1. 47181 7514 
D. D8579 57337 D2195 1. 46746 2209 D. 08341 33938 83117 1 . 46308 5873 0. 08111 74173 41165 1 . 45868 8155 0. 07890 17281 26D84 1. 45426 8698 0. 07676 08740 D4317 1 . 44982 7128 
O. D7468 99435 37179 1. 44536 3064 0. 07268 44965 3711D 1. 44087 6115 0. 07D74 05053 87511 1. 43636 5871 O. D6885 43052 47167 1. 43183 1919 0. 067D2 25515 69108 1. 42727 3,821 
0. 06524 21836 78738 1. 42269 1133 O. D6351 03934 00746 1. 418D8 3394 0. 06182 45979 15898 1. 41345 0127 0. 06018 24161 79938 1. 40879 0839 O. D5858 16483 56838 1. 4041D 5019 
0. 05702 02578 1461D 1. 39939 2139 O. D5549 63553 09081 1. 39465 1652 0. 0540D 81850 43499 1. 38988 2992 D. 05255 41123 42653 1. 38508 5568 D. 05113 26127 21764 1. 38025 8774 
0. 04974 22621 64574 1. 37540 1972 O. D4838 17284 53289 1. 37051 45D5 O. D4704 97634 16424 1. 36559 5691 D. 04574 51959 80149 1. 36064 4814 D. 04446 69259 25D28 1. 35566 1135 
o. D4321 39182 63772 1. 35D64 3881 

q(m) E' (m) [C -�)4] 

K'(m) �K(m1 ) 

E' (m) �E(m1) 
q1 (m) =q (mJ) 

E'(m) 1. 00000 0000 1. 01599 3546 l. D2859 4520 1. D3994 6861 1. D5050 2227 
1. 06047 3728 1. 06998 6130 1. 07912 1407 1 . 08793 7503 1. 09647 7517 
1. 10477 4733 1 . 11285 5607 1. 12074 1661 1. 12845 0735 1. 13599 7843 
1. 14339 5792 1. 15065 5629 1. 15778 6979 1. 16479 8293 1. 17169 7D53 
1. 17848 9924 1. 18518 2883 1. 19178 1311 1. 19829 0087 1. 20471 3641 
1. 211D5 6028 1. 21732 D955 1. 22351 1839 1. 22963 1828 1. 23568 3836 
1. 24167 0567 1. 24759 4538 1. 25345 8093 1. 25926 3421 1. 265D1 2576 
1. 2707D 748D 1. 27634 9943 1. 28194 1668 1. 28748 4262 1. 29297 9239 
1. 29842 8034 1. 30383 2008 1. 30919 2448 1. 31451 D576 1. 31978 7557 
1. 32502 4498 1. 33022 2453 1. 33538 2430 1. 34050 5388 1. 34559 2245 
1. 35D64 3881 

E(m) 

609 
Table 17.1  

1/!j 1. 00 D. 99 
o. 98 
o. 97 D. 96 
o. 95 0. 94 0. 93 
o. 92 
o. 91 
o. 90 
o. 89 
o. 88 0. 87 0, 86 
0. 85 
o. 84 
o. 83 
o. 82 D. 81 
0. 80 
o. 79 
o. 78 
o. 77 
o. 76 
o. 75 
o. 74 
o. 73 
o. 72 D. 71 
D. 7D 0. 69 
o. 68 
o. 67 
o. 66 
o. 65 0. 64 D. 63 
o. 62 
o. 61 
o. 60 
o. 59 D. 58 D. 57 0. 56 
D. 55 0. 54 D. 53 0. 52 D. 51 
D. 50 

m 
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Table 1 7 .2 COMPLETE ELLIPTIC INTEGRALS OF THE FIRST AND SECOND KINDS 

a 

00 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22  
23 
24 

25  
26 
27 
28  
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35  
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
90°-a 

AND THE NOME q WITH ARGUMENT THE MODULAR ANGLE a 
� 1 

K(a)= J02 (l-sin2 a sin2 11) -2de 
7t 1 

E(a) =  Jo2 (1-sin2 a sin2 e)2do 
q (a) =exp [-,.K' (a) /K (a) J 

K(a) K' (a) 
1. 57079 63267 94897 00 

1. 57091 59581 2 7243 5, 43490 98296 25564 
1, 57127 49523 72225 4. 74271 72652 78886 
1. 57187 36105 14009 4, 33865 39759 99725 
1. 57271 24349 95227 4. 0 5275 8169 5 49437 

1. 57379 21309 24768 3. 83174 19997 84146 

1, 57511 36077 77251 3. 65185 59694 78752 
1. 5 7667 79815 92838 3. 50042 24991 71838 
1. 57848 65776 88648 3, 36986 80266 68445 
1. 58054 09338 95721 3. 2 5530 29421 43555 

1. 58284 2 8043 38351 3. 1 5338 52518 87839 
1, 58539 41637 75538 3. 06172 86120  38789 
1 . 58819 72125 27520 2. 97856 89511 81384 
1. 59125 43820 13687 2. 90256 49406 70027 
1. 59456 83409 31825 2. 83267 25829 18100 

1. 59814 20021 12540 2, 7 6806 31453 68768 
1. 60197 85300 86952 2. 70806 76145 90486 
1. 60608 13494 1 0364 2. 65213 80046 30204 
1. 61 045 41537 89663 2. 59981 97300 61099 
1 . 61 510  09160 67722 2. 55073 14496 27254 

1. 62002 58991 24204 2. 5 0455 00790 01634 
1. 62523 36677 58843 2. 46099 94583 04126 
1. 63072 91016 30788 2. 41984 1 6537 39137 
1 , 63651 74093 35819 2. 38087 01906 04429 
1. 64260 41437 12491 2. 34390 47244 4691 3 

1. 64899 52184 78530 2 . 30878 67981 67196 
1. 65569 69263 1 0344 2. 2 7537 6429 6  11676 
1 , 66271 59584 91370  2. 24354 93416  98626 
1, 67005 94262 69580 2. 21319 46949 79374 
1. 67773 48840 80745 2. 18421 32169 49248 

1. 68575 03548 1 2596 2. 1 5651 56474 99643 
1 . 69411 43573 05914 2. 1 3002 14383 99325 
1. 70283 59363 12341 2. 1 0465 76584 91159 
1. 71192 46951 55678 2. 08035 80666 91578 
1. 72139 0831 3 74249 2. 05706 23227 97365 

1.  73124 51756 57058 2. 03471 53121 85791 
1. 74149 92344 26774 2. 01326 65652 05468 
1.  75216 52364 68845 1. 99266 97557 34209 
1. 76325 61840 59342 1. 97288 22662 74650 
1.  77478 59091 05608 1. 95386 48092 51663 

1. 78676 91348 85021 1. 93558 1 09 60 04722 
1. 79922 15440 49811 1. 91799 75464 36423 
1. 812 1 5  98536 62126 1. 90108 30334 63664 
1. 82560 18981 35889 1. 88480 86573 80404 
1. 83956 67210 93652 1. 86914 75460 26462 

1. 85407 46773 01372 1 . 85407 46773 01372 

K'(a) K(a} 

[(1T7] 

K' (a) = K  (90° -a) 

E' (a) =E (90° -a) 

q1 (a) =q (90° -a) 

q(a) 90°-a 
0. 00000 00000 00000 9 0 ° 

0. 00001 90395 55387 89 
0. 00007 61698 24680 88  
0. 00017 14256 42257 87 
0. 00030 48651 48814 86 

0. 00047 65699 16867 85 
0, 00068 66451 27305 84 
0. 00093 52197 97816 83 
0. 00122 24470 642 9 4  8 2  
0. 00154 85045 16579 81 

0. 00191 35945 90170 80 
0. 00231 79450 15821 79 
0. 00276 18093 29252 78 
0. 00324 54674 43525 77 
0. 00376 92262 86978 76 

0. 00433 34205 09983 75 
0. 00493 84132 64213 74 
0. 0 0558 45970 58517 73 
0, 00627 23946 95994 72 
0. 0070 0 22602 97383 71 

0. 00777 46804 1 6442 70 
0. 00859 01752 53626 69 
0. 00944 92999 75082 68 
0. 0 1 03 5  26461 44729 67 
0. 01130 08432 78049 66 

0. 01229 45605 27181 65 
0. 01333 45085 07947 64 
0. 01442 1 4412 80638 63 
0. 01555 61584 97708 62 
0. 01673 95077 33023 61 

0. 01797  23870 08967 60 
0. 01925 57475 39635 59 
0. 02059 05967 10437 58 
0. 02197 80013 1 6901 57 
0. 02341 90910 881 88 56  

0. 02491 50625 2 3981 55  
0. 02646 71830 76961 54 
0. 02807 67957 17219 53 
0. 02974 53239 19583 52 
0. 03147 42771 20286 51 

0, 03326 52566 95577 50 
0. 03511 99625 22096 4 9  
0. 03704 02001 87133 48  
0. 03902 78889 26607 47 
0. 04108 5070 3 79885 46 

0. 04321 39182 63772 45  

qi (a) a [( -:) 9] 
Compiled from G. W. and R. M. Spenceley, Smithsonian elliptic function tables, Smithsonian 

Miscellaneous Collection, vol. 109, Washington, D.C., 1947 (with permission) . 
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COMPLETE ELLIPTIC INTEGRALS OF THE FIRST AND SECOND KINDS Table 1 7.2 
AND THE NOME q WITH AHGUMENT THE MODULAR ANGLE a 

� I 

K(a) = f02 (l-sit12 a sin2 n) -2dn 
� I 

E(a) = s; (1-sin2 a sin2 n) 2do 
q(a) =exp [-� K' (a) /K(a) ] 

a q1 (a) E(a) 
0° 1. 00000 00000 00000 
1 0. 40330 93063 38378 
2 0. 35316 56482 96037 
3 0. 32040 03371 34866 
4 0. 29548 83855 58691 
5 0. 27517 98048 73563 
6 0. 25794 01957 66337 
7 0. 24291 29743 06665 
8 0. 22956 71598 81194 
9 0. 21754 89496 99726 
10 0. 2 0660 97552 00965 
11 0. 19656 76611 43642 
12 0. 18728 51836 10217 
13 0. 17865 56628 04653 
14 0. 17059 45383 49477 
15 0. 16303 35348 21581 
16 0. 15591 66592 65792 
17 0. 14919 73690 67429 
18 0. 14283 65198 36280 
19 0. 13680 08474 28619 
20 0. 13106 18244 99858 
21 0. 12559 47852 09819 
22 0. 12037 82455 07894 
23 0. 11539 33684 49987 
24 0. 11062 35386 78854 
25 0. 10605 40201 85996 
26 0. 10167 16783 93444 
27 0. 09746 47524 70352 
28 0. 09342 26672 88483 
29 0. 08953 58769 52553 
30 0. 08579 57337 02195 
31 0. 08219 43773 66408 
32 0. 07872 46415 92073 
33 0. 07537 99738 58803 
34 0. 07215 43668 98737 
35 0. 06904 22996 09032 
36 0. 06603 86859 10861 
37 0. 06313 88302 96461 
38 0. 06033 83890 33716 
39 0. 05763 33361 79494 
40 0. 05501 99336 98829 
41 0. 05249 47051 04844 
42 0. 05005 44121 29953 
43 0. 04769 60340 17056 
44 0. 04541 67490 83529 
45 0. 04321 39182 63772 
90°-a q(a) 

1. 57079 63267 94897 
1. 57067 67091 27960 
1. 57031 79198 97448 
1. 56972 01504 23979 
1. 56888 37196 07763 
1. 56780 90739 77622 
1. 56649 67877 60132 
1. 56494 75629 69419 
1. 56316 22295 18261 
1. 56114 17453 51334 
1. 55888 71966 01596 
1. 55639 97977 70947 
1. 55368 08919 36509 
1. 55073 19509 84013 
1. 54755 45758 69993 
1. 54415 04969 14673 
1. !i4052 15741 27631 
1. 53666 97975 68556 
1. 53259 72877 45636 
1. 52830 62960 54359 
1. !i2379 92052 59774 1. 51907 85300 25531 
1. 51414 69174 93342 
1. 50900 71479 16775 
1. !i0366 21353 53715 
1. 49811 49284 22116 
1. �·9236 87111 24151 
l. t8642 68037 44253 l. L8Q29 26638 27039 
1. �·7396 98872 41625 
1. 46746 22093 39427 1. �.6077 35062 13127 
1. 45390 77960 65210 
1. 44686 92406 95183 
1. � 3966 21471 15459 
1. 43229 09693 06756 
1. 42476 03101 24890 
1. 41707 49233 71952 
1. 40923 97160 46096 
1. � 0125 97507 85523 
1. 3 9314 02485 23812 
1. 3·8488 65913 75413 1. 3 7650 43257 72082 
1. 36799 91658 73159 
1. 3 5937 69972 75008 
1. 3 5064 38810 47676 E'(a) [ (-�)3] 

E' (a) =E (90° -a) 
q1 (a) =q(90° -a) 

E ' (a) 
1. 0 0000 00000 00000 1. 00075 15777 01834 
1. 00258 40855 27552 
1. 00525 85872 09152 
1. 00864 79569 07096 
1. 01266 35062 34396 
1. 01723 69183 41019 
1. 02231 25881 67584 
1. 02784 36197 40833 
1. 03378 94623 90754 
1. 04011 43957 06010 
1. 04678 64993 44049 
1. 05377 69204 07046 
1. 06105 93337 53857 
1. 06860 95329 78401 
1. 07640 51130 76403 
1. 08442 52193 72543 
1. 09265 03455 37715 
1. 10106 21687 57941 
1. 10964 34135 42761 
1. 11837 77379 69864 
1. 12724 96377 57702 
1. 13624 43646 84239 
1. 14534 78566 80849 
1. 15454 66775 24465 
1. 16382 79644 93139 
1. 17317 93826 83722 
1. 18258 90849 45384 
1. 19204 56765 79886 
1. 2 0153 81841 13662 
1. 21105 60275 68459 
1. 2 2058 89957 54247 
1. 23012 72241 85949 
1. 23966 11752 88672 
1. 24918 16206 07472 
1. 25867 96247 79997 
1. 2 6814 65310 65206 
1. 27757 39482 50391 
1. 28695 37387 83001 
1. 29627 80079 94134 
1. 30553 90942 97794 1. 31472 95602 64623 
1. 32384 21844 81263 
1. 33286 99541 17179 1. 34180 60581 29911 
1. 35064 38810 47676 E(a) 

90°-a  
90° 89 88 
87 
86 
85 
84 
83 82 
81 
80 
79 
78 77 76 
75 74 73 
72 
71 
70 
69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 62 
61 
60 59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 
49 
48 47 46 
45 a 
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Table 1 7.3 PARAMETER m WITH ARGUMENT K'(m)JK(m) 
K' K' 
K m K 

0. 30 0. 99954 69976 1. 20 
o. 32 0. 99912 85258 1. 22 
o. 34 0. 99844 79307 1. 24 
o. 36 o. 99740 8(}762 1. 26 
0. 38 0. 99590 01861 1.  28 

o. 40 0. 99380 79974 1. 30 
o. 42 o. 99101 23521 1. 32 
o. 44 0. 98739 58502 1. 34 
0. 46 o. 98284 72586 1. 36 
o. 48 0. 97726 54540 1. 38 

0. 50 0. 97056 27485 1. 40 
o. 52 0. 96266 7:5125 1.  42 
o. 54 o. 95352 60602 1. 44 
0. 56 0. 94310 38029 1. 46 
o. 58 0. 93138 57063 1. 48 

0. 60 o. 91837 61134 1. 50 
o. 62 0. 90409 80105 1. 52 
0. 64 0. 88859 18214 1. 54 
o. 66 o. 87191 38254 1. 56 
o. 68 o. 8541 3 42916 1. 58 

0. 70 0. 83533 54217 1. 60 
0. 72 0. 81560 91841 1. 62 
0. 74 o. 79505 51193 1. 64 
o. 76 o. 77377 81814 1. 66 
0.  78 o. 75188 66711  1. 68 

o. 80 0. 72949 03078 1. 70 
o. 82 o. 70669 84707 1. 72 
o. 84 0. 68361 86358 1. 74 
0. 86 o. 66035 50204 1. 76 
0. 88 0. 63700 74395 1. 78 

a. 9a a. 61367 0373a 1. 8a 
0. 92 0. 59043 22404 1. 82 
0. 94 0. 56737 4862 1 1. 84 
o. 96 0. 54457 30994 1.  86 
0. 98 o. 52209 46531 1.  88 

1.  00 o. 50000 00000 1. 90 
1 02 o. 47834 24497 1. 92 
1. 04 o. 45716 83054 1. 94 
1. 06 o. 43651 71048 1. 96 
1. 08 0. 41642 19278 1. 98 

1. 10 o. 39690 97552 2. 00 
1. 12 0. 37800 18621 2. 02 
l. 14 o. 35971 42366 2. 04 
1. 16 o. 34205 80100 2. 06 
1. 18 o. 32503 98919 2. 08 

1. 20 0. 30866 25998 2. 10 [<-:)2] 
K' K' For K > 3.0, K < 0.3, see Example 6. 

Table 1 7.4 

K' m K m 
0. 30866 25998 2. 10 o. 02158 74007 
o. 29292 52811 2. 12 0. 02028 61803 
0. 27782 39170 2. 14 o. 01906 26278 
0. 26335 17107 2. 16 o. 01791 21974 
0. 24949 94512 2. 18 0. 01683 05990 

0. 23625 58558 2. 20 o. 01581 37845 
0. 22360 78874 2. 22 0. 01485 79356 
0. 21154 10467 2. 24 o. 01395 94517 
0. 20003 96393 2. 26 0. OJ 311 49385 
0. 18908 70181 2. 28 0. 01232 11967 

0. 17866 58032 2. 30 o. 01157 52117 
0. 16875 80773 2. 32 0. 01087 41433 
0. 15934 55603 2. 34 o. 01021 53165 
.0. 15040 97635 2. 36 o. 00959 62118 
0. 14193 21249 2. 38 0. 00901 44574 

0. 13389 41273 2. 40 o. 00846 78199 
o. 12627 73987 2. 42 0. 00795 41974 
0. 11906 38004 2. 44 o. 00747 16117 
o. 11223 54993 2. 46 o. 00701 8201 1 
o. 105 77 50300 2. 48 o. 00659 22140 

0. 09966 53447 2. 50 0. 00619 20026 
0. 09388 98538 2. 52 0. 00581 60167 
0. 08843 24583 2. 54 o. 00546 27984 
0. 08327 75739 2. 56 0. 00513 09763 
o. 07841 01486 2. 58 o. 00481 92610 

o. 07381 56747 2. 60 o. 00452 64398 
o. 06948 01950 2. 62 o. 00425 13725 
0. 06539 03054 2. 64 o. 00399 29873 
0. 06153 31533 2. 66 o. 00375 02764 
0. 05789 64327 2. 68 0. 00352 22924 

a. a5446 83767 2. 7a 0. 00330 81448 
o. 05123 77481 2. 72 0. 00310 69966 
0. 04819 38272 2. 74 o. 00291 80610 
0. 0453?. 63995 2. 76 0. 00274 05988 
0. 04262 57408 2, 78 o. 00257 39151 

0. 04008 26022 2. 80 0. 00241 73568 
0. 03768 81 947 2. 82 o. 00227 03103 
o. 03543 41720 2. 84 0. 00213 21990 
0. 03331 26147 2. 86 o. 00200 24811 
0. 03131 60134 2. 88 0. 00188 06475 

o. 02943 72515 2. 90 o. 00176 62198 
0. 02766 95892 2. 92 o. 00165 87487 
o. 02600 66464 2. 94 o. 00155 78119 
0. 02444 23873 2. 96 0. 00146 30127 
o. 02297 11038 2. 98 0. 00137 39785 

o. 02158 74007 3. 00 0. 00129 03591 [<-�)8] [<-:)1] 

AUXILIARY FUNCTIONS FOR COMPUTATION OF THE NOME q AND THE PARAMETER m 
(j (m) =ql (m) 

ml 
ml Q (m) L(m) 

o. 00 0. 06250 00000 00000 0. 00000 00000 
o. 01 0. 06281 45660 38302 0. 00251 65276 
o. 02 0. 06313 33261 60188 o. 00506 66040 
o. 03 0. 06345 63756 34180 0. 00765 09870 
o. 04 0. 06378 38128 42217 0. OJ 027 04595 
o. 05 0. 06411 57394 13714 0. 01292 58301 
o. 06 0. 06445 22603 66828 0. 01561 79344 
o. 07 0. 06479 34842 57396 0. 01834 76360 [<-Jl6] [< -:)5] 
See Example!! 3, 5 and 6. 

, K' (m) 16 L(m)=-K (m) +-- In -r "'I 
mJ Q (m) 

o. 08 0. 06513 95233 36060 
o. 09 0. 06549 04937 14101 
0. 10 0. 06584 65155 38584 
0. 1 1  0. 06620 77131 77434 
0. 12 0. 06657 42154 15123 
0. 13 0. 06694 61556 59704 
0. 1 4  0. 06732 36721 61983 
0. 15 0. 06770 69082 47689 [<-J)7] 

L(m) 
0. 021 11 58281 
o. 02392 34345 
0. 02677 14110 
0. 02966 07472 
0. 03259 24678 
o. 03556 76342 
0. 03858 73466 o. 04165 27452 [ <-:>6] 



a\'1' oo 
0

0 0 
2 0 
4 0 
6 0 
8 0 

10 0 
12 0 
14 0 
16 0 
18 0 

20 0 
22 0 
24 a 
26 a 
28 0 

3a a 
32 0 
34 0 
36 0 
38 0 

40 0 
42 0 
44 0 
46 0 
48 0 

50 a 
52 a 
54 a 
56 a 
58 0 

60 0 
62 0 
64 0 
66 0 
68 0 

70 0 
72 0 
74 0 
76 0 
78 a 

8a a 
82 0 
84 a 
86 a 
88 0 

90 a 

5 0 
15 0 
25 0 
35 0 
45 a 
55 a 
65 0 
75 0 
85 0 

ELLIPTIC INTEGRALS 

ELLIPTIC INTEGillAL OF THE FIRST KIND F(""\o:) 

50 
o. 08726 646 
o. 08726 660 
0. 08726 700 
o. 08726 767 
0, 08726 860 

o. 08726 980 
o. 08727 124 
o. 08727 294 
a. 08727 487 
o. 08727 703 

0. 08727 940 
0. 08728 199 
o. 08728 477 
a. oa12a 773 
o. 08729 086 

a. 08729 413 
0. 08729 755 
0, 0873a 108 
o. 08730 472 
0, 08730 844 

0, 08731 222 
0, 08731 606 
0, 08731 992 
0, 08732 379 
0. 08732 765 

0, 08733 149 
o. 08733 528 
a. 08733 901 
o. a8734 265 
o. 08734 62a 

o. a8734 962 
a. a8735 291 
0, 08735 605 
a. 08735 902 
o. a8736 182 

0, 08736 442 
0, 08736 681 
o. 08736 898 
0. 08737 092 
a. 08737 262 

a, 08737 408 
o. a8737 528 
a. 08737 622 
a. a8737 689 
0. 08737 730 

0, 08737 744 

[ (  -:)3] 

0, 08726 73a 
a. 08727 387 
a. 08728 623 
0, 0873a 289 
0, 08732 185 
a. aa734 a84 
a. a8735 756 
0, 08736 998 
o. 08737 659 

F('l'\a)= J: ( 1-sin2 a sin2 8) -t de 

10° 
0. 17453 29:1 
0, 17453 401l 
0. 17453 721 
o. 17454 25!i 
0. 17454 999 

o. 17455 94(1 
0. 17457 10:! 
0. 17458 45l. 
o. 17459 99:. 
0. 17461 714 

o. 1 7463 61l. 
0. 17465 67!i 
0. 17467 89!i 
o. 17470 261 
o. 174 72 76;� 

a. 17475 386 
a. 17478 119 
0. 17480 950 
o.  17 483 86�, 
0. 17486 8411 

0. 17489 884' 
0, 17492 96j' 
0, 17496 OB 
o. 17499 18�1 
0. 17502 30(1 

a. 17505 392 
0, 17508 44E: 
a. 17511 45�, 
0, 17514 391' 
D. 17517 26(1 

a. 17520 02� 
o. 17522 69(1 
0. 17525 232 
0, 17527 64C' 
0. 17529 903 

0. 1'75:32 010 
0. 17533 949 
0. 17535 712 
0. 17537 289 
0. 1 7538 672 

0. 17539 854 
0. 17540 830 
a. 17541 594 
a. 17542 143 
a. 17542 473 

0, 17542 583 

[(-z)3J 

0. 1 7453 962 
0. 17459 198 
0. 17469 061 
a. 17482 397 
a. 17497 630 
a. 1 7512 935 
a. 17526 454 
0. 17536 525 
0. 17541 895 

15° 
o. 26179 939 
o. 26180 298 
0, 26181 374 
o. 26183 163 
o. 26185 656 

o. 26188 842 
0. 26192 707 
o. 26197 2 34 
o. 26202 402 
o. 26208 1 89 

o. 26214 568 
o. 26221 511 
a. 26228 985 
o. 26236 958 
0. 26245 392 

0. 26254 249 
a. 26263 487 
o. 26273 064 
o. 26282 934 
o. 26293 052 

0. 26303 369 
o. 26313 836 
0, 26324 404 
o. 26335 019 
0. 26345 633 

a. 26356 191 
a. 26366 643 
0. 26376 936 
o. 26387 020 
0. 26396 842 

o. 264a6 355 
o. 26415 509 
a. 26424 258 
o. 26432 556 
0. 26440 362 

0. 26447 634 
o. 26454 334 
a. 2 6460 428 
a. 26465 883 
o. 26470 671 

a. 26474 766 
o. 26478 147 
o. 2648a 795 
a. 26482 69 7 
o. 26483 842 

0. 26484 225 

[( -:)1 J 

o. 26182 180 
a. 26199 739 
0, 26232 912 
0. 26277 9 65 
a. 26329 709 
o. 26382 007 
0. 26428 466 
0. 26463 238 
a. 26481 840 

20° 
0. 34906 585 
0. 34907 428 
0, 34909 952 
0. 34914 148 
0. 34919 998 

0, 34927 479 
0. 34936 558 
o. 34947 200 
0, 34959 358 
o. 34972 983 

0. 34988 016 
o. 35004 395 
0. 35022 a48 
a. 35040 901 
a. 35060 870 

a. 35081 868 
a. 35103 803 
0, 35126 576 
o. 35150 083 
0. 35174 218 

0. 35198 869 
0. 35223 920 
0, 35249 254 
0, 35274 748 
0. 3530a 28a 

o. 35325 724 
0, 35350 955 
0. 35375 845 
0. 3540a 269 
0. 35424 1a1 

o. 35447 217 
a. 35469 497 
0. 35490 823 
o. 35511 081 
0, 35530 160 

0. 35547 959 
o. 35564 377 
a. 35579 326 
a. 35592 121 
0. 35604 488 

0, 35614 560 
0, 35622 881 
o. 35629 4a2 
a. 35634 a86 
0. 35636 9a8 

0, 35637 851 

[(-:)2] 

o. 34911 842 
0. 34953 092 
0, 35031 330 
a. 35138 244 
0. 35261 989 
a. 35388 123 
o. 35501 a92 
o. 35586 223 
o. 35631 976 

25° 
0. 43633 231 
0, 43634 855 
o. 43639 719 
o. 43647 806 
0, 43659 086 

o. 43673 518 
o. 43691 046 
o. 43711 606 
o. 43735 119 
0. 43761 496 

0. 43790 635 
0. 43822 422 
a. 43856 733 
0. 43893 430 
0, 43932 365 

0. 43973 377 
0. 44a16 296 
0, 44a60 939 
o. 44107 115 
0. 44154 622 

0, 44203 247 
0. 44252 769 
o. 44302 960 
o. 44353 584 
a. 444a4 397 

o. 44455 151 
0, 445a5 593 
0. 44555 469 
0. 44604 519 
a. 44652 487 

a. 44699 111 
o. 44744 153 
0. 44787 348 
0. 44828 459 
o. 44867 252 

0. 44903 502 
0. 44936 997 
0. 44967 538 
0. 44994 944 
o. 45a19 046 

a. 45039 699 
a. 45056 775 
0. 45a7a 168 
a. 45079 795 
0. 45a85 596 

o. 45a87 533 

[ (-:)5] 

o. 43643 361 
a. 43722 998 
0. 43874 792 
0, 44a83 848 
a. 44328 233 
a. 4458a 113 
a. 44808 1 79 
o. 44981 645 
0. 45075 457 

Table 1 7.5 

30° 
0. 52359 878 
o. 52362 636 
o. 52370 903 
o. 52384 653 
0, 52403 839 

D. 52428 402 
o. 52458 259 
0. 52493 314 
o. 52533 449 
0, 52578 529 

0, 52628 399 
a, 52682 887 
a. 52741 799 
a. 52804 924 
a. 52872 a29 

a. 52942 863 
0. 53a17 153 
0. 53a94 608 
a. 53174 916 
o. 53257 745 

o. 53342 745 
o. 53429 546 
o. 53517 761 
a. 53606 986 
o. 53696 798 

o. 53786 765 
o. 53876 438 
a. 53965 358 
o. 54053 059 
a. 54139 069 

o. 54222 911 
o. 54304 111 
o. 54382 197 
0, 54456 704 
o. 54527 182 

0, 54593 192 
o. 54654 316 
o. 54710 162 
a. 54760 364 
0. 54804 587 

0, 54842 535 
a. 54873 947 
a. 54898 6a8 
a. 54916 348 
o. 54927 042 

o. 5493a 614 

[ (-:)9] 

o. 52377 a95 
0. 52512 754 
o. 52772 849 
a. 53134 425 
a. 53562 273 
a. 54ao9 391 
o. 54419 926 
a. 54735 991 
o. 54908 352 

The table can also be used inversely to find \(!=am u where u=F(""\o:) and so the Jacobian elliptic 
functions, for example sn u=sin ""• en u=cos ""• dn U= (1-sin2 a sin2 '1') 1/2, See Examples 7-l l .  
Compiled from K. Pearson, Tables o f the complete and incomplete elliptic integrals, Cambridge 
Univ. Press, Cambridge, England, 1934 (with permission) . Known errors have been corrected. 

613 



614 ELLIPTIC INTEGRALS 

Table 1 7.5 ELLIPTIC INTEGRAL OF THE FIRST KIND F(.,.\a) 

F(.,.\a) = fo'�' (1-sin2 a sin2 o) - ! do 
a\.p 35° 40° 45° 50° 55° 60° 
00 o. 61086 524 0, 69813 170 0. 78539 816 o. 87266 463 0. 95993 109 1. 04719 755 2 0. 61090 819 0. 69819 436 0. 78548 509 0. 81278 a45 o. 96aa8 037 1. a4738 465 4 a. 61103 691 o. 69838 220 a. 78574 574 a. 87312 784 o. 96a52 821 1. 04794 603 6 o. 61125 108 a. 69869 484 a. 78617 974 0. 8737a 649 a. 96127 450 1. a4888 194 8 o. 61155 010 a. 69913 161 o. 78678 644 a. 87451 593 a. 96231 911 1. 05019 278 
10 o. 61193 318 o. 69969 159 o. 78756 494 o. 87555 545 a. 96366 180 1. 05187 911 12 0. 61239 927 o. 70a37 358 o. 78851 4a3 a. B7682 412 a. 96530 224 1. a5394 16a 14 0. 61294 7a7 a. 1a111 60S 0. 78963 221 a. 87832 076 0. 96723 998 1. 05638 099 16 0. 61357 504 o. 70209 730 o. 79091 768 0, 88004 389 a. 96947 438 1. 05919 813 18 o. 61428 140 0. 70313 511 o. 79236 827 0. 88199 174 o. 9720a 462 1. 06239 384 
20 0. 61506 406 o. 70428 706 o. 79398 143 o. 88416 214 o. 97482 960 1. 06596 891 22 o. 61592 071 o. 70555 037 o. 79575 422 0, 88655 254 o. 97794 790 1, 06992 405 24 o. 61684 871 o. 70692 183 o. 79768 324 o. 88915 992 o. 98135 773 1. 07425 976 26 o. 61784 515 o. 70839 788 o. 79976 461 o. 89198 071 o. 985a5 681 1. 07897 628 28 a. 61890 682 a. 7a997 451 0. 8a199 389 o. 89501 a76 a. 98904 227 1. a84a7 347 
30 0. 62003 018 o. 71164 728 o. 80436 610 o. 89824 524 o. 99331 059 1. 08955 a67 32 o. 62121 138 o. 71341 124 a. 8a687 558 0. 90167 852 a. 99785 743 1. a954a 656 34 0. 62244 622 o. 71526 098 a. 80951 599 o. 90530 415 1. oa267 749 1. 1a163 899 36 o. 62373 a19 a. 11719 a52 0. 81228 a24 0. 9a911 465 1. a0776 438 1. 10824 474 38 a. 625a5 84a o. 71919 335 0. 81516 a39 o. 91310 148 1. 01311 039 1. 11521 933 
4a a. 62642 563 a. 72126 235 o. 81814 765 a, 91725 487 1. a187a 633 1, :1.2255 667 42 0, 62782 63a o. 72338 982 o. 82123 227 a. 92156 370 1. 02454 127 1. 13024 88a 44 o. 62925 446 a. 72556 741 a. 8244a 346 0, 92601 535 1. a3060 23a 1. 13828 546 46 a. 6307a 385 o. 72778 615 a. B2764 941 0. 93a59 558 1. a3687 427 1. 14665 369 48 0. 63216 783 o. 730a3 640 o. 83095 712 0, 93528 835 1, 04333 948 1. 15533 731 
50 0, 63363 947 a. 73230 789 0. 83431 247 0, 94007 568 1. 04997 735 1. 16431 637 52 a. 63511 150 o. 73458 970 o. 83770 010 a, 94493 756 1, 05676 412 1. 17356 652 54 a. 63657 639 a. 73687 a2a a. 84110 344 o. 94985 177 1. 06367 248 1. 18305 833 56 o. 63802 636 o. 73913 751 a. 8445a 468 a. 95479 381 1. a7a67 128 1. 19275 650 58 o. 63945 343 o. 74137 87a 0, 84788 483 a. 95973 682 1. 07772 516 1. 20261 907 
60 o. 64084 944 a. 74358 a11 0. 85122 375 a. 96465 156 1."08479 434 1. 21259 661 62 o. 64220 613 o. 74572 998 0. 85450 024 o. 96950 647 1. 09183 436 1. 22263 139 64 0. 64351 521 o. 74781 266 0. 85769 220 o. 97426 773 1. 09879 601 1. 23265 660 66 0. 64476 839 o. 74981 471 0. 86077 677 0, 97889 946 1. 10562 535 1. 24259 576 68 0. 64595 751 o. 75172 208 0. 86373 a57 a. 98336 4a6 1. 11226 392 1. 25236 238 
70 o. 64707 458 o. 75352 078 0. 86652 996 0. 98762 253 1. 11864 920 1. 26185 988 72 o. 64811 189 0. 75519 716 o. 86915 135 o. 99163 507 1. 12471 530 1. 27098 218 74 o. 64906 209 0, 75673 BOO o. 87157 159 0. 99536 166 1. 13039 401 1. 27961 482 76 0. 64991 829 o. 75813 076 0. 87376 830 0, 99876 287 1. 13561 610 1. 28763 696 78 0. 65067 415 o. 75936 376 o. 87572 037 1. 00180 067 1, 14031 304 1. 29492 436 
80 o. 65132 394 o. 76042 640 0. 87740 833 1. 00443 942 1. 14441 892 1. 30135 321 82 0. 65186 270 o. 76130 931 0. 87881 481 1. 00664, 6 78 1. 14787 262 1. 30680 495 84 0. 65228 622 o. 76200 457 a. B7992 495 1. 00839 470 1. 15062 010 1. 31117 166 86 0. 65259 116 o. 76250 582 0, 88a72 675 1. 00966 a28 1. 15261 652 1. 31436 170 88 o. 65277 510 o. 76280 846 0. 88121 143 1. 01042 658 1. 15382 828 1. 31630 510 
90 0. 65283 658 0. 76290 965 o. 88137 359 1, 01068 319 1. 15423 455 1. 31695 790 

[ ( -:)2] [ (-�)3] [ (-�)4] [ ( -�)6] [(-i):l] [ C-f)2J 

5 o. 61113 335 o. 69852 295 o. 78594 111 0, 87338 828 o. 96086 405 1. 04836 715 15 0. 61325 114 o. 70162 198 0. 79025 416 0. 87915 412 0. 96832 014 1. 05774 229 25 o. 61733 857 o. 70764 702 o. 79870 514 o. 89054 388 o. 98317 128 1. 07657 042 35 o. 62308 236 o. 71621 617 o. 81088 311 o. 90718 679 1. 00518 803 1. 10489 545 45 0. 62997 691 o. 72667 222 0. 82601 798 0. 92829 036 1. 03371 296 1. 14242 906 55 o. 63730 374 o. 73800 634 o. 84280 548 0, 95232 094 1. 06716 268 1. 18788 407 65 0. 64414 930 0, 74882 464 0. 85924 936 0, 97660 210 1. 10223 077 1. 23764 210 75 0. 64950 235 o. 75745 364 0. 87269 924 o. 99710 535 1. 13306 645 1. 28370 993 85 0. 65245 368 o. 76227 978 0, 88036 502 1. 00908 899 1. 15171 457 1. 31291 87a 



ELJjiPTIC INTEGRALS 615 
ELLIPTIC INTEGRAL OF THE FIRST KIND F(<P\a) Table 1 7.5 

F(.,\a)= J: ( 1-sin2 a sin2 o) -t do 
a\<P 65° 70° 75° 80° 85° 90° 
00 

1. 13446 401 1. 22173 048 l.. 30899 694 1. 39626 340 1. 48352 986 1. 57079 633 
2 1. 13469 294 1. 22200 477 1 . 30931 959 1. 39663 672 1. 48395 543 1. 57127 495 
4 1. 1 3537 994 1. 22282 810 l . •  31028 822 1 .  39775 763 1. 48523 342 1. 57271 244 
6 1. 13652 576 1. 22420 180 J.. 31190 491 1. 39962 909 1. 48736 769 1. 57511 361 
8 1. 13813 158 1. 22612 810 l . •  31417 314 1. 40225 598 1. 49036 470 1. 57848 658 

1 0  1. 14019 906 1. 22861 010 J.. 31709 778 1. 40564 522 1. 49423 361 1. 58284 280 
12 1. 14273 032 1. 23165 180 1. 32068 514 1. 40980 577 1. 49898 627 1. 58819 721 
14 1. 14572 789 1. 23525 808 l. 32494 296 1. 41474 871 1. 50463 742 1. 59456 834 
16 1. 14919 471 1. 23943 470 1. 32988 047 1. 42048 728 1. 51120 474 1. 60197 853 
18 1. 1 5313 409 1. 24418 827 l. 33550 840 1. 42703 700 1. 51870 904 1. 61045 415 

20 1. 15754 967 1. 24952 627 l. 34183 901 1. 43441 578 1. 52717 445 1. 62002 590 
22 1. 16244 535 1. 25545 700 l. 34888 616 1. 44264 399 1. 53662 865 1. 63072 910 
24 1. 16782 525 1. 26198 957 1. 35666 531 1. 45174 466 1. 54710 309 1. 64260 414 
26 1. 17369 362 1. 26913 385 l. 36519 359 1. 4�174 360 1. 55863 334 1. 65569 693 
28 1. 18005 472 1. 27690 045 l. 37448 981 1. 4 266 958 1. 57125 942 1. 67005 943 

30 1 . 18691 274 1. 28530 059 l. 38457 455 1. 48455 455 1. 58502 624 1. 68575 035 
32 1. 19427 162 1. 29434 605 1. 39547 013 1149743 384 1. 59998 406 1. 70283 594 
34 1. 20213 489 1. 30404 906 1. 40720 064 1. 51134 644 1. 61618 906 1. 72139 083 
36 1. 21050 542 1. 31442 210 1 . 41979 198 1, 52633 523 1. 63370 398 1. 74149 923 
38 1. 21938 520 1. 32547 772 1. 43327 179 1. 54244 734 1. 65259 894 1. 76325 618 

40 1. 22877 499 1. 33722 824 1 . 44766 938 1. 55973 441 1. 67295 226 1. 78676 913 
42 1. 23867 392 1. 34968 545 1 .  46301 %5 1. 57825 301 1. 69485 156 1. 81215 985 
44 1. 24907 904 1. 36286 013 1 . 47934 287 1. 59806 493 1. 71839 498 1. 83956 672 
46 1. 25998 475 1. 37676 148 1 . 49668 437 1. 61923 762 1. 74369 264 1. 86914 755 
48 1. 27138 210 1. 39139 640 1 . 51507 416 1. 64184 453 1. 77086 836 1. 90108 303 

50 1. 28325 798 1. 40676 855 1 . 53454 619 1. 66596 542 1. 80006 176 1. 93558 110 
52 1. 29559 414 1. 42287 717 1 . 55513 354 1. 69168 665 1. 83143 068 1. 97288 227 
54 1. 30836 604 1. 43971 560 1 . 57686 709 1. 71910 125 1. 86515 414 2. 01326 657 
56 1 . 32154 149 1. 45726 935 1 . 59977 378 1. 74830 880 1. 90143 591 2. 05706 232 
58 1. 33507 910 1. 47551 372 1 . 62387 409 1. 77941 482 1. 94050 873 2. 10465 766 

60 1. 34892 643 1.  49441 087 1 . 64917 867 1. 81252 953 1. 98263 957 2. 15651 565 
62 1. 36301 803 1. 51390 609 l. 67568 359 1. 84776 547 2. 02813 570 2. 21319 470 
64 1. 37727 323 1.  53392 332 1. 70336 398 1. 88523 335 2. 07735 219 2. 27537 643 
66 1. 39159 384 1. 55435 972 1. 73216 516 1. 92503 509 2. 13070 052 2. 34390 472 
68 1. 40586 195 1. 57507 940 1.  76199 085 1. 96725 237 2. 18865 839 2. 41984 165 

70 1. 41993 796 1. 59590 624 l .  79268 736 2. 01192 798 2. 25177 995 2. 50455 008 
72 1. 43365 925 1. 61661 644 1. 82402 292 2. 05903 582 2. 32070 416 2. 59981 973 
74 1. 44684 001 1. 63693 134 1. 85566 175 2. 10843 282 2. 39615 610 2. 70806 762 
76 1. 45927 266 1. 65651 218 1. 88713 308 2. 15978 295 2. 47892 739 2. 83267 258 
78 1. 47073 163 1. 67495 873 1 . 91779 814 2. 21243 977 2. 56980 281 2. 97856 895 

80 1. 48098 006 1. 69181 489 1. 94682 231 2. 26527 326 2. 66935 045 3. 15338 525 
82 1. 48977 975 1. 70658 456 1. 97316 666 2. 31643 897 2. 77736 748 3. 36986 803 
84 1. 49690 410 1. 71876 033 1. 99562 118 2. 36313 736 2. 89146 664 3. 65185 597 
86 1. 50215 336 1. 72786 543 2. 01290 452 2. 40153 358 3. 00370 926 4. 05275 817 
88 1. 50537 033 1. 73350 464 2. 02384 126 2. 42718 003 3. 09448 898 4. 74271 727 

90 1. 50645 424 1. 73541 516 2. 02758 942 2. 43624 605 3. 13130 133 00 

[C -:)3] [C -:)5] [C 1V9J [CJ.g)2J [C -3)7] 
5 1. 13589 544 1. 22344 604 1. 31101 537 1. 39859 928 1. 48619 317 1. 57379 213 

15 1. 14740 244 1. 23727 471 1 . 32732 612 1. 41751 762 1. 50780 533 1. 59814 200 
25 1. 17069 811 1. 26548 460 1. 36083 467 1. 45663 012 1. 55273 384 1. 64899 522 
35 1. 20625 660 1. 30915 104 1. 41338 702 1. 51870 347 1. 62477 858 1. 73124 518 
45 1. 25446 980 1. 36971 948 1. 48788 472 1. 60847 673 1. 73081 713 1. 85407 468 
55 1. 31490 567 1. 44840 433 1. 58817 233 1. 73347 444 1. 88296 142 2. 03471 531 
65 1. 38443 225 1. 54409 676 1. 71762 935 1. 90483 674 2. 10348 169 2. 30878 680 
75 1. 45316 359 1. 64683 711 1. 87145 396 2. 13389 514 2. 43657 614 2. 76806 315 
85 1. 49977 412 1. 72372 395 2 , 00498 776 2. 38364 709 2. 94868 876 3. 83174 200 



616 ELLIPTIC INTEGRALS 

Table 1 7.6 ELLIPTIC INTEGRAL OF THE SECOND KIND E(.,.\a) 
E(cp\a) = ft"' (1-sin2 a sin2 0) }do 

• 0 
a\<P oo 50 100 15° 20° 25° 30° 
00 0 o. 08726 646 o. 17453 293 0. 26179 939 o. 34906 585 0. 43633 231 o. 52359 878 
2 0 o. 08726 633 0. 17453 185 0. 26179 579 o. 34905 742 o. 43631 608 o. 52357 119 
4 0 o. 08726 592 0. 1 7452 864 o. 26178 503 o. 34903 218 0. 43626 745 o. 52348 856 
6 0 o. 08726 525 0. 17452 330 o. 26176 715 0. 34899 025 o. 43618 665 o. 52335 123 
8 0 o. 08726 432 0, 17451 587 0, 26174 224 o. 34893 181 0. 43607 403 o. 52315 981 
1 0 0 o. 08726 313 0. 17450 636 o. 26171 041 0. 34885 714 o. 43593 011 o. 52291 511 
12 0 0, 08726 168 0. 17449 485 0. 26167 182 0. 34876 657 0, 43575 552 o. 52261 821 
14 0 o. 08725 999 0. 17448 137 0. 26162 664 0. 34866 055 0, 43555 106 o. 52227 039 
16 0 o. 08725 806 0. 1 7446 599 o. 26157 510 0. 34853 954 0. 43531 765 0, 52187 317 
1 8 0 0, 08725 590 0. 17444 879 0. 26151 743 0. 34840 412 0, 43505 633 0. 52142 828 
20 0 0, 08725 352 0, 1 7442 985 0. 26145 391 o. 34825 492 0. 43476 831 o. 52093 770 
22 0 o. 08725 094 0, 17440 926 0. 26138 485 o. 34809 262 0. 43445 488 o. 52040 357 
24 0 o. 08724 816 0. 17438 712 o. 26131 056 0, 34791 800 o. 43411 749 o. 51982 827 
26 0 0. 08724 521 0, 1 7436 353 0. 26123 141 o. 34773 187 0. 43375 767 0. 51921 436 
28 0 0. 08724 208 o. 17433 862 0. 26114 778 o. 34753 510 0. 43337 709 o. 51856 461 
30 0 o. 08723 881 0. 17431 250 0. 26106 005 0. 34732 863 0, 43297 749 o. 51788 193 
32 0 o. 08723 540 0. 17428 529 0. 26096 867 o. 34711 342 0. 43256 075 o. 51716 944 
34 0 o. 08723 187 0. 17425 714 0. 26087 405 0, 34689 050 0. 43212 880 o. 51643 040 
36 0 o. 08722 824 0. 17422 817 0. 26077 666 0, 34666 093 o. 43168 368 o. 51566 820 
38 0 o. 08722 453 0. 17419 852 o. 26067 697 o. 34642 580 0, 43122 748 0, 51488 638 
40 0 o. 08722 075 0. 17416 835 0. 26057 545 o. 34618 625 0, 43076 236 o. 51408 862 
42 0 o. 08721 692 0. 17413 779 0. 26047 261 0. 34594 343 0, 43029 055 o. 51327 866 
44 0 o. 08721 307 0. 17410 700 0. 26036 893 o. 34569 850 o. 42981 431 0. 51246 037 
46 0 o. 08720 920 0. 1 7407 613 o. 26026 492 0. 34545 266 o. 42933 594 o. 51163 767 
48 0 0, 08720 535 0. 17404 531 o. 26016 110 0, 34520 710 o. 42885 776 o. 51081 454 
50 0 0. 08720 152 0. 17401 472 0. 26005 795 0. 34496 302 o. 42838 212 o. 50999 501 
52 0 o. 08719 774 0. 17398 449 0. 25995 600 o. 34472 162 0, 42791 134 o. 50918 310 
54 0 o. 08719 402 0. 17395 477 0. 25985 574 0. 34448 409 0. 42744 775 ·0. 50838 287 
56 0 o. 08719 039 0, 17392 571 0, 25975 765 o. 34425 159 0. 42699 368 o. 50759 831 
58 0 o. 08718 686 o. 17389 745 0. 25966 224 0. 34402 529 0. 42655 138 o. 50683 341 
60 0 o. 08718 345 0, 17387 013 0. 25956 996 0. 34380 631 0. 42612 308 o. 50609 207 
62 0 o. 08718 017 0. 17384 388 0. 25948 126 0. 34359 575 o. 42571 097 o. 50537 811 
64 0 0, 08717 704 0. 17381 883 0. 25939 660 0. 34339 465 0, 42531 712 o. 50469 523 
66 0 o. 08717 408 0. 17379 511 0. 25931 640 o. 34320 404 0. 42494 358 0. 50404 700 
68 0 0. 08717 130 0. 1 7377 283 o. 25924 104 o. 34302 487 0. 42459 224 0. 50343 686 
70 0 0. 08716 871 0. 17375 210 0. 25917 090 0. 34285 805 0. 42426 495 0, 50286 804 
72 0 o. 08716 633 0. 17373 302 0. 25910 634 o. 34270 443 0, 42396 339 o. 50234 359 
74 0 o. 08716 416 o. 17371 568 0. 25904 767 0. 34256 478 0. 42368 913 0, 50186 633 
76 0 o. 08716 223 0. 17370 018 0. 25899 519 0, 34243 984 0, 42344 363 o. 50143 886 
78 0 o. 08716 053 0. 17368 659 o. 25894 917 0. 34233 022 0, 42322 817 o. 50106 351 
80 0 0. 08715 909 0. 17367 498 0. 25890 983 o. 34223 650 0, 42304 389 o. 50074 232 
82 0 o. 08715 789 0. 17366 539 o. 25887 737 o. 34215 915 o. 42289 175 0, 50047 707 
84 0 o. 08715 695 0. 17365 789 0. 25885 195 0. 34209 857 o. 42277 258 o. 50026 923 
86 0 o. 08715 628 0. 17365 250 0. 25883 370 0. 34205 507 0, 42268 700 o. 50011 993 
88 0 o. 08715 588 o. 17364 926 o. 25882 271 o. 34202 889 0, 42263 547 o. 50003 003 
90 0 o. 08715 574 0. 17364 818 0. 25881 905 o. 34202 014 0, 42261 826 o. 50000 000 

[(-:)4] [ (-p3] [ (-:)9] [ (-:)2] [ ( -56)4] [(-:)7] 

5 0 o. 08726 562 0. 17452 624 0. 26177 698 o. 34901 329 0, 43623 105 o. 52342 670 
15 0 o. 08725 905 0. 17447 391 o. 26160 165 0. 34860 188 0. 43543 791 o. 52207 785 
25 0 o. 08724 671 0. 17437 550 0, 26127 157 o. 34782 6:32 0. 43394 028 o. 51952 597 
35 0 o. 08723 006 0. 1 7424 275 0. 26082 567 0. 34677 648 0. 43190 776 0. 51605 197 
45 0 0. 08721 113 0. 17409 157 0, 26031 693 0. 34557 562 0, 42957 525 o. 51204 932 
55 0 o. 08719 220 0. 17394 015 0. 25980 639 0. 34436 714 0. 42721 938 o. 50798 838 
65 0 o. 08717 554 0. 17380 680 0. 25935 592 0. 34329 797 0. 42512 769 0, 50436 656 
75 0 0. 08716 317 0. 17370 770 0. 25902 064 0. 34250 043 0, 42356 271 o. 50164 622 
85 0 o. 08715 659 0. 17365 493 0, 25884 192 0, 34207 467 0. 42272 556 o. 50018 720 
See Example 14. 
Compiled from K. Pearson, Tables of the complete and incomplete elliptic integrals, Cambridge Univ. 
Press, Cambridge, England, 1934 (with permission) . Known errors have been corrected. 
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D. 58823 D65 
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o.  58571 622 
o. 58450 056 

o. 58332 103 
0, 58218 382 
o. 58109 497 
o. 580a6 032 
o. 57908 549 

o. 57817 584 
o. 57733 641 
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o. 57357 644 

[< -:)1] 
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o. 59906 618 
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ELLIPTIC INTEGRAL OF THE SECOND KIND E(.p\a) Tahlt) 1 7.6 

E('P\<>) = £"' (l-sin2 a sin2 o) i"do . (L  
40° 45° 50° 55° 60° 

0. 69813 170 o. 785:39 816 a. 87266 463 0. 95993 109 1. 04719 755 
o. 69806 905 o. 785:31 1 2 5  o. 87254 883 o. 95978 184 1. 04701 051 
0. 69788 1:36 a. 78505 085 o. 8722a 183 a. 959:33 459 1. 04644 996 
0. 69756 9:35 o. 78461 792 o. 87162 487 o. 95859 08:3 1. 04551 764 
o. 69713 427 o. 78401 409 0. 87081 998 o. 95755 301 1. a4421 646 

0. 69657 784 o. 78324 162 o. 86979 aol 0. 95622 460 1. 04255 047 
0. 6959a 226 D.  782:30 :34:3 o. 86853 863 o. 95461 005 1. 04052 491 
o. 69511 02:3 ). 78120 308 0, 86707 031 o. 95271 478 1. 03814 615 
0. 69420 492 D. 77994 473 o. 86539 034 0, 95054 522 1. D3542 177 
0. 69318 999 ), 77853 323 a. 86350 481 a. 9481a 878 1. 03236 049 

o. 69206 954 1), 77697 402 o. 86142 062 o. 94541 386 1. a2897 221 
o. 69084 814 1), 77527 316 0. 85914 545 0, 94246 984 1. 02526 804 
a. 68953 083 o. 77343 735 o. 85668 781 o. 93928 709 1.  0212 6  023 
a. 68812 308 o. 77147 387 a. 854a5 695 a. 93587 699 1. a1696 224 
o. 68663 077 o. 76939 059 0. 85126 295 0. 93225 186 1, 01238 873 

0, 68506 023 o. 76719 599 o. 84831 663 a. 92842 504 1. 00755 556 
o. 68341 817 (1, 76489 908 o. 8452 2  958 0. 92441 D83 1, 00247 977 
0, 68171 170 (1, 76250 947 0. 84201 414 D. 92022 452 o. 99717 966 
D. 67994 83D c. 76003 726 0. 83868 340 o. 91588 234 o. 99167  469 
0, 67813 578 c.  75749 309 a. 83525 115 a. 91140 1so 0, 98598 56a 

a. 67628 229 o. 75488 809 a.  83173 189 o. 90680 017 0, 9801:3 43a 
o. 67439 630 o. 75223 383 o. 82814 080 0. 902D9 742 o. 97414 397 
a. 67248 651 o. 74954 234 o. 82449 369 o. 89731 325 o. 968D3 899 
D. 67056 191 a. 74682 605 0, 82080 7DO a. 89246 858 0. 96184 497 
0, 66863 167 o. 744D9 773 o. 81709 775 0. 88758 513 a. 95558 873 

0. 66670 515 o. 74137 047 0, 81338 346 o. 88268 551 D. 94929 83D 
D. 66479 183 D. 73865 766 0. 8D968 217 D.  87779 305 D. 943DD 285 
D. 66290 13D D .. 73597 286 D. 80601 230 o. 87293 184 o. 93673 272 
o. 66104 317 0 . .  73332 979 o. 80239 262 o. 86812 660 0. 93051 931 
0. 65922 707 o .. 73074 229 o. 79884 217  o .  86340 261 o. 92439 505 

0. 65746 255 0, 72822 416 o. 79538 015 0. 85878 561 0. 91839 329 
o. 65575 905 o. 72578 915 o. 792a2 582 o. 8543a 169 o. 91254 821 
0, 65412 585 o. 72345 085 o. 78879 839 o. 84997 709 0. 90689 460 
o. 65257 197 o. 72122 260 o. 78571 685 o. 84583 811 0. 90146 778 
o. 65110 612 o. 71911 737 o. 78279 987 o. 84191 082 0, 89630 323 

0. 64973 667 0. 71714 767 o. 78006 562 o. 83822 090 0. 89143 642 
o. 64847 154 o. 71532 545 o. 77753 157 o. 83479 335 0. 88690 237 
0. 64731 812 o. 71366 196 o.  77521 434 o. 83165 223 0. 88273 530 
o.  64628 328 o. 71216 766 o. 77312 952 o. 82882 031 0. 87896 810 
o. 64537 322 o. 71085 210 o.  77129 143 o. 82631 879 0. 87563 185 

0. 64459 347 o. 70972 381 o. 76971 298 0. 82416 694 o. 87275 520 
0, 64394 879 o. 70879 019 o. 76840 544 o. 82238 177 0. 87036 381 
o. 64344 316 o. 70805 745 o. 76737 830 o. 82097 770 o. 86847 970 
0. 64307 973 0. 70753 050 o. 76663 912 o. 81996 631 o. 86712 068 
0. 64286 075 o. 70721 289 o. 76619 339 0. 81935 604 o. 86629 990 

0, 64278 761 o. 70710 678 o. 76604 444 0. 81915 2 04 0, 86602 540 

[<-:)2] [ < -:)3] [ <-:)4] [ < -:)5] (C-:)7] 

o. 69774 083 o. 78485 586 o. 87194 199 o. 95899 964 1. 04603 012 
0. 69467 152 o. i'8059 337 o. 86625 642 0. 95166 385 1. 03682 664 
0. 68883 790 o. 77247 109 0, 85539 342 o. 9376a 971 1.  01914 662 
0. 68083 664 o. 76128 304 0. 84036 234 0. 91807 186 o. 99445 152 
o.  67152  549 o. 74818 650 o. 82265 424 o. 89489 714 0. 96495 146 
o. 66196 758 o. 73464 525 o. 80419 500 o. 87a52 066 o. 93361 692 
0. 65333 844 o. 72232 215 o.  78723 820 o. 84788 276 0, 90415 063 
0. 64678 548 o. 71289 304 o. 77414 195 o. 83019 625 0. 88079 972 
o. 64324 351 o. 70776 799 o. 76697 232 o. 82042 232 o. 86773 361 
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Table 1 7.6 ELLIPTIC INTEGRAL OF THE SECOND KIND E(<P\a) 

E (<P\a) = �"' (l-sin2 a sin2 B) } de 
. 0  

a\<P 65° 70° 75° goo 85° goo 

00 1. 13446 401 1. 22173 048 1. 30899 694 1. 39626 340 1. 48352 986 1. 57079 633 2 1. 13423 517 1. 22145 628 1. 30867 442 1. 39589 024 1. 48310 448 1. 57031 792 4 1. 13354 929 1. 22063 443 1. 30770 767 1. 39477 165 1. 48182 929 1. 56888 372 6 1. 13240 837 1. 21926 717 1. 30609 916 1. 39291 030 1. 47970 717 1. 56649 679 8 1. 13081 573 1. 21735 820 1. 30385 297 1. 39031 062 1. 47674 288 1. 56316 223 
10 1. 12877 602 1. 21491 274 1. 30097 484 1. 38697 886 1. 47294 312 1. 55888 720 12 1. 12629 522 1. 21193 748 1. 29747 215 1. 38292 302 1. 46831 652 1. 55368 089 14 1. 12338 066 1. 20844 065 1. 29335 393 1. 37815 292 1. 46287 363 1. 54755 458 16 1. 12004 099 1. 20443 195 1. 28863 089 1. 37268 017 1. 45662 693 1. 54052 157 18 1. 11628 624 1. 19992 262 1. 28331 541 1. 36651 823 1. 44959 085 1. 53259 729 
20 1. 11212 778 1. 19492 542 1. 27742 153 1. 35968 233 1. 44178 179 1. 52379 921 22 1. 10757 834 1. 18945 465 1. 27096 502 1. 35218 961 1. 43321 813 1. 51414 692 24 1. 10265 204 1. 18352 618 1. 26396 337 1. 34405 903 1. 42392 023 1. 50366 214 26 1. 09736 439 1. 17715 743 1. 25643 578 1. 33531 146 1. 41391 049 1. 49236 871 28 1. 09173 228 1. 17036 745 1. 24840 326 1. 32596 967 1. 40321 335 1. 48029 266 
30 1. 08577 404 1. 16317 686 1. 23988 858 1. 31605 841 1. 39185 532 1. 46746 221 32 1. 07950 942 1. 15560 796 1. 23091 635 1. 30560 436 1. 37986 503 1. 45390 780 34 1. 07295 961 1. 14768 469 1. 22151 305 1. 29463 629 1. 36727 328 1. 43966 215 36 1. 06614 728 1. 13943 273 1. 21170 705 1. 28318 499 1. 35411 306 1. 42476 031 38 1. 05909 660 1. 13087 946 1. 20152 870 1. 27128 343 1. 34041 965 1. 40923 972 
40 1. 05183 322 1. 12205 408 1. 19101 036 1. 25896 675 1. 32623 066 1. 39314 025 42 1. 04438 435 1. 11298 760 1. 18018 648 1. 24627 240 1. 31158 614 1. 37650 433 44 1. 03677 875 1. 10371 291 1. 16909 366 1. 23324 019 1. 29652 865 1. 35937 700 46 1. 02904 677 1. 09426 484 1. 15777 077 1. 21991 241 1. 28110 340 1. 34180 606 48 1. 02122 034 1. 08468 023 1. 14625 899 1. 20633 398 1. 26535 837. 1. 32384 218 
50 1. 01333 305 1. 07499 796 1. 13460 200 1. 19255 255 1. 24934 449 1. 30553 909 52 1. 00542 010 1. 06525 908 1. 12284 604 1. 17861 873 1. 23311 580 1. 28695 374 54 o. 99751 835 1. 05550 682 1. 11104 010 1. 16458 621 1. 21672 971 1. 26814 653 56 o. 98966 i>32 1. 04578 671 1. 09923 604 1. 15051 210 1. 20024 724 1. 24918 162 58 0. 98190 414 1. 03614 663 1. 08748 883 1. 13645 710 1. 18373 339 1. 23012 722 
60 0. 97427 354 1. 02663 689 1. 07585 669 1. 12248 590 1. 16725 747 1. 21105 603 62 a. 96681 1ao 1. 01731 023 1. 06440 132 1. 10866 752 1. 15089 364 1. 19204 568 64 0. 95958 158 1. 00822 192 1. 05318 814 1. 09507 580 1. 13472 145 1. 17317 938 66 o. 95261 084 0. 99942 966 1. 04228 653 1. 08178 986 1. 11882 658 1. 15454 668 68 0. 94595 256 0. 99099 354 1. 03176 998 1. 06889 476 1. 10330 172 1. 13624 437 
70 o. 93965 447 0. 98297 583 1. 02171 634 1. 05648 221 1. 08824 773 1. 11837 774 72 0. 93376 462 o. 97544 068 1. 01220 781 1. 04465 133 1. 07377 505 1. 10106 217 74 0. 92833 088 0. 96845 360 1. 00333 091 1. 03350 951 1. 06000 556 1. 08442 522 76 a. 92340 o24 o. 96208 074 0. 99517 606 1. 02317 331 1. 04707 504 1. 06860 953 78 o. 91901 802 o. 95638 776 0. 98783 670 1. 01376 904 1. 03513 640 1. 05377 692 
80 o. 91522 691 0. 95143 847 0. 98140 781 1. 00543 295 1. 02436 393 1. 04011 440 82 o. 91206 588 o. 94729 297 0. 97598 331 o. 99831 000 1. 01495 896 1. 02784 362 84 o. 90956 905 o. 94400 544 o. 97165 228 o. 99255 019 1. 00715 650 1. 01723 692 86 o. 90776 445 a. 94162 111 a. 96849. 392 0. 98830 025 1. 00123 026 1. 00864 796 88 0. 90667 305 0. 94017 677 0. 96657 142 a. 98568 915 0. 99748 392 1. 00258 409 
90 o. 90630 779 o. 93969 262 o. 96592 583 o. 98480 775 0. 99619 470 1. 00000 000 

[(-�)9] [(-i) l] [(-i)2] [( -:)2] [( -:)3] [(1�)4] 
5 1. 13303 553 1. 22001 878 1. 30698 342 1. 39393 358 1. 48087 384 1. 56780 907 15 1. 12176 337 1. 20649 962 1. 29106 728 1. 37550 358 1. 45984 990 1. 54415 050 25 1. 10005 236 1. 18039 569 1. 26026 405 1. 33976 099 1. 41900 286 1. 49811 493 35 1. 06958 479 1. 14359 813 1. 21665 853 1. 28896 903 1. 36076 208 1. 43229 097 45 1. 03292 660 1. 09900 829 1. 16345 846 1. 22661 050 1. 28885 906 1. 35064 388 55 0. 99358 365 1. 05063 981 1. 10513 448 1. 15755 065 1. 20849 656 1. 25867 963 65 o. 95606 011 1. 00378 508 1. 04769 389 1. 08838 943 1. 12673 373 1. 16382 796 75 0. 92579 978 a. 96518 626 o. 99915 744 1. 02823 305 1. 05342 632 1. 07640 511 85 0. 90857 873 o. 94269 813 0. 96992 212 a. 99022 779 1. 00394 027 1. 01266 351 
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1 6  0 
18 0 

2 0  0 
2 2  0 
2 4  0 
2 6  a 
28 0 

3 D  0 
32 0 
34 0 
36 0 
38 0 

40 0 
42 0 
44 0 
46 a 
48 0 

50 0 
52 0 
54 0 
56 0 
58 0 

60 0 
62 0 
64 0 
66 0 
68 0 

7a 0 
72 0 
74 0 
76 0 
78 0 

80 0 
82 0 
84 0 
86 0 
88 0 

90 Q() 

5 0 
15 0 
25 0 
35 0 
45 0 
55 0 
65 0 
75 0 
85 0 

EI,LIPTIC INTEGRALS 

JACOBIAN ZETA FUNCTION Z("'\") 

K (a)Z (<P\a) = K (a) E(rp\a) -E(a)F(<P\C<) 
K (90°)Z(..,\a) = K(90.)Z(u j l) = K (90•) tanh 11 = "'  for all u 

50 

o. oooooo 
o. 000083 
0. 000.332 
o. 000748 
o. oa1331 

o. ao2a80 
O . Oa2997 
0. 004082 
0. 005337 
a. 006761 

0. 008357 
o. 010125 
o. 012067 
a. a14186 
o. al6483 

D. 018962 
o. 021625 
0. 024476 
0. 02752a 
0. 030761 

o. a34205 
0. 037860 
0. 041734 
o. a45835 
o. 050177 

o. 054771 
o. a59634 
o. 064786 
o. o7a249 
o. a76a52 

0. 082227 
o. 088818 
0. 095876 
0. 103468 
0. 1 11 676 

0. 12a612 
0, 1 30420 
0. 141301 
o. 1 53537 
o.  1 67542 

0, 183967 
a. 2 03902 
0. 2 2 9402 
0, 265091 
o. 325753 

Q() 

a. oao519 
0. 004688 
o. 0131 05 
0. 025973 
0, 043755 
o. 067477 
o. 099601 
a. 147228 
o. 245478 

w· 
0. 000000 
o. 000164 
o. 000655 
o. 001474 
a. oo2621 

o. oa4098 
0, 005905 
0. 008a43 
0. 010516 
0. 01 3324 

0. 016470 
0. 019958 
0. 023791 
a. a27972 
o. 032508 

0. 037403 
o. 042664 
0. 048298 
a. a54315 
0. 060725 

a. a6754a 
0. a74774 
0. 082444 
o. 09a569 
0. 099172 

o. 1 08280 
a. 117925 
o. 128146 
a. 1 38989 
0. 1 5051a 

0. 1 62 776 
a. 1 7 5872 
0. 1 89901 
0. 204994 
o. 221320 

0. 239097 
a. 258615 
0, 280272 
0. 304631 
0. 332519 

o. 365230 
o. 404937 
o. 455734 
0, 526833 
o. 647691 

Q() 

o. ao1a23 
o. 009238 
0, 025838 
o. 051258 
o. 086448 
0. 1 33487 
0, 197305 
a. 292070 
o. 487761 

15° 
0. 000000 
0. 000239 
0. 000957 
o. 002155 
0. 003832 

0. 005992 
0. 008635 
o. 011 765 
0. 015384 
o. 019496 

o. 024105 
o. 029216 
o. a34834 
o. a4a968 
0. 047624 

D. 05481 1  
o. 062540 
a. 070823 
a. a79674 
0. a89108 

o. a99145 
0. 109807 
o. 121118 
a. 133109 
o. 14581 3 

o. 159273 
o. 173536 
a. 188661 
0. 204716 
0. 221785 

0. 239971 
0. 259398 
0. 280221 
0. 302637 
o. 326895 

0. 353322 
a. 382351 
a. 414575 
o. 450832 
a. 492356 

0. 541075 
o. 600229 
o. 675918 
o. 781873 
o. 962000 

Q() 

a. aa1496 
0. 013513 
o. 037836 
o. 075176 
0. 127026 
0. 196567 
0. 291216 
0. 432134 
o. 723644 

20° 25° 
o. oooooo 0. 000000 
o. 000308 0. 000367 
0. 001231 0. 001467 
a. oo271o o. aa33a2 
o. oa4928 o. a05875 

o. 007706 0. 009188 
O. Ollla7 a. 0 13246 
0. 015136 o. 018055 
0. 019796 o. 023621 
0. 025094 o. 029951 

0. 031035 o. 037055 
o. 037627 o. 044942 
o. a44878 a. a53626 
o. 052799 o. 063119 
o. 061401 o. a73438 

0. 070696 a. 084599 
o. 080700 0. 096624 
o. 091430 0. 109534 
0. 1a29a5 a. 123356 
0. 1 15148 0. 1 38120 

o. 1 28185 0. 15386a 
a. 142046 0. 1 70614 
a. 156765 a. 188428 
0. 1 72.383 o. 207353 
o. 188947 0. 227450 

o. 206513 0. 248789 
a. 225145 a. 271452 
o. 244921 a. 295538 
0. 265933 o. 321161 
o. 288294 0. 348462 

0. 312138 0. 377610 
0. 337632 o. 408811 
o. 364981 0. 442321 
0. 394446 o. 478462 
0. 426356 o. 517644 

0. 461145 o. s6a4a2 
a. 499384 0. 607444 
0, 541857 a. 659739 
0. 589673 a. 718657 
a. 644462 o. 786214 

o. 708771 0. 865556 
o. 786884 o. 961976 
0. 886859 1. a85434 
1. 026844 1.  2 58352 
1. 264856 1. 552420 

Q() Q() 

a. a01923 o. aa2292 
o. 017387 0. 020743 
o. 048754 0. 058271 
o. 097073 o. 116329 
o. 164459 0. 197748 
o. 255266 0. 308149 
0. 379430 0. 46a039 
o. 565011 o. 688264 
0. 949910 1. 1 63313 

Table 1 7.7 

30° 
0. 000000 
o. 000414 
o. 001658 
o. a03734 
0, 006644 

a.  o1o393 
a. 014987 
o. 020433 
0. 026740 
o. 033919 

0. 041981 
o. 050941 
o. a6a814 
a. 071617 
0. 083373 

0. 096103 
0. 109834 
0. 124596 
0. 140421 
0. 1 57347 

0. 175418 
o. 194683 
a. 215197 
0. 237025 
0. 260240 

o. 284929 
o. 311 193 
o. 339150 
o. 368940 
a. 400731 

a.  434726 
o. 471170 
o. 510371 
a. 552710 
0. 598675 

a. 648900 
o. 704225 
o. 7657-H 
0. 835238 
0. 914934 

1. 008608 
1. 122523 
1. 2 68462 
1.  472953 
1. 820811 

DO 

o. a02592 
0. 023479 
0. 066a98 
o. 132373 
0. 225942 
o. 353807 
o. 531121 
0.  7994a7 
1. 36a551 

See Example 16. . 
Compiled from P. F. Byrd and M.J?. Friedman, Handb�ok of el

.
li�tic integrals for engmeers 

and physicists, Springer-Verlag, Berhn, Germany, 1954 (with permission). 
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620 ELLIPTIC INTEGRALS 

Table 17.7 JACOBIAN ZETA FUNCTION Z(�"\"') 

K (a)Z (10\a) = K (a)E (10\a) -E (a)F (10\a) 

<>\1" 
K(90°)Z(1"\<>) =K(90°)Z(u l l) = K (90°) tanh U= <r> for all u 

35° 40° 45° 50° 55° 60° 
00 o. 000000 0. 000000 o. 000000 0. 000000 0. 000000 o. 000000 
2 o. 000450 o. 000471 o. 000479 o. 000471 0. 000450 0 . 000415 
4 o. 001800 o. 001886 0. 001916 0. 001887 o. 001800 o. 001659 
6 0. 004052 o. 004248 0. 004314 0. 004250 o. 0 04056 o. 003739 
8 o. 007212 o. 007561 o. 007681 o. 007567 o. 007224 o. 006660 

10 o. 011284 0. 011833 o. 012023 o. 011849 o. 011313 o. 010433 
12 o. 016276 o. 017073 o. 017353 o. 017106 0 . 016337 0. 015070 
14 o. 022197 0. 023293 o. 023683 o. 023354 o. 022312 o. 020588 
16 o.  029060 0. 030505 o. 031029 o. 030610 o. 029257 0. 027006 
18 0. 036876 o. 038728 0. 039411 o. 038897 0. 037194 0. 034347 

20 o. 045662 o. 047979 o. 048850 0. 048238 o. 046150 0. 042639 
22 o. 055435 0. 058279 o. 059372 o. 058663 o. 056156 o. 051912 
24 o. 066216 o. 069655 o. 071005 0. 070203 o. 067246 o. 062203 
26  o .  078026 o. 082132 o. 083783 o. 082895 o. 079461 o. 073551 
28 o. 090893 o. 095744 o. 097742 0. 096782 o. 092844 o. 086003 

30 o. 104844 o. 110525 0. 112924 0. 111909 0. 1 07447 0. 099613 
32 o. 119914 0. 126515 o. 129375 o. 128330 0. 123327 0. 114438 
34 0. 136138 o. 143758 o. 147147 o. 146103 0. 140549 0. 1 30548 
36 o. 153557 o. 162305 o. 166300 0. 1 65296 o. 159186 0. 148018 
38 0. 172220 o.  182211 o. 186898 0. 1 85983 o. 179319 0. 1 66934 

40 0. 192178 0. 203541 o. 209016 o. 2 08248 o. 2 01042 0. 187395 
42 o. 213492 0. 226365 0. 2 32738 o. 232187 o. 224459 o. 209512 
44 o. 236228 0. 250764 0. 258158 o. 257907 0. 249691 0. 2 33413 
46 o. 260466 0. 276831 o. 2 85383 o. 2 85531 o. 2 76871 0. 2 59243 
48 o. 286295 0. 304671 0. 314535 o. 315196 o. 3 06156 o. 287169 

50 0. 313816 0. 334405 0. 345755 o. 347064 o. 337723 0. 317383 
52 o. 343151 0. 366173 0. 379203 o. 381317 o. 371776 o. 350108 
54 0. 374438 o. 400138 o. 415067 0. 418166 o. 408552 o. 385601 
56 0. 407844 o. 436490 0. 453565 o. 457861 0. 448328 o. 424167 
58 o. 443565 0. 475457 0. 494956 o. 500691 0. 491428 o. 466161 

60 o. 481836 o. 517310 o. 539547 o. 547003 o. 538238 o. 512007 
62 o. 522947 o. 562378 o. 587709 o. 597211 0. 589220  o. 562214 
64 0. 567251 o. 611064 o. 639896 o. 651822 o. 644933 0. 617399 
66 o. 615191 0. 663870 0. 696670 o. 711460 o. 706068 o. 678320 
68 o. 667330 o. 721434 o. 758741 o. 776910 o. 773487 o. 745922 

70 o. 724397 o. 784577 o. 827024 0. 849178 0. 848294 0. 82141 1 
72 o. 787359 o. 854390 o. 902728 o. 929590 o. 931931 o. 906356 
74 o. 857536 o. 932355 0. 987491 1.  019938 1. 026343 1.  002860 
76 o. 936789 1. 020563 1. 083621 1. 122735 1. 1 34246 1. 113848 
78 1.  027859 1. 122089 1. 194508 1. 241670 1. 259612 1. 243568 

80 1. 135017 1. 241721 1.  325428 1. 382470 1. 408589 1. 398577 
82 1. 2 65447 1. 387516 1. 485245 1. 554749 1. 591484 1. 589820 
84 1. 432669 1. 574623 1. 690632 1. 776579 1. 827639 1. 837791 
86 1. 661113 1. 837147 1. 979107 2 .  088611 2. 160541 2. 1 88502 
88 2. 066078 2. 284127 2. 470622 2 .  620801 2. 729164 2. 788909 

90 Q() Q() Q() Q() Q() Q() 

5 o. 002813 o. 002948 o. 002994 o. 002949 o. 002815 o. 002594 
15 o. 025510 0. 026774 o. 027228 0. 026855 0. 025662 o. 023683 
25 o. 071991 0. 075754 o. 077249 0. 076403 o. 073210 o. 067742 
35 o. 144695 0. 152865 0. 156547 0. 155518 0. 149686 0. 139108 
45 o. 248154 0. 263583 0. 271538 o. 271473 0. 263028 0. 246077 
55 o. 390865 o. 418002 0. 433972 0. 437641 0. 428046 0. 404479 
65 o. 590735 0. 636916 o. 667669 0. 680968 0. 674774 0. 647089 
75 o. 895883 o. 975016 1. 033955 1. 069585 1. 078397 1 .  056317 
85 1. 538234 1. 692810 1. 820471 1. 916972 1. 977347 1. 995386 
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ELLIPTIC INTEGRALS 

JACOBIAN ZETA FUNCTION Z('�'\cr) Table 17.7 

K (rx)Z(�>\a) =K (rx)E (I'\ a) -E (a)F (I'\ a) 
K (90.)Z(�"\rx) =K(90.)Z(u i l)=K(90") tanh U = «>  for all u 

65° 
o. 000000 
0, 000367 
0, 001468 
o. 003308 
0, 005893 

o. 009233 
o. 013341 
0. 018231 
o. 023922 
o. 030438 

0. 037803 
o. 046047 
o. 055206 
o. 065319 
o. 076431 

0. 088594 
0. 101867 
0, 116315 
0, 132015 
0. 149053 

0. 167527 
o. 187551 
0. 209254 
o. 232785 
0. 258315 

o. 286045 
o. 316206 
0. 349070 
0. 384960 
o. 424255 

0. 467411 
o. 514976 
0, 567621 
0, 626169 
o. 691653 

o. 765385 
o. 849072 
o. 944993 
1. 056298 
1. 187535 

1. 345674 
1. 542281 
l.  798909 
2. 163806 
2. 790834 

00 

o. 002295 
o. 020975 
o. 060141 
0. 124003 
0. 220781 
o. 366615 
o. 596098 
o. 998480 
1. 962673 

70° 
o. 000000 
o. 000308 
0, 001232 
o. 002776 
o. 004946 

o. 007751 
o. 011202 
0, 015312 
o. 020098 
0, 025581 

o. 031783 
o. 038732 
0. 046459 
o. 055000 
o. 064397 

o. 074696 
o. 085951 
o. 098224 
0. 111585 
0. 126114 

0. 141905 
o. 159064 
0. 177713 
0, 197996 
0, 220078 

o. 244154 
o. 270454 
o. 299246 
o. 330854 
o. 365664 

0, 404143 
o. 446860 
o. 494517 
o. 547987 
0. 608372 

0. 677086 
o. 755975 
o. 847508 
o.  955095 
1. 083634 

1. 240571 
1. 438150 
1. 698985 
2. 073357 
2. 721008 

00 

o. 001926 
0. 017619 
o. 050625 
o. 104764 
0. 1 87640 
0. 314676 
o. 520463 
o. 899033 
1. 866624 

75° 
o. 000000 
o. 000239 
0, 000958 
o. 002160 
o. 003849 

o. 006032 
o.  008718 
o. 011920 
o. 015649 
0. 019924 

0, 024763 
0. 030188 
0, 036225 
o. 042905 
o. 050260 

0, 058332 
o.  067164 
o. 076808 
0. 087324 
o. 098779 

0. 111254 
0. 124839 
0. 139641 
0. 155784 
0, 173414 

0. 192704 
o.  213858 
o. 237121 
o. 262789 
0. 291220 

o. 322854 
o. 3-58236 
0. 398048 
o. 443155 
o. 494668 

0. 554038 
o. 623195 
o. 704762 
o. 802400 
o. 921408 

1. 069839 
1 . 260828 
1. 518315 
1 .  894760 
2. 555104 

00 

o. 001498 
o. 013718 
o. 039483 
o. 081953 
0. 147536 
o. 249634 
o. 419877 
o. 751288 
1. 686113 

80° 
o. 000000 
o. 000164 
o. 000656 
0. 001477 
o. 002633 

o. 004127 
o. 005966 
o. 008158 
o. 010713 
0. 013642 

o.  016959 
o. 020680 
0. 024823 
0. 029411 
o. 034466 

o. 040018 
o. 046099 
o. 052747 
o. 060004 
o. 067920 

o. 076554 
o. 085973 
o. 096255 
0. 107493 
0. 119798 

0. 1 33299 
o. 148154 
0. 164550 
0. 1 82720 
o. 2 02947 

o. 225584 
o. 251076 
o. 2 79993 
0, 313069 
o. 351277 

0. 395917 
o. 448779 
o. 512376 
o. 590350 
o. 688163 

o. 814374 
0. 983236 
1. 220780 
1. 583040 
2. 241393 

00 

o. 001025 
0. 009390 
o. 027060 
0, 056296 
o. 1 01748 
0. 1 73397 
o. 295957 
o. 549278 
1. 380465 

85° 
o. 000000 
0. 000083 
o. 000333 
0, 000750 
o. 001337 

0. 002096 
o. 003030 
o. 004143 
0, 0 05442 
o. 006930 

o. 0 08617 
o. 010509 
o. 012617 
o. 014952 
o. 017526 

o. 020354 
o. 023454 
o. 026845 
o. 030550 
0. 034595 

o. 039011 
0. 043833 
o. 049104 
0. 054874 
0. 061201 

o. 068157 
o. 075826 
o. 084312 
o. 093745 
0. 104281 

0. 116121 
0. 129521 
0. 144812 
0. 162430 
0. 182965 

0, 207230 
o. 236382 
o. 272114 
o. 31 7015 
o. 375226 

o. 453784 
0. 565578 
o. 736684 
1. 028059 
1. 628299 

00 

o. 000520 
0. 004769 
o. 013755 
o. 028657 
o. 051923 
0. 088901 
0. 153297 
o. 293208 
0. 860811 

90° 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

ao 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
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622 ELLIPTIC INTEGRALS 

Table 17.8 HEUMAN'S LAMBDA FUNCTION A0(,\a) 

Ao(,\a) F( "Ji,��)-a) +� K (a)Z ( ¥'\90° -a)�� (K(a)E( ,\90° -a) - [ K(a) - E(a) ]P(,\90° -a) i 

a\¥' oo 50 10° 00 0 o. 087156 0. 173648 2 0 o. 087129 0. 173595 4 0 0, 087050 0. 173437 6 0 0, 086917 0. 173173 8 0 o. 086732 0. 172804 
10 0 0. 086495 o. 172332 12 0 o. 086206 0. 171757 14 0 0. 085866 0. 171080 16 0 0. 085476 0. 170303 18 0 0. 085037 0. 169429 
20 0 0, 084549 0. 168458 22 0 o. 084013 o. 167393 24 0 o. 083432 o. 166236 26 0 o. 082806 0. 164991 28 0 o. 082136 0. 163661 
30 0 0. 081425 o. 162247 32 0 0. 080674 0. 160755 34 0 0. 079884 0. 159187 36 0 0. 079058 0. 157548 38 0 0. 078198 0. 155842 
40 0 o. 077307 o. 154073 42 0 o. 076385 0. 152246 44 0 0, 075436 o. 15036 7 46 0 0. 074463 0. 148439 48 0 0. 073469 o. 146470 
50 0 o. 072455 o. 144464 52 0 o. 071426 0. 142428 54 0 0, 070385 o. 140370 56 0 o. 069336 o. 138295 58 0 o. 068281 0. 136211 
60 0 0. 067226 0. 134126 62 0 o. 066175 o. 132049 64 0 o. 065131 0. 129989 66 0 0. 064100 0, 127955 68 0 0, 063088 0. 125958 
70 0 o. 062 1 00 0. 124009 72 0 o. 061143 0. 122121 74 0 0, 060223 0. 120307 76 0 0. 059348 0. 118583 78 0 o. 058528 0. 116967 
80 0 o. 057773 o. 115479 82 0 0. 057095 o. 114143 84 0 a. 056508 0. 112988 86 0 0. 056034 a. 112053 88 0 0. 055698 0. 111392 
90 0 a. a55556 a. 11ll11 

[< -�)2] [< -�)5] 
5 0 o. a8699a o. 173318 15 0 o. 085677 0. 170704 25 0 0. 083124 0. 165625 35 a 0. 079476 0. 158377 45 0 0. 074953 o. 149408 55 0 o. 069861 0. 139334 65 0 o. 064614 0. 128968 75 0 o. 059779 0, 119433 85 0 o. 056256 0. 112490 

15° 20° 0. 25881 9 o. 342020 0, 258740 0. 341916 0. 258504 o. 341604 0. 258111 o. 341084 0. 257562 0. 340359 
0. 256858 0. 339430 0. 256001 o. 338299 0. 254994 o. 336969 0. 253838 o. 335445 0. 252536 o. 333729 
o. 251092 0. 331827 0. 249509 o. 329743 o. 247790 o. 327483 0. 245941 0. 325052 0. 243966 0. 322458 
o. 241870 0. 319707 0. 239657 o. 316806 0. 237335 o. 313764 0. 234908 o. 310587 o. 232383 0. 307286 
o. 229767 0, 303869 0. 227068 o. 300346 0. 224292 o. 296727 0. 221447 0. 293022 0. 218543 o. 289242 
0. 215587 o. 285399 o. 212589 0. 281505 0. 209558 o. 277573 o. 206506 o. 273616 0. 203443 0, 269648 
0. 200380 0, 265684 o. 197331 o. 261739 0, 194307 0. 257832 0. 191324 o. 253979 0. 188396 0. 250200 
0. 185540 0. 246517 0, 182774 o. 242952 o. 180119 o. 239531 0. 177596 0. 236282 o. 175231 o. 233238 
0, 173054 o. 23a436 0. 171a99 o. 227922 o. 169410 0. 225750 o. 168a43 a. 223992 a. 167078 0. 222751 
a. 166667 a. 222222 
[<-:)7] [<-:)9] 
a. 258327 o. 341370 o. 254434 o. 336231 a. 246882 a. 326288 0. 236134 o. 312192 0. 222878 0. 294884 0, 208034 0. 275597 0, 192809 a. 255897 0. 178839 o. 237883 0, 168682 0. 224814 

25° 0. 422618 0. 422490 0. 422104 o. 421462 o. 420566 
0. 419419 o. 418024 o. 416385 0. 414506 o. 412394 
0. 410054 0, 407492 o. 404717 o. 401736 o. 398558 
o. 395191 o. 391645 o. 387930 0. 384057 o. 380037 
o. 375880 o. 371600 o. 367209 o. 362720 0. 358145 
o. 353500 o. 348799 o. 344057 o. 339290 o. 334516 
o. 329751 o. 325015 o. 320328 o. 315710 o. 311185 
o. 306778 o. 302515 0, 298427 0, 294547 0, 290914 
a. 287571 o. 284573 o. 281983 o. 279887 0. 278408 
o. 277778 
[<-:)1] 
o. 421815 o. 415475 o. 403252 o. 386013 o. 364976 o. 341676 o. 318009 0. 296459 o. 280867 

goa 
o. 500000 0. 499848 0. 499391 0, 498633 0. 497574 
0, 496219 o. 494572 0, 492638 0. 490424 0. 487937 
0, 485184 0. 482176 0. 478920 o. 475428 o. 471710 
0, 467777 o. 463642 o. 459316 0, 454813 o. 450147 
0. 445330 0. 440378 0. 435306 0. 430127 0. 424860 
0, 419519 o. 414121 o. 408685 0, 403228 o. 397769 
0, 392328 0. 386926 0, 381586 0. 376331 o. 371186 
o. 366180 0, 361342 0, 356706 0, 352309 o. 348194 
a. 3444Ia o. 341a17 0. 338aaa o. 335718 a. 334a46 
a. 333333 
[<-:) 1] 
0. 49905a o. 491565 o. 4772a3 0. 457086 o. 432729 0. 405958 0. 378946 0. 354475 0. 336826 

Compiled from C. Heuman, Tables of complete elliptic integrals, J. Math. Phys. 20, 127-206, 
1941 (with permission) . 



EL LIPTIC INTEGRALS 

HEUMAN'S LAMBDA FUNCTION Ao(<r\a) Table 1 7.8 
Ao(�?\a) =!"(1'\90° -a) +g K (a)Z( <r\90° -a) =g (K(a)E( <r\90° - a) - [ K (a) -E(a) ]P(<P\90°- a) : K' (a) ,. " 

a\'1' 
op 

2 
4 
6 
8 

1D 
12 
14 
16  
18 

20  
22  
24 
26  
28  

30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50. 
52 
54 
56 
58 

60 
62 
64 
66 
68 

70  
72  
74 
76 
78  

80 
82 
84 
86 
88 

90 

5 
15  
25  
35  
45 
55 
65 
75 
85 

35° 
o. 573576 
o. 573402 
o. 572878 
o. 572009 
0. 570795 

0. 569244 
o. 567360 
o. 565150  
0. 562623 
0, 559789 

0. 556657 
0. 553238 
0. 549546 
o. 545591 
o. 541389 

0. 536953 
o. 532297 
0. 527437 
0, 522388 
D. 517165 

o. 511786 
0. 506266 
o. 500622 
0. 494873 
0. 489034 

o. 483125 
D. 477164 
D. 471170 
D. 465163 
o. 459163 

0. 453192 
o. 447272 
D. 441428 
D. 435683 
D. 430065 

0. 424604 
o. 419.332 
o. 414284 
0. 409500 
o. 405026 
0. 400915 
o. 397229 
o. 394049 
o. 391477 
o. 389662 

o. 388889 

[(-:) 1] 

0. 572487 
0, 563926 
0. 547600 
0, 5249.35 
o. 497760 
o. 468167  
o .  438541 
o. 411857 
o. 392679 

40° 
o. 642788 
o. 642592 
o. 642006 
o. 641032 
0. 639674 

o. 637940 
o. 635836 
o. 633373 
o. 630561 
0. 627412 

0. 623939 
o. 620157 
0. 616080 
o. 611725 
o. 607107 

D. 602244 
0. 597153 
0. 591851 
D. 5.86356 
D. 580687 

o. 574862 
0, 568898 
o. 562815 
D. 556632 
0. 550366 

0. 544D38 
D. 537668 
D. 531275 
0, 524879 
D. 518502 

0. 512167 
o. 505895 
D. 499711 
D. 493642 
D. 487715 

o. 481959 
0. 476408 
o. 471098 
o. 466070 
0. 461371 

o.  457055 
o. 453189 
0. 449853 
o. 447157 
o. 445255 

0. 444444 

[(-:) 1] 

0. 641567 
o. 6320J 0 
o. 613936 
o. 589127 
0. 559735 
o. 528076 
a. 496661 
0. 468546 
0. 448417 

45° 
o. 707107 
o. 706891 
o. 706247 
o. 705177 
o. 703687 

o. 701786 
0. 699484 
o. 696794 
0. 693729 
o. 690306 

o. 686540 
0. 682450 
0. 678054 
0. 673372 
o. 668422 

o. 663225  
o. 657801 
o. 652170 
D. 646351 
o. 640365 

o. 634231 
o. 627970 
o. 621600 
D. 615142 
o. 608615 

D. 602D38 
0. 595432 
o. 588817 
D, 582212 
0. 575640 

0. 569122 
o. 562680 
0. 556339 
0. 5 50124 
o. 544062 

o. 5 38183 
o. 5.32519 
o. 527106 
o. 521985 
0. 517202 

0. 512813 
0. 5 08883 
0, 505494 
0. 502754 
o. 5 00823 

D. 500000 

[(-:) 1] 

0. 7D5765 
1), 695307 
1 ),  675748 
0. 649283 
0. 618381 
(), 585512 
ll. 5 53214 
0. 524506 
(), 504034 

50° 
o. 766044 
0. 765811 
o. 765113  
o. 763956 
o. 762347 

o. 760298 
o. 7 57822 
o. 754937 
a. 751 660 
o. 748011 

o.  744012 
o. 739683 
o. 735049 
o. 730130 
o. 724951 

o. 719533 
o. 713900 
o. 708073 
D. 702074 
0. 695923 

o. 689042 
o. 683251 
0, 676769 
D. 670217 
o. 663613 

0. 656976 
0, 650326 
o. 643682 
D, 637064 
o. 630491 

0. 623985 
0. 617567 
o. 611258 
o. 605085 
o. 599072 

0, 593247 
o. 587641 
0, 582290 
o. 577231 
o. 572511 

D. 568181 
o. 564307 
o. 56a967 
o. 558268 
D, 556366 

0. 555556 

[(-:) 1] 

o. 764592 
o. 753346 
a. 732623 
o. 705094 
o. 673501 
D. 640369 
o. 60815 3  
o .  579721 
0. 559529 

55° 60° 
0. 819152 0. 866025 
o. 818903 0. 865762 
0. 818157 o. 864975 
D. 816922 o. 863674 
D. 815210 0. 861876 

o. 813034 o. 859602 
o. 810416 0. 856877 
0. 807375 o. 853731 
0. 803935 0. 850194 
o. 800123 o. 846297 

o. 795963 o. 842073 
o. 791483 0. 837553 
o. 786709 o. 832766 
o. 781667 o. 827743 
o. 776384 0. 822510 

o. 770883 o.  817093 
o. 765190 o. 811517 
0. 759326 o. 805804 
D. 753314 o. 799976 
0. 747177 o. 794052 

0.  740932 o. 788051 
o. 734602 o. 781992 
o. 728203 o. 775891 
o. 721756 o. 769764 
o. 715277 o. 763627 

o. 7D8785 o. 757496 
D. 702298 D. 75.1385 
0, 695832 o. 74531D 
0, 689405 o. 739286 
0 , 683037 o. 733329 

0 . 676745 0. 727455 
0. 670549 o. 721680 
0. 664469 o. 716024 
D. 658528 o. 710504 
D. 652749 o. 705142 

D. 647159 0, 699961 
o. 641784 o. 694985 
0. 636659 0. 690244 
o. 631818 o. 685770 
o. 627303 o. 681601 

0. 623166 a. 677782 
o. 619464 0, 674368 
0. 616276 o. 671427 
o. 613700 0. 669053 
o. 611884 0, 667379 

o. 611111 0. 666667 

[ (-:) 1] [(-:) 1] 
0. 817600 a. 864388 
0. 805703 0. 852010 
o. 784220 o.  830282 
o. 756337 o. 802903 
o.  724985 o. 772830 
o. 692612 o. 742291 
0. 661480 o. 713246 
0. 634200 0. 687972 
0. 614903 o. 670162 

623 
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Table 17.8 

a\<P 
00 

2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50 
52 
54 
56 
58 

60 
62 
64 
66 
68 

70 
72 
74 
76 
78 

80 
82 
84 
86 
88 

90 

5 
15  
25  
35  
45 
55 
65 
75 
85 

65° 
0. 906308 
0. 906032 
o. 905210 
0. 903857 
0. 901997 

o. 899660 
o. 896881 
o. 893699 
0. 890152 
o. 886280 

o. 882119 
o.  877704 
o. 873068 
0. 868240 
o. 863249 

0. 858117 
o.  852869 
o. 847523 
o. 842100 
o. 836615 

0. 831085 
0. 825524 
0. 819946 
o. 814365 
0. 808792 

0. 803241 
o. 797724 
o. 792252 
o. 786839 
o. 781496 

o. 776237 
o. 771077 
o. 766029 
o. 761110  
o. 756338 

o. 751731 
o. 747312 
o. 743104 
o. 739137 
o. 735442 

o. 732059 
o. 729036 
o. 726434 
o. 724333 
o. 722852 

o. 722222 
[ C-:)IJ 

o. 904599 
0. 891969 
o. 870676 
o. 844820 
o. 817155 
o. 789537 
o. 763552 
o. 741089 
o. 725315 

ELLIPTIC INTEGRALS 

HEUMAN'S LAMBDA FUNCTION Ao(<P\a) 

Ao(<P\a) F(<P:�:)-a) +� K(a)Z(<P\90° -a) 

2 �; IK(a) E(<P\90° -a) - [  K(a) - E(a) ]F(<P\90° - a) l  

70° 
o. 939693 
0. 939407 
0. 938559 
o. 937172 
0. 935282 

0. 932934 
0. 930177 
o. 927061 
0. 923634 
0. 919940 

o. 916018 
o. 911904 
0. 907630 
0. 903221 
o. 898703 

o. 894095 
o. 889416 
o. 884681 
o. 879904 
o. 875099 

o. 870277 
o. 865449 
0. 860625 
0. 855814 
0. 851026 

o. 846269 
0. 841553 
o. 836887 
0. 832280 
0. 827742 

o. 823283 
o. 818913 
o. 814645 
o. 810490 
o. 806464 

0. 802581 
o. 798860 
o. 795319 
o. 791983 
o. 788877 

o. 786036 
o. 783497 
o. 781312 
0. 779549 
o. 778307 

o. 777778 
[( -:)9] 

o. 937930 
0. 925384 
0. 905441 
0. 882297 
o. 858217 
o. 834576 
0. 812552 
o. 793624 
o. 780373 

75° 
o. 965926 
0. 965633 
o. 964769 
0. 963376 
0. 961512 

0. 959244 
o. 956638 
0. 953755 
o. 950646 
o. 947355 

0. 943918 
0. 940364 
o. 936718 
0. 933000 
0. 929226 

0. 925409 
o. 921563 
o. 917695 
o. 913817 
0. 909935 

o. 906056 
o. 902188 
o. 898337 
0. 894508 
0. 890708 

o. 886942 
o. 883216 
o. 879537 
o. 875911 
o. 872345 

0. 868846 
0. 865421 
o. 862080 
0. 858831 
o. 855685 

o. 852654 
0. 849751 
0. 846990 
o. 844390 
0. 841 972 

o. 839759 
o. 837783 
0. 836083 
0. 834711 
o. 833745 

0. 833333 
[( -:)7] 

0. 964135 
o. 952226 
0. 934867 
0. 915757 
0. 896419 
o. 877717 
o. 860443 
0. 845669 
o. 835352 

goo 85° 
o. 984808 o. 996195 
o. 984511 0. 995903 
0. 983652 0. 995130 
0. 982315 o. 994063 
0. 980599 0. 992833 

0. 978597 0. 991511 
0. 976384 o. 990135 
o. 9740] 6 0. 988727 
o. 971534 o. 987299 
0. 968969 o. 985858 

0. 966343 0. 984410 
o. 963671 0. 982958 
0. 960968 o. 981506 
0. 958241 0. 980054 
0. 955500 0. 978604 

o. 952751 o. 977159 
0. 949998 0. 975719 
0. 947247 0. 974286 
0. 944502 o. 972861 
o. 941766 o. 971445 

0. 939042 o. 970039 
0. 936335 0. 968644 
o. 933647 o. 967262 
0. 930981 0. 965894 
o. 928341 o. 964540 

0. 925731 0. 963204 
o. 923152 0. 961885 
o. 920610 o. 960586 
0. 918108 0. 959309 
o. 915649 o. 958055 

0. 913240 0. 956826 
0. 910884 0. 955626 
0. 908588 0. 954457 
o. 906357 0. 953321 
0. 904198 o. 952223 

o. 902119 o. 951166 
0. 900129 o. 950154 
0. 898237 o. 949193 
0. 896456 o. 948288 
o. 894800 0. 947446 

o. 893286 0. 946677 
o. 891933 o. 945990 
0. 890770 0. 945400 
0. 889831 0. 944923 
0. 889170 0. 944587 

o. 888889 o. 944444 

[ (-:)5] [C-:)2] 

0. 983037 0. 994624 
o. 972787 0. 988015 
o. 959607 0. 980779 
0. 945873 o. 973573 
o. 932311 o. 966576 
0. 919353 0. 959944 
0. 907464 0. 953885 
o. 897332 o. 948733 
o. 890270 0. 945145 

90° 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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ELLIPTIC INTEGRAL OF THE THIJ\D KIND n (n; tfJ\ a) Table 17.9 

II(n; 10\a) = Jo'�' (1-n sin2 o) -1[1-sin2 a sin2 o] -�do 
n a\ <P oo 15° 30" 45° 60" 75° 90° 

o. 0 oo 0 o. 26180 o.  5 2 3 6 0  0 .  78540 1. 04720 1. 30900 l.  57080 

o. 0 1 5  0 o. 2 62 0 0  o .  5 2 5 13 o. 79025 I. 0 5 7 74 I. 32733 1. 59814 

o. 0 3 0  0 o. 2 6254 o. 5 2 943 o. 80437 1. 08955 1. 38457 1 . 68575 

o. 0 45 0 0 . 2 6330 o. 5 3 56 2  o .  82602 1. 1 4243 1.  48788 1 .  85407 

o. 0 60 0 o. 2 6406 o. 5422:3 0. 851 2 2  1. 2 1 2 60 1 .  649 18 2. 1 5 651 

o. 0 75 0 0. 2 6463 o. 547% 0.  87270 1. 28371 1 . 87145 2.  76806 

o. 0 9 0  0 0. 2 6484 o. 5 4 9 3·1 0. 881 3 7  1. 31696 2.  02759 00 

0. 1 0 0 o. 262 39 0. 5 2 8 2 0  o. 800 1 3  1. 0 7949 1 .  36560 1. 65576 

o.  1 1 5  0 o. 2 62 5 9  o. 5 2 9 7 5  0 . 80514 1 . 0 9 0 58 1 . 38520 l. 68536 
o.  1 3 0  0 0. 26314 o. 53412 0 . 81972 1 . 12405 1 . 44649 1 .  78030 

o. 1 45 0 o. 2 6390 o. 54041 0. 842 10 1. 1 7980 1. 55739 1. 96326 

o. 1 60 0 0 . 26467 o. 54712 a. 8 68 1 7  1. 2 5393 1 .  7 3 1 2 1  2 . 293 55 

o. 1 7 5  0 0. 2 65 2 4  o .  5 5 2 34 a. 89040 1 .  32926 1. 972 04 2. 96601 

0. 1 9 0  0 0. 2 65 4 5  o .  5 5431 a.  89939 1. 36454 2.  142 01 00 

o. 2 0 0 o. 2 6 2 99 o. 5.3294 o. 81586 1. 1 1 5 34 1. 43078 1. 75620 
o. 2 15 0 0. 2 6 3 1 9  o. 5345:2 o. 82104 1. 1 27 05 1. 45187 1. 78850 
0 . 2 30 0 0 . 2 63 74 0. 5 3896 o.  83612 1.  1 6241 1. 51792 1.  89229 
o. 2 45 0 0. 2 64 5 0  o .  5 4 5 3 '; 0 . 85928 1. 22139 1. 63775 2 . 09296 
o. 2 60 0 0. 2 6 5 2 7  o .  552 1 7  o. 88629 I .  3 0 0 0 3  1 .  82643 2.  45715 
o. 2 7 5  0 o. 2 65 8 5  0 . 5 5 7 47 o. 90934 1 .  3 8 0 1 6  2. 08942 3. 2 0448 
o.  2 90 0 o. 2 6606 0. 55948 0. 91 867 1. 41777 2. 2 7 6 04 00 

o. 3 0 0 0. 2 6359 o .  5 3 7 84 o. 83271 1. 1 55 5 1  1. 50701 1. 87746 
o. 3 1 5  0 o. 2 6379 o. 53945 o. 83808 1. 1 6791 1. 52988 1 . 91 309 

o. 3 3 0  0 0 . 2 6434 0. 54396 0. 85370 1. 20543 1 .  601 61 2.  02779 
o .  3 45 0 o. 2 6 5 1 1  0. 5 5 0 46 0. 87771 1. 2 6812 1. 7 32 1 7  2. 2 5 0 38 
o. 3 6 0  0 0. 2 6588 0 . 5 57 39 0. 9 0 5 74 1. 3 5 1 9 3  1 . 93879 2 . 6 5 6 84 
o. 3 75 0 0. 2 6 64 6  o .  5 62 78 o. 92969 1. 4 37 59 2 . 22876 3. 49853 
a. 3 9 0  b 0 . 2 6 6 67 o. 56483· a. 9 3938 1. 477 89 2. 43581 00 

o. 4 a 0 o. 2 64 2 0  0. 5429I o.  85084 1. 2 0 098 1. 59 794 2. 02789 
o. 4 1 5  0 0. 2 6440 o. 54454 0. 85641 1. 2 1 4 1 9  1.  62 2 98 2 . 06774 
o. 4 30 0 0 . 2 64 9 5  0. 54912 o.  87262 1. 25419 1 .  7 0 1 65 2 . 19629 
o. 4 45 0 o. 2 65 72 o. 5 5 5 7 3  o .  89756 1. 3 2 1 1 7  I .  845 37 2 .  44683 
o. 4 60 0 o. 2 6 6 5 0  0. 5 62 78 0 . 9 2 6 7 0  1. 41 0 9 8  2. 0 7 4 1 3  2 . 9 0 7 61 
o. 4 7 5  0 0. 2 6708 o. 5 68 2 7  o .  95162 1. 5 03 0 9  2 .  39775 3.  87214 
o.  4 90 0 o. 2 6729 a. 5 7 0 3 5  0 .  961 71 1. 5 4 6 5 3  2. 63052 00 

o. 5 0 0 o. 2 6481 o. 5481 4 0. 87042 1. 2 5 3 1 0  1 .  7 0 9 1 9  2. 2 2 1 44 
o. 5 1 5  0 0. 2 65 0 1  o .  54980 0. 87621 1. 2 6726 1. 7 3695 2. 2 66 8 5  
o. 5 3 0  0 0. 2 6 5 5 7  o .  55447 0. 89307 1 .  31 0 1 7  1 . 82433 2 . 41367 

o. 5 45 0 0. 2 6634 o. 5 61 1 9  0. 9 1902 1 .  38218 1 .  98464 2. 7 0 1 2 9  
0 ,  5 60 0 o .  2 67 1 2  0, 5 6837 o .  9 49 39 1 . 47906 2 .  2 41 55 3. 2 3477 
o. 5 75 0 o. 2 67 7 a  0. 57394 o. 97538 1 . 57881 2. 60846 4. 36620 

o. 5 9 0  0 o. 2 6792 0. 57606 0 .  98591 1. 6 2 5 9 9  2. 87468 00 

o. 6 0 0 0, 2 6543 0. 5 5 3 5 7  0. 89167 1.  31379 1 .  85002 2. 48365 

o. 6 15 0 o. 2 65 6 3  0. 5 5525 o.  89770 1. 32907 1. 88131 2. 5 36 7 7  
o.  6 30 0 o. 2 6619 o. 56000 0. 9 1 5 2 7  I .  37544 I. 98005 2.  7 0905 
o. 6 45 0 o. 2 6696 0.  5 6684 o. 942.35 1. 45347 2.  162]  0 3. 04862 
o. 6 60 0 o. 2 6775 0. 5 7414 o. 97406 1. 55884 2. 4 5 6 2 3  3. 68509 
o. 6 75 0 0. 2 6833 o. 57982 1 .  00123 1.  66780 2. 88113 5. 0 5 7 34 
o. 6 9 0  0 0. 2 6855 0. 58198 1. 0 1 2 2 5  1. 7 1 9 5 1  3 .  1 9 2 7 8  00 [< -:)5] (C -i)4J [< -;)2] [< -l)7] 
See Examples 15-20. 
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Table 17.9 ELLIPTIC INTEGRAL OF THE THIRD KIND II (n; <P\ a) 

IT(n; �\a) = J0"' (1-n sin2 o)- 1 [1-sin2 "' sin2 8]-tde 
n a\ <P oo 15° 30° 45° 60° 75° 90° 

o. 7 00 
0 o. 26605 o. 55918  0. 91487 1. 38587 2. 03720 2. 86787 o. 7 15 0 o. 26625 o. 56090 o. 921 1 6  1 .  40251 2. 07333 2. 93263 o. 7 30  0 0. 26681 o. 56573 o. 93952 1. 45309 2. 18765 3. 14339 o. 7 45 0 0. 26759 o. 57270 0. 96784 1 . 53846 2. 39973 3. 56210 o.  7 60 0 0, 26838 o. 58014 1, 00104 1. 65425 2, 74586 4. 35751 o. 7 75  0 0. 26897 o. 58592 1. 02954 1.  77459 3. 25315 6.  1 1030 o. 7 90 0 o. 26918 o. 58812 1. 041 1 0  1 .  83192 3. 63042 00 

o. 8 0 0 o. 26668 o. 5650l 0. 94034 1. 47370 2. 30538 3. 5 1240 o. 8 15  0 o. 26688 o. 56676 0. 94694 1. 49205 2. 34868 3. 59733 o. 8 30 0 0. 26745 o. 571 68 o. 96618 1. 54790 2. 48618 3. 87507 o. 8 45 0 o. 26823 o. 57877 0. 99588 1. 64250 2. 74328 4. 43274 o. 8 60 0 o. 26902 0. 58635 1. 03076 1 .  77145 3. 1 6844 5. 51206 
0.  8 75 0 o. 26961 o. 59225 1. 06073 1. 90629 3. 80370 7. 96669 o. 8 90 0 0, 26982 0. 59449 1. 07290 1.  97080 4. 28518 00 

o. 9 0 0 0. 26731 o. 57106 0. 96853 1 .  58459 2. 74439 4. 96729 o. 9 1 5 0 0. 26752 o. 57284 0. 97547 1, 60515 2. 79990 5. 09958 o. 9 30  0 o. 26808 o. 57785 0. 99569 1 . 66788 2. 97710 5.  53551 
o. 9 45 0 o. 26887 o. 58508 1. 02695 1 .  77453 3. 31210  6, 42557 o. 9 60 0 o. 26966 o. 59281 1. 06372 1. 92081 3. 87661 8. 20086 o. 9 75 0 o. 27025 o.  59882 1. 09535 2. 07487 4. 7 4432 12. 46407 o. 9 90 0 0. 2 7047 o. 60110 1. 1 0821 2. 14899 5. 42125 00 

1. 0 0 0 0. 26795 o. 57735 1. 00000 ],  73205 3. 73205 00 
1. 0 15 0 o. 26816 o. 57916 I. 00731 1. 75565 3. 81655 00 
1. 0 30 0 0. 26872 0, 58428 1, 02866 1. 82781 4. 08864 00 
1. 0 45 0 o. 26951 o. 59165 1. 06170 1. 95114 4. 61280 00 1. 0 60 0 o. 27031 o. 59953 1. 1 0060 2. 12160 5. 52554 00 
1 . 0 75  0 0. 2 7090 0. 60566 1. 13414 2. 30276 7. 00372 00 
1. 0 90 0 0. 27112 0, 60799 1. 14779 2. 39053 8. 22356 00 

[< -4
5)5] [< -64)5] [< -:)2] [< -l)IJ 



18. Weierstrass Elliptic and Related 
Functions 

THoMAs H. SouTHARD 1 
Contents 

Page 
Mathematical ProJ.erties . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 629 

18.1. Definitions, Symbolism, Restrictions and Conventions . . 629 
18.2. Homogeneity Relations, Reduction Formulas and Processes . 631 
18.3. Special Values and Relations . . . . 633 
18.4. Addition and Multiplication Formulas . 635 
18.5. Series Expansions . . . . . . . . . . . 635 
18.6. Derivatives and Differential Equations . 640 
18.7. IntegralE. . . . . . . . . . . . . . . 641 
18.8. Conformal Mapping . . . . . . . . . 642 
18.9. RelationB with Complete Elliptic Integrals K and K' and 

Their Parameter m and with Jacobi's Elliptic Functions . 649 
18.10. RelationB with Theta Functions . . . . . . . . . . . 650 
18.ll. Expressing any Elliptic Function in Terms of {/J and {/J '  . 651 
18.12. Case ..:1=0 . . . . . . . . . . . . 651 
18.13. Equianhnrmonic Case (g2=0, g3= 1) . 652 
18.14. Lemniscf,tic Case (g2 = 1 ,  g3=0) . . . 658 
18.15. Pseudo-Lemniscatic Case (g2 = - 1 , g3 = 0) 662 

Numerical MethodEI . . . . . . . . . . . 663 
18.16. Use and Extension of the Tables . 663 

References . . . . . . . . . . . . . . . 670 

1 University of California, National Bureau of Standards, and California State College 
at Hayward. 

627 



628 WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Table 18.1. Table for Obtaining Periods for Invariants g2 and g3 Page 

(g2=g2g3 -
213) .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673 

Non-Negative Discriminant (3 :$g2 :$ ex> ) 
' l/6 ..j6 

wg�'6, 
w �3 + 12 ln(g2-3) ; g2=3(.05)3.4, 7D 

wg�'6, w'g�'6/i; g2=3.4(.1)5 (.2) 10, 7D 
wg�f6g�'4, w' g�f6g�14fi; g2I=. 1  ( -.01)0, 7D 

Non-Positive Discriminant (-ex> :$g2 :$3) 
w2gl16jg�114, w'2gl16IU2 i 114/i; "U21=0(-. 01) - .2, 7D 
w2gl16, w�gl16/i; U21= -.2(-.05) -1 ,  7D 

w2gl16, w;2 
g�16+ � ln(3-g2) ; g2= -1 (.2)3, 7D 

Table 18.2. Table for Obtaining [/> , [/>' and t on Ox and Oy (Unit 
Real Half-Period-Period Ratio a) .  . . . . . . . . . . . . . . 674 
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x=0(.05) 1 ,  y=0(.05) 1 . 1 ,  1 .2 (.2) a, 6-8D 
Negative Discriminant (O :$x :$ 1 ,  0 :$y:$a/2) 

z2 [J> (z), z3 [J> '(z), zt(z), a= 1, 1 .05, 1 . 1 5, 1 .3, 1 .5, 2, 4 
x=0(.05) 1 ,  y=0(.05) 1 ( .1)b(b ;?:a/2), 7D 

Table 18.3. Invariants and Values at Half-Periods 
Real Half-Period). . . . . . . . . . . . . . . . 

a= 1 (.02) 1 .6(.05)2.3 (. 1 )  4, ex> ,  6-8D 
Non-Negative Discriminant 

(1  :$ a :$ ex> )  (Unit 

g2, ga, e1 = [/> (1) ,  e3= [/> (w'), 11= t(1) ,  11' /i= t(w')/i, u(1) ,  u(w')/i, u(W2) 
Non-Positive Discriminant 

Y2, Ya, et, 112=t(l), 11�/i=t(w� )/i, u(1) ,  u(w;)/i, u(w') 
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18. Weierstrass Elliptic and Related Functions 

Mathem.atical Properties 

18.1. Definitions, Symbolism, Restrictions and 
Conventions 

An elliptic function is a single-valued doubly 
periodic function of a single complex variable 
which is analytic except at poles and whose only 
singularities in the finite plane are poles. If w and 
w' are a pair of (primitive) half-periods of such a 
function j(z) , then j(z+2Mw+2Nw') =f(z) , M 
and N being integers. Thus the study of any 
such function can be reduced to consideration of 
its behavior in a fundamental period parallelo
gram (FPP) . An elliptic function has a f[nite 
number of poles (and the same number of zeros) 
in a FPP; the number of such poles (zeros) (an 
irreducible set) is the order of the function (poles 
and zeros are counted according to their multi
plicity) . All other poles (zeros) are called con
gruent to the irreducible set. The simplest (non
trivial) elliptic functions are of order two. One 
may choose as the standard function of order two 
either a function with two simple poles (Jacobi's 
choice) or one double pole (Weierstrass' choice) 
in a FPP. 

Weierstrass' {}>-Function. Let w, w' denote a 
pair of complex numbers with J (w' /w) >o. Then 
{)> (z)= [jJ (zlw, w') is an elliptic function of order 
two with periods 2w, 2w' and having a double pole 
at z=O, whose principal part is z-2 ; {)> (z) - z-2 is 
analytic in a neighborhood of the origin and -van
ishes at z=O. 

Weierstrass' t-Function t(z) =t(zlw, w') satisfies 
the condition t' (z) = - [J> (z) ; further, t(z) has a 
simple pole at z=O whose principal part is z-1 ; 
t(z) - z- 1  vanishes at z=O and is analytic in a 
neighborhood of the origin. t(z) is NOT an 
elliptic function, since it is not periodic. However, 
it is quasi-periodic (see "period" relations) ,, so 
reduction to FPP is possible. 

Weierstrass' (!-Function q(z) = q(zlw, w') sati!:!fies 
the condition q'(z)fq(z) =t(z) ; further, q(z) in an 
entire function which vanishes at the origin. 
Like t, it is NOT an elliptic function, since it is 
not periodic. However, it is quasi-periodic (see 
"period" relations) ,  so reduction to FPP is :pos
sible. 

Invariants g, and g3 
Let W=2Mw+2Nw', M and N being integers. 

Then 

18.1.1 g2=602;'W-• and ua= 1402;'W-6 

are the INVARIANTS, summation being over all 
pairs M, N except M=N=O. 

Alternate Symbolism Emphasizing Invariants 

18.1.2 
18.1.3 
18.1.4 
18.1.5 

{)> (z) = {)> (z; g2, Ua) 
{j> '(z) = [/J '(z ;  g2, Ua) 

t(z)=t(z; g2, Ua) 
q(z) = q(z; g2, Ua) 

Fundamental Differential Equation, Discriminant and 
Related Quantities 

18.1.6 

18.1.7 

18.1.8 
..:l=gl-27/a= 16(e2-ea)2(ea-et)2(et -e2)2 

18.1.9 

U2 = -4 (e1e2+ e1ea + e2ea) = 2 (ei +e� +en 

18.1.10 ua=4ele2ea=t(er+e�+e:) 

18.1.11 
18.1.12 
18.1.13 

e1+e2+ea=O 

et+4+e�=�/8 

4e,-g2et-Ua=O(i= 1 ,  2, 3) 

Agreement about Values of Invariants (and Discrim
inant) 

We shall consider, in this chapter, only real Y2 
and g3 (this seems to cover most applications)
hence A is real. We shall dichotomize most of 
what follows (either A>O or A<O) . Homoge
neity relations 18.2.1-18.2.15 enable a further 
restriction to non-negative ga (except for one case 
when ..:l=O) . 

Note on Symbolism for Roots of Complex Nu�nbers and 
for Conjugate Complex Numbers 

In this chapter, z11" (n a positive integer) is used 
to denote the principal nth root of z, as in chapter 
3 ;  z is used to denote the complex conjugate of z. 
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FPP's, Symbols for Periods, etc. 
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FIGURE 18.1 
"'1="' 

Fundamental Rectangles 

2W 

RHOMBUS 

"'2 REAL 

"'� PURE IMAG. 
1"'�1 !1:; "'2' since Ua !1:; 0 

X 

Study of all four functions ([/) , {/) ', !, u) can be reduced to consideration of their values in a Funda� 
mental Rectangle including the origin (see 18.2 on homogeneity relations, reduction formulas and 
processes) . 

' 
Fundamental Rectangle is � FPP, which has ver� 

tices 0, "'' "'2 and "'' 

Fundamental Rectangle has vertices 0, "'2, Cll2+ �2, 

y 

wl �--------------� w2 

0 

FUN D AMENTAL 
R ECTA N G L E  

( : _!_  FPP)  4 

_. X 

' "'2 
2' 

y 

' 
WI t-----;o-----1 W + Wz 
;:lL 2 2 2 

FIGURE 18.2 
There is a point on the right boundary of Fundamental Rectangle where tp =0. Denote it by Zo· 
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18.2. Homogeneity Relations, Reduction 

Formulas and Processes 

Homogeneity Relation• (Suppose t ¢ 0) 

Note that Period Ratio is preserved. 

18.2.1 lJ>'(tzitw, tw') =t-3 lJ>'(zlw, w') 

18.2.2 lJ> (tzitw, tw') =t-2 lJ> (zlw, w') 
18.2.3 t(tzitw, tw') =t-1t(zjw, w') 
18.2.4 u(tzitw, tw') =tu(zjw, w') 

18.2.5 U2(tw, tw') =t-4g2(w, w') 

18.2.6 

18.2.7 e, (tw, tw') =t-2e1 (w, w') , 1, 2, 3 

18.2.8 �(tw, tw') =t-12�(w1 w') 

The Case ga<O 

Put t=i and obtain, e.g. , 

18.2.16 tl> (z; g2, Ua) =  tl> (iz; u2, -us) 

Thus the case g3<0 can be reduced to one where 
Ua>O. 

"Period" Relationa and Reduction to the FPP (M,N 
integers) 

18.2.17 lJ>' (z+2Mw+2Nw') ;:::::; lJ>'(z) 

18.2.18 lJ> (z+2Mw+2Nw') = (}J (z) 

18.2.19 

t(z+2Mw+2Nw') = t(z) +2M,+2N,' 

18.2.9 H1(tw, tw') =e-2H1(w, w') , i= l ,  2, 3 18.2.20 
(See 18.3) 

18.2.10 

18.2.11 

18.2.12 

18.2.13 

18.2.14 

18.2.15 

q(tw, tw') =q(w, w') (See 18.10) 
u(z+2Mw+2Nw') 

m(tw, tw') =m(w, w') (See 18. 9) 
= (-l)M+N+MNu(z) exp [ (z+Mw+Nw'} (2M'1 

+ZN,')] 
lJ>'(tz; e-•u2, t-6ga) =r3 lJ>'(z; U2, Us) 

lJ> (tz; t-•g2, t-6Ua) =t-2tl> (z; U2, Ua) 

t(tz; t-4U21 t-6Us) =t-1t(z; g2, Us) 

u(tz; t-•u2, t-6Us) =tu(z; U2, Us) 

18.2.21 where 11= t(w) , fl'=t(w') 

"Conjugate" Valuea 

f(Z) j(z), where f is any one of the functions 
0>, 0>', r, u. 

Reduction to % FPP (See Figure 18.1) 

(8 denotes conjugate of s) 

18.2.22 

18.2.23 

18.2.24 

lJ> '(z4) = - ?'jY (2w-z4) 

lJ> ( z,) = lJ> (2w-z,) 

t(zJ = -t(2w-zJ +2'1 

18.2.26 [J> I (Za) = - g> I (2W<J-Z:J) 
18.2.27 g> (Za) = g> (2W<J- Za) 

18.2.28 r<za) = -t(2CII2-Za) +2('7+'1') 

18.2.30 

18.2.31 

18.2.32 

[J>'(z,) [P '(z,-2w') 

lJ> (z,) = 7) (z,-2w') 

l'(z,) t(z,-2w')+2'1' 

Point •• in R4 
[J>'{z4) = -fi; '(2W<J-Z.) 

[J> (z.) = [J> (2W<J- zJ 

t(z,) = -f(2w2-z.) +2('7+'7') 

Point •a in Ra 
[J>'(Za) = - 0> '(2"'2-Za) 

[J> (za) = lJ> (2"'2- za) 

t(Za) = -t(2CII2-Za) +2('7+71') 

u(Za) = u(2W<J-Z3) exp [2('7+71'Hza-w2) ] 
Point ., in R2 

g> f (Za) = g> I {z,) 
{jJ ( z,) = lJf �) 

t(Za) ='f(z;) 

u( Za) ";(;;) 
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y 

18.2.38 

18.2.39 

18.2.40 

18.2.41 

18.2.42 

18.2.43 

18.2.44 

18.2.45 

WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

2w1  

FIGURE 18.3 

Reduction from 14 FPP to Funda mental Rectangle in 
Ca&e �<O 

We need only be concerned with the case when 
z is in triangle .ll2 (therefore 2w' - z  is in triangle 
.Ill) . 

18.2.34 

18.2.35 

18.2.36 

[jJ (z) = [jJ (2w'- z) 

[jJ ' (z) = - [jJ ' (2w' - z) 

t(z) =2.,'-t(2w'-z) 

18.2.37 u(z) =u(2w'-z) exp [2.,' (z-w') ] 

Reduction to Case where Real Half-Period is Unity 

(preserving period ratio) 

(JJ ' (ziw, w')=w-3 [jJ '  (zw-11 1 ,  :) 
(JJ (z lw, w')= w-2 [jJ (zw-11 1 ,  ':,') 

r<� lw, �')=w-lr (zw-11 1 ,  :) 

g2(w, w')=w-4g2 ( l ,  :') 
.ga(w, w') =w-6g3 (1 ,  ':,') 

(i= 1 , 2, 3) 

(w2=w+w') 

[jJ '  (zlw, w') =w23(JJ '(zw;1 ��� w
') . W2 W2 

{jJ (z iw, w') =CJJ22(JJ ( zw;1 ,�, �) 
r<z lw, w')=w21t ( zw;1 1:1 :) 

(i= 1 , 2, 3) 

NOTE: New real half-period is 

Cll w' Cll+w' 
-+ -==--· --1 
Cll:l Cll:l Cll:l 
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18.3. Speeial Values and Relations 

Values at Periods 

{/J , {/J ' ,  and r are infinite, u is zero at z =2wt, i=l ,  2, 3 and at 2w;(.::l<O) .  

18.3.1 

18.3.2 

18.3.3 

18.3.4 

18.3.5 

18.3.6 

18.3.7 

18.3.8 

18.3.9 

18.3.10 

18.3.11 

18.3.12 

18.3.13 

18.3.14 

18.3.15 

18.3.16 

18.3.17 

'7>0 

e1>0� e2>es 

(equality when Ua=O) 

' / '� 'f '7 "'> 1 

lw' l/w�1 .91014 050 (approx.) 

Ht>O, Ha>O 

H2=i.J m 
u(w) = e•"'12/Hl12 

u(w') =ie•' "''"/1Pa12 

ul(w2) = e•2"'2/ (-H2) 

11' w 7r arg [u(w2) ]=T+2 

18.3.18 {]> (w/2)= et+Ht>et 

18.3.19 [J> '(w/2)= -2Ht.J2H1+3e1 

18.3.20 t(w/2)= ![,+.J2H1+3e1] 

Half-Periods 

{)> (w1) =e1(i=l ,  2, 3) 

[)' ' (w1) =0(i= l ,  2, 3) 

'lt= r(wt) (i=l ,  2, 3) 

e2 real and non-negative 

where o:� O, �>O 

(equality when g3=0) 

11�= l'(w�) =11' - 17  

11�/i�O if  lw� l/w2�3.81915 447 (approx.) 

H2>o 

7r/4<arg(H3) '5:1r/2 (equality if g3=0) ; Ht=11a 

•' .,,,2 u(w�) =ie 2 2 /IlJ12 

ul(w') = e•' "'' /( -Ha) 

Quarter Periods 

{]> (w2/2)=e2+H2>e2 

{]> ' (w2/2) = -2H2.J2H2+3e• 

t(ws/2) =l[,.+.J2H2+3e.] 

633 
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18.3.21 

18.3.22 

18.3.23 

18.3.24 

18.3.25 

18.3.26 

18.3.27 

18.3.28 

18.3.29 

WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED 

FU

NCTIONS 

d>O 

e•"''s 
0'( w/2)= 2114ffl's(2Hl +3el)IIS 

{jJ (w' /2) =ea-Ha<ea<O 

{jJ ' ( w' /2) = -2H3i..J2H3-3e3 

t(w' /2) =!['II ' -i..J2Ha-3ea] 
. •'.,'/8 

0'( w' /2)=2114H�'�e
2Ha-3ea)ils 

{jJ (w2/2)= e2-H2 

{jJ ' (�/2) = -2H2i(2H2-3e2)i 

t(�/2) =!['1!2-i(2H2-3e2)i] 

e•2"'2/8eir/4 
O'(w2/2) [4ffl(2H2-3e2)]118 

e�2"'2/s 
O'(w2/2)=21'4m's(2H2+3e2)l's 

{jJ (�/2) =e2-H2= {jJ (w2+w�/2) <e2<0 

{jJ ' (w�/2) = -2H2i..J2H2-3e2= @ '(w2+ w�/2) 

t(w;/2) =!['l!;-i..J2H2-3�]= -t"(w2+�/2) +2'11' 

0'(�/2) 2114m'8(2H2-3e2)118 

=O'(w2+�/2) exp [-'ll'w2] 
{jJ (w' /2)= ea-Ha 

{jJ ' (w' /2) = -2iH3(2H3-3e3)l 

t(w' /2) =!l'll' -i(2H3-3e3)i] 

e•'.,'/Selr/4 
0'( w' /2)=[4ffl(2Ha-3e3)]118 

One-Third Period Relations 

equivalently : 

18.3.30 

18.3.31 

18.3.32 

18.3.33 

18.3.34 

18.3.35 

18.3.36 

18.3.37 

18.3.38 

18.3.39 

48{/J4-24g2{/J2-48g3{/J -�=0 

d<O 

t"(2w/3) =2
3
'11 +[ {jJ (�w/3)1 

t(2w' /3) = 2�' -[ {jJ (2;' /3)1 
t(2w2/3) = 2;2 +[ {jJ (�w2/3) 

J 

0'(2w/3) -exp [2'11w/9] 
V {jJ ' (2w/3) 
-exp [2'11' w' /9] 0'(2w' /3) [ {jJ ' (2w' /3) ptae2rl/3 

-exp [2'1!2w2/9] 0'(2w2/3) [ {jJ ' (2w2/3) ptae2rlf3 

I I "/2 71w -71 w=m 

(also valid for A<O) 

t(2w2/3) = 2;2 +[ {jJ (�w2/3) 1 
t(2w;/3) =2;;-[ {JJ(�w�/3)1 
t(2w' /3) = 2�' +[ {jJ (2

3
w' /3)

J 

O'(Z�/3) -exp [2'172w2/9] 
!./ {jJ ' (2w2/3) 

-exp [2'11�w�/9] 0'(2w;/3) [ {jJ ' (2w�/3) ptae2rll3 

, -exp [277' w' /9] 0'(2w /3) =[{JJ ' (2w' /3) Jll3e2rl/3 

Legendre's Relation 

Relations Anmng the H; 

m+ m+ m=3u2/4 

fflffl+H2�+fflffl=O 



18.3.40 

18.3.41 

18.4.1 

18.4.2 

18.4.3 

18.4.4 

18.4.5 

18.4.6 

18.4.7 

18.4.8 

18.4.9 

18.4.10 

18.5.1 

18.5.2 

and 

18.5.3 

18.5.4 

18.5.5 

18.5.6 

where 

WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

18.4. Addition and Multiplication Formulas 

Addition Formulas2 (z1 � z2) 

1 [{}' I (z,) - [p I  (z2)]2 
[p (z, +z2) =4 [j� (z,) - [p (z2) - fP (z,) - fP (z2) 

[p 1 ( + ) _ fP (z, + z2) [  fP 1 (�:,) - [p 1 (z2) 1+ fP (z,) [p 1 (z2) - [p 1 (zl) [p (z2) z, z2 - [p (z2) - [p (z,) 

- l {P 1 (z1) - {P 1 (z2) t(zl + z2) = t(z�) +t(z2) +2 [p (z,) - [JJ (z2) 

u(z, + z2)u(z1-z2) == -u2(z,)u2(z2) [  [fJ (z,) - fP (z2) 1 

[p 1(2z) 

Duplication and Triplication Formulas 

[[p "(z)J2 
[p (2z)=-2[p (z)+ 2 [p 1(z) 

-4 [p 14(z)-t-12 [p(z) [p 12(z) [p "(z)- [p "3(z) 
4 {P 13(z) 

t(2z) =2t(z) + [p " (z)/2 [p 1 (z) 

u(2z) == - [p 1 (z) u4 (z) 

4 [/J 13(z) t(3z)=3r(z)+ [p l(z) [p"l(z)- [p "2('z) 

u(3z) = - [jJ "2(z)u9(z) [[p (2z) - [jJ (z)] 

18.5. Series Expansions 

]Laurent Series 

2 Formulas for t and tr are not true algebraic addition formulas. 

635 
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18.5.7 where a0, 0=1  and 

18.5.8 

it being understood that am. n=O if either subscript is negative. . 
(The radius of convergence of the above series for [/> - z-2, !J> ' +2z-a and t-z-1 1s equal to the 

smallest of \2w\ ,  \2w' \  and \2w±2w' \ ; series for 11 converges for all z.) 

18.5.9 

18.5.10 

18.5.11 

18.5.12 

18.5.13 

18.5.14 

18.5.15 

18.5.16 

18.5.17 

18.5.18 

18.5.19 

18.5.20 

18.5.21 

18.5.22 

Values of Coefficients 3 Ck in Tet·ms of c2 and C3 

c6= [2cg+3c�]/39 
c,=2�c3/33 

c8=5c2(1 1c�+36ci)/7293 
c9=c3(29cg+ llc§)/2717 

c10= (242c�+ 1455cM) /240669 
Cu = 14c2c3(389c�+369ci) /3187041 

c12= (1 14950c;+ 1080000cM+ 166617 c:)/891678645 
Cta= 10c�c3(297c�+530cn/1 1685817 
2c2(528770c�+ 716467 5c�ci+ 2989602c:) C14 (306735) (215441) 

4c3(62921815c�+ 179865450cM+ 14051367cn CJs ( 179685) (38920531) 
c�( 58957855c�+ 108651 1320c��+875341836c:) Ct& (5909761 )(5132565) 
c2c3(30171955c;+ 126138075cM+28151739c:) C17 (920205 )( 6678671 ) 

1541470 · 949003c�+30458088737 . 1 155cM + 122378650673 · 378cM+ 2348703 · 887777 cg 18.5.23 c,s (134221 1013)(4695105713) 

18.5.24 2c�c3(3365544215c�+429852433 · 45c�ci+ 85277 43477 c�) C19 (91 100295)(113537407) 
3 NOTES: 

1 .  cl-Ct6 were computed and checked independently 
by D. H. Lehmer; these were double-checked by 
substituting o2= 20 c2, 03= 28 C3 in values given in 
[18.10]. 

2. Ct1Cts were derived from values in [18.10) by 
the same substitution. These were checked (numer
ically) for particular values of 02, Oa· 

3. c10 is given incorrectly in [18. 1 2] (factor 13 is 
missing in denominator of third term of bracket) ; 
this value was computed independently. 

4. No factors of any of the above integers with more 
than ten digits are known to the author. Tllis is not 
necessarily true of smaller integers, which have, in 
many instances, been arranged for convenient use 
with a desk calculator. 



. fJ : }\ \ A. \· I . 

��� ) 

\ 

Value 4 of Coefficients am, n 

T II 
-2·3· 5·59 

8 
·107895773 

T 10 7 11 
-2·3· 5·23 -2·3· 5·59 

7 
·257·18049 ·107895773 

• •  T t I II 8 10 
-2·3·5 -2·3·5·23 -2·3· 5·7 -2·3· 5-7 

6 
·229·2683 ·257 ·181·1699 ·41·6047 

·18049 .28()3 ·4922497 

I I • 8 • 10 • •  ; 10 
2·3·5 -2·3·5·229 -2·3· 5 -2·3· 5·7 -2·3· 5-7 

li 
5 t\11'\0) n,o., . .-1(}.570423 ·S9·l79 191'\1 

'"""" ·�uou '"'"'""""' 
t ·142?fi1 ·1415535763 

I I I • 7 • 8 • 8 ; 8 I 10 I • •  
2·3·6 2·3'5·9103 -2·3·5-7 -2·3·5·691 -2·3·5·11-31 -2·3· 5-7·23 -2·3·5· 7 ·19 

4 
·31 -13·37·41 ·83609 ·313·190387 ·263·4848953 ·1752686144977 

1 4 3 4 I 3 7 3 .  ; . ; 8 ; T ; 8 
2·3·23 2·3·5·31 2·3-5-17 -2·3·5·83 -2·3·5·503 -2·3·31 -2·3·5·7·11·29 -2·3·5·7·613 

a 
·109 ·3911 ·156217 ·315989669 ·83·1129·9551 ·17605225081 

I I I I I . ; • I 7 3 7 I 7 • I • 7 I 
-2·3 2·3·23 2·3·5·53 2·3·5·37 -2·3·5·17 -2·3-61-151 -2·3 -2·3·5·17-53 -2·3·5·7-17 2·3·5·7 

2 
·167 ·3037 ·653 -2387260103 ·2957·41189 ·67-195651059 ·35866647631901 

I 3 1 3  • • • ' 6  7 ' I • 

-3 -2·3 3·19 2·3·311 3·5·20807 -2·3·11 -3-17 -2·3·7·13 -3 -2·3·5·7·193 3·7 

1 ·2600 ·1578257 ·2742587 ·248882935409 ·13679·274973 ·89555603641079 

I 3 I • • • ; • I I I  

1 -1 -3 3·23 3·107 3·7·23·37 3·313·503 -3·7 3·ll·37 -3·7·23·14387 -3-71 -3·1-11·23 3-7·24733 

0 2 3 4 5 6 8 10 11 12 
0 \ q 81\ \GOY :Y\ \Y. \01� \ \, ?-,I ) -685973 ·257981 ·40763 -176301l760639 -383· 739-18539 ·198922785511  

...J " """ 
1 

4 Values of a.. . • In unfactored form for 4m+6n+1::;35 are given 1n (18.25], p. 7; or (a,., .)a-• In factored form In [18.15], Vol. 4, p, 89 for 4m+6n+1::;25. Additional values were computed and checked on 
delll: aaloulators; prlmallty of large factors was establiShed with the aid of SW AC (National Bureau of Standards Western Automatic Computer). 
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Reversed Series 6 for Large I fP I 
18.5.25 

+ 1
1
3 (3a:�+5aDu11 +a�au15+ �� (12a�+7an u17 

+ ��3 (a�+7aD u19+� (3a�+10ai) u21 

7 + 200 ( 33� + 1 80a�ai + 1 Oat) u25 

+ 7��a3 ( l la�+ lOaD u27 

+:s��� (143a�+220a�a�+6a:)u31 

+ 
3
2� (65a�+728a:M+280a1) u33 

+ 2;.�7 ( 1 1  05a� + 16380a�i + 1 0920a:a: 

+ 168ag)u37+ 33�as (85ag+280a�o:i+5oon u39 

+ �;�:� ( 1615a� + 7 140aW + 2520a:�+ 24ag) u43 

18.5.27 

18.5.28 

aa=us/8 
u=( @ -l) t 

6 In this and other series a choice of the value of the 
root has been made so that z will be in the Fundamental 
Rectangle (Figure 18.2), whenever the value of the given 
function is appropriate. 

Reversed Series for Large I .(7) ' I  

18.5.31 

18.5.32 As=-� Ai 5 

18.5.33 A1 -4aaAt 
7 

18.5.34 A9=0 
18.5.35 Att =8a2aaAVl l  

18.5.36 A = lOAr ( 3+ 6 2) 1a 39 a:� aa 

18.5.37 Ats= -96�aa/175 

18.5.38 A _ 14a2A� ( 3+ 12 2) 17----sr- a:! aa 

18.5.39 where �=U2/6,  aa=ua/6 
Reversed Series for Large I t I 

18.5.40 Z= u+Asu5+A7u1+Agu9+ . . .  
18.5.41 where u= s-1 
18.5.42 As= -�2/5 
18.5.43 A7= -�a/7 
18.5.44 A9=��/7 
18.5.45 Au= 3�2�a/l l  

18.5.46 A1a=1��1 (-8��+7�n 

18.5.47 Ats= -41��oa/91 

18.5.48 A11=9:�3 (I349o�-4116��) 

18.5.49 A19=3:a�23 (1154310�-2256So�) 

18.5.50 where �2=U2/I2 
18.5.51 oa=u3/20 
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Other Series Involving [/) 
Series near Zo [ {j)(zo)=O] 

18.5.52 

[ 
lOd 8 1 14c2ca to [j)=[/)�u 1-3c2u4-4cau6+3u +-1-1-u 

+ 7(12c�-5c�) u12_ 488c�ca uu]+u2 [-sc2-14c3u2 13 33 
6 84c�-10c� 8 1363c�caU10 +5c�u4+33c2cau + 3 u - 33 

18.5.53 

+5c2(55c�-2316ci)u12J_j:.. . . .  143 I 

where u=(z-z0) , [j)� = [j) 1(Zo)=i{ia 
18.5.54 

u= [j)�[v+av2+2a2v+(ga��2 +5a3) v4+� (3{}'J�4 

+ 15ga[/)�2+ 70a3)'1f+2a2(2 [/)�4+ 7 ua[/)�2+21a3 )V6 

+(ga!f�6 + { ifa+20a3 } [/)�4+ 15a2g3{j)�2+ 132a6) v7 

+15a (ga[:�a+ { 3!i+6aa} [/)�4+ 33;ua [j)�2 

+ 14;a) v8+ 5;2 G[j)�8+15ga[/)�a 

+ { 154aa+33ifa} [j)�4+ 2002a�a [/)�2 +572aa) vu 

+� ( 3 { 28a3+1a} [/)�8+11ga { 98a3+ifa} [/)�6 

+2002a3 { 1: a3+ifa} [/)�4 

+ 16016 a6g3[j) �2+ 19448 au) vl0]+  . . 
18.5.55 where v=f!J /([/) �)2 and a=g2/4 
Series near w, 

18.5.56 

([j) -e1)= (3e�-5c2)u+ (10c2e1+2lc3)u2+ (7c2d 
+2lc3e1+5cnu8+ (18c8e�+30c�e ; 
+33c2c8)u4+( 22cM+92c2cae,+l05C: 

10�) (728 2 220 -3 U8+ llCJCae ;+TC:et+84C:I�i 

1214 n2 ) 6+(635 ..3 2+855 ..2 2 +u "'llca u 13"'2e, l3 liae ; 
3405 45750 25 4) 7 +u�Caet+ 143 c2� +13 C2 u + . . .  , 

18.5.57 

Other Series Involving {j) 1 

Series near Zo 

18.5.58 

([j) 1-[j) �)=[ -10c2u-56c3u3+30c�u8+264c2q3u7 

+ (840�-lOOC:) u 5452�ca 11 3 u - 1 1  u 

+ 70CJ(55C:-2316�) uta] 143 

+ [j) ( - 15c2u4-28cau6+30c�u8+ 1 14c2cau10 

+7(12�-5�)ul2 24���ca ut4]+ . . .  

18.5.59 where u= (z-z0) 

18.5.60 

(z-z0)=A-bA3-3� � A4+3(c2+b2)A8 

18.5.61 

18.5.62 

+ lOb[/) �6-3[36c8-3[j) �+4b3]A7 

-3[/) �c;5 c2+2lb2)A8+1
5
2 (285b2c2 

+100�-279[/) �2b+132b4)Au+ . . .  

Series near w, 

18.5.63 

[j) 1 =2(3e�-5c2)a+4(10c2e,+21ca)a3+6(7a2e� 
+2lc3e,+5c�)a8+24(6c8e�+ lOc�e , 

18.5.64 

+ 1 lc,c3)ci + 10 ( 22�e�+92c2c3e ,+ 105� 

lOC:) (364 2 110 -3 au +24 ll c2c3e ;+3 C:e, 

+42�e,+ 6�{ �ca) ��+7o c;; C:e� 
171 2 681 n2 9150 ..2+ 5 4\ 13 +13C:e,+u "'llcaet+ 143 c2lia 13 Cij a 

+ " . ' 
where a= (z-w,) . 
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Other Series Involving s 

Series near Zo [{j) (zo)= O) 

18.5.65 

,.. - nl '  u +�+ 3 ;r;v [ 2 u6 c u8 cl2u10 19C-"aU12 
f-lo- U'O --z 2 2 3 22 

18.5.66 

18.5.67 

+ (5c�-12c�) 14+61aicaU16]+[5c2u3 
26 u 66 3 

+7c3U6 5c�u7 1lc2c3u9+ (10c�-84ci) 11 

2 7 3 33 
u 

+1363cica 13+c2(2316e�-55c�) 16]+ 
429 U 429 U • • • I 

where u= (z- Zo) , 

t'o =t'(Zo) 

Series near w, 

18.5.68 

( ,.. ) -- (3e�-5c2) c} (10cae, +21ca)a6 
l -'lt - -eta 3 5 

18.5.69 

18.5.70 

18.5.71 

18.5.72 

(7 c2e�+ 21caet+5c�)a? 
7 

(6cae�+ lOc�e �+ 1 1caes)a9 
3 ( 22cid+92caeaet+ 105c�-� c�) a11 

1 1  
2 (364 1 1 0  3 -13 Tf c2ca�+T c2et+42�e, 

+607 2 . ) 13 1 (127 3 2+ 171 c! 2 Tf C;ts a -3 13 c2et 13 aet 

+681 ..ll +9150 c!+ 5 
·) 15 Tf li2caet 143 C2 a 13 c2 a - . . . , 

where a= (z- wt) 

Reversed Series for Small Jeri 

+19"Y2'Ya 11 +38421'=+861-Ya 13+ 55 t1 6006 t1 " • I 

where 'Y2=U2/48 

'Ya=ua/120 
For reversion of Maclaurin series, see 3.6.25 and 

[18.18] . 

18.6. Derivatives and Differential Equations 

Ordinary (c2=g2/20, ca=ua/28) 

18.6.1 r1(z)= - [fJ (z) 

18.6.2 u1 (z)/u(z) = t'(z) 

18.6.3 

[/J 12(z)=4 [/J3(z)-g2 [/J (z)-Ua=4([/J3-0C2 [/J-7 Ca) 
18.6.4 [fJ" (z) =6 []>2(z) - !u2= 6  []>2- 10c2 
18.6.5 []> 111 (z) = 12 (JJ[J> 1 
18.6.6 

[/J (4) (z)= 12( {JJ{JJ I I+ {]> 1 {JJ 1)  

18.6.7 

=5! [ {]Ja-3c2{]J _ 1!caJ 
[J><5> (z) = 12( {JJ{]J1"+2 {JJ 1 []>"+ []>" {/J 1) 

18.6.8 
[]> (6) (z) = 12({]>{/J (4) +a (jJ I (jJ Il l  +a []> If (jJ I I  

+ (jJ Ill {jJ I ) 

18.6.9 =7![ fP4-4c2 {]>2-4cafP +5c�/7] 
18.6.10 (jJ C7l (z) =4 ·7 ! [)J '[ {JJ3-2c2 {/J  -cal 
18.6.11 

[fJ <s>(z)= 9![(JJ 6-5c2 [)J 3- 5cafJJ 2 

18.6.12 
+(lOc�(JJ + 1 1c2ca)/3] 

{jJ <9> (z) = 5·9 1 {/J 1[ [/J 4- 3c2[/) 2- 2cafP +2�/3] 
18.6.13 
[fJ uo> (z) = 1 1 ![{]J 6-6c2 {jJ 4-6ca {jJ a+ 7ci []> 2 

18.6.14 
+ (342c2ca{]J +84�- loc:)/33] 

[/J UI> (z) =6· 1 1 1/P 1[[j) 5-4ca (jJ 8-3c8[/J 2 

18.6.15 
+ (77�!1> +57c:!C8)/33] 

[J> <12' (z) = 13 1[ {/J  7 -7c2 {]J 6-7c3{]J '+35C:{/J 3/3 
+210caea [/J 2/1 1+ (84C:- 35�) (jJ /13- 1363*3/429} 
18.6.16 

[]> <1a> (z) = 7 · 131  []> 1[ [JJ 6-Sc2 []> 4-4ca {/> 3 

18.6.17 
+5� [JJ 2+60c2c3 {]J /1 1 + (12C:-5C:)/13] 

[JJ u•> (z) = 151 [{]J 8-8c2 {jJ 6-Bca {/J 5+52cl [J> '/3 
+ 328c2c3 [J> 8/1 1  + (444�-328C:) {/J 2/39 

18.6.18 
-488�ca fl> /33+ea(55C:-2316C:)/429] 

[]> <t6> (z) =8·15I{]J1[ [J>7- 6c2{JJ6-5caiJ>'+26clfJ> */3 
+ 123c,ea fJJ 2/11  + ( 1 1 1C:-82C:) fJJ /39-61C::C./33] 



WEIERSTRASS ELJl.IPTIC AND RELATED FUNCTIONS 641 
Partial Derivatives with Respect to Invariants 

18.6.19 

A��= g>' (3o2r-�oaz )+6g29>2-9ga[)l>-g� 

18.6.20 

A�� =[i>' ( -� Yat+g!z)-9ga9>2+�� 9>+� 02Ya 

18.6.21 

A ::a =-3t(g2g> +� Ya) 
+� z ( 9ga [J> +� gf )-� Y2 g> 1 

18.6.22 

A g%2=� t (9oa9> +� g�) 

-� 02Z (� 02 {JJ +� ga)+� i1a {JJ ' 

(}q 3 I I +9 + 1 2 2 9 I 18.6.23 A bga =2 g2a 2 g3a 8 g2z a-2 g,za 
18.6.24 

ba 9 , , 1 2 3 2 +1 2 1 A bg2 = -4 gau -4 02u- 16 Y2YaZ u 4 Y22:u 

(here ' denotes :z) 

Ditl'erential Equations 
18.6.25 

Equation 
y'3=y2(y-a)2 
18.6.26 

y'a= (y3-3ay2+3y)2 

18.6.27 

y'•=t28 (y+a)2(y+b)a 3 

2 y a-3 g> I (zj o, 0a)1 

y=6[i>2(z; 02, 0)-- b, 
g2=-� (a-b) 

y"= [a[J> (z)+b]y (Lame's equation)-see [18.8] , 
2.26 

For other (more specialized) equations (of 
orders 1-3) involving [j) (z) , see [18.8) , nos. 
1 .49, 2.28, 2.72-3, 2 .439-440, 3.9-12. 

For the use of [/> (z) in solving differential equa
tions of the form y'm+A(z,y)=O, where A(a,y) is 
a polynomial in y of degree 2m, with coefficients 
which are analytic functions of z, see [18.7], 
p.  312:ff. 

18.7. Integrals 

(formulas for higher powers may be derived by 
integration of formulas for [/> <2A:> (z) ) 

For f [/>"(z)dz, n any positive integer, see 
[18. 15] vol. 4, pp. 108-9. 

If [J> ' (a) ;o!'O 

18.7.3 

[jJ ' (a) J g> (z)� g> (a) 
=2zt(a)+ln u(z-a)-ln u(z+a) 

For fdzj[ [jJ (z)- [jJ (a)]", ({/J '(a) r!'O) n any posi
tive integer, see [18 .15], vol. 4, pp. 109-110. 

Definite 

18.7.4 

18.7.5 

18.7.6 

18.7.7 

f "' dt w= J ,t {i[i) 
. s·a dt w'=� -... .Jis(t ) l 

where t is real and 
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18.8 Conformal Mapping 
w=u + iv 

w= [/> (z) maps the Fundamental Rectangle 
onto the half-plane v :S O ;  if \w' \= w(ga=O) , the 
isosceles triangle Oww2 is mapped onto u ;?:0, v :SO. 

w = [jJ ' (z) maps the Fundamental Rectangle 
onto the w-plane less quadrant III ; if \w' \=w, the 
triangle Oww2 is mapped onto v ;?: O, v ;?:u. 

�<O 
w= [/> (z) maps the Fundamental Rectangle 

onto the half-plane v:SO ;  if \w� \ = w2(g3=0) ,  the 
isosceles triangle Ow2w' is mapped onto u ;?:O, 
v so. 

w= [J> ' (z) maps the Fundamental Rectangle 
onto most of the w-plane less quadrant III ; if 
\w� \=w2, the triangle Ow2w' is mapped onto v;?:O, 
v ;?:u. 

(a= period ratio) 

W= r(z) maps the Fundamental Rectangle onto 
the half-plane u ;::: o. If a :S 1 .9 (approx.), v :S O ;  
otherwise the image extends into quadrant I. 
For very large a, the image has a large area in 
quadrant I. 

w= u(z) maps the Fundamental Rectangle onto 
quadrant I if a < 1 .9 (approx.) , onto quadrants 
I and II if 1 .9 :Sa< 3.8 (approx.) . For large 2 
a, arg[u(w2) ] ,;:;; �;; consequently the image winds 

around the origin for large a. 

Other maps ·are described in [18 .23] arts. 13.7 
(square on circle) , 13 . 1 1  (ring on plane with 2 
slits in line) and in [18.24], p. 35 (double half 
equilateral triangle on half-plane) . 

w=f(z) maps the Fundamental Rectangle onto 
the half-plane u2:: 0.  The image is mostly in 
quadrant IV for small a, entirely so for (approx.) 
1 .3 :Sa :S3.8. For very large a, the image has a 
large area in quadrant I. 

w=u(z) maps the Fundamental Rectangle onto 
quadrant I if a< 3.8 (approx.) ,  onto quadrants I 
and II if 3.8 :Sa< 7.6 (approx.) . For large 

a, arg [ u ( w2+�) J � �:; consequently the image 

winds around the origin for large a. 
· 

Other maps are described in [18.23] arts. 13.8 
(equilateral triangle on half-plane) and 13.9 
(isosceles triangle on half-plane) . 

Obtaining [/> ' from [/> '2 

Fundamental Rectangle 

6 > O  
FU N D A M E NTAL R E C TANGLE 

y 

A 

( . 4, .4 ) 
, 4 ...,__...., 

B 

--•o-----.�4-----w�:�,--.-x 

Fundamental Rectangle 

A < o 

F U N DAMENTAL R ECTANGLE 

W � /2 :  
i0/2 

FIGURE 18.4 

y 

A 
.4 1---..., ( . 4, .4) 

B 

--�o----�. 4�-----w�2-=-, �.-x 

In region A In region A 

&l([J> ') ;?:0 if y;?: .4 and x :S .5; f([J> ') ;?:0 elsewhere (1) If a;?: 1 .05, use criterion for region A for 
A>o. 

(2) If 1 :Sa< 1 .05 : fJI( [jJ ') ;?: 0 if y;?: .4 and 
x :S .4, -7f/4< arg ({/J')< 37r/4 if A< y5.5 and 
A<x 5 .5. .f({/J ') ;?: 0 elsewhere 
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In region B In region B 

The sign (indeed, perhaps one or more significant 
digits) of {/) '  is obtainable from the first term, 
-2/t, of the Laurent series for {JJ '.  

Use the criterion for region B for A.>O. 

(Precisely similar criteria apply when the real half�period� I) 

A.>O 

Map : {j) (z) =u+iv 

Near zero : {JJ (z) =
1
2+et z 

w=l 

w' =i 

w' = 1 .4i 

w' =2.0i 

- I 

- 2  

- 3  

- 4  

- 5  

-6 

-2 

-3 . 
-4 . 

-5 --6 -

-2 

-<. ------A; 

FIGURE 18.5 
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' I I 

1,0 

.5 
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1 .0 

.5 

0 .5 1 ,0 X 



644 

w�==i 

�=2.0i 
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-4 
0 

- I  

-2 

-3 

-4 

-� 

-6 

0 

-I 

-2 

-3 

-4 

-5 

0 

-I 

- 2 

-3 

-4 

-5 

-6 

I I 
I 
I I I 

A<O 

Map :  [jJ (z) =u+iv 

1 Near zero : [jJ (z)="""'i+E1 z 

-3 -2 - I  

\ \ 

FIGUJ!,E 18.6 
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w'=i 

w'= 1 .4i 

w'=2.0i 
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-. 

0 

-3.0 

w=1 

Map:  S"(z)=u+iv 

1 Near :�ero: S"(z)=-+Et z 

' ' \.2i 
I 
\ 

z_j 

. 3 

FIGURE 18.7 

· :�lit 0 .5 1,0 X 
lEd S .0 I 
[E21 5 2 X IQ-!5 

1.4 

1.0 

. 5  

. s  r.o x 

/£1 1 s  . 001 
IE21 s .  0002 

1.5 -

1.0 

.5  

IE" I I S .007 
l€21 s .0002 

.5 1.oX 
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w�=l .5i 

w�=2.0i 

WEIERSTRASS ELLIPTIC FUNCTIONS AND RELATED 

Map: t(z)=u+iv 

1 ,.(z)--+EI Near zero: ) - z 

1 c2;!J+E2 t(z)=;- 3 

FIGURE 18.8 

1•, 1  < .04 

I•. I• .0002 

1•, 1  < .007 
1 •.1 < .0009 

' :Mttt 
0 .5 

1•,1 < .004 

1 •. 1< .0004 
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v 

1 . 5  

1 .0 

0 

p 
2 .0i I.Bi 

0 

.5 

-1>0 w=l 
Map : u(z) =u+iv 

.S _ j.OI .Oi 

1 .0 u 

I .Oi 

1 .0 u 

FIGURE 18.9 
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' . w2=� 

w�= 1 .5i 

w�=2.0i 
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v 
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.2 - - -- -
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0 . 2  
v 

.4 

a<o �=1 
Map : u(z) =u+iv 

.5i  

- -'  --
.6 1 .0 

1 •0 75i 
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18.9. Relations with Complete Elliptic Integrals K and K' and Their Parameter m 

and with Jacobi's Elliptic Functions (see chapter 16) 

649 

(Here K(m) and K'(m) =K(l -m) are complete elliptic integrals of the 1st kind ; see chapter b.) 

18.9.1 

18.9.2 

18.9.3 

18.9.4 

4>0 

et (2-m ),K2(m) 
3w2 

e2 (2m-1),K2(m )  · 

3w2 

ea -(m +1),K2(m} 
3w2 

4( m2-m + 1 JK4( m)  
Ua 3w' 

4( m-2)(2m-1 ) (m + 1 )[(8( m) 18.9.5 Ua 27 "'6 

18.9.6 4 
16m2(m-1)2Kl2(m) 

"'12 

18.9.7 iK'(m)w w' K(m) 

18.9.8 w =K(m)/(et -e3) 1'2 

18.9.9 

4<0 

(2m- 1 }+6i.Jm:=fni r.ro( ) et 3� 
·n.. - m 

2(1-2m)K2(m) e2 3� 

(2m-1)-6i.Jm-m2 ea 3 2 • ,K2(m) Wa 

4(16m2-16m + 1 )K4( m)  
U2 

4 -256(m-m2)Kl2(m) 
w�2 

, iK'(m)wa "'2 K(m )  

Wa=K(m)/m'2 

1 3ea m=---
2 4Ha 

18.9.10 

18.9.11 

18.9.12 

[O<m �!, since Ua �O] 

fP'(z)= -2(et-ea)312 • cn(z*Jm )dn(z*lm )/sn3(z *l m) 
where 

18.9.13 11= t(w)=K�=) [3E(m)+(m-2)K(m) l 

18.9.14 fl'=t(w') fiW'-!ri 
w 

[jJ( )= +H 1 +cn(z' jm) z ea a 1 ( ' I  ) -en z m 

where 

fJJ '(z) 
-4ffl12sn(z' lm)dn(z' lm) 

[1 -cn(z' lm)]2 

z'=2zffl11 

f12=f(wa) =K
3
(m) [6E(m) + (4m-5)K(m) ] wa 

[E(m) is a complete elliptic integral of the 2'd kind (see chapter 17) .] 
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18.10. Relations with Theta Functions (chapter 16) 

The formal definitions of the four " functions are given by the series 16.27.1-16.27.4 which converge 
for all complex z and all q defined below. (Some authors use rz, instead of z, as the independent variable.) 

These functions depend on z and on a parameter q, which is usually suppressed. Note that 

18.10.1 

18.10.2 

18.10.3 

T=w'/w 

q is real and since ga:?:O(iw'l ;?: w} , O<q�e-.. 

18.10.4 (v=rz/2w} 

18.10.5 fj) (z) =eJ+ r2 ["�(O)"J+t (v)J2 
4w "J+I(O}"t(V) 

j= 1 , 2, 3  

1 6 ril l (  ) = -� "2(v)"a(v)"4(v)"?(O) 
8•10• � z 4w3 "t(0}"3(0)"4(0)"t3(v) 

18.10.7 �(z)=77Z + r"�(v) 
w 2w"1(v} 

2w (77Z2) "I(v) 
18.10.8 u(z)=-;:- exp 2w "�(O} 
18.10.9 12w2e1=r["�(O) +":(o) ] 

18.10.10 12w2e2=r[ ":(o) -"!CO)] 
18.10.11 12w2e3= -r[ "�(O) +":(o)] 

18.10.14 (e1-e2)t= -i(et-et)t=;w ":(o) 

18.10.15 g2=� (2
'��"
wY[";(o) +"�(O) +":(o)] 

18.10.16 ga=4ete2es 

18.10.17 at= rs"?(O) 4w 

18.10.18 71 = �(w) 

18.10.19 7)1 = r< w') 

r";" (O) 
12w"�(O) 

q is pure imaginary and since gs:?: O(iw�l :?:wt) , O< lql �e-"'12 

. (v=rz/2wt) 
f7l r ["�(0)"2(v)J2 
�(z)=e2+ 4w� "2(0)"t(v) 

fj) '(z)=-!!__ "2(v)"3(v)"4(v)"?(O) 
4w� "2(0)"3(0)"4(0}"13(v) 

�(z)='112Z + r"�(v) 
w2 2w2"I(v) 

( )-2w2 ('112Z� "t(v) u z ---;- exp 2w�} "�(0) 
12w�et=r["�(O)-":(o) ] 
12w�e2=r[ "�(0} +"t(O)] 
12w�e3= -r[ "�(0) +"HO)] 

(e2- ea)t=i(e3- e2)t= �i(O) 2w2 
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Series 

tMO) =O 18.10.20 

18.10.21 

18.10.22 

18.10.23 

t?-2(0) =2qi[l +�zl'2+q2·3+q3·4+ . . .  +qn<n+l) + . . .  ] 

t1-a(O) = l +:�[q+q4+q9+ . . .  +qn2+ . . .  ] 

tM0) = 1 +2[-q+q4-q9+ . . .  + (- l)nqn2+ . . .  ] 

d>O 
Note : t11(0) >0, j=2, 3, 4 

111 (0) : 2 terms give at least 58 

j=2, 3, 4 3 terms give at least l lS 

4 terms give at least 218 

Attainable Accuracy 

Note : t12(0) =Ae1 .. '8, A>o ; 

&lt1a(O) >o ; 114(0) = t1a(O) 

2 terms give at least 3S 

3 terms give at least 58 

4 terms give at least lOS 

18.ll Expressing any Elliptic Function in Terms of [J> and [J> '  
If j(z) is any elliptic function and [J> (;�) has same periods, write 

18.ll.1 j(z) =!ff(z) +J( - ;�) J+![ {J(z) -j( - z) } { [J> ' (z) } -1] {/> ' (z) .  

651 

Since both brackets represent even elliptic functions, we ask how to express an even elliptic func
tion g(z) (of order 2k) in terms of [J> (z) . Because of the evenness, an irreducible set of zeros can be 
denoted by a1 (i= l , 2, . . .  , k) and the se1J of points congruent to -a1 (i= l ,  2, . . .  , k) ; correspond
ingly in connection with the poles we consider the points ± b1, i= l ,  2, . . .  , k. Then 

18.ll.2 g(z)=A fr. {fjJ (z)- [jJ (a1)} , where A is 
1-1 .(JJ (z)- [/J(bt) 

a constant. If any a1 or b1 is congruent to the origin, the corresponding factor is omitted from the 
product. Factors corresponding to multiple poles (zeros) are repeated according to the multiplicity. 

18.12. Case 4=0(c>O) 18.12.9 q= l ,  m= l 

Subcase I 18.12.10 u(w)=O 
18.12.1 U2>0, Ua<O : (e1=e2=c, ea= -2c) 2w' er2/2f 

18.12.ll u (w') 
18.12.2 H1 =H2=0, H3=3c 1r 

18.12.3 18.12.12 u(w2)=0 

[J> (z ;  12c2, -8c3) =c+3c { sinh [(3c)tz] } -2 18.12.13 [jJ (w/2) =c 
18.12.4 18.12.14 [J> '(w/2)=0 

t(z ; 12c2, -8c3) = -cz+ (3c)t coth [(3c)lzJ 18.12.15 t(w/2) = - m 

18.12.5 18.12.16 u(w/2)=0 
u(z ; 12c2, -8c3) = (3c) -t sinh [(3c)lz]e-••2/li 

18.12.17 {jJ (w' /2) = -5c 
18.12.6 w= oo , w'= (12c) -t7ri -r 
18.12.7 'l=s(w) = - oo 18.12.18 {jJ '(w' /2)=2 w'a 

18.12.8 111 = t(w') = -cw' 18.12.19 t(w' /2)=!( -cw' +1r/w') 
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18.12.20 

18.12.21 

18.12.22 

18.12.23 

18.12.24 

Subcase II 

18.12.25 

18.12.26 

u(w1 /2) 

[/> (w2/2)=c 
[/> 1 (w2/2)=0 

18.12.27 [J>(z; 12c2, 8c3)=-c+3c { sin [(3c)iz] } -2 

18.12.28 

t(z ; 12c2, 8c3) =cz+ (3c)t cot [(3c)iz] 
18.12.29 

u(z ; 12c2, 82) = (3c)-i sin [(3c)iz]e"'2i2 
18.12.30 

18.12.31 

18.12.32 

18.12.33 

18.12.34 

18.12.35 

18.12.36 

18.12.37 

18.12.38 

18.12.39 

18.12.40 

18.12.41 

18.12.42 

18.12.43 

18.12.44 

18.12.45 

w= (12c)-i7r, w1 =im 
7j=t(w)=cw 
711 = f(w1) =im 

q=O, m=O 

u(w) 2we .. 2i24 
7r 

u(w1)=0 
u(w2) =0 

[/> (w/2) =5c 
-� [f>l(w/2)= 2wa 

t(w/2)=!(cw+7r/w) 

u(w/2) e .. 2;9aw,f2 
7r 

[/> (w1 /2) = -c 
[/> 1 (w1 /2)=0 
t(w1/2) =+im 
u(w1 /2) =0 

[/> (W2/2) = -c 

18.12.46 

18.12.47 

18.12.48 

Subcase III 

18.12.50 

18.12.51 

18.12.52 

18.12.53 

t(w2/2)= c; +i m 

u(w2/2) =0 

[J> (z; 0, O) = z-� 

t(z ; 0, O) =z- 1 

u(z ; 0, 0) = -.  
w=-iw1=co 

18.13. Equianharmonic Case (g2=0, g3=1) 
If g2 =0 and ga>O, homogeneity relations allow 

us to reduce our considerations of [J> to g> (z; 0, 1) 
( [/> 1, t and u are handled similarly) . Thus 
[J> (z; O, g3) =gl13[/> (zgi16 ; 0, 1) .  The case g2=0, 
g3= 1  is called the EQUIANHARMONIC case. 

i FPP; Reduction to Fundamental Triangle 

A1 = AOw2Zo is the Fundamental Triangle 

Let E denote e' .. '3 throughout 18.13. 

W2"" 1 .5299 54037 05719 28749 13194 17231 6 

y 

FIGURE 18. 1 1  

6 This value was computed and checked by multiple 
precision on a desk calculator and is believed correct to 
308. 



18.13.1 

18.13.2 

18.13.3 

18.13.4 

18.13.5 

18.13.6 

WEIERSTRASS ELLlPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

[j) (z2) = E-2 [j) (z1) 

[j) ' (z�) =- [j) ' (z1) 

t(�) = E-1r(zl) 
u(z2) =Eu(zi) 

[j) (za)=E-2 [j)(z1) 
[j) '(za)= [j) '(z1) 

71'=t(w') 

18.13.9 ' 
A=-27, 

18.13.10 

18.13.11 

18.13.12 

18.13.13 

18.13.14 

Special Values and Formulas 

Ht=-/3(4- t'a)"i, 
H2=-/3(4- t'a) , 

m=sin2 15°=2--/3, 4 
t12 (0) =Aetr/8 
t1a(O) =Aetr/24 
t14(0) =Ae-tr/24 

. -rv'3t2 q=te 

where A= (w2/'11") 1'221'331'8 � 1 .0086 67 
K(m)2113 r3(1/3) 

18.13.8 u(z3) = Eu(z1) exp [(z3-w') (2.,') ] 18.13.15 "'2 31/4 =� 

[p 

18.13.16 

w= «tt e1 =4-1/BEa 

18.13.17 

WJ e2= 4-1/3 

18.13.18 

(IJ' =� fl3 = 4-1/BE-2 

18.13.19 

wt' e2= 4-11a 

[j) 
18.13.20 

2w2/9 
�cos !s0° 

�cos 20° - �cos 40° 
18.13.21 

W2/3 1/(2113- 1) 

18.13.22 

4w2/9 
�cds 40° 

�cos 20°- �cos 80° 
18.13.23 

W2/2 e2+H2 

18.13.24 

2w2/3 1 

18.13.25 

8w2/9 
�cos 20° 

�COS 40° + �COS 80° 

V alm::s at Half-periods 

I ,[JJ ' r 

0 11 = Er /2w2..J3 

0 112=11+11' =r/2w2-J3 

0 11' = c1r/2w,..J3 

0 1121 = -1rij2w2=11' -11 

Values 7 along (0, w2) 
.rp I r 

- v'g[ �cos 20° + �cos 40°1 

�COS 20° - �·�OS 40° 

- v'g(21/3+ 1)/(21f.l- 1) 
112 v'g(:;!213+2+2'/3) 
3

+ 
6 

- v'g[ �cos 20° + �cos 80°) 

�COS 20° - �lOS 80° 

11 

E-l11(WJ) 

e"''' vi(at'al 

3l 

E11(Wa) 

iel"''' vi(211B) 

at 

11 

er/36 VB i/21/3- 1  
31/6 21/3+  1 

-33t•..J2+ v'g (r/4w2v'g) + (3116-J2+ v'g/2'13) 
er/16 Vi(21 112) 

31''"2+-J3 

- v''J H112) + 3-1ts er/9 v 3(31/6 

- v'g[ �-40° - ·�cos 80°) 

V'cOs 40° + �cos soo 

7 Valuea at 2c.�2/9, 4w2/9 and 8w2/9 from [18.14]. 
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18.13.26 
zo/2 

18.13.27 
3zo/4 

18.13.28 
zo 

18.13.29 

18.13.30 

18.13.31 

18.13.32 

18.13.33 

18.13.34 

WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Values along (0, zo) 

[j) [/)' 

- 21/3E2 3i 

t2(e2- H2) i(38/4)·./2--./3 

0 i 

Duplication Form.ulas 

[j)(2z) [j) ( z ) [ [j) 3( z) + 2] 
4[/>3(z)-1 

rl'l ' (2 ) 2[/J6(z)- 10 {P3(z)-1 <r z [[j) '(z)]a 

3[j)2(z) t(2z)=2t(z)+ [j) '(z) 
u(2z)=-[j)'(z)u4(z) 

Trisection Formulas (x real) 

� cf>-'Tr cos --3 
a /  cf> a / ct>+1r 

-v cos 3 --v cos -3-

a L:¢ a / ct>+1r 
[j) , ( � )= 

_ -./3 ---''V'---;= t;u=:s 3-_
+

_
-v
'----,

c
=
o
=
s
::=:=

3-= 
3 R-� cos 4>_+_3_7r 

r IT 

[ ��+ 2-1/3] e-i�/6 
e�/1� "3eir/6 

31/4 [ 1r 31/4�2- -./3] . 
- +  e-•r/6 
4"'2 24/3 

eartu ..Ji( 21/U )ei�/6 

31/4�./2--./3 
2'72 e-i�/6 

.,;a e�ta..Ji.6;�t6 
' 

where tan 4>=[/J'(x), O<x<2w2 and we must 
choose cf> in intervals ( 7r 7r) (7r 311") (37r 57r) 

-2' 2 ' 2' 2 ' 2' 2 to get 

[j) G} [j) (�+ 2;2} [j) G+ 4;2} respectively. 

18.13.35 

18.13.36 

18.13.37 

18.13.38 

Complex Multiplication 

[/J(EZ)= E-2 [j) (z) 
[j) 1 (EZ) = -[j) 1 (z) 

t(EZ) = E-1t(z) 
u( EZ) = Eu(z) 

In the above, E denotes (as it does throughout 
section 18.13), etr/3. The above equations are useful 
as follows, e.g. : 

If z is real, EZ is on Ow' (Figure 18.11); if ez 
were purely imaginary, z would be on 0Zo (Figure 
18.11). 

Conformal Maps 

Equianharm.onic Case 

Map : j(z)=u+iv 
-.2 

[j) (z) -.4 

-.6 

-.8 

- 1.0 

- 1 .2 

l EI I �  .04 
IE21 5 .POO l 

Z

o 
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/]) '(z) 

-2 
Near zero: /]) '(z)=--zs+Et 

1 Near zero: .t(z)=-+Et z 

.t(z) 

1 z5 !(z)=---+Ez 
z 1 40 

a(z) 

0 .5 

j e:, IL 2  
le:-2 1 � .001 

-.4 

-. 6 

-.8 
y 

v 

0 

1.0 1.5 

_J_ _ _9� - -L 
u -2.5 -2.0 

.4 .6 

·�� 
0 .5 1.0 1.6 

FIGURE 18. 1 2  

.8 

. 5  

IE ,  I �  . 0 07 
IEzl � 1 x 10·5 
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0 
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Coefficients for Laurent Series for [J>, [J> 1 and s 

(c.,=O for m;o! 3k) 

k 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11  

12  

13  

EXACT Cat 

1128 
11(13.281) = 1/10192 
11(13·19·281) = 115422144 
31(5·132·19·284) = 2343751(7709611  X 1Q8) 
41(5· 13•· 19·31 ·281) = 781251(16729 85587X 1Q8) 
(7 ·43)1(131· 191·31.37·281) 
(6·431) 1 (5·131·191·31·37·43·287) 
(3· 7·313) 1 (51·134·191·31·37·43·288) 
( 4·1201) I (51· 134·1 93·31·37·43·28G) 
(22·3·41·1823) I (5. 131. 198·311·37 ·43·61·2810) 
(3· 79. 733) 1 (5·134.191.31•·37 ·43·61·67·2811) 
3·1153·13963·29059 
53·131·194·311·371.43·61·67. 73·2811 
21·32·7·11 ·2647111 

5'·131·194·311·372·61·67. 73· 79·2813 

3. 5714 
9. 8116 
1. 8442 
3. 0400 
4. 6697 
6. 8662 
9. 7990 
1. 3685 
1. 8800 
2. 5497 
3. 4222 

4. 5541 

6. 0171 

APPROXIMATE ca• 

28571 42857 . . .  x iO-• 
16954 47409 73312 40188X 10-a 
88901 21693 55885 78983X 10-T 
36650 35758 61350 20301 X 10-10 
95161 83961 00384 33643X 10-11 
18676 79393 36788 98X 10-u 
31742 57961 41839 66X 1Q-U 
06574 79360 13026 87X 10-11 
72610 01329 79236 40X 1Q-U 
66946 68202 63683 X 1 o-11 
48599 51463 05316X 10-ao 

38864 99184 30391 X 10-aa 

15776 98241 99591 X 10-16 

First 5 approximate values determined from exact values of cak i  subsequent values determined by ttsing exact ratios 
c3klcak-a, using at least double precision arithmetic with a desk calculator. All approximate c's were checked with the 
use of the recursion relation; ca -cn are believed correct to at least 218; cao - cau are believed correct to 208. 

Ca k c3k :::; 13k t . 28k t ' = 2, 3, 4, . . . 

Other Series Involving [J> 

Reversed Series for Large I [J> I 
18.13.39 

= ( f71 -I)li2 [1 +�+3u2
+5u3+7u4+63u6 

z if 7 26 38 40 248 

+231u6+429u7+0( 8)] 592 688 u ' 

18.13.40 where u= [J> -3/8 and z is in the Funda
mental Triangle (Figure 18.11) if [J> has an appro
priate value. 

Series near lJo 
18.13.41 

[J> =iu 1-- +- +u4 -!+- +O(ul6) [ ue 3ul2J [ u6J 7 364 28 

18.13.42 

U= -i fJ>[1 +(J>3 + 6(j>6 +2 fP9+ 70 {J>l2 +O({J>l6)], 
2 7 13 

18.13.43 where u=(z-z0) 

Series near "'• 
18.13.44 

({j> -e2)=3e�u [ 1 +x+x2+� x3 

+5 4+4 6+285 6+0( 7)] 7 X 7 X 637 X X 1 
18.13.45 where u=(z-�)2, x= e2u 

18.13.46 

u=ei 1 [w-w2+ut-� w4+� w6 7 7 

+? w6-16�;3 w7 +O( w)} 
18.13.47 where w =( fJ> -�)/3e2 

18.13.48 

Other Series Involving [J> 1 

Revened Series for Large I [J> 1 I 

z=21!3( [J> 11!3)-let.·/a [1 _ _! ( [J> 1 }-2 
21 

+1
�

7 ( {j> I)-•+O( (J> I -e)} 
z being in the Fundamental Triangle (Figure 18.11) 
if [J> 1 has an appropriate value. 

Series near •o 

18.13.49 

( [J> I -i)=x [-2-ix+l_ 
x2+ ai r+O(x4)] 14 28 

18.13.50 where x=(z-z0)3 

18.13.51 x=2a [ 1 -ia-¥ �+ 13;as +O(a4)} 
18.13.52 where a=([J>1-i)/(-4) 
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Series near w2 

18.13.53 

18.13.55 

(z-w2)= ( {/> '/6eD [1-2w+9W-3�0 uJ 

+330w4-2268w5+ 212058 w6+0 (w1)J, 13 
18.13.56 where w= {/> '2/9 

Other Series Involving r 
Reversed Series for Large lrl 

18.13.57 

- -1 [ _:r+17')'2-49&y3+0( 4)] z-5 1 7 143 3553 'Y ' 

18.13.58 

Series near •o 
18.13.59 

(5-5o)=i [-�
2+;�-;;�;]+[�5-;��]+0(u17) , 

18.13.60 where u= (z-Zo) 
Series near w2 

18.13.62 

18.13.63 

(z-w2)= (5-'12) [1-w+ 12w2 _ 267'11f + 139w� -e2 5 35 5 

18.13.64 

18.13.65 

30192WS+1634208 .. JI+O( 7)] 275 3575 -w-
w ' 

w= (5-712)2!e2 
Series Involving u 

2·3 23 ·33 �·34·23 u=z-- z7 __ zls+-- zl9 7! 131 191 

18.13.66 

+ 27·35·52·31 25+28·38·5·9103 31 25! z 31! z 

212·39·5·229·2683 
37! z37 

214·310·5·23·257·18049 
43! z 43 

215·312·5·59· 107895773 49+,0( 55) 49! z z 

u7 41u13 13·337 u19 z=u+ 23·3·5·7+ 27·32·52· 1 1 · 13 + 210·34·53 · 1 1 · 17·i9 
31 · 101u25 1 + 215·35·5 ·1 12· 17·23 +O(uS ) 

Economized Polynomials (O � x � l.53) 

6 

18.13.67 x2 [J>(x)= }2 anx6n+E(x) 
0 

\ E(x) \<2X10-7 

a0= ( - 1)9.99999 96 
at= (-2)3 .57143 20 
a2= (-5)9 .80689 93 
aa= ( -7)2.00835 02 

6 

a4=- (-9)2.20892 47 
a5= (- 10) 1 .74915 $5 
a6=- ( - 12)4 .4686$ 93 

18.13.68 z3 {j> '(z)='E anz6n+ E(X) 
0 

\ E(X) \<4X10-7 

a0=-2.00000 00 
at= (  - 1) 1 .42857 22 
a2= ( -4)9.81018 03 
a3= ( -6)3 .005 1 1 93 

6 

a4=- ( -9)2.12719 66 
a5= ( - 10)6.53654 $7 
a8=- (- 1 1) 1 .7051@ 78 

18.13.69 x5(x)= 'E anz&n+E(X) 
0 

j E (x) i< 3X l0-8 

ao= ( - 1)9.99999 98 a4= ( - 10)6. 12486 14 
a1=- (-3)7. 14285 86 a5= (- 1 1)4.66919 $5 
a2= - ( -6)8.91 165 65 a8= ( - 12) 1 .25014 65 
a3=- ( -8) 1 .44381 84 
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18.14. Lemniscatic Case 

(g2=l , Ua=O) 

If u2>0 and ua=O, homogeneity relations allow 
us to reduce our consideration of [j) to [j) (z ; 1 ,  0) 
([/> 1, t and u are handled similarly) . Thus [j) (z ; 
g2, O) =g2t [j) (zg2i ; 1 ,  0) . The case g2= 1 ,  ga=O 
is called the LEMNISCA TIC case. 

FIGURE 18.13 

tFPP; Reduction to Fundamental Triangle 
A1 = AOww2 is the Fundamental Triangle 
"' "" 1 .8540 74677 30137 192 8  

Reduction for z2 in �2 : z1 =iZ2 is in �1 
18.14.1 

18.14.2 

18.14.3 

18.14.4 

18.14.5 

[j) (�) = - [j) (z.) 

[j) 1 (z2) =i[J> 1 (z1) 
t(�) = -it(z.) 
u(z2)=iu(z1) 

Special Values and Formulas 

A= l , H1=H3=2-t, H2=i/2, 

m=�in2 45°=!, q=e-r 

18.14.6 t'i0)=t14(0)= (w·l2/7r)t; t13(0)=(2w/7r)t 

18.14.7 w=K(sin2 45°)=�=� where 

(;)::::< 2.62205 75542 921 19 81046 48395 89891 1 1941 
36827 54951 43162 is the Lemniscate constant 
[ 18�9] 

Values at Half-periods 

[fJ 

18.14.8 
wc:::wJ e1= l 

18.14.9 
fJJ2= Zo e,= O 

18.14.10 
w' s::= eaJa lla= - l 

[j) 

18.14.11 
w/4 �c..ra+2114) c1 +2114) 2 

18.14.12 
w/2 a/2 

18.14.13 

2w/3 h11+sec 30° 

18.14.14 
3w/4 �c..ra-21) (1 + 2t> 

2 

a= 1 +..J2 

[/>' r tT 

0 f1= 7:/4w e"/8(2114) 

0 '1+'1' e"'4( ..j2)e'"'4 

0 f1' = - -,;i/4w ie"/8(2114) 

Values along (0, w) 

[/>' 

-a 

- {'2..;3+3 

..;a .. 

r 

..!.+ � 
8w 2..;2 

2'1 + -J [/> (2w/3) 
3 3 

tT 

e"/82(21/1&) 

al 

e"/18(31/8) 
(2 + ..;3)1/11 
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Values along (0, Zo) 

{jJ {]J ' 
18.14.15 

zo/4 i ..;--2(a+ 2a) a ( v'ii+ -./Z)eir/1 

18.14.16 

Zo/2 -i/2 eir/4 

18.14.17 

-i ..; 
eir/4 -\'2..;3-3 2zo/3 - sec 30°- l  2 � 

18.14.18 

3zo/4 _i_ (a - {'1;;) 2 a ( {a - -./Z)ei•!<� 

a = l + -./2 

Duplication Formulas 

18.14.19 {jJ (2z) 
{jJ2(z) +iF/ { {jJ(z)[4 {jJ2(z)-- 1] } 

18.14.20 

{jJ ' (2z )= (f:l+ 1 ) (,82-6{:l+ 1 )/[32{]J '3(z )] , ,8=4[j> 2(z) 

18.14.21 

1 8.14.22 

18.14.23 

6{jJ2(z)-! t(2z)=2t(z)+ 2{jJ '(z) 
0'(2z )=-{jJ ' (z )0'4(z) 

Bisection Formulas (O<x<2w) 

{jJ G) 
= [{]J!(x)+ { {jJ (x)+! } !] [[jJl(x) ± { {jJ (x )-· !} !] 

[Use + on o< x ::; w, - on w::;x<2w] 

l fT 

er/64(21/32) ir/4 
a1/4 ( v'ii + -.j2) 11• 

e 

[ �+_! J e-•r/4 
4w"2 2 er/16(21/S)ei•/4 

2;2+[ {jJ (2;o/3) r2 e•l9ei•14(3116) 

;'2..;3'-3 

18.14.24 

eh/64 (21/32) . e••l' 
a114( v'ii _ ..;2) 1/4 

!{]J' G)=!fJ'(x) =t= [2{jJ(x)+HJ {jJ(x)-! 

- (2{]J(x)-HJ {]J(x)+! 
-2[/J312(x) (See ( 18 . 13 ] . ) 

[Use on o< x ::; w, + on w::;x<2w] 

18.14.25 

18.14.26 

18.14.27 

18.14.28 

Complex MultipHcation 

{]J(iz)=-{]J(z) 
{jJ ' ( iz )=i{]J '(z) 
t(iz)=-it(z) 
O'(iz)=iq(z) 

The above equations could be used as follows, 
e.g. : If z were real, iz would be purely imaginary. 

Conformal Maps 

Lemniscatic Case 

Map: j(z)=u+iv 
{]J(z) 

1 Near zero: {]J(z)=2+Et z 
1 z2 {]J (z)=Z2+20+E2, l z l<l 

N f7l (  ) -(z-zo)2+ ear z0: .:r z 4 Ea, 
l z-zol<.fi 

f7l (z) -(z-zo)2+ (z-z0)6+ if 4 80 E, 

1 .4  

IE3 1 �  , I  

IE4 I $ , 0 1  

Z o 
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3 

[JJ ' (z} z 

-3  

-2 Near zero: [JJ '(z)=-3 +E1 z 
-2 z [J> ' (z)=za+ 10+E2 

t(z) 
1 Near zero : f(z)=-+E, z 

1 z3 t(z)=-z-60+t2 , l z l<1 

Near zo: ( z-zo)3 t(z)=to+ 12 +Ea, 
lz-zol<.J2 

s(z)=fo+ (z�2Zo)
3 (z-zo)7 + 560 E• 

u(z) 

-2 -I 0 

Near z0 :  [/> ' (z) 

[J> '(z) 

- .2 

- .4 

-.6 

-. 8 

1 .9 i  
2.0 

1 .5 

1 .0 

.5 

0 . 5  1 . 5  2 . 0  2 . 5  
FIGURE 18 . 14 

1.0 
.5 

J E1 1 s .02 

2 

I€, 1 : L I 
l€21 s . 004 
l €31 5 . 4 
I € 4 I S . I  

l€21 S .OOOI 
1 €31 s .02  
l €o�I S .002 

2 .0  

1 .5  

0 w 



WEIERSTRASS E LLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Coefficients for Laurent Series for [/>, [/> 1, and l" 
(c,. = O  for m odd) 

k EXACT c2 k 

1 1 /20 
2 1 /(3·202) = 1/1200 
3 2/(3· 13·203) = 1/156000 
4 5/(3· 13 ·1 7·204) = 1 /21216000 
5 2/(32· 13· 1 7·205) = 1/ (31824X IQS) 
6 10/(33 . 1 3•. 1 7·206) = 1 /(4964544 X 105) 
7 4/(3 · 132. 1 7.29·207) = 1 /(7998432X 107) 

APPROXIMATE c2k 

.05 

.8333 . . .  X 10-3 

.641025 641025 . . . X 10-a 

8 2453/(34. 1 1 · 1 32. 172·29·2()8) = 958203125/(1 262002599X 1016) 

.47134 23831 07088 98944 X 10-1 

.31422 82554 04725 99296 X 10-9 

.20142 83688 49183 32882 X 10-11 

. 12502 45048 02941 37651 X 10-u 

.75927 19 109 76468 599 1 7 X  10-16 

.45338 43533 93461 06092 X IQ-ts 9 2·5·7·61/(33 . 133 . 172·29·37·209) = 833984375/(1 8894643943 X 1017) 

� c.k :::; 3k-t '  k = 1 ,  2, . . .  

Other Series Involving [/> ' l  \ b--£ \' f- . (l 
Reversed Series for Large I fl> Sv r\'' {\� • 

1 18.14.29 rY �;e z= (fl> -1}1;2 [I+�+�+ 5; + ���4 
,"tt, � 3w5 23I w6 429w7 I95w8 >(fo\!I.J +s-+ 400 + 464 + 128 c..tA�v�� 
/ ta\t3 

+ I2I55w9 + 46I89w10 +O( 11)] 4736 I0496 w ' 

� 18.14.30 w= [/> -2/8, and z is in the Fundamental 
Triangle (Figure 18.13) if [J> has an appropriate 
value. 

Series near 110 

18.14.32 x=(z-zo)2/2 

18.14.33 [ vf 7w5 llw7 J x=- w+5+75+195+ O(wl') 

w=20J 
Series near w 

18.14.34 

([/> -e )=v+v2+ 
4v3 + 3v4 + 32v5 + 22v6+64v1+0(VS) I 5 5 7 5 7 5 325 ' 

18.14.35 

18.14.36 

v =y [I-y+ 6y2-8'!/ + I72y4 5 5 75 

-52if + I064y6+0( ,7)] 15 I95 1J ' 

18.14.37 y=(UJ-e1) 

18.14.38 

Other Series Involving OJ 1 
Reversed Series for Large I [/> 1 I 

z =Au [I-�+�; -��4+0(v5)], u=([/> fll3)-1eir13, 

18.14.39 A=2113, v=Au4/6, and z is in the 
Fundamental Triangle (Figure 18.13) if [/>1 has 
an appropriate value. 

Series neat· 110 

18.14.40 
I 

[ 
I0w2 35w3 J [/>1=2 (z-z0) -I+3w--3-

+13+0(w') , 

18.14.41 w=(z-z0)4/20 
18.14.42 

(z-z0)=2[/> 1 [I+ 3: + 5�2 + 8��3 +O(u4)], 

18.14.43 

Series near w 
18.14.44 

[J> I =x [I+  x2+� z4+ I� x6+ � xs+ 2�IO z1o+O(x12) J 
18.14.45 x=(z-w) 
18.14.46 

x= [J> I - [J> Ia+ I2 [J> 16 _I5 [J> n 
5 2 

+800J19 _8I9[/> 1 11+0(L}>na) 3 8 

Other Series Involving t 
Reversed Series for Large ll"l 
= '"-1 [I-!+!_I36v3+I349v4+0( 6)] 18•14•47 z l 5 7 IOOI 9I63 tP , 

18.14.48 
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Series near .zo 

18.14.50 

Series near w 

18.14.51 

18.14.52 

18.14.53 

x= (z- w) 

vi" 7uf' 13w7 929w9 194w11 942883w13 x=w-3+30-53 + 4536 -891+ 3891888 
+O(wts) 

18.14.54 w= -2cr- 71) 
Series Involving o-

18.14.55 
z5 32z9 3·23z13 3 ·1 07 z17 33 ·7 ·23·37 z21 u=z-2·5!-22·9!+ 23· 1 3! + 24· 17! + 25·21 ! 

18.14.56 

+
32·313 ·503z25 34·7 ·685973z29

+ 0( 33) 26·25 ! 27-29! z 

q5 0'9 17  · 1 13u13 z=u+ 24·3·5 + 29 ·3·7 + 213 ·34·7 · 1 1 · 1 3 
122051u17 5 · 13u21 

+ 219·35·72·1 1 ·17+ 223 ·32· 1 1 · 19  +O(u2S) 

18.15. Pseudo-Lemniscatic Case 

(g2= -1, ga=O) 
If g2< 0 and g3=0, homogeneity relations allow 

us to reduce our consideration of [p to !]J (z ; - 1 ,  
0) . Thus 

18.15.1 !]J (z ; g2, 0) = jg2 j 112 !]J (z jg2 j 1 '4 ;- 1 , O) 
[ !]J ' , t and u are handled similarly] . Because of 
its similarity to the lemniscatic case, we refer to 
the case g2= 1 ,  ga=O as the pseudo-lemniscatic 
case. It plays the same role (period ratio unity) 
for .1< 0 as does the lemniscatic case for .1>0. 
w2=-fiX (real half-period for lemniscatic case) 

=w (the Lemniscate Constant-see 18.14.7) 

Economized Polynomials (O =::;x =::;1.86) 

18.14.57 

a0= ( - 1)9.99999 98 
a1 = ( -2)4 .99999 62 
a2= ( -4)8.33352 77 
a3= ( - 6)6.404 12 86 

18.14.58 

a4= ( - 8)4 .81438 20 
a5= 10)2 .29729 2 1  
a6= ( - 12)4.945 1 1  45 

I E(x) 1<4  X 10-7 
ao= -2.00000 00 
at= (- 1 ) 1 .00000 02 
a2= C -3)4.99995 38 
a3= ( -5)6 .4 1 145 59 

6 

a4= (- 7)6.58947 52 
a5= ( -9)5.59262 49 
a6= 1 1)5 .54177 69 

18.14.59 xt(x) = .Z::a,.x4" + e(x) 
0 

jE(x) j< 3 X l0-8 

a0= ( - 1)9.99999 99 a4= - ( -9)2.57492 62 
a1 = - (- 2) 1 .66666 74 a5= - (- 1 1)5 .67008 00 
a2= - (-4) 1 . 1 9036 70 a6= ( - 13)9 .70015  80 
a3= - (- 7)5 .86451 63 

y 

2 W  
FIGURE 18 . 1 5 
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18.15.2 
18.15.3 

18.15.6 w = wt 
18.15.7 W2 
18.15.8 w' = wa 
18.15.9 w2' 

fJJ 

i/2 

-i/2 

Special Values and Relations 18.15.4 
18.15.5 

Value!! at Half-Periods 

[iJ' 

0 
0 0 

0 
0 0 

!<'12-'121) 
'12= 1r/2w2 
H'12+ '12') I • 
'12 = -�'12 

r 

Relations with Lemnlscatic Values 

where R=.J w2.J'i/1r 

I <T 

e-iT/4eT/B(2''4) 
eT/4-{2 eiT /4eT/8(21/4) 
icr(w2) 

18.15.10 f]J (z; - 1, O) =ifJJ (ze1"1\ 1 , 0) 18.15.ll [jJ 1(z; -1 ,  O) =e3"i14 f]J ' (ze 1"'4 ; 1 , 0) 
1 18.15.12 r(z; - 1 '  0) =e1"14r(ze ir/4 ; 1 '  0) 18.15.13 u(z; - 1 ,  O) =e-i.-1\r(ze i.-14; 1 , O) 

Numerical Methods 18.16. Use and Extension of the Tables 

Example I. Lemniscatic Case 

663 

(a) Given z=x+iy in the Fundamental Triangle, find fJJ (f]J 1 ,t,u) more accurately than can ;be 
done with the maps. 

u-Use Maclaurin series throughout the Fundamental Triangle. Five terms give at least six 
significant figures, six terms at least ten. [jJ ,  r-Use Laurent's series directly "near" 0, (if l z l< 1 ,  four 
terms give at least eight significant figures for {fJ ' nine for r ;  five terms at least ten significant figures for 
fJJ ' eleven for r) . Use Taylor's series directly "near" Zo. Elsewhere (unless approximately seven or 
eight significant figures are insufficient) use economized polynomials to obtain fJJ (x) , fJJ 1 (x) and/or r(x) 
as appropriate. To get f]J (iy) , {]J 1(iy) and/or r(iy) , use Laurent's series for "small" y, otherwise use 
economized polynomials to compute fJJ (y) , {fJ 1 (y) and/or r(y) , then use complex multiplication to 
obtain f]J (iy) , [jJ 1(iy) and/or r(iy) . Finally, use appropriate addition formula to get f]J (z) and/or r(z) . 

f]J 1-Use Laurent's series directly "near" 0 (if l z l< 1 ,  four terms give at least six significant figures , 
five terms at least eight significant figures) . Elsewhere, either use economized polynomials and addition 
formula as for fJJ and r, or get {]J 12=4 fJJ 3- fJJ and extract appropriate square root (!Jf]J �� 0) . 

(b) Given fJJ ( [jJ 1, r, u) corresponding to a point in the Fundamental Triangle, compute z more 
accurately than can be done with the maps. Only a few significant figures are obtainable from the use 
of any of the given (truncated) reversed series, except in a small neighborhood of the center of the series· 
For greater accuracy, use inverse interpolation procedures. 

Example 2. Equianharmonic Case 
(a) Given z=x+iy in the Fundamental Triangle, find fJJ ( fJJ 1 , r, u) more accurately than can be 

done with the maps. 
u-Use Maclaurin series throughout the Fundamental Triangle. Four terms give at least eleven 

significant figures, five terms at least twenty one. 
[jJ ,r-Use Laurent's series directly "near" 0 (if l z !< 1 ,  four terms give at least lOS for [jJ ,  l iS for r ; 

five terms at least 13S for f]J ,  14S for r) . Elsewhere (unless approximately seven or eight significant 
figures are insufficient) use economized polynomials to obtain fJJ (x) , fJJ 1 (x) and/or r(x) , as appropriate. 
To get fJJ (iy) , fJJ 1 (iy) and/or r(iy) , use Laurent 's series. Then use appropriate addition formula to get 
fJJ (z) and/or r(z) . 
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[JJ '-Use Laurent's series directly "near" 0 (if l z i< 1 ,  four terms give at least 88, five terms at least 
1 1  S) . Elsewhere, either proceed as for []> and r, or get [j) '2=4 [jJ3- 1  and extract appropriate square 
root ( [J[j) ' ?;,  0) . 

(b) Given [JJ ([JJ ',r,u) corresponding to a point in the Fundamental Triangle, compute z more 
accurately than can be done with the maps. Only a few significant figures are obtainable from the use 
of any of the given (truncated) reversed series, except in a small neighborhood of the center of the series. 
For greater accuracy, use inverse interpolation procedures. 

Example 3. Given period ratio a, find parameters m (of elliptic integrals and Jacobi's functions 
of chapter 16) and q (of t'J functions) . 

m-In both the cases �>O and �< o, the period ratio is equal to K'(m)/K(m) (see 18.9) . Knowing 
K'/K, if I<K'/K� 3, use Table 17.3 to find m ;  if K'IK>3, use the method of Example 6 in chapter 17. 
An alternative method is to use Table 18.3 to obtain the necessary entries, thence use 

m= (e2-e3)/(e1- ea) in case �>o, 
m=!-3e2/4H2 in case �< o. 

q-In both the cases �>o and �< o, the period ratio determines the exponent for q[q=e-.-a if �>O, 
q=ie-.-a12 if �< 0]. Hence enter Table 4.16 [e-.-x, x=0(.01) 1 ]  and multiply the results as appropriate 
[e.g ., e-4 .72.-= (e-.. )4(e- .72.-) ] . 

Determination of Values at Half-Periods, Invariant!! and Related Quantities from Given Periods (Table 18.3) 

Given w and w', form w' /iw and enter Table 18.3. 
Multiply the results obtained by the appropriate 
power of w (see footnotes of Table 18.3) to obtain 
value desired. 

Example 4. 

Given w= 10, w'= l li, find et, gi, and A. 

Here w'/iw= l . 1 ,  so that direct reading of Table 
18.3 gives 

el (l) = l .6843 041 
e2(1) -.2 166 258 
e3(1) = - 1 .4676 783 
g2(1) = 10.0757 7364 
Ua(l) =2.1420 1000. 

Multiplying by appropriate powers of w = lO we 
obtain 

whence 

e1 = .01684 3041 
e2= - .0021 6  6258 
ea= - .01467 6783 
U2 = 1 .0075 77364 X 10-3 
Ua=2 . 1420 1000 X IQ-6 
A=8.9902 3191  x I0-10 

Given w2 and w2', form w2'/iw2 and enter Table 
18.3. Multiply the results obtained by the appro
priate power of w2 (see footnotes of Table 18.3) 
to obtain value desired. 

Example 4. 

Given w2= 10, w/ = l li, find et, Ut, and A. 

Here w�/iw2 = 1 . 1 ,  so that direct reading of Table 
18.3 gives 

et (1) = - .2166 2576+3.0842 589i 
e2(1 ) = .4332 5152= -23i(e1) 
ea(1) =el(1) 
g2(1) = -37.4874 912 
Ua(1) = 16.5668 099. 

Multiplying by appropriate powers of w2= lO 
we obtain 

whence 

e1 = - .00216 62576 + .03084 2589i 
e2= .00433 25152 
ea=et 
U2=-3 .7487 4912 X w-s 

Ua= 1 .6566 8099 X I0-6 
A= -6.0092 019 X w-s 
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Example 5. (.:l>O) 
Given w= 10, w'=55i, find 11, 11', u(w) , u(w') 

and u(w2) .  
Forming w' /iw=5.5 and entering Table 18.3 we 

obtain .,= .82246704, u(w) = .96045 40. Using 
Legendre's relation we find 11'=.,w'-7ri/2=2.9527 
723i. Since interpolation for u( w') and u( w+ w') 
is difficult, use is made of 18.3.15-18.3.17 together 
with 18.3.4 and 18.3.6. Values of g2, g3 and e1 ean 
be read directly to eight significant figures and e3 
to about five significant figures giving g2=8. 1 L 74 
243, g3=4.4508 759, et= 1 .6449 341, and ea 
=- .82247. Use of 18.3.6 yields Ha= .00174 69 
and H2 = .0017 4 69i. Application of 18.3. 15-
18.3.17 yields u(w')/i= .0071 177 and u(w2) 
=- .002016- .01055i. Multiplying the results 
obtained by the appropriate powers of w we ob
tain .,= .08224 6704, 11 '= .29527 723i, u(w) =9.6045 
40, u(w') = .071 177i and u(w2) = - .02016- .10li5i. 

Example 5. (.:l<O) 
Given w2= 1000, w2'= 1004i, find 112, 112', u(�2) ,  

u(w2') and u(w') . 
With w�/iw2= 1 .004, four point interpolation in 

Table 18.3 gives 112= 1 .5626 756, .,;= - 1 .5726 664i, 
u(w2) = 1 .1805 028, u(w�)= l .1901 52i and u(w') 
= .475084+ .476717i. 

Multiplying the results obtained by the appro
priate powers of w2 gives "12= .00156 26756, 11� 
=- .00157 26664i, u(w2) = 1 180.5028, uGw;) 
= 1 190 .152i and u(w') =475.084+476.717i. 

Determination of Period!! from Given Invariants (Table 18.1.) 

.:l>O 
Given u2>0 and ga>O such that 4l=�-27gf>O 

(if g3=0, iw' i=w ;  see lemniscatic case) , compute 
g2=g2g3213• From Table 18.1, determine w�·l 16 
and w'g81 16, thence w and w'. 

Example 6. 
Given u2= 10, ua=2, find w and w'. With 'U2= 

g2g3-213=6.2996 05249, from Table 18.1 wg31 16= 
1 . 1267 806 and w'g31 16= 1 .2324 295i whence c�= 
1 .00384 7 and w' = 1 .097970i. 

Example 7. 
Given g2=8, ua=4, find w and w'. With 

U2=g2g3-213=3.1748 02104, from Table 18.1 wg31 16= 
1 .271 8  310 and w'g31 16= 1 .8702 425i 
whence w= 1 .009453 and w' = 1 .484413i. 

.:l<O 
Given U2 and g3>0 such that .:l=�-27ifa<O! (if ga=O, lw2' l=w2 ; see pseudo-lemniscatic case) , cqm

pute 'U2=U2Ua213. From Table 18.1, determine 
w2ga1 16 and w2' g31 16, thence w2 and W2'. 

Example 6. 

Given �2= - 10, ua=2, find � and w�. W!ith 
U2=g2ga-2 =- 10/1 .5874 0105=-6.2996 053, from 
Table 18.1 w2g31 16= 1 .5741 349 and w�g31 '6= 1 .7J24 
396i whence w2= 1 .40239 48 and w�= 1 .52561 02i. 

Example 7. 

Given g2=7, j3=6, find w2 and �. 
With U2=g2ga-2 =7/3.3019 2725=2 . 1 19974, from 
Table 18.1 w2g31 16= 1 .3423 442 and w2'g31 16=3. 1441 
141i whencew2= .99579 976 and w�=2.33241 83�. 

Computation of[/), [/)', or t for Given z and Arbitrary U2• Ua 
(or arbitrary periods from which g2 and Ua can be computed
in any case, periods must be known, at least approximately) 

First reduce the problem (if necessary) to computation for a point z in the Fundamental Rectaqgle 
by use of appropriate results from 18.2. 

� > 0 

FIGURJ!l 18.16 
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Method I (as accurate as desired) 
If both x and y are "small," (point in double-cross hatched region) use Laurent's series in z directly. 

If either x or y is "large," use Laurent's series on Ox, then on Oy and finally use an addition formula. 
(For {j) 1 an alternative is to get [jJ ,  then compute the appropriate root of [jJ 12=4 [/J3-g2 {P -g3 ;  see 18.8.) 

�>o 
Method 2 (for {j) or [jJ 1 only) 
Compute e ,(i= 1 ,2,3) (if only g2, Us are given 

use Table 18.1 to get the periods, then get e t in 
Table 18.3; if periods are also given, use Table 18.3 
directly) . In any case, obtain m( = (ez-e3]/ 
(e1-e3]) , thence Jacobi's functions sn (z*Jm) ,  
cn (z*\m) ,  dn (z * \m) ,  from 16.4 and 16.21 and 
[j) or [j) 1  from 18.9.11-18.9.12. 

Method 3 (accuracy limited by Table 4.16 of 
e-"x and by the method of getting periods) . 

Obtain periods, their ratio a, then q= e-ra from 
Table 4.16. Hence get t?-t(O) , i=2,3,4 from 
truncated series 18.10.21-.23. Compute appro
priate t'J functions for z=x and for z=iy, whence 
get [JJ (x) , [j) 1 (x) and/or !;(x) , [j) (iy) , [/J 1 (iy) 
and/or !;(iy) , then use an addition formula (if 
either x or y is "small" ,  it is probably easier to 
use Laurent's ser-ies) . 

Example 8. Given z = .07 + . 1i, g2= lO, g3=2,  
find [/J . 

Using Laurent's series directly with 
C2= .5 
Cg= .07142 85714 
c,= .08333 33333 
Cs= .00974 02597 

z-2= -22.97193 820 - 63 .06022 2 5i 
.00255 OOO + .00700 OOi 

+c3z4= - .00001 2 14- .0000 1 02i 
-+-"·"""== + .00000 024 - .00000 Ol i  

[/J (z) = -22.97450 010- 63.05323 28i. 

Example 9. Given z = 1 5 + 73i, g2 =8, g3=4, 
find [JJ . From Example 7, w = 1 .009453, w1 = 
l .4844 13i. From Table 18.3 , e1= 1 .61803 37, 
ea= - .99999 96, whence m=.14589 79. From 
18.2.18 with M= 7 and N=24, [JJ (.867658 + 
1 .748 176i) [/J (15+73i) . Since z lies in R2, by 
18.2.31 [j) ( 1 5  + 7 3 i) = [j) ( .  8 6 7 6 5 8 +  1 .22065i) . 
From 16.4 with z* = l .40390+ 1 .97505i, sn (z* \ m) 
=2 .46550+ 1 .96527i. Using 18.9.ll , [/J (15+73i) 
= - .57743 + .067797i. 

�<o 
Method 2 (for [j) or [j) 1 only) 
Compute e2 and H2 (if only {f2,g3 are given, use 

Table 18.1 to get the periods, then get e 1 in 
Table 18.3; if periods are also given use Table 18.3 
directly) . In any case, obtain m ( = }/z-3ez/4Hz) 
thence Jacobi's functions sn (z1 \m) , cn (z1 \m) , 
dn (z1\m) ,  from 16.4 and 16.21 and [j) or [j) 1  from 
18.9.11-18.9.12. 

Method 3 (accuracy limited as in the case .l>O) . 
Obtain periods, their ratio a, thence q2=e-ra12 

from Table 4.16. Then proceed as in the case 
.:l>O, using corresponding formulas. 

Example 8. Given z = . l + .03i, gz= - 10,  Ua =2,  
find {j) .  

Using Laurent's series directly with 
C2= - .5 
Ca= .07142 85714 
c,= .80333 33333 

z-2= 76 .59287 938- 50.50079 960i 
c2z2= - .00455 000- .00300 OOOi 

+ .00000 334+ .00000 780i 
C4Z6 = - .00000 002 + . 00000 0 1 1  i 

[j) (z) = 76.58833 270- 50.50379 169i. 

Example 9. Given z = 1 .75+3.6i, g2= 7 ,  ga=6 ,  
find [p.  From Example 7 ,  w2= .99579 98, � =  
2.33241 83i. Using 18.2.18 with M= l ,  N= l ,  
[j) (1 .75+3.6i) [j) (- .24159 9 6 - 1 . 0 6 4 8 3 6i) = 
[j) (.24 159 96+ 1.0648 36i) . With .:l< O from Table 
18.3, e1 = - .81 674 362 + . 50120 90i, e 2= 1 .63348 724, 
ea= - .81 674 362 - .50120 90i whence m = .0 1014 
3566, Ht = 1 .58144 50, so that Z1= 2zHl= .764l 5  
29+3.367959i. From 16.4, cn (z' \m) =4.00543 66 
- 12 .32465 69i. Applying 18.9.ll, [p (1 .75+3 .6i) 
- .960894 - .383068i. 
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�>o 
Example 10. Given w= 10, w1 =20i, find 

r(9 + 19i) by use of theta functions, 18.10 and 
addition formulas. 

For the period ratio a = w1 /wi=2 with the aid of 
Table 4.16, q= e- 2 .. = .00186 74427. 

Using the truncated approximations 18.10.21-
18.10.23 we compute the theta functions for 
argument zero. Using 16.27.1-16.27.4 we eom
pute the theta functions for arguments v where 
z=x and z=iy. Then, with 18.10.5-18 . .10.7 
together with 18.10.9 and 18.10.18 we obtain 
rC9) = .o9889 5484, r(19i) = - .0012o o tssi, 
g.> (9) = .01706 9647, 0-> '(9) = - .00125 8460, 
g.> (19i) = - .00861 2615 ,  g.> 1(19i) = - .00003 757i. 
Using the addition formula 18.4.3, we obtain 
rC9 + 19i) = .07439 49 - .ooo46 88i. 

�<o 
Example 10. Given w2= 5, w�=7i find 

g.> 1 (3 +2i) by use of theta functions, 18.10 and 
addition formulas. 

With the use of Table 4.16 and 18.10.2, q=ie-·7" 
= . 1 1090 12784i. 

The theta functions are computed for argument 
zero using 18.10.21-18.10.23 and  the  the ta  
functions for arguments v1 and v2 correspon(ling 
to z = z1+ z2 using 16.27.1-16.27.4. Using 18.lJ0.5-
18.10.6 together with 18 10.10, we find g.> (3) = 
. 10576 946, g.> (2i) = - .24497 773, g.> 1 (3) = 
- .07474140, g.> 1 (2i) = - .25576 007i. The fl!ddi
tion formula 18.4.1 yields g.> (3+2i) = .01763 210  
- .07769 187i, and 18.4.2 yields g.> 1 (3 + 2i) = 
- .00069 182 + .04771 305i. 

Use of Table 18.2 in Computing g.> ' g.> I ' r for Special Period Ratios 

If the problem is reduced to computing g.> ' g.> I' r in the Fundamental Rectangle for the case when the 
real half-period is unity and pure imaginary half-period is ia, for certain values of a Table 18.2 may be 
used. Consider g.> as an example. If l z l is ' ' small", then use Laurent's series directly for g.> (z) [invar
iants for use in the series are given in Table 18.3]. 

If x is "large" and y "small" use Table 18.2 to obtain x2 g.> (x) and :t g.> 1 (x) , thence g.> (x) and g.>' (x) ; 
use Laurent's series to obtain g.> (iy) and g.> 1 (iy) ; finally, use addition formula 18.4.1. 

For x "small" and y "large", reverse the procedure. For both x and y "large," use Table 18.2 to 
obtain g.> (x) , g.> 1(x) , g.> (iy) and g.> 1 (iy) , thence use addition formula 18.4.1. 

Similar procedures apply to g.> I or r. ][for g.> I' one can also first obtain g.> ' then compute g.> 12 

=40->3-gzg.> -g3 and extract the appropriate square root (see 18.8 re choice of sign for g.> 1) . 

�>o �< o 
Example ll. Compute g.> (.8 +i) when a== 1 .2 .  

Using Table 18.2 or Laurent's series 18.5.1-4 with 
Yz=9.15782 851 and 
g3=3 .23761 7 17  from Table 18.3, 
g.> (.8) = 1 .92442 1 1 ,  
g.> 1 (.8) = -2 .76522 05, 
g.> (i) = - 1 .40258 06 and 
g.> 1 (i) = - 1 . 19575 58i. Using the addition for
mula 18.4.1 
g.> (.8+ i) = - .381433 - . 149361i. 

Example 12. Compute r(.02 +3i) for lt=4.  
Using Table 18.2 or Laurent's series 18.5.1-5 with 

gz=8. 1 1 742 426 
ga=4.45087 587 

from Table 18.3, 
r(.o2) =49.99999 89, 
g.> (.02) =2500.0001 6, 
g.> 1 (.02) = -249999.98376, 
rC3i) = .89635 173i, 
g.> (3i) = - .82326 5 1 1 '  
g.> I (3i) = - .00249 829i. 

Applying the addition formula 18.4.3, 
t(.02 +3i) = .016465 +  .89635i. 

Example 

ll

. Compute g.> (.9 + . 1i) for a= L05. 
Using Table 18.2 or Laurent's series 18.5.1-4 with 
gz= -42.41653 54 and 
g3= 9.92766 62 from Table 18,3, 
g.> (.9) = .34080 33, 
g.> 1 ( .9) = -2.16480 1 ,  
g.> ( . 1  i) = -99.97876, 
g.> 1 (.1 i) = -2000.4255i. With the addition for
mula 18.4.1 
g.> (.9 + . 1  i) = .23 1859 - .2 1 5149i. 

Example 12. Compute g.> 1 (.4+ .9i) for a=2.  
Using Table 18.2 or Laurent's series 18.5.1-4, 
with 

from Table 18.3, 

g2=4.54009 85, 
g3=8.38537 94 

g.> (.4) =6.29407 07, 

g.> 1 (.4) = -30.99041 ,  

g.> (.9i) = - 1 .225548, 
g.>,1 (.9i) = -3 . 19127 03i. 

Using the addition formulas 18.4.1-2, 
g.> 1 (.4 + .9i) = 1 . 10519 76-.56489 OOi. 
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Computation of tr for Given ill and Arbitrary g2 and g3 

(or periods from which g2 and ga can be computed-in any case, periods must be known, at least 
approximately) 

First reduce the problem (if necessary) to computation for a point z in the Fundamental Rectangle 
(see 18.2) . After final reduction let z denote the point obtained. 

d>O d<O 
If f?lz>w/2 or, 

.fz>w'/2, use duplication formula 
u(z) =- {fJ ' (z/2) u4(z/2) ,  

obtaining u(z/2) by use of Maclaurin series for u 
and {fJ '(z/2) by method explained above. Other-
wise, simply use Maclaurin series for u directly. 

If !Jlz>w2/2 or 
.f z>w�/4, use duplication formula as in case 

d>O. Otherwise, use Maclaurin series for u 
directly. 

An alternate method is to use theta functions 18.10 first computing q and t11(0) , i=�, a, 4.  
d>O 

Example 13. Compute a(.4+ 1 .3i) for g2=8, 
g3=4. From Example 7 ,  w= 1 .009453 and w' 
= 1 .484413i. Since .f z >w' /2, the Maclaurin se
ries 18.5.6 is used to obtain u(z/2) =a(.2+ .65i) 
= . 19543 86+ .64947 28i, the Laurent series 18.5.4 
to obtain {/J'(.2+ .65i)=5.02253 80-3.56066 93i. 
The duplication formula 18.4.8 gives u(.4+ 1 .3i) 
= .278080 + 1 .272785i. 

d<O 
Example 13. Compute a(.8+ .4i) for g2=7 , 

ga=6. From Example 7, w2= .99579 976, w� 
=2.33241 83i. Since !Jlz>w2/2, the Maclaurin 
series 18.5.6 is used to obtain u(z/2) =u(.4+ .2i) 
= .40038 019+ . 19962 017i, the Laurent series 
18.5.4 to obtain {/J'(.4+ .2i) = -3.70986 70 
+22.218544i. The duplication formula 18.4.8 
gives a(.8+ .4i) = .81465 765+ .38819 473i. 

Given u({j), {/J ', �) corresponding to a point in the Fundamental Rectangle, as well as g2 and g3 or 
the equivalent, find z. 

Only a few significant figures are obtainable from the use of any of the given (truncated) reversed 
series, except in a small neighborhood of the center of the series. For greater accuracy, use inverse 
interpolation procedures. 

If the given function does not correspond to a value of z in the Fundamental Rectangle (see Con
formal Maps) the problem can always be reduced to this case by the use of appropriate reduction for
mulas in 18.2. This process is relatively simple for {/J(z) , more difficult for the other functions (e.g. if 
d>O and {fJ =a+ib, where b >o, simply consider {fJ a -ib and find Z1 in R1 [Figure 18.1); then com
pute Z2=z1 +Zw', the point in R2 corresponding to the given [/>).  

d>O 
Example 14. Given {/J=1-i, g2= 10, g3=2, 

find z. Using the first three terms of the reversed 
series 18.5.25 Z1 � .  727 + .423i. The Laurent series 
18.5.1 gives 

· 

and 
{fJ (zl) = {fJ (.727 + .423i)= .825- .895i 
{fJ (z2) = [/> (.697 + .393i) = .938- 1 .038i. 

Inverse interpolation gives 
ztn = .  '707 + .380i. Repeated applications of the 
above procedure yield z= .706231 + .379893i. 

d<O 
Example 14. Given {fJ = 1+i, g2=- 10, g3=2, 

find z . From Example 6, w2= 1 .40239 48 and 
w; = 1.52561 02i. Since b >O, z exists in R2 and z 
is computed with [j) . Using 18.5.25 with a2=-
1 .25, a3= .25, u= [(g>) -1]1 '2 and the coefficients Cn 
from Example 8 

2u= 1 .55377 3973 + .64359 42493i 
c2u5= .08044 9281 - .19422 17466i 
c3u7=- .01961 9359+ .00812 66047i 

�u9=-.10 1 15 7160- .04190 06673i 
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Example 15. Given t=10-15i, g2=8, ga=4, 
find z. Using the reversed series 18.5.40 with 

A5= - .13333 333, 
A7= - .02857 14286 , 
U= .03076 923076+ .04615  38461 5i 

A5u5= - .00000 001402 + .00000 006860i 
A7u7 = -.00000 000004-.00000 000003i 

Z= .03076 921670+ .04615  391472i. 

Methods of Computation of g> ( [P I' r or 0') for Given 
11 and Given g2, g3 (or the equivalent), with the, Use 
of Automatic Digital Computing Machinery 

(a) Integration of Differential Equation 
g> and g> '  may be generated for any z dose 

enough to a "known point" z*(g> (z*) and [P "(z*) 
being given) by integrating [P " =6 {P2-g2/2. 
A program to do this on SW AC, via a modifica
tion of the Hammer-Hollingsworth me bhod 
(MTAC, July 1955, pp . 92-96) due to Dr. P. 
Henrici, exists at Numerical Analysis Research, 
UCLA (code number 00600, written by W. L. 
Wilson,  Jr.) . The program has been tested 
numerically in the equianharmonic case, using 
integration steps of various sizes. For example, 
if one starts with z*=w2, using an "integrs,tion 
step" (h,k) , where h and k are respectively the 
horizontal and vertical components of a step, 
with (h,k) having one of the six values ( ± 2/,0,0) , 
(± ho, ±ko) , ho= w2/ZOOO, ko= lw� l /2000, one can 
expect almost 8S in [jJ and 7S in [jJ '  after 1000 
steps, unless z is too near a pole. 

(b) Use of Series 
The process of reducing the computation prob

lem to one in which z is in the Fundamental 
Rectangle can obviously be mechanized. Inside 
the Fundamental Rectangle the direct use of 
Laurent's series is appropriate when the period 

.6< 0 

Stopping with the term in u7, z1 � .81 + �23i. 
Assuming .6z= - .03 - .01i, using 18.5.1, [P Un +  
.23i) = .91410 95 - .86824 37i, f7> (.78+ .22i) = 
1 .03 191  60- .91795 22i ; with inverse interpolation 
zjD 7725 + .2404i. Repeated application� of 
inverse interpolation yield z=. 772247- .239258i. 

Example 15. Given u=.4 + . 1i, g2=7, g�= 6, 
find z. Using the reversed series 18.5.70 with 
'¥2= . 14583, 'Ys= .05 

u= + .40000 OOO+ .1 0000 OOOi 
5 'Y� = + .0001 1 783+.00032 696i 

7 'Y� = - .00000 208+.00001 432i 

3 2 g �� = -.00000 093+.00000 126i 

.00000 013+.00000 006i 

z= .4001 1 469+.10034 260i 

ratio a is not too large. However, if a �.J3(.6>0) 
or a � 2-y'3 (.6<0) , the series will diverge at. the 
far corner of the Fundamental Rectangle, so that 
use may be made of an appropriate duplication 
formula. Alternatively, one may compute the 
functions on Ox and Oy, then use an addition 
formula. Even so, the series will diverg¢ at 
z=ia if a � 2 (.6>0) and at z=ia/2 if a � 4 (.6<0) . 

For great accuracy, multiple precision operations 
might be necessary. Double precision floating 
point mode has been used in a program, written 
for SWAC, to compute [jJ ,  [P ' and r. 

For computation of u, use of the Maclaurin 
series throughout the Fundamental Rectang�e is 
probably simplest (series converges for all z) . 

Mention should be made of the possible U$e of 
the series defining the fJ functions. These series 
converge for all complex v, and the computa,tion 
of [P ,  [P ', r and 0' by 18.10.5-18.10.8 could easily 
be mechanized. The series involved have. the 
advantage of converging very fast, even in case 
.6<0, where lq l � e-"'12(q � e-.. if A>O) . 

Use of Maps 
If the problem (of computing [P ' [P '' r or rT for 

given z) is reduced to the case where the real half
period is unity and imaginary half-period is one 
of those used in the maps in 18.8 inspection of the 
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appropriate figure will give the value of [fJ (z) 
[t(z) or u(z) ] to 2 -3S. If [J> '  is wanted instead, 
get [fJ , use 18.6.3 to obtain [fJ '2 and select sign (s) 
of [JJ ' appropriately. (See Conformal Mapping 
(18.8) for choice of sign of square root of [J> '2) .  

Computation of Zo 
Given g2, ua (or equivalent) 

Since r;fo[/J (Zo) =0, the Laurent's series gives 

0 = 1 +c2u2+cau8+c4u4+ . 

where u = zg. We may solve this equation [by 
Graeffe's (root-squaring) process or o therwise] 
for its absolutely smallest root [having found an 

approximation to l zo l  by Graeffe's process, we 
may use the fact that Zo=w+iyoCA>O) , zo =wz 
+iy0(A<O) to obtain an approximation to z0]. 

It is noted that y0/w is a monotonic decreasing 
function of (period ratio) a �  1 for A>O and 

2 
[ 1  � Yolw>; arccosh .J3( ""' .7297) ]. 

y0/w2 is a monotonic increasing function of a for 
A<O and 

Further data is available from Table 18.2 or from 
Conformal Maps defined by //J (z) . 
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Tablt> 1 8.] 
TABLE FOR OBTAINING PERIODS FOR INVARIANTS g2 AND g3 

Non-Negative Discriminant 
c 2 
g2 ogzg3 3) 

w' .!- � --
g wgi �� In (g -3 ) 2 3 i 12  2 gz- 1 

3. 00 1. 28254 98 1. 52168 83 t. • O -0. 00 
3. 05 1. 27944 73 1. 51892 22  -0. 01 
3, 1 0  1. 2763 7 43 1. 51685 48 -0. 02 
3, 1 5  1. 27333 03 1. 51505 45 -0. 03 
3.  20 1. 27031 49 1. 51342 84 -0. 04 

3. 25 1. 26732 80 1. 51193 18 -0. 05 
3. 30  1, 26436 90 1. 51053 84 -0. 06 
3. 35 1. 26143 77 1. 50923 08 -0. 07 
3. 40 1. 25853 38 1. 50799 63 -0. 08 

-0. 09 

g2 wgi wgy/i -0. 1 0  
3 -0. 11 

3. 4 1. 25853 38 1. 69503 33 -0. 12  

3. 5 1. 25280 64 1. 64719 87 -0. 13 

3. 6 1. 24718 42 1. 60789 93 -0. 14  

3. 7 1. 24166 45 1. 57451 65 
-0. 1 5  3 .  8 1. 23624 47 1. 54548 31 

3. 9 1. 23092 23 1. 51978 54 -0. 1 6  
-0. 17  

4 .  0 1. 22569 47 1. 49672 94 -0. 18  
4. 1 1. 22055 95 1. 47581 86 -0. 19  
4.  2 1. 21551 44 1. 45668 57 -0. 20 
4. 3 1. 21055 69 1. 43905 10 
4. 4 1. 20568 50 1. 42269 63 

4. 5 1. 20089 62 1. 40744 84 
4. 6 1. 19618 86 1. 39316 72 g2- l  4. 7 1. 19156 00 1. 37973 79 
4. 8 1. 18700 a3 1. 36706 51 -0. 2 0  
4 .  9 1. 1 a253 18  1. 35506 8a  -0. 25 

-0. 30 
5. 0 1. 17812 83 1. 34368 10 -0. 35 
5. 2 1. 16953 35 1. 32250 70 -0. 40 
5. 4 1. 16120 96 1. 30316 60 

-0. 45 5. 6 1, 1 5314 34 1. 28537 08 
5. 8 1. 14532 23 1, 26a89 69 -0. 50 

-0. 55 
6, 0 1. 13773 46 1. 25356 57 -0. 60 
6. 2 1. 13036 91 1. 23923 29 -0. 65 
6. 4 1. 12321 55 1. 22577 98 

-0. 70 6. 6 1. 11626 38 1. 21310 78 
6. 8 1. 10950 49 1. 20113 41 -0. 75 

-0. 80 
7. 0 1 . 10293 00 1. 18978 83 -0, 85 
7. 2 1. 09653 11 1. 17901 03 -0, 90 
7. 4 :. 09030 03 1. 16a74 a2 

-0. 95 7. 6 1. 08423 04 1. 15a95 67 
7. a 1. 07831 46 1. 14959 65 -1. 00 

a. o 1. 07254 63 1, 14063 29 
a. 2 1. 06691 95 1. 13203 51 
a. 4 1. 06142 83 1. 12377 59 
8, 6 1. 05606 74 1. 11583 09 gz 
a. a 1. 050a3 15 1. 10a17 a4 

-1. 0 
9, 0 1. 04571 58 1. 1 0079 87 -0. 8 
9. 2 1. 04071 56 1, 09367 40 -0. 6 
9, 4 1. d3582 65 1, 08678 83 -0. 4 
9, 6 1. 03104 44 1, 08012 69 -0. 2 
9. 8 1. 02636 52 1. 07367 66 

10, 0 1. 02178 54 1. 06742 51 o. 0 
o. 2 
o. 4 

wgl-gi 1 I -t o. 6 

gz - I  w gfg o /i <gz> o. a 
.� 2 

0, 1 0  1. 81701 99 1. 89818 01 10 1, 0 
o. 09 1. 82207 90 1. 89119 06 11 1. 2 
o. 08 1. 82696 90 1, 88476 56 13 1. 4 
o. 07 1. 83165 87 1. 8788a 6a 14 1. 6 
o. 06 1. 83611 17  1. 87354 40  17  1. 8 

o. 05 1. 84028 47 1. 86873 53 20 2. 0 
o. 04 1 . 84412 45 1. 86447 02 25 2. 2 
o. 03 1. 84756 35 1. 86077 37 33 2. 4 
o. 02 1. 85050 78 1. 85769 72 50 2. 6 
o. 01 1. 85280 73 1. 85534 90 100 2. 8 
o. 00 1. 85407 47 1. 85407 47 oO 3. 0 [(-1� 1] [(1�1] 1g�o.20412 4145 

Non-Positive Discriminant 
t' l. wzg a lgz l 4  w�g� Jgifi <gz> 

2. 62205 76 2. 62205 76 - "' 
2. 62025 54 2. 62384 98 -100 
2. 61693 53 2. 62710 11 - 50 
2. 61258 87 2. 63126 1 0  - 3 3  
2. 60737 4 3  2. 63611 20 - 25 

2. 60137 48 2. 64151 34 - 20 
2. 59464 00 2 . 64735 75 - 17 
2 . 58720 37 2. 65355 47 - 14 
2, 57909 05 2. 66002 55 - 13 
2. 57032 09 2. 66669 74 - 11 

2. 56091 33 2. 67350 25 - 10 
2. 55088 61 2. 68037 66 - 9 
2. 54025 86 2. 68725 88 - 8 
2. 52905 23 2. 69409 09 - 8 
2. 51729 09 2. 70081 77 - 7 

2. 50500 11  2. 70738 70 - 7 
2. 49221 23 2. 71375 03 - 6 
2. 47895 70 2.  71986 26 - 6 
2. 46527 01 2. 72568 31 - 6 
2. 45118 90 2. 73117 52 - 5 
2. 43675 29 2. 73630 70 - 5 

wzgf w;gt;i <gz> 
1. 62955 49 1. a29a7 sa - 5 
1. 66926 74 1. 94a63 05 - 4 
1. 6a8aO 94 2. 04569 84 - 3 
1 . 69574 71 2, 12452 34 - 3 
1, 69529 14 2, 18836 87 - 3 

1. 69080 53 2. 24023 31 - 2 
1. 6a433 2 0  2 .  28267 03 - 2 
1. 67705 44 2. 31773 31 - 2 
1, 66962 98 2, 34701 74 - 2 
1 . 66240 65 2. 37174 42 - 2 

1. 65555 57 2. 39284 34 - 1 
1. 64914 98 2. 41102 56 - 1 
1. 64320 64 2. 42683 68 - 1 
1. 63771 44 2. 44070 05 - 1 
1. 63264 84 2. 45294 as - 1 

1. 62797 70 2. 463a4 40 - 1 
1. 62366 67 2. 47359 62 - 1 

I 

wzgl w' tr -J6 2f:l l 6 ln (3-gz) 
1. 62366 67 3. 03954 a5 
1.  60646 93 3. 05518 40 
1. 58820 63 3. 06892 24 
1. 56918 06 3. 08070 50 
1. 54967 81 3. 09053 50 

1. 52995 40 3. 09846 47 
1. 51022 67 3. 1045a 1a  
1. 49067 44  3. 10899 55  
1. 47143 75  3. 11182 48 
1. 45262 13 3. 11318 95 

1. 43430 15 3. 11320 22 
1.  41652 88 3. 11196 36 
1. 39933 41 3, 10955 78 
1. 3a273 24 3. 10604 84 
1. 36672 71 3. 10147 38 

1. 35131 24  3. 09584 00 
1. 33647 63 3. 08910 74 
1. 32220 24 3, 08116 35 
1. 30847 11 3. 07175 37 
1 . 29526 10 3. 06025 10 
1. 28254 98 3. 04337 67 t> = O [( -1�3] [( -1�3] �6 �0.40824 829 

673 



674 WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Table 1 8.2 TABLE FOR OBTAINING []J, []J' AND 1 ON Ox AND Oy 

z�:r\o 1.00 
o. 00 1. 00000 00 
0. OS 1. 00000 37 
o. 10  1. 00005 91 
0, 15 1. 00029 91 
o. 20 1. 00094 57 

o.  25 1. 00230 98 
o. 30 1. 00479 35 
o. 35 1. 00889 27 
o.  40 1. 01520 23 
o. 45 1. 02442 so 

o. so 1. 03738 54 
a. ss 1. 05504 92 
o. 60 1. 07855 23 
o. 65 1. 10923 99 
o. 70 1. 14872 15 

a .  75 1. 19894 38 
o.  80 1. 26229 01 
o. 85 1. 34171 37 
o. 90 1. 44091 81 
o. 95 1. 56460 22 
1. 00 1. 71879 62 

[(-:)4] 

(Positive Discriminant--Unit Real Half-Period) 
z2[}J(z) 

1.05 1 .1  1.2 
1, 00000 00 1. 00000 00 1, 00000 00 
1. 00000 34 1. 00000 32 1. 00000 29 
1. 00005 41 1.  00005 OS 1. 00004 59 
1. 00027 41 1. 00025 59 1. 00023 31 
1. 00086 77 1. 00081 12 1. 00074 02 

1. 00212 32 1. 00198 79 1. 00181 79 
1. 00441 61 1. 00414 21 1. 00379 79 
1. 00821 33 1. 00772 00 1. 00709 99 
1. 01408 14 1. 01326 70 1. 01224 31 
1. 02269 65 1. 02144 00 1. 01985 94 

1. 03486 08 1. 03302 47 1. 03071 36 
1. 05152 36 1. 04895 81 1. 04572 73 
1. 07381 21 1. 07036 11 1. 06601 29 
1. 1 0307 22 1. 09857 95 1. 09291 64 
1. 14092 35 1. 13524 09 1. 12807 45 

1. 18933 40 1. 18232 81 1. 17348 94 
1. 25071 86 1. 24227 98 1, 23162 95 
1, 32807 28 1. 31812 18 1. 30556 03 
1. 42515 17 1. 41364 80 1. 39912 31 
1. 54671 40 1. 53366 04 1. 51717 65 
1. 69885 59 1. 68430 41 1. 66592 77 

[ (-:)4] [(-:)4] [ (-:)4] 

1.4 
1. 00000 00 
1. 00000 26 
1. 00004 22 
1. 00021 46 
1. 00068 25 

1. 00167 98 
1. 00351 80 
1. 00659 56 
1. 01140 98 
1. 01857 24 

1. 02883 08 
1. 04309 40 
1. 06246 70 
1. 08829 58 
1. 12222 46 

1. 16627 18 
1, 22292 96 
1. 29529 60 
1. 38725 23 
1. 50370 31 
1. 65090 68 

[ (-:)4] 

2.0 
1, 00000 00 
1. 00000 25 
1. 00004 08 
1. 00020 75 
1. 00066 02 

1. 00162 64 
1. 00340 97 
1. 00640 03 
1. 01108 69 
1. 01807 36 

1. 02810 10 
1. 04207 28 
1. 06109 15 
1. 08650 29 
1. 11995 41 

1, 16346 98 
1.  21955 14 
1. 29130 97 
1. 38264 14 
1. 49846 94 
1.  64507 17 

[ (-:)4] 
z i�y\a 1.00 1.05 1 .1  1 .2 1 .4 2.0 
o. 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 
o. 05 1. 00000 37 1. 00000 34 1. 00000 31 
o. 10 1. 00005 91 1. 00005 40 1. 00005 03 
0, 15 1. 00029 91 1. 00027 31 1. 00025 42 
o. 20 1. 00094 57 1. 00086 20 1. 00080 14 

o. 25 1. 00230 98 1. 0021 0 14 1. 00195 05 
a. 30 1. 004 79 35 1. 00435 08 1. 00403 04 
o. 35 1. 00889 27 1. 00804 86 1.  00743 81 
o. 40 1. 01520 23 1. 01371 37 1. 01263 81 
o. 45 1. 02442 50 1. 02194 93 1. 02016 25 

o. 50 1. 03738 54 1. 03345 04 1. 03061 34 
o. 55 1. 05504 92 1, 04901 44 1. 04466 92 
o. 60 1. 07855 23 1. 06955 87 1. 06309 37 
o.  65 1. 10923 99 1. 09614 60 1. 08675 16 
o. 70 1. 14872 15 1. 13001 89 1. 11663 04 

o. 75 1, 19894 38 1. 17264 63 1. 15387 03 
o. 80 1. 26229 01 1. 22578 78 1. 19980 68 
o. 85 1. 34171 37 1. 29157 86 1. 25602 53 
o. 90 1. 44091 81 1. 37264 39 1. 32443 52 
o. 95 1. 56460 22 1. 47224 79 1. 40736 61 

1. 00 1. 71879 62 1. 59449 89 1.  50769 66 
1. 05 1. 74462 36 1. 62902 39 
1. 10 1. 77589 10 

[(-:)4] [ (-:)3] [ (-i)3] 

1. 00000 00 1. 00000 00 
1. 00000 29 1, 00000 26 
1. 00004 57 1. 00004 19 
1. 00023 05 1. 00021 13 
1. 00072 54 1. 00066 38 

1. 00176 15 1. 00160 81 
1. 00362 91 1. 00330 38 
1. 00667 40 1, 00605 so 
1. 01129 28 1. 01020 38 
1. 01792 92 1. 01612 33 

1. 02707 1 8  1. 02421 0 9  
1. 03925 2 1  1.  03488 2 0  
1 .  05504 64 1. 04856 45 
1. 07507 92 1. 06569 47 
1. 1 0003 09 1. 08671 44 

1. 13065 03 1. 11207 03 
1, 16777 18 1. 14221 52 
1. 21233 97 1. 1 7761 18 
1, 26544 15 1. 21873 89 
1. 32835 02 1. 26610 10 

1, 40258 06 1. 32024 17 

[C-{l lJ [ C-tl8J 

1. 00000 00 
1. 00000 25 
1. 00004 05 
1. 00020 39 
1. 00063 99 

1. 00154 88 
1. 00317 81 
1.  00581 59 
1. 00978 33 
1. 01542 64 

1. 02310 77 
1. 03319 83 
1.  04606 96 
1. 06208 70 
1. 08160 18 

1. 10494 84 
1. 13243 76 
1. 16435 46 
1. 20095 66 
1. 24247 1 4  

1. 28909 73 

[(-t)6] 
z ,- i� IJ\a 1.00 1.05 1.1 1.2 1.4 2.0 
1. 0 1. 71879 62 1. 59449 89 1. 50769 66 1. 40258 06 1. 32024 17 1. 28909 73 
1. 2 1. 85616 29 1. 61789 95 1. 52970 17 
1. 4 2. 09401 44 1. 86127 05 
1. 6 2. 286 76 23 
1. 8 2. 80921 52 

2. 0 3, 43759 29 
2. 2 
2. 4 
2. 6 If the real half-period r'l,  see 1 8.2 Homogeneity Relations. Interpolation with 
2. 8 respect to '' will, in general, be difficult because of the non-uniform subintervals 
3. 0 involved. Aitken's interpolation may be used in this case. As few as 3S may 
3. 2 be obtained. For the computation of []J, []J' or 1 at z� .r+iy, an addition formula 3. 4 
3. 6 may be used ( 18.4 and Example• 1 1-12). 
3. 8 
4. 0 

4.0 
1. 00000 00 
1. 00000 25 
1. 00004 07 
1. 00020 73 
1. 00065 97 

1. 00162 51 
1. 00340 71 
1. 00639 57 
1. 01107 93 
1. 01806 19 

1. 02808 38 
1.  04204 87 
1.  06105 91 
1. 08646 07 
1. 11990 05 

1. 16340 37 
1. 21947 17 
1. 29121 57 
1. 38253 27 
1. 49834 59 
1. 64493 41 

[ (-:)4] 
4.0 

1. 00000 00 
1. 00000 25 
1. 00004 04 
1. 00020 37 
1. 00063 94 

1. 00154 75 
1. 00317 52 
1. 00581 03 
1. 00977 34 
1. 01540 99 

1. 02308 17 
1. 03315 85 
1. 04601 09 
1. 06200 1 8  
1, 08148 1 6  

1. 10478 09 
1. 13220 79 
1. 16404 34 
1. 20053 95 
1. 24191 74 

1. 28836 81 

[ C-tl6J 

4.0 
1. 288368 
1. 527649 
1. 855916 
2. 273495 
2. 777516 

3. 363868 
4. 028426 
4, 767658 
5. 578809 
6. 459856 

7. 409386 
8. 426442 
9, 510400 

10. 66086 7 
11. 877621 
13. 160574 
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TABLE f'OR OBTAINING fP, fP' AND r ON Ox A N D  Oy Table 18.2 

(Positive Discriminant-Unit Real Half-Period) 

::lfP'(:) 
z = .r\a 1.00 1 .05 1.1 1.2 1 .4 2.0 4.0 

o. 0 0  - 2 .  00000 0 0  -2. 00000 00 -2. oooco 00 -2. 00000 0 0  -2. 00000 0 0  -2. 0 0000 0 0  -2. 0 0000 0 0  
o .  0 5  -1. 99999 2 6  -1. 9 9999 3 2  - 1 .  99999 3 7  - 1 .  99999 43 -1. 99999 47 -1. 99999 49 -1. 99999 49 
0. 1 0  -1. 99988 1 8  -1. 99989 1 7  -1. 99989 8 9  -1. 99990 8 0  -1. 99991 53 -1. 99991 81 -1. 99991 82 
0. 1 5  -1. 99940 1 6  -1. 99945 07 -1. 99948 63 -1. 99953 10 -1. 9995& 73 -1. 99958 14 -1. 99958 17 
o. 20 -1. 99810 75 -1. 9 9825 79 -1. 99836 70 -1. 99850 41 -1. 99861 5 5  - 1 .  99865 8 6  -1. 99865 9 7  

o .  2 5  -1. 99537 3 3  -1. 99572 5 7  -1. 99598 1 7  -1. 99630 3 3  -1. 99656 5 0  -1. 99666 63 -1. 99666 88 
o. 3 0  -1. 99038 2 3  -1. 99107 69 -1. 99158 17 -1. 99221 67 -1. 99273 38 -1. 99293 42 -1. 99293 89 
o. 3 5  -1. 982 1 0  95 -1. 98332 00 -1. 98420 07 -1. 98530 95 -1. 9862 1 31 -1. 98656 35 -1, 98657 17 
o. 4 0  -1. 96928 9 0  -1. 97121 06 -1. 97260 9 9  -1. 97437 3 5  -1. 97581 2 2  -1. 97637 0 2  -1. 97636 3 4  
o .  45 -1. 9503 6  l 3  -1. 95319 1 6  -1, 95525 47 -1. 95785 77 -1. 95998 33 -1. 96080 82 -1. 96082 78 

o. 5 0  -1. 92339 0 1  -1. 92730 5 0  -1. 93016 2 1  -1. 93377 0 3  -1. 936 7 1  9 5  -1. 9 3 7 8 6  53 -1. 93789 23 
o. 55 -1. 88593 83 -1. 8 91 06 43 -1. 89480 9 7  - 1 .  89954 33 -1. 90341 73 -1. 90492 32 -1. 90495 86 
o. 60 -1. 83488 99 -1. 84127 27 -1. 84594 09 -1. 851 84 82 -1. 85668 71 -1. 85856 93 -1. 85861 37 
o. 65 -1. 7661 9 53 -1. 77376 97 -1. 7793 1 45 -1. 78633 89 -1. 79209 80 -1. 79433 95 -1. 79439 25 
o. 70 -1. 67451 4 3  -1. 68307 45 -1. 6893 4 72 -1. 69729 96 -1. 70382 60 -1. 70636 76 -1. 70642 75 

o. 75 -1. 55271 74 -1. 5 61 89 13 -1. 5686 1 96 -1. 57715 61 -1. 58416 75 -1. 58689 93 -1. 5 8696 39 
o. 80 -1. 3911 8  6 5  -1. 4 0041 70 -1. 407H 1 5  -1. 41579 29 -1. 42286 23 -1. 42561 79 -1. 42568 30 
o. 85 -1. 1 7683 20 -1. 1 8536 53 -1. 1 9 1 6.� 2 5  -1. 1 9959 24 -1. 20613 88 -1. 20869 1 3  -1. 2 0875 17 
o. 90 -0. 89169 81 -0. 89858 1 8  -0. 90364 00 -0. 91006 69 -0. 91535 50 -0. 91741 70 -0. 91746 57 
o. 95 -0. 51095 87 -0. 5 1 5 05 33 -0. 5 1 806 28 -0. 5 2 1 88 70 -o. 52503 45 -0. 52626 26 -0. 52629 14 
1. 00 o. 00000 00 o. 00000 00 o. 0 000•) 00 o. 0 0 0 00 00 o. 00000 00 o. 00000 00 o. 0 0000 0 0  

[( -i)2] [ (!fl2] [<-i)2] [( -i)2] [(-i)2] [(-i)2] [ (-i)2] 
r:Ji=Jt\a 1 .00 1 .05 l.l 1.2 1.4 2.0 4.0 
o. 00 -2. 00000 00 -2. 0 0000 00 -2. 00000 oo -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 
o. 05 -1. 99999 2 6  -1. 99999 3 2  -1. 99999 3 7  -1. 99999 4 3  -1. 99999 4 8  -1. 99999 49 -1. 99999 49 
0, 1 0  - 1 .  99988 1 8  -1. 9 9989 2 1  -1. 9998'1 95 -1. 99990 89 -1. 99991 65 -1. 99991 94 -1. 99991 95 
0. 1 5  -1. 99940 1 6  -1. 99945 4 8  -1. 9994'1 33 -1. 99954 1 5  -1, 99958 0 7  -1. 99959 59 -1. 99959 62 
o. 20 -1. 99810 75 -1. 99828 0 8  -1. 99840 6 2  -1. 99856 3 3  -1. 99869 07 -1. 99873 99 -1. 99674 1 1  

o .  2 5  -1. 9953 7 3 3  -1. 99581 :n -1. 99013 14 -1. 99652 94 -1. 99685 19 -1. 99697 66 -1. 99697 95 
o. 3 0  -1. 99038 2 3  - 1 .  9 9 1 3 3  8 2  -1. 9920:• 89 -1. 99289 25 -1. 99359 1 2  - 1 .  99386 1 2  -1. 99386 76 
o. 3 5  -1. 9 82 1 0  9 5  -1. 98398 0 6  -1. 9853:1 0 3  - 1. 98701 63 -1. 986:37 91 -1. 98890 4 8  -1. 98891 71 
0. 4 0  -1. 96928 9 0  -1. 9 72 6 8  6 9  -1. 975B 4 4  -1. 97818 68 -1. 98065 01 -1. 98159 94 -1. 98162 1 6  
o .  45 -1. 95036 1 3  - 1 .  95619 6 0  -1. 96039 4 8  -1. 96561 8 2  -1. 96982 6 0  -1. 9 7 1 4 4  57 -1. 97148 38 

o. 50 -1. 92339 0 1  -1. 93299 84 -1. 93989 1 0  -1. 94845 1 7  -1. 95533 26 -1. 95797 74 -1. 95803 95 
o. 5 5  -1. 8 8 5 9 3  83 -1. 9 01 23 75 -1. 912Hi 2 5  -1. 9 2 574 2 3  -1. 9 3 6 6 1  23 -1. 94078 3 5  -1. 94088 1 7  
o .  60 -1. 83488 99 -1. 85861 5 0  - 1 .  8755J· 3 9  - 1 .  89643 1 6  -1. 91313 1 6  -1. 91 952 7 4  -1. 91967 77 
o. 65 -1. 766 1 9  5 3  -1. 80221 4 4  -1. 8278(1 4 8  -1. 85930 0 8  -1. 88437 77 -1. 89395 9 6  -1. 89418 4 6  
o .  70 -1. 67451 43 -1. 7282 7 0 5  -1. 76629 6 4  -1. 81290 0 9  -1. 84984 78 -1. 86392 6 8  -1. 86425 71 

o. 75 -1. 55271 74 -1. 63184 71 -1. 6875� 62 -1. 75545 41 -1. 80902 61 -1. 82937 52 -1. 82985 21 
o. 80 -1. 3 9 1 1 8  6 5  -1. 50639 2 2  -1, 5869E 80 -1. 68471 79 -1. 76134 96 -1. 79034 89 -1. 79102 80 
o. 85 -1. 1768:3 2 0  -1. 34312 5 0  -1. 45865 2 6  -1. 59780 3 2  -1. 70615 96 -1. 74698 46 -1. 74793 96 
o. 90 -0. 89169 81 -1. 13018 63 -1. 29452 9 5  -1. 49093 1 8  -1. 64263 75 -1. 69950 14 -1. 70082 95 
o, 95 -0. 51095 8 7  - 0 .  B 5 1 4 5  2 3  -1. 0 8367 84 -1. 35912 08 -1. 56972 20 -1. 64816 82 -1. 65001 75 

1. 00 o. ooooo 0 0  -0. 48485 7 9  -0. 81220 5 2  -1. 19575 5 8  -1. 48600 5 8  -1. 59338 8 5  -1. 59588 68 
1.  05 o. 00000 00 -0. 4 5984 59 
1. 1 0  o. 00000 0 0  

[(-:)2] [(-i) l] [<-il l] [(-:)4] [(-fl lJ [<-:>4] [ (-:)6] 
z/i=y\a 1.00 1.05 1 .1 1 .2 1.4 2.0 4.0 
1. 0 o. 00 000 0 0  -0. 48485 7 9  -0. 81220 52 -1, 1 9575 58 -1. 48600 58 -1. 5 9338 85 -1. 59588 68 
1.  2 o. 00000 00 -0. 99449 51 -1. 34717 40 -1. 35527 93 
1. 4 o. 00000 00 -1. 07521 03 -1. 09935 83 
1.  6 -0, 78786 76 -0. 85550 88 
1. 8 -0. 46104 2 7  -0. 64191 2 0  

2 ,  0 o. 00000 00 -0. 46669 27 
2. 2 -0. 33022 92 
2. 4 -0. 22828 89 
2. 6 -0. 1 5467 43 
2. 8 -0, 1 0296 79 

3. 0 -0. 06745 48 
3, 2 -0. 04346 22 
3. 4 -0. 02734 75 
3. 6 -0. 01629 07 
:3. 8 -0. 00795 66 
4. 0 o. 00000 0 0  
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Table 1 8.2 TABLE FOR OBT AININ(; [Jl, [Jl' AND r ON Ox AND Oy 
(Positive Discriminant-Unit Real Half-Period) 

:r(z) :�>\a 1.00 1 .05 1 . 1  1.2 1.4 2.0 4.0 
o. 00 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 
o. 05 o. 99999 876 o. 99999 887 o. 99999 895 o. 99999 905 o. 99999 912 o. 99999 915 o. 99999 915 
0. 10 0. 99998 031 0, 99998 198 o. 99998 319 o. 99998 471 o. 99998 595 o. 99998 643 o. 99998 644 
0, 15 o. 99990 029 o. 99990 871 o. 99991 481 o. 99992 246 o. 99992 868 0. 99993 109 o. 99993 115 
o. 20 o. 99968 483 o. 99971 119 o. 99973 030 o. 99975 429 o. 99977 377 o. 99978 130 o. 99978 148 

o. 25 o. 99923 041 o. 99929 399 o. 99934 010 o. 99939 799 o. 99944 501 o. 99946 321 o. 99946 364 
o. 30 o. 99840 360 o. 99853 355 o. 99862 782 o. 99874 617 o. 99884 235 o. 99887 957 o. 99888 045 
o. 35 o. 99704 076 o. 99727 741 o. 99744 912 o. 99766 478 o. 99784 008 o. 99790 793 0, 99790 954 
o. 40 o. 99494 715 0. 99534 298 o. 99563 028 o. 99599 122 o. 99628 469 o. 99639 831 o. 99640 099 
o. 45 o. 99189 577 o. 99251 583 o. 99296 602 o. 99353 179 o. 99399 196 o. 99417 016 o. 99417 438 

o. 50 o. 98762 541 o. 98854 726 o. 98921 683 o. 99005 855 o. 99074 340 o. 99100 867 o. 99101 490 
o. 55 o. 98183 783 o. 98315 105 o. 98410 521 o. 98530 511 o. 98628 174 o. 98666 012 o. 98666 904 
o. 60 o. 97419 386 o. 97599. 894 o. 97731 096 o. 97896 146 o. 98030 531 o. 98082 605 o. 98083 833 
o. 65 o. 96430 782 o. 96671 478 o. 96846 489 o. 97066 726 o. 97246 106 o. 97315 633 o. 97317 272 
o. 70 o.  95174 028 o. 95486 674 o. 95714 079 o. 96000 343 o. 96233 582 o. 96324 002 o. 96326 132 

o. 75 o. 93598 819 o. 93995 720 o. 94284 503 o. 94648 146 0. 94944 525 o. 95059 446 o. 95062 155 
o. 80 o. 91647 208 0. 92140 960 o. 92500 321 o. 92952 973 o. 93322 007 o. 93465 128 0. 93468 503 
o. 85 o. 89251 910 o. 89855 136 o. 90294 299 0. 90847 617 o. 91298 848 o. 91473 876 o. 91478 003 
o. 90 o. 86334 108 o. 87059 177 o. 87587 177 o. 88252 588 o. 88795 364 o. 89005 936 o. 89010 902 
o. 95 o. 82800 562 o. 83659 307 o. 84284 790 o. 85073 222 o. 85716 486 o. 85966 076 o. 85971 964 
1. 00 o. 78539 822 o. 79543 267 o. 80274 283 o. 81195 906 o. 81947 977 o. 82239 820 o. 82246 703 [<-.fl9] [<-:)9] [< -:)9] [<-:>9] [(-:)9] [<-:)9] [<-:>9] 
z/i�y\a 1.00 1.05 1 .1  1.2 1.4 2.0 4.0 
o. 00 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 1. 00000 000 
o. 05 o. 99999 876 o. 99999 887 o. 99999 895 o. 99999 905 o. 99999 912 o. 99999 915 o. 99999 916 
0. 10 o. 99998 031 o. 99998 200 0. 99998 322 o. 99998 476 o. 99998 601 o. 99998 649 o. 99998 650 
0. 15 o. 99990 029 o. 99990 891 o. 99991 516 o. 99992 299 o. 99992 935 o. 99993 181 o. 99993 187 
o. 20 o. 99968 483 o. 99971 234 0. 99973 226 o. 99975 725 o. 99977 752 o. 99978 537 o. 99978 555 

o. 25 o. 99923 041 o. 99929 836 o. 99934 758 o. 99940 928 o. 99945 935 o. 99947 871 o. 99947 917 
o. 30 o. 99840 360 0. 99854 660 o. 99865 014 o. 99877 991 o. 99888 517 o. 99892 586 o. 99892 682 
o. 35 o. 99704 076 o. 99731 033 o. 99750 544 o. 99774 989 o. 99794 811 o. 99802 472 o. 99802 653 
o. 40 o. 99494 715 o. 99541 639 0. 99575 586 o. 99618 100 o. 99652 557 o. 99665 871 o. 99666 184 
o. 45 o. 99189 577 o. 99266 485 o. 99322 092 o. 99391 695 o. 99448 077 0. 99469 855 0. 99470 368 

o. 50 o. 98762 541 o. 98882 817 o. 98969 725 o. 99078 438 o. 99166 445 o. 99200 425 o. 99201 225 
o. 55 o. 98183 783 o. 98364 988 o. 98495 820 0, 98659 357 o. 98791 646 o. 98842 700 o. 98843 902 
o. 60 0. 97419 386 0. 97684 238 o. 97875 291 o. 98113 896 0. 98306 740 0. 98381 123 o. 98382 874 
o. 65 0. 96430 782 0. 96808 373 o. 97080 464 o. 97419 926 o. 97694 003 o. 97799 651 o. 97802 138 
o. 70 o. 95174 028 o. 95701 320 o. 96080 810 o. 96553 710 o. 96935 061 o. 97081 949 o. 97085 406 

o. 75 o. 93598 819 o. 94322 518 o. 94842 600 D. 95489 807 o. 96010 986 o. 96211 557 o. 96216 276 
o. 80 o. 91647 208 o. 92626 102 0. 93328 385 o. 94200 908 o. 94902 381 o. 95172 061 o. 95178 405 
o. 85 o. 89251 910 o. 90559 833 o. 91496 295 0. 92657 574 o. 93589 412 0. 93947 230 o. 93955 644 
o. 90 o. 86334 1 08 o. 88063 688 o. 89299 175 o. 90827 878 o. 92051 815 o. 92521 144 0, 92532 176 
o. 95 o. 82800 562 o. 85068 069 o. 86683 386 o. 88676 908 o. 90268 849 0. 90878 307 o. 90892 628 

1. 00 o. 78539 822 o. 81491 420 o. 83587 315 o. 86166 128 o. 88219 209 o. 89003 731 o. 89022 154 
1. 05 o. 77237 164 o. 79939 419 
1. 10 o. 75655 714 

[(-.fl9] [(-:)8] [(-.fl8] [(-.fl4] [(-:)3] [( -:)3] [(-:)3] 
z/i=y\a 1.00 1.05 1 . 1  1 .2  1.4 2.0 4.0 
1. 0 o. 78539 822 o. 81491 420 o. 83587 315 o. 86166 128 o. 88219 209 o. 89003 731 0, 89022 15 
1. 2 0, 71573 454 o. 76897 769 0, 78909 505 o. 78956 60 
1. 4 o. 59293 450 o. 64073 496 o. 64184 73 
1. 6 o. 43846 099 o. 44095 77 
1. 8 +0. 17708 802 +0, 18250 43 

2. 0 -0. 14800 012 -0. 13652 01 
2. 2 -0. 51809 61 
2. 4 -0. 96348 97 
2. 6 -1, 47349 03 
2. 8 -2. 04858 16 

3, 0 -2. 68905 52 
3. 2 -3. 39508 38 
3. 4 -4, 16677 1 7  
3. 6 -5. 00417 86 
3. 8 -5. 90734 21 
4. 0 -6. 87630 32 

[(-3)8] [(1�)8] 



z = x\o 
o. 0 0  
o. 0 5  
0, 1 0  
0, 1 5  
o .  2 0  

o .  2 5  
o .  3 0  
o. 3 5  
0, 40 
o. 45 

o. 50 
o. 5 5  
0, 6 0  
0, 6 5  
o .  7 0  

o. 7 5  
o .  8 0  
0, 8 5  
o .  9 0  
o .  95 
1. 00 

o. 0 0  
o. 0 5  
0, 1 0  
0. 1 5  
o .  2 0  

o .  2 5  
o. 3 0  
o .  3 5  
o. 40 
o. 45 

o. 5 0  
(), 5 5  
o .  6 0  
o .  65 
o. 70 

o. 75 
0, 8 0  
o .  8 5  
o. 90 
o. 9 5  
1. 0 0  
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1.00 
1. 00000 00 
o. 99998 52 
o. 99976 3 7  
o.  99880 4 0  
o. 99622 3 3  

o .  99079 63 
o. 98097 82 
o. 96495 11 
o. 94070 57 
o. 90617 03 

o. 85939 83 
o. 79882 11 
o. 72356 52 
o. 63382 07 
o. 53123 69 

o. 41930 23 
o. 30366 33 
0. 19233 10 
o. 09574 08 
0. 02666 27 
o. 00000 00 

[(-:)5] 

1.00 
1. 00000 00 
0. 99998 52 
o. 99976 3 7  
o .  99880 4 0  
o. 99622 3 3  

o .  9 9 0 7 9  63 
o. 98097 82 
o. 96495 11 
o. 94070 57 
o. 90617 03 

o. 85939 83 

[<-;)2] 

TABLE FOR OBTAINING !J>, !J>' AND r ON O:r AND Oy 
(Negativ•� Discriminant-Unit Real Half-Period) 

1.05 1.15 
1 .  0 0 000 0 0  1 .  00000 0 0  
o .  99998 6 8  0. 99998 9 8  
o .  99978 83 o. 99983 74 
o. 99893 08 o. 99918 15 
o. 99663 32 0, 99743 55 

o. 99182 47 o. 99381 16 
o. 98317 67 o. 98736 1 1  
o. 9 6 9 1 5  6 5  o .  9 7 7 0 3  14 
o. 94811 2 5  o .  961 74 6 1  
o .  9 1 8 3 9  7 0  o .  940 51 0 5  

o. 87853 5 6  o .  9 1 2  5 4  5 5  
o .  82744 45 o. 87744 80 
o. 76469 39 0. 835H 63 
o. 69080 48 o. 78n5 05 
o. 60756 14 o. 734'15 90 

o. 51830 84 o. 68155 50 
o. 42820 16 o. 6:3143 16 
o. 34438 12 o. 59046 3 2  
o .  2 7 6 0 5  07 o. 566:.1 51 
o. 23446 42 o. 567!j3 12 
o. 23286 11 o. 60563 48 

[(-83)5] [C -:r)5J 
1.05 1.] 5 

1. 00000 0 0  1. 00000 0 0  
0 .  9 9 9 9 8  67 o. 99998 98 
o. 99978 76 o. 999!13 59 
0, 99892 27 o. 9991 6 47 
o. 99658 78 o. 997;.4 10 

o. 99165 2 0  o .  993�·5 16 
o. 98266 2 2  o .  986< 8 83 
o. 96786 42 o. 9743 3 43 
o. 94525 04 o. 955i6 47 
o. 91264 56 o. 92846 67 

o. 86784 46 o. 8900 9 57 
o. 80881 13 o. 83817 66 

o. 77024 24 

[<-;)2] [< -�)2] 

:�!]> (:) 1.3 
1. 00000 0 0  
o .  99999 3 8  
o .  99990 1 0  
o .  99950 43 
o. 99845 71 

o. 99631 17 
o. 99255 0 6  
o. 98664 2 0  
o .  97810 01 
o. 96656 45 

o. 95189 1 6  
o .  93426 1 2  
o .  91429 2 3  
o .  89316 8 0  
o. 87276 3 8  

o. 85577 68 
o. 84585 35 
o. 84771 96 
o. 86731 78 
o. 91197 2 5  
o .  99060 83 

[(-:)4] 

1.3 
1. 00000 00 
o. 99999 3 7  
o. 99989 93 
o. 99948 51 
o. 99834 91> 

o. 99589 95 
o. 99132 10 
o. 98354 71 
o. 97122 41 
o. 95268 27 

o. 92592 17 
o. 88861 1 0  
o. 83812 71 
o. 77163 28 

[(-;)2] 

1.5 2.0 
1. 00000 00 1. 00000 0 0  
0, 99999 7 5  1. 00000 1 4  
o .  99996 06 1. 00002 3 0  
o .  99980 5 1  1. 00011 83 
o. 99940 3 0  1 .  0 0 0 3 8  24 

o. 99860 26 1. 00096 01 
o. 99725 51 1. 00205 83 
o. 99525 02 1. 00396 14 
o. 99255 94 1. 00705 13 
o. 9892 8 71 1.  01183 1 1  

o .  9 8 5 7 3  01 1. 01895 42 
o. 98244 3 0  1. 0 2 9 2 5  8 9  
o .  98031 24 1. 04381 01 
o. 98063 64 1. 06395 0 5  
o .  98521 20 1. 09136 32 

o. 99643 13 1. 1281 5  05 
1. 01739 07 1. 17693 44 
1. 05201 81 1. 24098 76 
1 . 10523 21 1. 32440 72 
1, 18314 77 1. 43234 85 
1, 29335 96 1. 57134 70 

[( -:)4] [<-;)4] 

1.5 2.0 
1. 00000 00 1. 00000 00 
o. 99999 75 1. 0 0000 14 
o. 99995 93 1. 00002 24 
o. 99978 96 1. 0 0011 1 5  
o .  99931 61 l. 00034 41 

0, 99827 12 1. 00081 39 
o. 9%26 60 1. 00162 14 
o. 99275 81 1. 00285 94 
o. 98701 3 0  1. 00459 4 1  
0, 97806 1 9  1 ,  00684 4 9  

o .  96465 71 1. 00955 92 
o. 94522 83 1. 01258 51 
o. 91784 50 1. 01563 95 
0, 88019 0 0  1. 01827 41 
o. 82955 45 1, 01983 61 

o. 76286 31 1. 01942 61 
1. 01585 25 
1. 00758 28 
o. 99269 39 
o. 96882 29 
o. 93312 29 

[<-;)2] [<-;l l) 
zfi=y\a 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 If the real half-period ,.1, see 18.2 Homogeneity Relations. Interpolation with 
1. 5 respect to n will, in general, be ditricult because of the non-uniform subintervals 
1. 6 involved. Aitken's interpolation may be used in this case. As few as 3S may 
1. 7 be obtained. For the computation of !J>, !J>' or r at z =.r+i!J, an addition formula 
1. 8 
1. 9 may be used ( 18.4 and Examples 1 1 -12) .  
2. 0 
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4.0 
1, 00000 oo 
1. 00000 25 
1. 00004 07 
1. 00020 71 
1. 00065 92 

1. 00162 3 8  
1 .  00340 46 
1. 00639 1 1  
1. 01107 1 7  
1 .  01805 02 

1, 02806 66 
1. 04202 47 
1. 06102 67 
1. 08641 83 
1, 1 1984 70 

1. 16333 76 
1. 21939 2 0  
1. 2 91 1 2  16 
1. 38242 3 8  
1 .  49822 24 
1. 64479 64 [<-;)4] 

4.0 
l. 00000 00 
1 .  ooooo n 
1, 00004 04 
1, 00020 35 
1, 00063 88 

1. 00154 61 
1. 0 0317 2 2  
1. 00580 4 7  
1. 0 0 9 7 6  3 5  
1, 0 1 5 3 9  36 

1. 02305 58 
1 . 03311 90 
1. 04595 22 
1. 06191 71 
1, 08136 1 4  

1. 1 0461 36 
1. 1 3 1 9 7  83 
1. 163 73 23 
1. 20012 24 
1. 24136 39 
1, 28763 91 [<-:J6] 

4.0 
1. 39585 80 
1. 52559 80 
1.  67719 97 
1. 85056 87 
2, 04521 2 6  

2 .  2 6 0 2 5  62 
2, 49441 96 
2. 74594 50 
3. 01245 16 
3, 2 9 069 52 

[<-;)3] 
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Table 18.2 TABLE FOR OBTAINING [!.>, [!.>' AND ! ON Ox AND Oy 
(Negative Discriminant-Unit Real Half-Period) 

;:![!.>' (:) 
:: = .1'\ 11 1.00 1.05 1.15 1.3 1.5 2.0 4.0 
o. 00 -2. 00000 0 0  - 2 .  00000 0 0  -2, 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 0 0  -2. 00000 00 
o. 05 -2. 00002 95 -2. 0 0002 65 -2. 00002 04 -2. 00001 24 -2. 00000 50 -1. 99999 71 -1. 99999 49 
0, 10 -2. 00047 25 -2, 00042 27 -2. 00032 37 -2. 00019 63 -2, 00007 74 -1. 99995 34 -1. 99991 83 
0, 1 5  -2. 00239 0 1  -2. 00212 89 -2. 00161 92 -2. 00097 17 -2. 00037 44 -1. 99975 65 -1. 99958 21 
o. 20 -2. 00753 43 -2. 0066 7 30 -2, 00502 56 -2. 00297 32 -2. 00110 66 -1. 99919 66 -1, 99866 07 

o. 25 -2. 01829 41 -2. 01608 73 -2. 01196 38 -2. 00694 49 -2, 00246 05 -1. 99793 23 -1. 99667 11 
o. 30 -2. 03755 78 -2. 03274 55 -2. 02397 99 -2. 01358 73 -2. 00448 84 -1. 99544 1 6  -1. 99294 3 6  
o .  3 5  - 2 .  06843 88 -2. 05907 94 -2. 04247 95 -2. 02334 71 -2. 00696 68 -1. 99095 74 -1. 98657 99 
o. 40 -2. 11379 74 -2. 09713 03 -2. 06835 37 -2. 03614 78 -2, 00922 15 -1. 98338 63 -1. 97639 65 
o. 45 -2. 17550 18 -2. 14789 87 -2. 10148 48 -2. 05106 10 -2, 00992 37 -1. 97120 64 -1, 96084 72 

o. 50 -2. 25339 1 6  -2. 2 1047 7 2  -2. 14013 46 -2. 06592 49 -2. 00685 64 -1. 95234 05 -1. 93791 93 
o. 55 -2. 34395 53 -2. 28098 85 -2. 18023 97 -2. 07692 41 -1. 99665 49 -1. 92399 70 -1, 90499 42 
o. 60 -2. 43881 27 -2. 35140 73 -2. 21466 43 -2. 07815 03 -1, 97452 31 -1. 88246 83 -1. 85865 81 
o. 65 -2. 52318 49 -2. 40840 49 -2, 23248 50 -2. 06116 83 -1. 93392 01 -1. 82286 83 -1. 79444 54 
o. 70 -2. 57463 40 -2, 43241 27 -2. 21839 89 -2. 01460 73 -1, 86620 81 -1. 73878 53 -1. 70648 76 

o. 75 -2. 56240 86 -2, 39712 18 -2. 15233 79 -1. 92378 08 -1. 76023 25 -1. 62181 13 -1. 58702 84 
o. 80 -2. 44770 1 6  -2. 2 6959 69 -2, 0 0933 39 -1. 77031 11 -1. 60178 75 -1. 46089 2 1  -1. 42574 81 
o. 85 -2. 18496 84 -2. 01105 50 -1. 75959 77 -1. 53168 32 -1. 37288 13 -1. 24141 08 -1. 20881 20 
o.  90 -1. 72414 78 -1. 57813 99 -1. 36864 82 -1. 1 8057 88 -1. 05066 42 -0. 94387 76 -0. 91751 44 
o. 95 -1. 01321 01 -0. 92423 1 6  - 0 .  79716 0 3  -0. 68374 39 -0. 60580 78 -0. 54202 52 -0. 52632 04 1. 00 o. 00000 00 o. 00000 00 o. 000 0 0  00 o. 00000 00 o. 00000 00 o. 00000 00 0, 0 0000 00 

[(1�)4] [(-i)3] [(-i)3] [C-il2J [( -i)2] [(-i)2] [ (-il2J 

z ; i=y\a 1 .00 1.05 1.15 1.3 1.5 2.0 4.0 
o. 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 00 -2. 00000 oo -2. 00000 0 0  -2. 0 0 0 0 0  0 0  
o. 05 -2. 00002 95 -2. 00002 65 -2. 00002 05 -2. 00 001 25 -2. 00000 50 -1. 99999 72 -1, 99999 49 
0, 10 -2. 00047 25 -2. 0 0042 55 -2. 00032 97 -2. 00020 30 -2, 00008 28 -1. 99995 58 -1. 99991 9� 
0, 15 -2, 00239 01 -2. 00216 12 -2. 00168 65 -2. 00104 87 -2. 00043 62 -1. 99978 38 -1. 99959 6t 
o. 20 -2. 00753 43 -2. 00685 42 -2. 0 0540 32 -2, 00340 55 -2. 00145 41 -1. 99935 00 -1. 99874 2 2  

o .  25 -2. 01829 41 -2. 01677 67 -2. 01340 12 -2. 00859 22 -2. 00378 54 -1. 99851 75 -1. 99698 24 
o. 30 -2, 03755 78 -2. 03479 40 -2. 02825 59 -2. 01849 50 -2, 00844 10 -1. 99718 99 -1. 99387 40 
o. 35 -2. 06843 88 -2. 06420 40 -2. 05319 59 -2. 03567 60 -2. 01691 87 -1, 99536 97 -1. 98892 95 
o. 40 -2, 11379 74 -2. 10841 06 -2. 09200 85 -2. 06346 12 -2, 03134 51 -1. 99323 08 -1. 98164 41 
o. 45 -2, 17550 18 -2. 17036 66 -2. 14879 02 -2, 1 0597 25 -2. 05462 43 -1. 99120 21 -1. 97152 19 

o. 50 -2. 25339 16 -2. 25173 01 -2, 22747 67 -2. 1 6805 61 -2. 09057 56 -1, 99006 63 -1. 95810 18 
o. 55 -2, 35170 68 -2. 33108 42 -2. 25504 79 -2, 14403 61 -1. 99107 16 -1. 94097 97 
o. 60 -2. 46061 76 -2. 37230 39 -2. 22089 13 -1. 99605 96 -1. 91982 80 
o. 65 -2. 5 2442 19 -2. 32798 29 -2. 00760 83 -1. 89440 95 
o. 70 -2. 47283 02 -2, 02919 1 2  -1. 86458 73 

o. 75 -2. 66308 69 -2. 06534 90 -1. 83032 90 
o. 80 -2. 1 2187 04 -1. 79170 68 
o. 85 -2. 20596 83 -1. 74889 39 
o. 90 -2. 32643 60 -1. 70215 68 
o. 95 -2. 49375 1 2  -1, 65184 57 1. 00 -2. 72008 43 -1. 59838 35 

[(-:)2] [(-:)2] [( -:)3] [( -:)4] [( -:)6] [(-:)7] [(-:)6] 

z ! i=y\rt 4.0 1. 1 -1. 48398 95 1, 2 -1. 36337 47 
1. 3 -1. 24144 17 
1. 4 -1. 12345 13 
1, 5 -1, 01509 75 

1. 6 -0. 92286 21 
1. 7 -0. 85472 55 
1. 8 -0. 82134 27 1. 9 -0. 83783 54 
2, 0 -0, 92645 86 

[(-�)9] 



WEIE R STRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

TABLE FOR OBTAINING [JJ, [JJ' AND r ON Ox AND Oy 
(Negative Discriminant-Unit Real Half-Period) 

:r(:) 
Z = J\11 1.00 1.05 1.15 1.3 1.5 2.0 
o. 0 0  1 .  00000 00 1, 0 0 000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 
o. 05 1. 00000 49 1. 00000 44 l. 00000 34 1. 00000 21 l. 00000 08 o. 99999 95 
0, 10 l. 00007 88 1. 00007 06 1. 00005 43 1, 00003 31 1. 00001 32 0, 99999 24 
0, 15 1, 00039 88 1. 00035 70 1. 00027 40 1. 00016 65 1. 00006 60 o. 99996 10 
o. 20 1. 00125 98 1. 00112 60 1, 00086 1 6  1 .  0 0 0 5 2  1 5  1. 00020 48 o. 99987 51 

o. 25 1. 00307 33 1. 00274 09 1. 00208 94 1. 00125 79 1. 00048 81 o. 99968 98 
o. 30 1. 00636 38 1. 00566 06 1. 00429 54 1. 00256 91 1. 00098 15 o. 99934 32 
o. 35 1. 01176 23 1. 01 043 07 1. 00787 32 1, 00467 27 l. 00175 16 o. 99875 38 
0, 40 1, 01999 45 1. 01 767 00 1. 01325 74 1. 00779 77 1. 00285 61 o. 99781 57 
o. 45 1, 03186 18 1. 02805 07 1. 02090 50 1, 01217 02 1. 00433 47 o. 99639 49 

o. 5 0  1. 04821 35 1. 04227 15 1. 03127 1 9  1. 01799 5 2  1. 00619 6 8  o .  99432 3 1  
o .  5 5  1 .  06990 7 8  1 .  06102 21 1, 04478 39 1. 02543 63 1. 00840 79 o. 99139 1 6  
o .  60 1. 09776 14 1. 08493 81 1. 06180 26 1. 03459 22 1. 01087 54 o. 98734 37 
o. 65 1. 13248 70 1, 11454 88 1. 08258 64 1, 04547 13 1. 01343 17 o. 98186 55 
o. 70 1. 17462 06 1. 15021 58 1, 1 0 724 76 1. 057% 45 1. 01581 69 o. 97457 57 

o. 75 1. 22444 09 1. 19206 86 1, U 570 79 1. 07181 59 1. 01765 94 o. 96501 30 
o. 80 1. 28188 76 1. 23993 78 1, 1 6 765 25 1. 08659 33 1. 01845 50 o. 95262 09 
o. 85 1, 34648 26 1. 29329 24 1. 20:248 62 1. 10165 80 1. 01754 41 o. 93672 94 
o. 90 1. 41726 20 1, 3 51 1 8  37 1. 23n9 2 2  1, 11613 35 1. 01408 58 o. 91653 15 
o. 95 1, 49272 42 1. 41220 03 1. 27679 5 2  1, 12887 36 1. 00702 73 o. 89105 46 
1. 0 0  1 .  57079 62 1, 47443 48 1. 3B32 66 1, 13842 65 o. 99506 76 o. 85912 29 [(-i)l] [(-i)8] [( ·-:)5] [(-:)4] [(-6

4)6] [(-:)8] 

z/i=y\n 1.00 1.05 1.15 1.3 1.5 2.0 
o. 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 1. 00000 00 
o. 05 1. 00000 49 1. 00000 44 1. 00000 34 1, 00000 21 1. 00000 08 0, 99999 95 
0, 10 1, 00007 88 1. 00007 08 1. 001)05 46 1. 00003 34 1. 00001 35 o. 99999 25 
0, 1 5  1 ,  0003 9 88 1. 00035 86 1, 00027 73 1. 00017 04 1. 00006 91 o. 99996 24 
o. 2 0  1. 00125 9 8  1. 0 0 1 1 3  5 1  1, 00088 0 5  1. 00054 31 1. 00022 22 o. 99988 28 

o. 25 1. 00307 33 1. 00277 55 1.  00:116 14 1, 00134 04 1. 00055 43 o. 99971 90 
o. 30 1. 00636 38 1. 00576 38 1. 00451 03 1. 00281 53 1. 00117 94 0, 99943 06 
0, 35 l, 01176 23 1.  01069 02 1, 001341 42 1, 00529 28 1, 00225 03 o. 99897 41 
o. 40 1, 01999 45 1. 01824 62 1. 01445 97 1, 00917 72 1. 00396 67 o. 99830 68 
o. 45 1. 03186 1 8  1. 02921 3 1  1.  02:133 3 2  1. 01496 0 3  1.  00658 4 2  o .  99739 1 0  

a.  50 1. 04821 35 1. 04444 39 1 .  0%81 72 1, 02322 84 1. 01042 41 o. 99619 89 
o. 55 1. 06483 58 1. o5:m 97 1, 03466 71 1. 01588 39 o. 99471 80 
o. 60 1.  07!i15 67 1, 05006 29 1. 02344 73 o. 99295 77 
0, 65 1. 07029 97 1. 03369 45 o. 99095 58 
o. 70 1. 04730 93 o. 98878 64 

o. 75 1. 06508 51 0, 98656 79 
o. 80 o. 98447 2 5  
o. 8 5  o .  98273 5 4  a.  90 o. 98106 56 
o. 95 o. 98165 63 
1. 00 [(-:)6] o. 98319 64 

[( -6
4)6] [(-·t)1 [( -:)6] [( -:)5] [( -:)2] 

zfi=y\a 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1, 4 
1, 5 

1, 6 
1. 7 
1, 8 
1. 9 
2, 0 

Table 18.2 

4.0 
1, 0 0000 00 
o. 99999 92 
o. 99998 65 
o. 99993 12 
0, 99978 17 

o. 99946 41 
o. 99888 13 
o. 99791 11 
0, 99640 37 
o. 99417 86 

0. 99102 12 
o. 9866 7 79 
o. 98085 06 
o. 97318 91 
o. 96328 27 

a. 95064 87 
o. 93471 88 
o. 91482 13 
o. 89015 86 
o. 85977 85 
o. 82253 59 

[(-:)9] 
4,0 

1. 00000 00 
o. 99999 92 
o. 99998 65 
o. 99993 19 
0, 99978 57 

o. 99947 96 
o. 99892 78 
o. 99802 83 
o. 99666 50 
0, 99470 88 

o. 99202 03 
0, 98845 10 
o. 98384 63 
o. 97804 63 
o. 97088 86 

o. 96221 0 0  
o. 95184 75 
o. 93964 06 
o. 92543 21 
o. 90906 94 
o. 89040 57 

[ (-:)3] 

4.0 
o .  84561 9 8  
o .  79003 6 7  
o .  72274 3 6  
o .  64295 89 
o. 55003 38 

o. 44345 14 
o. 32282 70 
0, 1 8790 92 

+0. 03858 90 
-0. 1 2508 40 

[(-:)2] 

679 



680 WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Tuhlc 1 8.3 

n = w' ji {/2 
1, 00 11. B1 704 500 
1. 02 11. 37372 384 
1. 04 10, 9B419 107 
1. 06 10, 64177 347 
1. 08 10, 34065 794 

1. 10 10,  07577 364 
1. 12 9, 84269 185 
1, 14 9. 63754 049 
1, 16 9, 45693 072 
1, 1a 9, 297a9 413 

1. 20 9, 157a2 851 
1. 22 9, 03445 117 
1, 24 a. 92575 843 
1, 26 a. 82999 055 
1. 2a a. 74560 13a 

1. 30 a. 67123 169 
1. 32 B. 60568 62a 
1, 34 a. 54791 374 
1. 36 a. 4969B B9o 
1. 38 a. 45209 746 

1. 40  B.  41252 263 
1, 42 a. 37763 305 
1, 44 B. 346a7 2a3 
1. 46 a. 31975 22a 
1. 4a a. 29583 997 

1. 50 a. 27475 sao 
1. 52 a. 25616 484 
1. 54 a. 23977 191 
1. 56 a. 22531 6a4 
1. 58 a. 21257 036 

1. 60  8,  20133 033 
1. 65 8, 17870 308 
1. 70 8. 16217 907 
1. 75 8, 15011 147 
1. 80 8. 14129 812 

1. 85 a. 13486 121 
1. 90 8, 13016 001 
1. 95 8, 12672 634 
2, 00 8. 12421 844 
2, 05 8. 12238 671 

2. 10 a.  121o4 883 
2, 15 a. 12001 164 
2. 20 8, 11935 791 
2, 25 8, 11883 660 
2. 30 8, 11a45 583 

2, 4 8, 11797 459 
2, 5 8, 11771 785 
2. 6 8, 11758 087 
2, 7 a. 11750 782 
2, 8 8. 11746 884 

2. 9 8, 11744 804 
3. 0 a. 11743 694 
3. 1 a. 11743 103 
3, 2 8, 11742 787 
3, 3 8, 11742 619 

3, 4 8, 11742 529 
3, 5 8, 11742 4a1 
3, 6 a. 11742 455 
3, 7 8, 11742 441 
3, 8 8, 11742 434 

3, 9 8, 11742 430 
4, 0 a. 11742 426 

ao 8, 11742 426 
a =o [<-:)7] 

INVARIANTS AND VALUES AT HALF.PERIODS 
(Non-Negative Discriminant-Unit Real Half-Period) 

f/:l ''I = !Jl(1) r:l = !Jl(w') � = r(1) 
o. 00000 000 1. 71B79 64 -1. 71B79 64 o. 7B539 B16 
o. 55318 992 1. 71005 96 -1. 66138 15 o. 78979 718 
1. 03485 699 1. 70235 77 -1. 60783 69 o. 79367 192 
1. 45484 521 1, 69556 79 -1. 55787 59 o. 79708 535 
1. 82151 890 1. 68958 18 -1. 51123 63 o. 80009 279 

2. 14201 000 1. 68430 41 -1. 46767 B3 o. 80274 283 
2. 42241 937 1. 67965 08 -1, 42698 19 o.  80507 817 
2. 6679B 153 1, 67554 80 -1. 3BB94 48 o. 80713 637 
2, BB320 000 1. 67193 04 -1. 3533B 12 o. 80895 045 
3. 07195 91a 1. 66a74 05 -1. 32011 96 o. 81054 949 

3, 23761 717 1. 66592 77 -1. 28900 20 o.  81195 906 
3, 3a30a 317 1. 66344 74 -1. 25988 23 o. a1320 168 
3, 510aa 223 1. 66126 03 -1. 23262 55 o. a1429 717 
3. 62320 977 1. 65933 17 -1. 2 0710 65 0. 81526 299 
3. 72197 756 1. 65763 09 -1. 1a320 95 o. a1611 453 

3, aoaa5 265 1. 65613 11 -1. 16082 7 0  o. 81686 533 
3. a8529 056 1. 65480 86 -1. 13985 91 o. 81752 732 
3. 95256 351 1. 65364 22 -1, 12021 33 o. 81811 1 03 
4, 0117B 462 1, 65261 37 -1. 10180 31 o. 81862 572 
4. 06392 870 1. 65170 67 -1. 08454 85 0, 81907 958 

4. 10985 014 1, 65090 68 -1. 06837 47 o. 81947 977 
4, 15029 819 1. 65020 13 -1. 05321 20 o. 81983 269 
4, 1a593 045 1. 64957 92 -1. 03899 58 o. 82014 389 
4, 21732 438 1, 64903 06 -1. 02566 55 o. 82041 831 
4. 24498 728 1. 64a54 6a -1. 01316 45 o. 82066 031 

4, 26936 502 1. 64812 02 -1. 00144 04 o. 82087 370 
4. 29084 965 1, 64774 39 -0, 99044 37 o. 82106 191 
4, 30978 602 1, 64741 20 -0. 98012 84 o. 82122 787 
4. 32647 752 1, 64711 94 -0. 97045 19 o. 82137 423 
4. 34119 120 1, 64686 13 -0. 96137 37 o. 82150 329 

4, 35416 210 1. 64663 38 -0. 95285 64 o. 82161 711 
4. 38026 291 1, 64617 54 -0. 93379 17 o. 82184 628 
4, 39931 441 1. 64584 08 -0. 91752 88 0, 82201 364 
4, 41322 294 1. 64559 63 -0. 90365 18 o.  82213 589 
4. 42337 818 1. 64541 78 -0. 89180• 8� o. 82222 516 

4, 43079 368 1. 64528 73 -0. 88169 76 o. 82229 038 
4. 43620 896 1, 64519 21 -0. 87306 52 0, 82233 800 
4. 44016 375 1. 64512 25 -0. 86569 37 o. 82237 281 
4, 44305 205 1. 64507 17 -0. 85939 82 o. 82239 820 
4. 44516 152 1, 64503 45 -0. 85402 10 0, 82241 676 

4, 44670 219 1. 64500 74 -0. 84942 78 o. 82243 032 
4. 44782 746 1. 64498 76 -0, 84550 41 o. 82244 022 
4. 44864 934 1, 64497 32 -0. 84215 20 o. 82244 745 
4, 44924 963 1. 64496 26 -0. 83928 80 o. 82245 274 
4. 44968 808 1. 64495 49 -0. 83684 11 o. 82245 659 

4, 45024 222 1. 64494 51 -0. 83296 37 o. 82246 146 
4. 45053 785 1. 64494 00 -0. 83013 28 o. 82246 406 
4. 45069 555 1. 64493 71 -0. 82806 54 0, 82246 546 
4. 45077 969 1. 64493 57 -0. 82655 58 o. 82246 619 
4. 45082 457 1. 64493 49 -0. 82545 33 o. 82246 659 

4. 45084 852 1. 64493 45 -0. 82464 81 o. 82246 680 
4, 45086 130 1. 64493 43 -0. 82406 01 o. 82246 691 
4, 45086 811 1. 64493 42 -0. 82363 06 o. 82246 698 
4. 45087 174 1. 64493 41 -0. 82331 68 o. 82246 701 
4. 45087 368 1. 64493 41 -0. 82308 78 0, 82246 702 

4, 45087 472 1. 64493 41 -0, 82292 04 o. 82246 703 
4. 450a7 528 1. 64493 41 -0. 82279 82 o. 82246 703 
4. 45087 556 1. 64493 41 -0. 82270 89 o. 82246 703 
4, 45087 572 1. 64493 41 -0. 82264 37 o. 82246 704 
4, 45087 581 1. 64493 41 -0. 82259 61 o. 82246 704 

4. 45087 585 1. 64493 41 -0. 82256 13 o. 82246 704 
4. 45087 587 1. 64493 41 -0. 82253 59 o. 82246 704 

4, 45087 590 1, 64493 41 -0. 82246 70 o. 82246 704 [ <-:)9] [ <-:) 1] [<-:)5] [< -:)7] 
For a= 1 :  f)2= w4, f/� = 0, r1 = w2/2, e,1 = - w2/2, �=1Ti4, �· fi = -lr/4. 
For a= m :  g2�lr4/12, g3 =�rH/216, r1 =1r2/6, "a = -?r�/12, � =7r2/12, �· /i= m .  
(w= 1.85407 4677 i s the real half-period in the Lemniscatic case 1 8.14.) 
For 4<a< m, to obtain �· use Legendre's relation �· =�w' -ri/2. 

�'/i= r(w')/i 
-0. 7B539 B2 
-0. 76520 32 
-0. 74537 75 
-0. 72588 58 
-0. 70669 61 

-0. 68777 92 
-0, 66910 88 
-0. 65066 09 
-0. 63241 38 
-0, 61434 79 

-0. 59644 54 
-0, 57869 03 
-0. 56106 78 
-0. 54356 50 
-0. 52616 97 

-0. 50887 14 
-0. 49166 03 
-0, 47452 75 
-0. 45746 53 
-0. 44046 65 

-0. 42352 46 
-0. 40663 39 
-0. 38978 91 
-0. 37298 56 
-0. 35621 91 

-0. 33948 58 
-0. 32278 22 
-0. 30610 �4 
-0. 28945 5 
-0. 27282 11 

-0, 25620 90 
-0. 21475 00 
-0. 17337 32 
-0. 13205 85 
-0. 09079 1 0  

-0. 04955 91 
-0. 00835 41 
+0. 03283 07 

o. 07400 01 
0. 11515 80 

o. 15630 73 
0. 19745 01 
o. 23858 81 
o. 27972 23 
0, 32085 38 

o. 40311 12 
o. 48536 38 
o. 56761 39 
o. 64986 24 
o. 73211 01 

o. 81435 74 
o. 89660 44 
0. 97885 13 
1. 06109 81 
1. 14334 48 

1. 22559 16 
1. 30783 83 
1. 39008 50 
1. 47233 17 
1, 55457 84 

1. 63682 51 
1. 71907 18 

ao [ <-:)5] 

To o�tain the corresponding values of tabulated quantities when multiply Yz by ..,-4, !13 by ..,-r., e; by w-2 and � by .,- I .  
the real half-period .,,.1, 
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INVARIANTS AND VALUES AT HALF-PERIODS 
(Non-Negative Discriminant-Unit Real Half-Period) 

u = w'/i 
1 .  00 
1. 02 
1. 04 
1. Ob 
1. 08 

1 . 1 0  
1. 12 
1. 14 
1, 1 6  
1. 18 

1. 2 0  
1. 2 2  
1. 2 4  
1 .  2 6  
1 ,  2 8  

1 . 3 0  
1. 32 
1. 34 
1 .  36 
1. 38 

1, 4 0  
1. 4 2  
1. 4 4  
1 , 46 
1. 48 

1. 50 
1. 5 2  
1. 5 4  
1. 5 6  
1. 5 8  

1. 6 0  
I . 65 
1. 7 0  
1. 75 
1. 80 

I. 85 
1. 90 
1. 95 
2. 00 
2. 05 

2. 1 0  
2, 1 5  
2 .  2 0  
2 .  2 5  
2 .  3 0  

2 .  4 
2, 5 
2, 6 
2, 7 
2. 8 

2. 9 
3. 0 
3, 1 
3, 2 
3. 3 

3. 4 
3. 5 
3. 6 
3. 7 
3, 8 

3. 9 
4, 0 

.f�o 

q(l) 
o. 94989 88 
o. 95114 80 
o. 95224 92 
o. 95321 98 
0, 95407 54 

o. 95482 97 
0. 95549 47 
o. 95608 10 
0. 95059 79 
o. 95705 36 

0, 95745 55 
o. 95780 98 
0, 95812 22 
o. 95839 77 
o. 95864 0 7  

() .  9 5 88 5  49 
o. 95904 38 
o. 9 5921 04 
o. 95935 13 
0. 95948 68 

o. 95960 10 
o. 95970 18 
o. 95979 06 
o. 95986 89 
o. 95993 80 

o. 95999 90 
o. 960 0 5  2 7  
o. 96010 01 
0, 96014 19 
o. 9601 7 87 

o. %021 13 
0, 96027 67 
o. 96032 45 
o. 96035 94 
0, 96038 49 

o. 96040 35 
o. 96041 71 
0, 96042 70 
0, 96043 43 
o. 96043 96 

o. 96044 3 5  
o .  96044 6 3  
o. 96044 84 
o. 96044 99 
o. 96045 10 

o. 96045 24 
0, 96045 31 
0. 9 60 4 5  35 
o. 96045 3 7  
o .  9 6 0 4 5  3 8  

0 ,  96045 39 
o. 96045 40 
o. 96045 40 
o. 96045 40 
0, 96045 40 

o. 96045 40 
o. 96045 40 
0, 96045 40 
o. 96045 40 
o. 96045 40 

o. 96045 40 
o. 96045 40 

o. 96045 40 

[< -:)2] 
"'z= 1 + .,', e2=[/i (1+w') 

q(w') ii fR,(..,2) 
o. 949899 1. 182951 
0 , 9 6 7481 1 . 1 7 0397 
o. 984884 1. 1 5 7316 
1. 0 02 097 1, 143695 
1. 019107 1. 129522 

1 .  035904 1. 1 1 4782 
1 . 052476 1. 099457 
1. 068811 1. 083531 
1 .  084899 1 . 06&989 
1. 1 00727 1. 049814 

1 . 1 16285 1. 0:31991 
1. 1 31 5 62 1. 013507 
1 . 146546 o. 994349 
1 . 1 61227 0, 974506 
1. 1 75594 0. 953970 

1 . 1 89636 0, 932733 
1 .  2 03344 o. 910790 
1. 2 1 6707 o. 888138 
1 .  229716 o. 864776 
1. 242361 o. 840704 

1 . 2 54633 o. 815927 
1. 2 66522 o. 790449 1. 2 78021 o. 764278 
1. 289120 o. 737425 
1. 299811 o. 709900 

1 . 310087 0, 681719 
1. 319941 0, 652896 
1. 329364 o. 623452 
1. 338351 o. 593404 
1. 346895 0, 562777 

1. 354990 o. 531593 
I . 373224 o. 451372 
1 .  3 88539 o. 368286 
I .  400869 0. 282840 
1. 410170 0, 195588 

1. 416408 0, 1 07125 
1 . 419573 +0. 018074 
1.  419665 -0. 070918 
1.  416707 -0, 159199 
1. 4I 0733 -0. 246114 

I .  401800 -0. 331019 
1. 3 89977 -0, 413290 
1. 375349 -0, 492330 
I, 3580I8 -o. 567579 
1. 338098 -0. 638522 

1. 291016 -0. 765682 
I. 235264 -0. 870782 
1 . 172151 -0, 95180 7  
1. 1 03091 -I. 007808 
1. 029557 -1. 038896 

0. 953025 -1. 046157 
o. 874937 -1. 031530 
o .  796655 -0. 997636 
o. 719428 -0. 947586 
0. 644360 -0. 884775 

o. 5 72395 -0, 812687 
0, 5 04299 -0. 73472 0 
0. 440663 -0, 654024 
o. 381903 -0. 573398 
o. 3 2 8268 -0. 495196 

o. 2 79851 -0. 421291 
o. 236b23 -0. 353075 

o. 0 00000 o. 000000 

[ <-:)9] [ <-:)3] 

- (e1 + e3�, �2= t(l+.,') =�+�'. 
For a =  1:  u(1) =elf/�114 fw, "(w') =ic(l}, .. (.,2) =1/fb7rl4eirrf4j01• 
For a= ., :  .-(1) =2e1f2124;''11", 11(w') = 0, q(w2) = 0. 

Table 18.3 

g "("'2) 
1. 1 82951 
1 .  218650 
1. 253864 
1. 288619 
1 .  32293 5  

1. 356827 
1. 390301 
1. 423362 
1.  456007 
1, 488231 

1 .  520022 
1. 551369 
1. 582254 
1. 612657 
I. 642557 

1. 671930 
1 .  700750 
1. 728989 
1 .  7 56618 
1. 783607 

1. 809925 
1, 835542 
1, 860425 
1 .  884541 
1. 907860 

1. 930348 
1. 951974 
1, 972707 
1. 992515 
2. Oll:HO 

2, 029242 
2, 069439 
2, 1 02914 
2. 1 29313 
2, 148344 

2. 1 59783 
2. 163478 
2. 1 59353 
2, 1 47412 
2. 1 2 7732 

2. 1 0 0473 
2. 065864 
2. 024211 
1. 975882 
1 .  921308 

1. 79541 5 
1. 650936 
1. 492719 
1. 326086 
1. 155967 

o. 987255 
o. 824296 
0 . 670787 
o. 529666 
o. 403050 

o. 292246 
0, 1 97780 
0, 119493 
o. 056643 

+0. 008033 

-0. 027857 
-0. 052740 

0, oooooo 

[<-:)2] 

(w= l.85407 4677 is the real half-period in the Lemniscatic case 18.14.) 
To obtain the corresponding valUE!s of tabulated quantities when the real half-period 
w;o<l, multiply .. by "'· 

681 



682 WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

Table 18.3 INVARIANTS AND VALUES AT HALF.PERIOD:-, 
(Non-Positive Discriminant-Unit Real Half-Period) 

a.=w2,ji 172 

1. 00 -47. 26818 00 
1. 02 -45. 35272 19 
1. 04 -43, 40071 30 
1. 06 -41. 42954 84 
1. 08 -39. 45420 53 

1. 10 -37, 48749 12 
1. 12 -35. 54027 17 
1. 14 -33, 62168 02 
1. 16 -31. 73930 91 
1. 18 -29. 89938 64 

1. 20 -28. 10693 45 
1. 22 -26. 36591 62 
1. 24 -24. 67936 58 
1. 26 -23. 04950 83 
1. 28 -21. 47786 60 

1. 30 -19, 96535 52 
1. 32 -18. 51237 16 
1. 34 -17, 11886 71 
1. 36 -15. 78441 82 
1. 38 -14. 50828 67 

1. 40 -13. 28947 27 
1. 42 -12. 12676 19 
1. 44 -11. 01876 70 
1. 46 - 9, 96396 40 
1. 48 - a. 96012 32 

1. 50 - a. bo733 11 
1. 52 - 7, 10204 36 
1, 54 - 6, 24304 63 
l, 56 - 5, 42853 20 
1. 58 - 4, 65668 53 

1. 60 - 3, 92570 12 
1. 65 - 2. 26537 64 
1. 70 - o. 82241 58 
1. 75 + o. 42844 48 
1. 80 1. 51045 44 

1. 85 2. 44471 18 
1. 90 3. 25015 81 
1. 95 3, 94365 25 
2. 00 4. 54009 85 
2, 05 5, 05259 79 

2, 10 5,  49261 57 
2, 15 5, 87014 76 
2. 20 6, 19388 05 
2, 25 6, 47134 49 
2, 30 6, 70905 42 

2. 4 7. 08692 59 
2. 5 7, 36377 30 
2. 6 7, 56643 61 
2. 7 7. 71470 39 
2. 8 7. 82312 83 

2. 9 7, 90239 07 
3. 0 7. 96032 11 
3. 1 8, 00265 32 
3. 2 8, 03358 32 
3. 3 8, 05618 01 

3, 4 8, 07268 80 
3. 5 8, 08474 69 
3, 6 8, 09355 57 
3, 7 8, 09999 01 
3. 8 8, 10469 00 

3, 9 8, 10812 30 
4. 0 8, 11063 05 

00 8, 11742 43 
a=O [<-:)3] 

17:l 

o. 00000 00 
4. 41906 00 
8, 23156 58 

11. 49257 28 
14, 25448 26 

16. 56680 99 
18, 47603 08 
20. 02550 17 
21. 25543 82 
22. 20294 45 

22. 90208 34 
23. 38397 82 
23. 6 7693 85 
23. 80660 45 
23. 79610 09 

23. 66620 08 
23. 43548 95 
23. 12052 98 
22, 73602 29 
22. 29496 60 

21. 80880 22 
21. 28756 31 
20, 74000 36 
20. 17372 81 
19, 59530 70 

19. 01038 59 
18. 42378 52 
17, 83959 12 
17. 26123 98 
16, 69159 27 

16. 13300 57 
14. 79653 23 
13, 56033 77 
12. 43388 94 
11. 41927 28 

10. 51370 92 
9, 71138 21 
9, 00473 54 
8, 38537 94 
7, 84470 38 

7, 37428 09 
6. 96611 56 
6, 61278 90 
6, 30752 86 
6. 04422 78 

5, 62231 14 
5, 31058 54 
s. 08099 59 
4. 91228 49 
4. 78851 39 

4. 69782 05 
4. 63142 26 
4. 58284 25 
4. 54731 53 
4. 52134 25 

4, 50235 93 
4, 48848 72 
4, 47835 14 
4. 47094 62 
4, 46553 65 

4, 46158 47 
4, 45869 80 

4, 45087 59 

[<-:)8] 

rR e1 = c w2) rR [JJ : r 2 
o. 00000 000 

-0. 04867 810 
-0. 09452 083 
-0. 13769 202 
-0. 17834 547 

-0. 21662 576 
-0. 25266 894 
-0. 28660 315 
-0. 31854 915 
-0. 34862 086 

-0. 37692 571 
-0. 40356 512 
-0, 42863 481 
-0. 45222 513 
-0. 47442 139 

-0. 49530 414 
-0. 51494 941 
-0. 53342 897 
-0, 55081 058 
-0. 56 715 817 

-0. 58253 209 
-0, 59698 926 
-0. 61058 339 
-0. 62336 513 
-0. 63538 226 

-0, 64667 980 
-0. 65730 023 
-0. 66728 357 
-0. 67666 751 
-0. 68548 761 

-0, 69377 734 
-0. 71238 375 
-0. 72831 198 
-0, 74194 441 
-0. 75360 961 

-0. 76358 973 
-0, 77212 691 
-0. 77942 883 
-0. 78567 351 
-0. 79101 353 

-0. 79557 957 
-0. 79948 352 
-0. 80282 119 
-0, 80567 458 
-0. 80811 383 

-0. 81198 137 
-0, 81480 718 
- 0. 81687 167 
-0. 8183 7 985 
-0. 81948 158 

-0. 82028 636 
-0. 82087 422 
-0. 82130 361 
-0, 82161 725 
-0, 82184 634 

-0. 82201 368 
-0. 82213 590 
-0. 82222 517 
-0, 82229 038 
-0. 82233 800 

-0. 8223 7 279 
-0. 82239 820 

-0. 82246 703 

[< -.fl4J 

lJ el= c w2) !J [JJ 2-2 
3. 43759 29 
3. 36827 69 
3, 29802 68 
3. 22711 39 
3, 15578 40 

3, 08425 89 
3, 01273 84 
2. 94140 17 
2. 87040 90 
2. 79990 29 

2, 73000 96 
2. 66084 07 
2, 59249 39 
2. 52505 44 
2, 45859 58 

2. 39318 14 
2, 32886 49 
2. 26569 11 
2. 20369 72 
2. 14291 32 

2. 08336 24 
2, 02506 27 
1. 96802 64 
1. 91226 13 
1. 85777 09 

1. 80455 50 
1. 75261 00 
1. 70192 94 
1. 65250 41 
1, 60432 26 

1. 55737 16 
1. 44527 36 
1. 34049 21 
1. 24271 21 
1. 15159 40 

1, 06678 48 
o. 98792 73 
0, 91466 65 
0, 84665 46 
o. 78355 46 

o. 72504 25 
o. 67080 91 
0, 62056 06 
o. 57401 95 
o. 53092 40 

0. 45410 32 
o. 38831 56 
o. 33200 75 
o. 28383 23 
o. 24262 75 

o. 20739 21 
0, 17726 58 
o. 15151 09 
0, 12949 50 
0, 11067 62 

o. 09459 10 
o. 08084 29 
o. 06909 25 
o. 05904 97 
0, 05046 65 

o. 04313 08 
o. 03686 13 

o. 00000 00 

[<-:ll] 
For a= 1: !72 = -4w4, !73 =0, rRe1 =0, !le1 =w2, �2 =7r(2, ��fi = -1r:2. 

�2= r(l) 

1. 57079 63 
1. 53091 63 
1. 49282 30 
1. 45647 87 
1. 42184 01 

1. 38885 99 
1, 35748 74 
1. 32766 96 
1. 29935 18 
1. 27247 81 

1. 24699 24 
1. 22283 82 
1. 19995 95 
1. 17830 09 
1. 15780 77 

1, 13842 65 
1. 12010 52 
1. 10279 31 
1. 08644 09 
1. 07100 10 

1. 05642 75 
1. 04267 61 
1. 02970 43 
1. 01747 14 
1. 00593 83 

o. 99506 76 
o. 98482 36 
o. 97517 21 
o. 96608 09 
o. 95751 90 

o. 94945 69 
o. 93130 88 
o. 91571 53 
o. 90232 74 
o. 89084 07 

o. 88099 10 
o. 87254 91 
0, 86531 67 
o. 85912 29 
o. 85382 00 

o.  84928 11 
o. 84539 69 
0. 84207 37 
o. 83923 09 
o. 83679 93 

o. 83294 16 
o. 83012 09 
o. 82805 92 
o. 82655 25 
o. 82545 16 

o. 82464 72 
o. 82405 96 
o. 82363 03 
o. 82331 67 
o. 82308 77 

o. 82292 04 
o. 82279 82 
o. 82270 89 
o. 82264 37 
o. 82259 61 

o. 82256 13 
o. 82253 59 

o. 82246 70 

[<-:)3] 

For a= oo :  172= ... 4(12, 173=11"(216, rRe1 = -11'2/12, !Je1 =0, �2=wll/12, �2/i= oo. 
(w= l.85407 4677 is the real half-period in the Lemniscatic case 1 8.14.) 

For 4<a< oo, to obtain �2 use Legendre's relation �2 = ��2-1ri. 

�2/i = r(w2) (i 
-1. 57079 63 
-1. 58005 81 
-1. 58905 67 
-1. 59772 52 
-1. 60600 53 

-1. 61384 68 
-1. 62120 68 
-1. 62804 93 
-1. 63434 46 
-1. 64006 85 

-1. 64520 18 
-1. 64973 00 
-1. 65364 28 
-1. 65693 36 
-1. 65959 88 

-1. 66163 82 
-1. 66305 38 
-1. 66384 99 
-1. 66403 31 
-1. 66361 13 

-1. 66259 42 
-1. 66099 26 
-1. 65881 85 
-1. 65608 44 
-1. 65280 40 

-1. 64899 13 
-1. 64466 08 
-1. 63982 76 
-1. 63450 65 
-1. 62871 26 

-1. 62246 17 
-1, 60493 31 
-1. 58487 67 
-1. 56251 97 
-1. 53807 94 

-1. 51175 93 
-1, 48374 94 
-1. 45422 51 
-1. 42334 69 
-1. 39126 17 

-1. 35810 23 
-1. 32398 93 
-1. 28903 05 
-1. 25332 31 
-1. 21695 43 

-1. 14253 28 
-1. 06629 03 
-0. 98863 87 
-0. 90990 09 
-0, 83032 82 

-0. 75011 58 
-0. 66941 39 
-0, 58833 87 
-0. 50697 92 
-0, 42540 32 

-0, 34366 33 
-0. 26179 91 
-0, 17984 06 
-0. 09781 10 
-0, 01572 75 

+0. 06639 64 
+0, 14855 08 

00 

[<-:)3] 

To obtain the corresponding values of tabulated quantities when the real half-period W2 .. 1, 
multiply 172 by wz\ l73 by wz6, ei by w22 and � by Wz1• 



WEIERSTRASS ELLIPTIC AND RELATED FUNCTIONS 

INVARIANTS AND VALUES AT HAU'-PERIODS 
(Non-Positive Discriminant-Unit Real Half-Period) 

(l=wz/i u(1) u (w2) ji fllu(w') 
1. 00 1. 18295 13 1. 182951 o. 474949 
1. 02 1. 1 7091 79 1.  219157 o.  475654 
1. 04 1. 1 5 940 62 1. 255842 o. 476433 
1. 06 1. 14841 45 1. 292964 o. 477275 
1. 08 1. 13793 68 1, 330480 0. 478169 

1. 1 0  1. 12796 3 9  1 .  368342 o. 479107 
1. 12 1. 1 1 848 38 1. 406502 o. 480078 
1. 1 4  1, 1 0948 26 1 .  444910 o.  481074 
1 . 16 1, 1 0094 49 1. 483513 o. 482085 
1, 18 1. 09285 44 1. 522257 o. 483104 

1. 20 1. 08519 40 1. 561089 o. 484122 
l. 22 l. 07794 61 1 .  599952 o. 485132 
1. 24 1 .  07109 31 1. 638790 o. 486126 
1. 26 1. 06461 72 1. 6 77548 o. 487098 
1. 28 1. 05850 11 1, 716167 o. 488041 

1. 30 1. 05272 75 1. 754591 o. 488949 
1.  32 1. 04727 97 1 .  792765 a. 489817 
1. 34 1. 04214 12 1 , 830630 o. 490639 
1. 36 1. 03729 63 1 ,  868133 o. 491410 
1, 38 1. 03272 96 1. 905218 o.  492126 

1. 40 l. 02842 64 1. 941832 o. 492783 
1, 42 1. 02437 26 1. 977922 o. 493376 
1. 44 1. 02055 48 2. 013437 o. 493902 
1. 46 1.  01696 0 0  2. 048327 o. 494357 
1. 48 1. 01357 57 2. 082544 o. 494739 

1. 50 1. 01039 05 2. 116040 o. 495045 
1. 52 1.  00739 28 2, 148771 o. 495272 
1. 54 1, 00457 23 2, 180693 o. 495418 
1. 56 1.  00191 88 2. 2 1 1 766 o. 495480 1. 58 o. 99942 27 2. 241950 0. 495458 

1. 6 0  o. 99707 5 1  2. 271208 o. 495348 
1. 65 o. 99179 98 2. 340071 o. 494687 
1. 70 o. 98727 79 2, 402437 o. 493456 
1. 75 o. 98340 36 2. 457895 0. 491645 
1. 80 0, 98008 56 2,  506120 o. 489246 

1, 85 o. 97724 49 2. 546866 o. 486255 
1. 90 o. 97481 36 2. 579972 o. 482673 
1.  95 a. 97273 30 2. 6a5345 a. 4 1asa3 
2. 00 o. 97095 31 2, 622973 o. 4 73748 
2, 05 o. 96943 05 2, 632902 o. 468417 

2, 1 0  o .  96812 82 2. 635245 o. 462516 
2. 1 5  o .  96701 46 2. 630169 o. 456054 
2. 20 o. 96606 23 2. 617892 0. 449041 
2, 25 o. 96524 80 2. 598678 o. 441488 
2, 30 o. 96455 19 2. 572828 o. 433405 

2. 4 0, 96344 79 2. 502604 0, 415693 
2. 5 o. 96264 13 2. 410244 o. 395997 
2. 6 o. 96205 18 2. 299090 0, 374417 
2. 7 o. 96162 12 2. 172666 o. 351055 
2. 8 o. 96130 65 2. 034544 o. 326022 

2, 9 o. 96107 67 1. 888235 o. 299435 
3, 0 o. 96090 89 1. 737097 o. 2 71420 
3, 1 o. 96078 62 1.  584242 o. 242114 
3. 2 o. 96069 67 1. 432486 o. 211664 
3, 3 o. 96063 12 1. 284291 0, 1 80224 

3. 4 o. 96058 34 1. 141740 o. 147962 
3. 5 0, 96054 86 1, 006520 0, 1 15052 
3. 6 0, 96052 31 o. 879924 0, 0816 78 
3, 7 o. 96050 44 o. 762869 o. 048028 
3, 8 o. 96049 0 8  o. 655914 +0. 014297 

3. 9 0, 96048 09 o. 559298 -0. 019318 
4. 0 o. 96047 37 o. 472982 -0. 052618 

Q() o. 96045 40 o. 000000 o. 000000 t> = O [(-:)9] [(-:)3] [( -4
4)2] 

, 1 wz c w2) - c wz) 1 w =2+2' '':! = flJ 2+2- =''I> ''2= 0' (1) = -2flle , ,  �'-t 2+2 =2 (�2+�2) . 
For a= 1 :  u(1) = e11;'4jw, u(w2) =i•(1 1 ,  u(w' ) =elli8ei11"/4j2I/4w. 
For a= � : •(1) =2,#124 /11i u(wz) =0, u(w') =0. 
(w= L85407 4677 is the real half-period in the Lemniscatic case 18.14.) 

Table 18.3 

gu (w') 
o. 4 74949 
o. 483826 
o. 492792 
o. 501 851 
o. 511006 

o. 520259 
o. 529611 
o. 539064 
o. 548616 
o. 558268 

o. 568019 
o. 577866 
o. 587809 
o. 597843 
o. 607968 

o. 618179 
o.  6284 74 
o. 638850 
o. 649302 
o. 6 59828 

o. 6 70422 
o. 6 81082 
o. 691804 
o. 7 02582 
o. 713414 

o. 724295 
o. 735221 
o. 746189 
o. 757192 
o. 76a229 

o. 779295 
o. 807059 
o. 834917 
o. 862812 
o. 890687 

o. 918490 
o. 946170 
a. 9736aa 
l, 0 0 0975 
1. 028011 

1.  054750 
1. 0 81151 
1. 1 07179 
1. 1 32799 
1. 1 5 7978 

1. 2 06881 
1. 253647 
1. 2 98044 
1. 339858 
1. 3 78884 

l. 414929 
1. 447812 
1. 477367 
1. 503441 
1. 5 2 5899 

1. 544621 
1 .  5 59512 
1. 570495 
1. 5 77518 
1 ,  5 80552 

1. 579595 
1. 574671 

o. 000000 [(-fl5] 

To obtain the corresponding values of tabulated quantities when the real half-period 
w2 ;0l, multiply " by w2. 

683 



1 
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1 
1 
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1 
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1 1 
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1 1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 1 
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prepared at the Computation Laboratory of the National Bureau of Standards. 

I The University Mathematical Laboratory, Cambridge, England. (Prepared urder 
contract with the National Bureau of Standards.) 
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19. Parabolic Cylinder Functions 

Mathematical Properties 

19.1. The Parabolic Cylinder Functions 

Introductory 

These are solutions of the differential equation 

19.1 .1  
d2y 
dx2+ (ax2+ bx+c)y=O 

with two real and distinct standard forms 

19.1.2 

19.1.3 

The functions 

19.1 .4 

y(a, x) y(a, -x) y( -a, ix) y(-a, -ix) 
are all solutions either of 19.1.2 or of 19.1 .3 if any 
one is such a solution. 

Replacement of a by -ia and x by xelt,. converts 
19.1.2 into 19.1 .3. If y(a, x) is a solution of 19.1.2, 
then 19.1.3 has solutions : 

19.1.5 ' 

y( -ia, xeli") y( -ia, -xeli") 
y(ia , -xe-111r) 

Both variable x and the parameter a may take 
on general complex values in this section and in 
many subsequent sections. Practical applirations 
appear to be confined to real solutions of real equa
tions ; therefore attention is confined to such solu
tions, and, in general, formulas are given for the 
two equations 19.1.2 and 19.1.3 independently. 
The principal computational consequence of the 
remarks above is that reflection in the y-axis 
produces an independent solution in almost all 
cases (Hermite functions provide an exception) , 
so that tables may be confined either to positive 
x or to a single solution of 19.1.2 or 19.1.3. 

The Equation ��-G x2+a) y=O 

19.2. Power Series in x 
Even and odd solutions of 19.1.2 are given by 

686 

19.2.1 

19.2.2 

19.2.3 

Y2=xe-l•2M(�a+!, t, tx2) 

=e-tx2{x+ (a+�) �+(a+!) (a+f) �;+ . . } 
19.2.4 

these series being convergent for all values of x 
(see chapter 13 for M(a, c, z) ) . 

Alternatively, 

19.2.5 

19.2.6 

in which non-zero coefficients an of xn /n! are 
connected by 

19.2.7 
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19.3. Standard Solutions 

These have been chosen to have the asymptotic 
behavior exhibited in 19.8. The first is Whit
taker's function [19.8, 19.9] in a more symmetrical 
notation. 

19.3.1 

U(a, x) =D-a-t(x) =cos11'(t+ta) ·Y1 
-Sin11'(t+ta) ·Y2 

19.3.2 

V(a, x) 
r
(!�

a) 
{ sin 11'(t+ta) .Y1 

+cos 11'(t+ta) ·Y2 } 

in which 

1 r(!-!a) esc 7l'(l + !a) 19.3.4 Y2= �ti 2ta-i Y2=� 
2ta-t r (t + !a) Y2 

19.3.5 

� U(a, 0) 
2taHr (!+ !a) 

19.3.6 

U'(a,  O) 

2ta+t s1·0 ( 1 1 ) 
V'( O) 71' 4 - 2a a, 

r (t-!a) 

In terms of the more familiar Dn (x) of Whit
taker, 

19.3.7 

19.3.8 

V(a, x) =.!_ r (t+a) { sin 71"a·D-a-t(x) +D-a-t ( -;�) } 
71' 

19.4. Wronskian and Other Relations 

19.4.1 

19.4.2 

W {U, V} =.J2f,r 

71' V (a, x) r (t+a) { sin 71"a·U(a, x) +U(a, -x) }  

19.4.3 

f(!+a)U(a, x)=11' sec2 1l'a { V(a, -x) 
-sin 1l'a·V(a, x) } 

19.4.4 

���==-:-_:;���='- y1 =2 sin 71'(t+ta) .Y1 
=U(a, x) +U(a, +x) 

19.4.5 

__ __:_;; __ ��-=-··"'---"--'- Yz = 2  cos 11'(i+�a) ·Y2 
=U(a, x) -U(a, -rx) 

19.4.6 

f;i;rU(-a, ± ix) = 
r (t+a) { e- t  .. <!•- l'U (a , ± x) -t e t.-<ta-l1U(a, =Fix) } 

19.4.7 

.,[2;rU(a, ± x) = 

r(t-a) { e- t,.qa+llU(-a, ± ix) -te t  .. <ta+t'U( -a, =F �x)} 

19.5. Integral Representations 

A full treatment is given in [19. 1 1 ]  section! 4 .  
Representations are given here for U(a, z )  01}ly ; 
others may be derived by use of the relations gi ve h in 
19.4. ; 

19.5.1 U(a, z) 

19.5.2 

where a and {3 are the contours shown in Fig-Qres 
19.1 and 19.2. 

When a+ !  is a positive integer these integtals 
become indeterminate ;  in this case 

S P L A N E t P L A N � 
a 

FIGURE 19.1 FIGURE 19.2 
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19.5.5 

19.5.6 e ei•• ezs+i•� s-a-ids 
- (a-ilrt f 
-/hi '4  

where e, e3 and e4  are shown in Figures 19.3 and 
19.4. 

19.5.7 

FIGURE 19.3 
-i .. <arg a<!.-

S P L A N E  S PL.A N E  

FIGURE 19.4 
On •• !.-<arg a<i .. 

On •• -;.-<arg a<-!--

U(a, z) r(!-!�) f et'21 (1+ t)ia-t(1- t) -la-tdt 
2ia+!11'1 J (til 

19.5.8 

19.5.9 
U(a, z) 

ir(t-!a) r l ze-t••t (1+ t) -ia-i(l- t)ia-ldt 
2iaH11' J (�ll "2' 

The contour �1 is such that (! z2+v) goes from 
coe-t .. to coe1 .. while v=lz2 is not encircled ; 
(lz2-v)-!a-t has its principal value except pos
sibly in the immediate neighborhood of the 
branch-point when encirclement is being avoided. 
Likewise 711 is such that (!z2-v) goes from coe1" 
to coe-1 .. while encirclement of v=- !z2 is simi
larly avoided. The contours (ri) and (711 ) may be 
obtained from �1 and 771 by use of the substitution 
v=!z2t. 

The expressions 19.5.7 and 19.5.8 become inde
terminate when a=j-, i, Jj, . . .  ; for these values 

19.5.ll 

U(a, z) 1 i"' ---;-:;--.,.---;--'7" ze- lz2 e -. sia -1 ( z2 + 2s) -!a -tds r (i+!a) 0 

Again 19.5.9 and 19.5.10 become indeterminate 
when a=t, !, }, . . .  ; for these values 

19.5.12 

Barnes-Type Integrals 

5 U( )=e-lx2 -a-if+<»t r (s) r (i+a-2s) ( (7)2 ) 2'ds 19 • •  13 a, z 211'i z _., 1 r (!+a) -v..,
z 

where the contour separates the zeros of r (s) from those of r (a+!-2s) . Similarly �2 eh2 J+<»t r(s) r (!-a-2s) 19.5.14 V(a, z)= - -. za-i (...j2z)2' cos 811' ds 11' 211't - a> l  r et-a) ( \arg z\<t'll') 

19.6. Recurrence Relations 

19.6.1 U' (a, x)+!xU(a, x)+ (a+t)U(a+1 , x)=O 
19.6.2 U' (a, x)-!xU(a, x)+U(a-1 ,  x)=O 
19.6.3 2U'(a, x)+U(a-1 , x)+(a+!)U(a+I ,  x)=O 
19.6.4 xU(a, x)-U(a-1 , x) + (a+!)U(a+1 ,  x)=O 

These are also satisfied by r (!-a)V(a, x) . 
19.6.5 V'(a, x)-!xV(a, x)- (a-!)V(a- 1 , x)=O 
19.6.6 V' (a, x)+!xV(a, x)-V(a+ I , x)=O 

19.6.7 

2V' (a, x)-V(a+I , x)- (a-!)V(a- 1 , x)=O 
19.6.8 

xV(a, x)-V(a+ 1 , x)+ (a-t)V(a- l , x)=O 
These are also satisfied by U(a, x)/r (!-a) 

19.6.9 y; (a, x)+!xy1 (a, x)= (a+!)y2(a+ 1 , x) 
19.6.10 y� (a, x)-!xy1 (a, x)= (a-!)y2(a- 1 ,  x) 
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19.6.U y;(a, x) +!xy2(a, x) =y, (a+ 1 , x) 

19.6.12 y�(a, x) - !xy2 (a, x)=y1 (a- 1, x) 

Asymptotic Expansions 

19.7. Expressions in Terms of Airy Func1tions 

When a is large and negative, write , for 
O�x< ao 

19.7.1 

r= - (-!113) 1 

11a=t fe\11-ids=t arccos �-t�·JI �2 (�� 1) 

19.7.2 

r= + (-!112) 1  

r � - ,-112=t J 1 �s2-1ds=H-ve-1-t arccosh � 

Then for x� 0, a-o.- oo 

19.7.3 

U(a, x) "'2-i-tap (t-ta) (e t 1)
t Ai (t) 

19.7.4 

r (t-a) V(a, x) "'2-i-tar (t-ta) (e�1)l'Bi (t) 

Table 19.3 gives r as a function of �
See [ 19.5] for further developments. 

19.8. Expansions for x Large and a Moderate 

When x>> ia i 

19.8.1 

U(a, X) "-' e - ix2x-a-t { 1 (a+t) (a+!) 
2x2 

+ (a+t) (a+!) (a+!) (a+t) . . .  } 
2 .  4x4 

19.8.2 

(x-o. + oo ) 
These expansions form the basis for the choice of 
standard solutions in 19.3. The former is valid 
for complex x, with Jarg x l <!w-, in the complete 

sense of Watson [ 19.6) , although valid for a "*ider 
range of Jarg x i  in Poincare's sense ; the sepond 
series is completely valid only for x real and posi
tive . 
19.9. Expansions for a Large With x Mod,rate 

(i) a positive 

When a> >x2, with p={a, then 

..J'lr 19.9.1 U(a, x) 2!aHr (t+!a) exp ( -px+v,) ! 

..J'lr 19.9.2 U(a,-x) 2ta+ir (t+!a) exp (px+v2) 

where 

19.9.3 ·H!x)3 (!x)2 !x- � (!x) s  v, , V2"-' =f �- (2p)2 =f (2 )3 
2 (!x)4 (¥!x) 3-t(!x) 1 + (2p) 4 ± (2p) 5 

+ . . .  

(a-o.+ oo ) 
The upper sign gives the first function, and the 
lower sign the second function. 1 

(ii) a negative 

When -a> >x2, with p=..J-a, then 

19.9.4 
U(a, x) +ir (t-a) · V(a, x) 

where 

19.9.5 

H!x)3 !x+H!x)s  ¥(!x)3-t(!x) 7- . ' . 
Vt "-' -� + (2p)3 + (2p) 5 r 

(a-o.+- oo ) 
Further expansions of a similar type willl be 
found in [ 19. 11 ] . 

19.10. Darwin's Expansions 

(i) a positive, x2+4a large. Write 

19.10.1 X=�x2+4a 
rx x+X 

8=4a111 (x/2{a) =i J o Xdx=i-xX+a ln 2-ra, 1 

=� �x2+4a+a arcsin* 2-ra 
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(see Table 19.3 for 1?1), then 

(27r) 1/4 
19.10.2 U(a, x) ..j exp { -O+v(a, x) } 

r(�+a) 
(27r)l/4 

19.10.3 U(a, -x) ..j exp {O+v(a, -x) } 
r (!+a) 

where 

19.10.4 

v(a, x) '"""'-t ln X+ :L: ( - 1) 'd3,/X3" 
8= 1 

and d3, is given by 19.10.13. 
(ii) a negative, x2+4a large and positive. Write 

19.10.5 

0=4lalt?2(x/2.../fal)=t fx _ Xdx=txX +a ln x2.../
+
l 
X

I J2.V1a1 a 
X =tx..Jx2-4!a! +a arccosh 2...;
\al 

(see Table 19.3 for 1?2) , then 

..jr (!-a) } 19.10.6 U(a, x)=(27r) 114 exp { -0-j-v(a, x) 

19.10.7 
2 V(a, x) (21r) 114..jr (t-a) exp { O+v(a, -x) } 

where again 

19.10.8 

v(a, x) '"""'-t ln X+� ( -l) 'd3,/X3" 
s = I  

and d3, is given by 19.10.13. 
(iii) a large and negative and x moderate. Write 

19.10.9 Y =..J4!a! -x2 

0=4lal t? 4(x/2..Jial ) 

=! fx Y dx=txY + Ia I arcsin 2_ �_c_ Jo � 1 a 1 

(see Table 19.3 for t?4=}1r-t?3) , then 

19.10.10 

19.10.11 

V(a, x)= 

where 

In each case the coefficients d3, are given by 

19.10.13 

d _]_( __ 7_ 9 _ __]_ 7_� 2 5 9-a3 5760 x 320 ax 320 a x  

See [ 1 9. 1 1 ] for d15, • . • , d24, and [ 19 .5 ]  for an 
alternative form. 

19.ll. Modulus and Phase 

When a is negative and lx i<2..Jj(if the func
tions U and V are oscillatory and it is sometimes 
convenient to write 

19.11.1 U(a, x)+ir(!-a)V(a, x)=F(a, x)eixta.zl 

19.ll.2 U' (a, x)+ir (!-a)V' (a, x)=-G(a, x)et.yta, x> 

Then, when a< 0 and la l> >x2, 
19.ll.3 

where v,, V; are given by 19.9.5 and p=...j -a. 
Alternatively, with p=..Jraf, and again -a> >x2, 
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19.11.5 

19.11.6 

19. ll.7 

Again, when x2+4a is large and negative, with 
Y = .J4Ja l -x2, then 

19.11.8 

where 0, v, and v1 are given by 19.10.9 and 
19.10.12. 

Another form is 

19.11.9 

F,..., 2.Jr(!-a) (I +_l_ +5a + 621 + ) (27r) l.JY 4Y4 P 32P . . .  
(x2+4a_,- ex:> )  

19.U.10 

.JY .Jr (j-a) ( 5 7a 835 ) 
0"' (21r)i 1 -4P-P-32P- . . . 

(x2+4a_,. - oo ) 
while if; and X are connected by 

19.ll.ll 
1 x ( 47 214a 14483 ') 1/1-X"' -211"-ys 1 +6p+ 3P + 40ys + ' '  · , 

(x2+4a-i>-- CXl 1 

Connections "With Other Functions 

19.12. Connection With Confluent Hypergeo
metric Functions (see chapter 13) 

19.12.1 

19. 12.3 

{7f2-l-!ae -ix2 
U(a, ±x) =-r (!+ !a)- M(ta+t, t, tx2) 

.f,r2l-!axe -;x2 
=f r (l+la) M(ta+t, �' -}x2) 

19. 12.4 

U(a, x) =2-l-!ae-lx2U(!a+t, !, !x2) 
=2-t-!axe-ix2U{ta+! ,  � '  !x2) 

Expressions for V(a, x) may be obtained from 
these by use of 19.4.2. 

19.13. Connection With Hermite Polynorpials 
and Functions 

When n is a non-negative integer 

19.13.1 

19.13.2 

V(n + t, x) .J2/1relx2He�(x)= 2 -!neix2H� (x/-J2) 
in which Hn (x) and Hen(x) are Hermite poly
nomials (see chapter 22) while 

19.13.4 H�(x) 

This gives one elementary solution to 19.1.2 when
ever 2a is an odd integer, positive or negative . 

19.14. Connection With Probability Integrals 
and Dawson's Integral (see chapter 7) 

If, as in [ 19 . 10] 

19.14.1 

19.14.2 

Hhn (X) = i"' Hhn-1 (t)dt= (l/n!) i"' (t-x) ne-112dt 

(n � O) 
then 

19.14.3 (n;?:.- 1 )  
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Correspondingly 

19.14.4 

and 

Here V( -!, x) IS closely related to Dawson's 
integral 

These relations give a second solution of 19.1.2 
whenever 2a is an odd integer, and a second solu
tion is unobtainable from U(a, x) by reflection in 
the y-axis. 

19.15. Explicit Formula in Terms of Bessel 
Functions When 2a Is an Integer 

Write 

19.15.1 

19.15.2 

where the argument of all modified Bessel func
tions is lx2• Then 

19.15.3 U(l , x) =27r-t (tx) l (-Kl+Kt) 

19.15.4 U(2, x)=2 · i7r-t (jx)! (2Kl-3Kt+Kt) 

19.15.5 

U(3 , x) =2 · i · i1r-t(jx) ' (-5Kt+9Kt-5Ki+Ki) 

19.15.6 V(1 ,  x) =H!x)> (ft-Jit) 

19.15.7 V(2,  x) = !(!x)t (2ft-3A +A) 

19.15.8 V(3,  x) = H!xF(5ft-9Jt1+5Jit-A) 

19.15.9 

19.15.10 

19.15.ll 
1 

U(O, x) =7r-t (tx)!Kt 

U(- 1 , x) =7r-l (!x)" (Kl+Kt) 

U(-2, x) =7r-i (tx)! (2Kl+3Kt-K.t) 

19.15.12 

U( -3 ,  x) =7r-i (!x)f (5Kt+9Kt-5Kt-K�) 

19.15.13 V(O, x) = !(!x)l,A 

19.15.14 V(-1 ,  x) = (!x)� (ft +Jii) 

19.15.15 V(-2,  x) =i(!x)! (2,A+3A-.ft) 

19.15.16 

V( -3,  x) = i  · i C!x) '(5Jit +9._!i-5.ft- ft) 

19.15.17 U(-j,  x) = �2/7r(tx)Kt 

19.15.18 U(-!, x) = .J2i;(tx)22K1 

19.15.19 U(-t, x) = {2Fr(tx)3 (5K;-K�) 

19.15.20 

19.15.21 

V(!, x) = (!x) Cit+Lt) 

V(J, x) = (!x)2 (2lt +2Lt) 

19.15.22 V(-�, x) = (!x)3 (5lt+5Lt-li-L;) 

The Equation d2y +(! x2-a) y= O 
dx2 4 

19.16. Power Series in x 

Even and odd solutions are given by 19.2.1 to 
19.2.4 with - ia written for a and xelir for x; 
the series involves complex quantities in which the 
imaginary part of the sum vanishes identically. 

Alternatively, 

19.16.1 

8 10 

+ (a4- l la2+¥) �+ (a5-25a3+�) �0!+ . . .  
19.16.2 

in which non-zero coefficients an of xn/n! are 
connected by 

19.16.3 

19.17. Standard Solutions (see [ 19 .4] ) 

(cosh 1ra)l r<l 19.17.1 W(a,± x) 2-./1r (GIYI -=f-v2G3y2) 

19.17.2 

where 

G3= 1 r Ct+iia) l 
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At X=O, 

1 \r (t+ tia) j! 1 {lh 
19.17.4 W(a, 0) =2i r (i+tia) =2i 'V G;  
19.17.5 

W' ( 0) = -! jr (!+ !ia) j t a, 21 r (i+ tia) 

Complex Solutions 

19.17.6 E(a, x) =k-lW(a, x)+ iklW(a, -x) 

19.17.7 E*(a, x)=k-!W(a, x) -iklW(a, -x) 

where 

19.17.8 k= �l + e2""- e.-a 

In terms of U(a, x) of 19.3, 

with 

19.17.10 

where the branch is defined by </>2= 0  when a=O 
and by continuity elsewhere. 

Also 

19.17.11 

�21rU(ia, xe- l�>) =r a-ia) { e!.-a- tt.-U( -ia, xe't1") 

+ e-i.-aHt"U(-ia, -xe tt.-) } 

19.18. Wronskian and Other Relatiom. 

19.18.1 

19.18.2 

W { W(a, x), W(a,-x) } = l  

W { E(a, x), E*(a, x) } = - 2·i 

19.18.3 �1 + e2'"aE(a, x) = e .. aE*(a, x) +iE*(a, --x) 

19.18.4 E*(a, x) = e -H<P,+t.->E( -a, ix) 

19.18.5 

�r (!+ia)E*(a, x) = e -ttr�r (!- ia)E( -a, i.x) 

19.19. Integral Representations 
I 

These are covered for 19.1.3 as well as for 
19.1.2 in 19.5 (general complex argument) .  

Asymptotic Expansions 

19.20. Expressions in Terms of Airy Functions 

When a is large and positive, write, for 0 .$;l< oo 

t= (4a)fr 

19.20.1 

r=- (!�3) i 

19.20.2 

r= + (i-�2)!  

�z=t i£ �82- 1ds=H �e- 1 -.f arccosh � 

Then for x>O, a�+ oo 

19.20.3 

(�;::: 1 )  

( t )l 0 • W(a, X) "' -#(4a) -ie-t"a �2=I B 1(-tj 

19.20.4 

W(a, -x) ,...., z-#(4a) -iel .. a (e�1y Ai(- t� 

Table 19.3 gives r as a function of �- See 
[19.5] for further developments. 

19.21. Expansions for x Large and a Mod¢rate 

When x>>fa [ , 

19.21.1 

E(a, x) ='V21X exp { i (!x2-a ln x+ !<t>z + itr) } s {a, x) 

19.21.2 

W(a, x) = �2k/x { s1 (a, x) cos (ix2-a In x+t11'+:#z) 
-82(a, x) sin (ix2-a ln x+i11' + !<1>2) } 

19.21.3 

W(a,-x) = �2/kx { 81 (a, x) sin (ix2-a ln x+ !tr+ !ct>2) 
+�2 (a, x) cos (ix2-a ln x+ ttr+ tct>z) } 

where cp2 is defined by 19.17.10 and 

19.21.4 

19.21.5 

19.21.6 

s(a, x) =s1 (a, x) +is2(a, x) 

I 

Uz V4 u6 Vs 
82(a, x) "' - 1 !2x2-2!22x4+3!23x6+ 4 !24x8- · ' • 

with 
(x�t oo ) 
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19.21.7 u,+ iv,=r(r+!+ia)jr(!+ia) 
or a> • r (2r+!+ia) 1 
19.21.8 s(a, x) "'� ( -�) ' r (!+ia) 2'r!x2' 
19.22. Expansions for a Large With x Moderate 

(i) a positive 
When a> >x2, with p={a, then 

19.22.1 W(a, x) = W(a, 0) exp ( -px+v1) 
19.22.2 W(a,-x) =  W(a, 0) exp (px+v2 ) 
where W(a, 0) is given by 19.17.4, and 

19.22.3 

The upper sign gives the first function, and the 
lower sign the second function. 

(ii) a negative 
When -a>>x2, with p=.J- a, then 

19.22.4 
W(a, x)+iW(a, -x) 

=.J2W (a, 0) exp { v,+i(px+i1r+v;) } 
where W(a, O) is given by 1�.17.4, and 

19.22.5 

(tx)2 2 (tx)4 9(tx)2+¥ (tx)6 
V,"-'- (2p) 2+ (2p)4 (2p)6 + . . .  

i(tx)3 tx+Htx)5 ¥(tx)3+Htx)1 
V;"-'� (2p)3 + (2p)5 

- · · · 

(a�- co ) 
Further expansions of a similar type will be found 
in [19.3] . 

19.23. Darwin's Expansions 

(i) a positive, x2-4a> >o 
Write 

19.23.1 

X=�x2 4a 8=4a{}2(xf2-.ja) =t fx _ Xdx J2.Va 
=txX-a ln x+X 

2-.ja 

=tx.Jx2 4a-a arccosh � 2-.ja 

(see Table 19.3 for {}2) , then · 

19.23.2 W(a, x) = {2Tce•r cos (i7r+8+v1) 

19.23.3 W(a, -x) = .J2lke•r sin (i7r+8+v1) 
where 

and d3, is given by 19.23.12. 

(ii) a positive, 4a-x2> >o 
Write 

19.23.5 

Y= .J4a-x2 

=t fx y dx=txY +a arcsin ___::___ Jo 2{a 

(see Table 19.3 for {}4=t7r-{}3) , then 

19.23.6 W(a, x) =exp { -8+v(a, x) } 

19.23.7 W(a, -x) =exp { O+v(a, -x) } 

where 

19.23.8 
1 d3 d6 dg v(a, x) "' -2 ln Y +ys+y6+p+ · · · 

(x2-4a�- co ) 
and d3, is again given by 19.23.12. 

(iii) a negative, x2-4a> >o 
Write 

19.23.9 

8=4lal{}l (x/2�[a[) =t ix Xdx 

x+X =txX -a ln 2 . �TnT  
� 1 a 1 

=tx.Jx2+4lal - a arcsinh 2 � 
v 1 a 1 

(see Table 19.3 for {}1) then 

19.23.10 W(a, x) = .J2ke"• cos (i?r+8+v1) 

19.23.11 W(a, -x) = .J2/ke• • sin (p+ll+v1) 
where v, and v1 are again given by 19.23.4. In 
each case the coefficients d3, are given by 
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19.23.12 

d =_!_ (-7- 9 _ _]_ 7+� 2 5+31 3 3 
4 

) 
9 aa 5760 x 320 ax 320 a x  12 a x +19a x 

153 d12=- x4+ 186ax2+80a2 8 

See [19.1 1 ] for d15, . . . , d24, and [19.5] for an al
ternative form. 

19.24. Modulus and Phase 

When a is positive, the function W(a, :r) is 
oscillatory when x< -2..,!a and when x>:?·o/ii; 
when a is negative, the function is oscillatory for 
all x. In such cases it is sometimes convenient 
to write 

19.24.1 

k-!W(a, x) +ik!W(a,-x) =E(a, x)=Fe 1x 
19.24.2 

k-i dW(a, x) +iki dW(a,-x) 
dx dx 

Then, when x2> >Ia / ,  

19.24.3 

(x>O) 

(x>O) 

F"' /� (t +�+ 10a2-3+30a3-47a+ 
1 

'V x x2 4x4 4x6 • • ) 
19.24.4 

19.24.5 

G---- /� (1-�-6a2-5 _14a3-63a 'V 2 X2 4x4 4x6 

19.24.6 

. . .) 
y,.- Ix2-a ln x+# _ Ln+ 4a2+5+4a3+29a+ T 2 T 8x2 8x4 . . .  

where cf>2 is defined by 19.17.10. 

When a<O, /a />  >x2 

19.24.7 F-v.J2W(a, O) e•r 

where v, is given by 19.22.5 with p=-J-a. Also 

19.24.8 

1 ( x2 -ix4+8 125x6+152x2 i ) F"' .Vp 1- (4p)2+ (4p) 4  (4p)s + . . ; 

19.24.9 

x"' 1.11+ 1 + _11" __ 5 + 'fx -,-x ( 2x2 2x4+ 16 4 6+ 2 s s  2 
T 

px (4p)2  (4p)4 (4p) 6 
19.24.10 

G"'{P (1 +_£__!x4+8 +�x6+168x2 
p (4p)2  (4p)4 (4p)6 

19.24.ll 
. .  ·� 

' . . ) 
Again, when a<O, x2-4a»O, with X=.Jx2+t/a \ .  

then 

19.24.12 F"'.J2e•, X=t1i'+O+v1 
where 0, v, and v1 are given by 19.23.4 and 19.2�.9. 

Another form also when a>O, x2-4a-H<> is ! 

while Y,. and X are connected by 

19.24.15 

19.25. Connections With Other Functionr 
Connection With Confluent Hypergeometric and B1ssel 

Functions 
19.25.1 

W(a, ±x)=2-i { ��: H( -!, ta, tx2) 

± �2�3 xH ( -t, ta, tx�)} 
where 

19.25.2 
H(m, n, x) =e- 1z1F1 (m+ l-in; 2m+2 ; 2ix) l 

19.25.3 

19.25.4 

=e- tzM(m+ 1-in, 2m+2,  2ix) 1 

W(O, ± x) =2-1.V11'x{J -t(!x2) ±Jt(lx2) } (x2:p) 
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19.25.5 fx W(O, ± x) = -2-tx.J?i=X { Jt(!x2) ±J _1(!x2) } 

(x�O) 
19.26. Zeros 

Zeros of solutions U(a, x) , V(a, x) of 19.1.2 occur 
only for lx l<2-v'-a when a is negative. A single 
exceptional zero is possible, for any a, in the gen
eral solution ; neither U(a, x) nor V(a, x) has such 
a zero for x>o. 

Approximations may be obtained by reverting 
the series for 1/1 (or X for zeros of derivatives) in 
l9.ll , giving 1/1 (or x) values that are multiples of 
t1r, odd multiples for U(a, x) , even multiples for 
V(a, x) . Writing 

a= (ir- !a-!)11' 

as an approximation to a zero of the function, or 

iS= (!r- ta+ t)11' 

as an approximation to a zero of the derivative, 
we obtain for the corresponding zero c or c', with 
-a=p2 the expressions 

��+2a3-3a+52a5-240a3+315a+ 19.26.1 c � 
p 48p5 7680p9 • • •  

1 ��+2!S3+313+52i35+280/33-285/3+ 19.26.2 c � 
p 48p5 7680p9 . . .  

These expansions, however, are of little value 
in the neighborhood of the turning point x=2-v' a. 
Here first approximations may be obtained by 
use of the formulas of 19.7. If an (negative) is a 
zero of Ai(t) , the corresponding zero c of U(a, x) 
is obtained approximately by solving 

19.26.3 
� (-a ) !  

�3=t { arccos �-fyJ. -�- }  = 6lai 
c=2-vfal� 

This may be done by inverse use of Table 19.3. 
For a zero o£ V(a, x) , an must be replaced by bn, 
a zero of Bi(t) . For further developments see 
[19.5] .  

Zeros of solutions W(a, x) , W(a, -x) of 19.1.3 
occur for !x l>2v'li when a is positive; the general 
solution may, however, have a single zero between 
- 2-Ja and + 2-J(i. If a is negative, zeros are 
unrestricted in range. 

Approximations may be obtained by reverting 
the series for 1/1 (or X) in 19.24. With -a=p2 , 
a= (ir- !)11', !S= (tr+ t) 11', r � O  being an odd 

integer for W(a, x) or its derivative, or an even 
integer for W(a,-x) or its derivative, the zeros 
± c, ± c' have expansions 

When x is large and a moderate, we may solve 
inversely the series 19.24.4 or 19.24.6 with 
a=! (r1r-j1r-q,2) , !3=! (r1r+ !1r-q,2) , r odd or even 
as above; the presence of the logarithm makes it 
inconvenient to revert formally. 

The expansions 19.26.4 and 19.26.5 fail when x 
is in the neighborhood of 2.Jlal. When a is 
positive, a zero c of W(a,-x) is obtained approxi
mately by solving 

19.26.6 

, 1- (-an)i 
�2=-! the- 1-arccosh � } =6(t 

c=2Fi� 

with the aid of Table 19.3. For a zero of W(a, x) 
we replace an by bn. When a is negative we solve, 
again with the aid of Table 19.3, 

19.26.7 

�1=t {�.Je+1+arcsinh � } (n-t)1T 
4Jal 

c=2-vfal� 

where n = 1, 2, 3, . . . for an approximate zero 
of W(a, - x) ,  and n=t, !, i, . . .  for an approxi
mat(l zero of W(a, x) . Further developments are 
given in [ 1 9.5 ] .  

Any of the approximations to zeros obtained 
above may readily be impi·oved as follows: 

Let c be a zero of y, and c' a zero of y', where y 
is a solution of 

19.26.8 y" -Iy=O 

Here I =a± tx2, I'= ±  !x, I' '= ± !; the method is 
general and the following formulae may be used 
whenever I' "=O. Then if -y, -y' are approxima
tions to the zeros c, c' and 

19.26.9 u=y(-y)fy'(-y) v=y' (-y') /Py(-y') 

with I=I(-y) or I=I(-y') respectively, then 
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19.26.10 

C"''Y-u--§-lu3+·hJ'u4 

- (-hl" +!f2)u5 +H-Il'u6 + .. 
19.26.11 

y' (c) -y' ('Y) { 1 -! /u2+ltl'u3 

- (-hi" +tf2)u4+-io1I' us+ .. .. ..  } 
19.26.12 

c' "''Y1 -Iv-tfl'v2+ Cltf2J" -tll'2-lf4)if 

+ (-hf2J' !" -Vl'a--&f4l')v4+ 

19.26.13 

y(c') -Y('Y') { 1 -tf3�-i-J3/'if 

- (tf3J'2-fi/4/" +tf6)v4+ . . .  } 

The process can be repeated, if necessary, uBing 
as many terms at any stage as seems convenient. 

Note the relations, holding at zeros, 

19.26. 14 

19.26.15 

19.26.16 

19.26.17 

U' (a, c) = - .J'iFifV(a, c) 

V' (a, c') =.fif;/U(a, c')  

W ' (a, c) = -1/W(a, -c) 

W(a, c') = 1/ {dd W(a, -x) } =- 1/W'(a, --c') X x-c' 
19.27. Bessel Functions of Order ± i, ± i as 

Parabolic Cylinder Functions 

Most applications of these functions refer to 
cases where parabolic cylinder functions would be 
more appropriate. We have 

2i 
19.27.1 J±l(ix2) = 1- { W(O , -x) =t=W (O, x) } -y1rX 

-2• 
19.27.2 J±t (tx2) = .t= {W (O, x) ± W (O, -x) } X-y1rX ' 

Functions of other orders may be obtaine4 by 
use of the recurrence relation 10.1.22, which fere 
becomes 

19.27.3 tx2J.+ , (tx2) -2vJ.(ix2) +tx2J._ , (tx2) t=O 

Again 

19.27.4 Ll(tx2) + h(tx2) =Jx V (0, x) 

19.27.5 

.J2 Kt(tx2) =Ll(tx2) -ll (tx2) = 12 U(O, x) 1r -y1rX 

19.27.7 

4 d 
=-

x.fiX dx U(�, x) 

As before, Bessel functions of other orders mat be 
obtained by use of the recurrence relation 10.21.23, 
which here becomes 

· 

19.27.8 ix2 1.+1 (ix2) +2vl.(ix2) -ix2 1>-I  (tx2) =� 

19.27.9 ix2K.+I (ix2) -2vK.(ix2) -ix2K._ , (ix2) 1= 0 

Numerical Methods 

19.28. Use and Extension of the Tables 

For U(a, x) , V(a, x) and W(a, x) , interpolation 
x-wise may be carried out to 5-figure accuracy 
almost everywhere by using 5-point or 6-point 
Lagrangian interpolation. For Ia I � 1 ,  compa
rable accuracy a-wise may be obtained with 5- or 
6-point interpolation. 

For ia l> 1 ,  U(a, x) and V(a, x) may be obtained 
by use of recurrence relations from two values, 
possibly obtained by interpolation, with Ja l :� 1 ;  
such a procedure is not available for W(a, . :J:x) , 
la i> L 

In cases where straightforward use of the a-wise 
recurrence relation results in loss of accuracy by 
cancellation of leading digits, it may be worth 
while to remark that greater accuracy is usuaJly 
attainable by use of the recurrence relation in the 

reverse direction, from arbitrary starting vjues 
(often 1 and 0) for two values of a some hat 
beyond the last value desired. This is because the 
recurrence relation is a second order homogen1ous 
linear difference equation, and has two i de
pendent solutions. Loss of accuracy by cane lla
tion occurs when the solution desired is diminis ing 
as a varies, while the companion solution is i in
creasing. By reversing the direction of prog ess 
in a, the roles of the two solutions are in er
changed, and the contribution of the desired s lu
tion now increases, while the unwanted solu ion 
diminishes to the point of negligibility. By st rt
ing sufficiently beyond the last value of a for w ich 
the function is desired, we can ensure that the 
unwanted solution is negligible hut, because the 
starting values were arbitrary, we have an �n-
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known multiple of the solution desired. The com
putation is then carried back until a value of a 
with Ia I :::; 1 is reached, wh�n the precise multiple 
that we have of the dasired solution may be deter
mined and hence removed throughout. Compare 
also 9.12, Example I. 

Example l. Evaluate U(a, 5) for a = 5 ,  6, 7, 
. , using 19.6.4. 

(a+ !) U(a+ 1, x) +xU( a, x) U(a - 1, x) = 0  

a Forward Backward Final Values 
Recurrence Recurrence 

3 ( - 6 )  5. 2847* ( 12) 1. 59035 ( - 6 )  5. 2847** 
4 ( - 7 )  9. 172* ( 1 1 )  2. 76028 ( - 7 )  9. 1724 
5 ( - 7 )  1 .  5527 ( 10) 4. 67131 ( - 7 )  1 .  55227 
6 ( -8)  2. 5609 ( 9 )  7 .  72041 ( - 8 )  2 .  5655 
7 ( -9)  4. 1885 (9 )  1 .  24785 ( - 9) 4. 1466 
8 ( 10) 6. 2220 (8 )  1 .  97488 ( 10)  6. 5625 
9 ( - 10) + 1. 2676 ( 7 )  3. 06369 ( 10)  1. 01806 

1 0  ( "- 1 1 )  - 0. 1221 ( 6 )  4 .  66352 ( 1 1 ) 1. 5497 
1 1  ( 1 1 ) + 1. 2654 ( O )  697082 ( 12 )  2. 3164 
1 2  ( - 12) - 5. 6079 102444 ( 13)  3. 404 
13 ( - 12) + 3. 2555 14789 ( - 14 )  4. 91  
14  2 1 1 1  ( - 15 )  7. 01 
15 292 ( - 16 ) 9. 7 
16 42 
17  5 
18  1+ 
19 o+ 

*From tables. +Starting values. 
**This value was used to obtain the constant multiplier 

d (- 6) 5.2847 . 
k* (12) 1 .59035 ( - 18)3.32298 for convertmg the pre� 
vious column into this one. 

The second column shows forward recurrence 
starting with values at a=3 , 4 from Table 19.1. 
Backward recurrence starts with values 0 and 1 
at a=19  and 18,  containing a multiple kU(a, 5) 
and a subsequently negligible multiple of the other 
solution r(j-a) V(a, 5) . Rounding errors con
vert kU(a, x) into k*U(a, x) without affecting the 
values in the last column. The value of 1 /k* is 
identified from the known value of U(3, 5) ,  and 
used to obtain the final column by multiplying 
throughout by 1 /k*. The improvement in U(5, 5) 
is evident by comparison with Table 19.1. 

Derivatives. These are not tabulated here. 
Since the functions U(a, x) , V(a, x) and W(a, x) 
satisfy differential equations, values of derivatives 
are often required. 

For all these functions the equation is second 
order with first derivative absent, so that second 
derivatives may be readily obtained from function 
values by use of the differential equation. 

First derivatives can be obtained for U(a, x) and 
V(a, x) by applying the appropriate recurrence 

relations 19.6.1-2. If less accuracy is needed they 
can be found by use of mean central differences of 
U(a, :t) , V(a, x) and also of W(a, x) with the formula 

hu' = h  �: =p.«5u-iJ-�88u+�o5u- . . .  

using h=. 1 ; this usually gives a 3- or 4-figure 
value of dufdx . 

If greater accuracy is needed for dW(a, x) /dx it 
may be obtained by evaluating d2W/dx2 with the 
help of the differential equation satisfied by W 
and integrating this second derivative numerically. 
This requires one accurate value of dW/dx to 
start off the integration;  we describe two methods 
for obtaining this, both making use of the differ
ence between two fairly widely separated values 
of W, for example, separated by 5 or 10 tabular 
intervals. 

(i) Write j, j�, j�' for W(a, x0+rh) and its 
first two derivatives, then j� may be found from 

1 h2 n-l 

hf�=-2 (j,.-j _,.) -2- � (n-r) (j�'-j'.:.,) n n 1 

_ ;: { -fi-rto- 82+� a4 _ . . . } (f� -J'.:.J 
-h2 { -h�a-&�a3+rtHo�85- • • •  }j�' 

(ii) Consider a solution y of the differential 
equation for W(a, x) , namely y" =(-lx2+a)y. 
If we are given values y and y' at a particular 
x=x0 and write T,.= H"y <n>fn ! , T-1 = T-2=0, then 
we may compute T2, T3, T4, • • • in succession by 
use of the recurrence relation obtained from the 
differential equation ,  

H2 
(n+l) (n+2) [ ( -t it,+a)Tn-tHxoTn-1 

-!H2Tn-2l 

These are computed, to a fixed number of decimals 
until they become negligible, thus giving 

y(xo±H) = To± Tt + T2 ± Ta+ . . .  

This may be applied, with H =rh, h being the 
tabular interval, and r a small integer, say r=5, 
to the solutions y=y� >  Y=Y2 having 

Yt (a:o) = W(a, :ro) 
Y2(xo) =O 

y; (xo) = W*' (a, Xo) 
y�(zo) = 1 

in which W*'(a, x0) is an approximation to 
W'(a, x0) , not necessarily a good one; it may be 
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obtained from differences, for example. We thus 
obtain YI (xo ±H) and Y2(xo±H) . 

Now suppose 

W'(a, x0) =  W*'(a, x0) +X 
then, for all x 

W(a, x) =Y1 (x) + Xy2(x) 
and in particular 

W(a, Xo±H) =yl (xo±H) +Xy2(xo±H) 
The values of W(a, x0±H) may be read from the 
tables and two independent estimates of X ob
tained, whence 

W'(a, x0) = W*' (a, Xo) +X 
to a suitable accuracy. 

Example 2. Evaluate W'(-3, 1) using r=5. 
From Table 19.2 

W(-3, .5) = - .05857 W( -3, 1) = - .61 1 1 :3 
W(-3, 1 .5) = - .6�1502 

(i) Using the first method 

X W(- 3, x) 

0. 4 + O. 07298 
0. 5 05857 
0. 6 - .  18832 
0. 7 - .  31226 
0. 8 42646 

0. 9 - .  52722 

1. 0 - .  61113 

1. 1 - .  67522 

1. 2 71706 
1. 3 - .  73488 
1. 4 72761 
1. 5 - .  69502 
1. 6 63774 

W" (- 3, x) 8 

- 0. 22186 
+. 17937 

. 58191 

. 97503 
1. 34761 

34081 
1. 68842 

29775 
1. 98617 

24374 
2. 22991 

17941 
2. 40932 
2. 51513 
2. 53936 
2. 47601 
2. 32137 

lJ2 

+ 131 

- 9129 

-

-

,I 

1095 

1032 

The fifth decimal in W"( -3, x) is only a guard 
figure which is hardly needed. Only the differ
ences needed have been computed. 

Then 

fo-W' ( -3, 1)  
1 =,\(- .69502+ .05857) - 1000 (10.38874) 

-10�0 { fi (2.29664) -2�0 (- .09260) } 
-1�0 { 2� (.54149) - 1!!o (-.02127) } 

= - .0636450- .0103887- .0001918- .00022j'2 
= - .0744527 

Thus W'( -3, 1)  - .74453 . This might hav� an 
error up to about 1!  units in the last figure bqt is, 
in fact, correct to 5 decimals. 

(ii) Using . the second method, with 

y1 (1) W( -3, 1) .61 1 13 to 5 decim�ls 
y; (1) = - .745 to about 3 decimals 

the following values result, with H= .5, 
Y1 Y2 W( - 3, x) = y1 +iY2 

To .61 1 13 .0000 At x= 1.5 
Tt .37250 + .5000 x- .695223+ .4�23X 

= - .69502 
T2 + .24827 2 .0000 X= .000203/.43213 
Ta + 5680 9 677 = .000470 
T4 1407 4 26 So W' ( - 3 ,  1) 

= - .745 +>. 
= - .744530 

T5 279 3 + 24 At x=.5 
Te + 13 4 + 2 -.058363- .4371A 

= - .05857 
T1 + 5 4 X=.000207/.43�1 
Ts + 5 = .000474 
y(1 .5) - .695223 + .4323 So W'( -3 ,  1 )  
y(.5) - .058363 - .4371 = - .745 + X  

- .744526 

Thus W'(-3, 1) = - .74453 which is correc� to 
5 decimals. 

Example 3. Evaluate the positive zer01 of 
U( -3,  x) . 

We use 19.7.3 to obtain a first approximat�on, 
see 19.26.3. The appropriate zero of Ai (t) is �t 

t = (4 ia i)1r= -2.338 
whence 

T =  (2.338) X (12)-1= - .4461 
Hence, from Table 19.3, �= .3990 and the apprbxi
mate zero is x=2�jaf�= 1 .382. 

We improve this by using 19.26.10, but takei for 
convenience, x= 1 .4 as an approximation, so that 
the value of U can be read directly from the ta'ijles. 
U' can be obtained as in the section follo�ng 

Example 1. 
We find 

U( -3,  1 .4) = .02627 
Then 19.26.9 gives 

U= U/U'= .012730 

and 

U'(-3, 1 .4) =2.06317 

1= -2.51 
1'= .7  
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c = 1 .4-.012730+ .000002= 1 .38727 I y'(c) =2.0637(1 + .000203) =2.0641 
which is correct to 5 decimals, while 19.26.ll gives compared with the correct value 2.06416. 
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Table 19.1 

J' U(-5.0, x) U(-4.5, x) U(-4.0, x) U(-3.5, :r) U(-3.0, :r) U(-2.5, x) U(-2.0, x) U(-1.5, x) 
o.o � 0 3.0522 �l 3.0000 ( 0) 1.5204 0.0000 ( 0) -0.8721 0 -1.0000 -1l -6.0814 o.oooo 0,1 0 3.6547 2.9328 I '! 1.1869 � -1 l -2. 9825 I T1.010J -1 -9.8753 -1 -5.1516 IT·'"' 0.2 � 0 4,0753 2. 7341 ( -1 8,0608 -1 -5.8611 0 -1.1183 -1 -9.5045 -1 -4.1190 -1 1,9801 0,3 0 4.2934 �� 2.4132 � -1 +3. 9325 � -1 -8.5358 0 -1.1930 -1 -8.8975 -1 � -3.0046 -1 2,9333 0.4 0 4.2988 1.9846 -1 -0.3518 0) -1.0915 0 -1.2322 -1 -8.0706 -1 -1.8308 -1 3.8432 
0,5 ( �� 4.0918 � 0) 1.4678 I �11 �4.6224 Ol -1.2917 0� -1.2351 -1 � -7.0456 � �r·"" -1 4.6971 0,6 I 3.6836 �1! 8.8615 -1 -8.7118 0 -1.4477 0 -1.2018 -1 -5.8492 -1 +0.6004 -1 5.4836 0,7 0) 3.0953 � -1 +2.6550 0� -1.2462 0 -1.5544 O l -1.1336 -1l -4.5120 -1 1,8107 -1 6,1929 0.8 �l 2.3566 -1 -3.6676 0 -1.5731 Ol -1.6088 0 -1.0329 -1 -3.0677 -1 � 2,9871 -1 6.8172 0.9 1.5042 -1 -9.8321 ( 0) -1.8397 0 -1.6097 -1 -9.0285 -1 -1.5517 -1 4,1087 -1 7.3502 
1.0 ol +0.5799 0� -1.5576 Ol -2. 0368 0 -1.5576 -1 l -7.4764 0.0000 -1 5.1567 -1 7.7880 1.1 0 -0.3719 0 -2.0661 0 -2.1578 0 -1.4550 -1 -5.7190 I �!I 1.5518 -1 6.1146 -1 8.1287 1.2 0 -1.3064 Ol -2.4882 0 -2.1992 0 -1.3061 -1 ) -3.8076 3.0698 -1 6.9691 -1 8.3721 1.3 0� -2.1806 0 -2.8077 0� -2.1608 0 -1.1162 -1 � -1.7956 4.5223 -1 7.7095 -1 8.5203 1.4 0 -2.9554 0 -3. 0131 0 -2.0454 ( -1 -8.9198 -1 +0.2627 5,8812 -1 8.3285 -1 8.5768 
1.5 � 0� -3.5976 0) -3.0982 � 0) -1,8583 f -1 l -6,4101 -1 2.3147 �11 7.1223 -1 8.8221 -1 8.5467 1.6 0 -4.0808 T'·"" Ol -1.6076 -1 -3.7121 -1 4.3106 -1 8.2258 -1 9.1890 -1 8.4367 1.7 � 0� -4.3868 0 -2.9073 0 -1.3029 -1 -0.9080 -1 6.2053 -1 9.1766 -1 9.4313 -1 8.2541 1.8 0 -4.5059 0 -2.6435 � -1 -9.5564 ( -1 � +1. 9218 -1 7.9592 -1 9.9648 -1 9.5532 -1 8.0074 1,9 0 -4.4368 0 -2.2824 -1) -5.7791 ( -1 4. 7004 -1 9.5394 O) 1,0585 -1 9.5616 -1 7.7055 
2.0 Ol -4.1866 ( 0 -1.8394 -1) -1.8226 � =H 7.3576 0 1.0920 0 1.1036 f -1 9,4652 -1 7.3576 2.1 0 -3.7694 ( 0 -1.3321 -1) +2.1890 9.8317 0 1.2083 0 1.1323 -1 9.2742 -1 6.9728 2.2 Ol -3.2057 � -1 -7.7961 -1l 6.1381 � gl 1.2071 0 1.3017 0 1.1451 � -1 9.0001 -1 6.5603 2.3 0 -2.5208 -1 -2. 0142 -1 9,9170 1.4035 0 1.3719 0 1.1431 -1 8.6549 -1 6.1288 2.4 0 -1.7434 -1 +3.8325 0 1.3432 1.5694 0 1.4191 0 1.1278 -1 8.2510 -1 5.6863 
2.5 0� -0.9039 � -6) 9.5635 0) 1.6604 ( 0) 1.7031 � �l 1.4443 0 1.1005 I =ll 7.8009 -1 5.2403 2.6 0 -0.0332 1.5015 0) 1.9373 I 0) 1.8039 1.4487 0 1.0628 7.3167 -1 4. 7975 2.7 0 l +0.8387 ( 0 2.0048 �l 2,1696 gl 1.8721 ! 8l 1.4341 0 1.0166 -1l 6,8097 -1 4.3638 2.8 0 1.6842 ( 0 2.4545 2.3548 1.9089 1.4027 -1 9.6347 -1 6.2905 -1 3.9440 2.9 0 2.4789 ( 0 2.8422 2.4921 1.9164 1.3567 -1 9.0514 ( -1 5. 7687 -1 3.5424 
3.0 � �� 3.2021 � �� 3.1620 �l 2.5823 0 1.8972 � �� 1.2985 � =il 8.4319 -1� 5.2527 -1 3.1620 3.1 3.8377 3,4108 2.6273 0 1.8543 1.2306 7. 7913 -1 4. 7497 -1 2,8052 3.2 � �l 4,3739 � �l 3.5883 �l 2.6304 0 1.7910 L�l 1.1553 � =�l 7.1430 

-
1! 4.2658 -1 2.4738 3.3 4.8038 3.6963 2,5957 0 1. 7109 1.0749 6.4987 -1 3.8056 -1 2.1684 3.4 5.1246 0) 3.7388 0) 2.5279 0 1.6175 9.9150 5.8688 -1 3.3729 -1 1.8896 

3.5 f �l 5.3376 f �l 3. 7212 �l 2.4320 �l 1.5142 -1 l 9.0701 -1 5.2617 -1 2.9700 r 1.6370 3.6 5.4473 3.6501 2.3134 1.4043 -1 8.2306 -1 4.6840 -1 2.5987 -1 1.4099 3.7 � �l 5.4614 � �l 3.5331 �l 2.1771 �� 1.2906 -1 7.4107 -1 4.1408 -1 2,2595 -1 1.2073 3.8 5.3895 3.3781 2.0282 1.1760 -1) 6.6219 -1 3.6358 -1 1.9525 -1 1.0280 3.9 5.2427 3.1929 0) 1.8714 0) 1.0626 -1) 5.8733 ' -1 3.1709 -1 1.6768 -2 8. 7028 
4.0 � gj 5.0332 � 0 2.9854 O) 1.7108 -1l 9.5241 � -1) 5.1716 -1� 2.7473 -1� 1.4313 -2 7.3263 4.1 4.7733 0 2. 7630 0) 1.5502 -1 8.4694 -1) 4.5215 -1 2.3649 -1 1.2144 -2 6.1328 4.2 f 4.4753 � 0 2.5323 0) 1.3927 -1 l 7.4740 � =�l 3.9256 -1 l 2.0226 -1l 1.0242 -2 5.1052 4.3 �l 4,1508 0 2.2992 0) 1.2408 -1 6.5463 3.3849 -1 1. 7190 -2 8,5874 -2 4.2261 4.4 3.8106 0 2.0689 0) 1.0967 -1 5.6918 2.8991 -1 1.4517 -2 7.1578 -2 3.4791 
4.5 0 3.4641 gl 1.8455 I =ll 9.6165 f :[1 4.9134 ( �11 2.4665 -1 1.2185 f :ll 5.9314 -2 2,8484 4.6 0 3.1197 1.6324 8.3683 4.2117 r1 2.0848 -1 1.0164 4.8867 -2 2.3192 4,7 0 2. 7843 �l 1.4322 -1l 7.2277 � -1 3.5852 -1 1. 7507 -2 8.4272 � -2 4.0029 -2 1.8780 4.8 0 2.4632 1.2466 -1 6.1969 -1 3.0311 -1 1.4608 -2 6.9451 -2 3.2603 -2 1.5125 4.9 0 2.1608 1.0766 ( -1 5.2750 ( -1) 2.5455 -1) 1.2112 -2 5.6894 -2) 2.6403 -2 1.2116 
5.0 0) 1.8800 ( -1) 9.2276 ( -1) 4.4586 ( -1) 2.1235 ( -2) 9.9802 ( -2) 4,6331 ( -2) 2.1262 ( -3) 9.6523 
For interpolation, see 19.28. 



;l' V(-5.0, x) V (-4.5, .r) 
0 ,0 ( -2 -5.8311 0,0000 
0.1 r' -4.3898 m1 2.6397 0,2 -2 -2.7299 5,1612 0.3 -2 -0.9344 7.4519 0.4 -2 +0.9074 9.4102 
0.5 ( -2 2. 7045 -1

� 
1.0950 0,6 r 4,3687 -1 1.2007 0.7 -2 5.8194 -1 1.2536 0.8 -2 6.9875 �1� 1.2518 0.9 -2 7.8188 -1 1.1958 

1 . 0 1 =�� 8.2767 -1 1.0887 1.1 8.3429 -2 9.3549 1.2 -2
l 
8.0189 -2 7.4311 1.3 ( -2 7.3241 -2 5.2005 1.4 ( -2 6.2954 -2 2.7584 

1.5 � -2 4,9836 � -2 +0.2057 1.6 -2 3.4514 -2 -2.3553 1.7 . -2 1 . 7690 
� 
-2 -4.8261 1.8 � -2 +0.0110 -2 -7.1155 1.9 -2 -1.7477 -2 -9.1435 

2.0 ! _, -3.4354 -1l -1.0844 2.1 -2 -4.9863 -1 -1.2166 2.2 -2 -6.3439 -1
� 
-1.3076 

2.3 -2 -7.4620 -1 -1.3558 2.4 ( -2 -8.3067 -1 -1.3610 
2.5 -2 -8.8568 -ll -1.3246 2.6 -2 -9.1035 -1 -1.2495 2.7 -2 -9.0496 -1

� 
-1.1392 2.8 -2 -8.7090 -2 -9.9858 2.9 -2 -8.1043 -2 -8.3257 

3.0 -2 -7.2651 � -2 -6.4659 3.1 -2 -6.2264 -2 -4.4605 3.2 -2 -5.0260 -2 -2.3612 3.3 -2 -3.7030 ( -2 -0.2157 3.4 -2 -2.2954 ( -2 +1.9344 
3.5 -2 -0.8391 -2 4.0539 3.6 -2 +0.6339 -2 6.1158 3.7 -2 2.0962 -2 8.1014 3, 8 -2 3.5259 -1 1.0000 3.9 -2 4.9072 -1 1.1811 
4. 0 m! 6,2301 � =B 1.3540 4.1 7,4913 1.5202 4.2 8.6933 1 :U 1.6819 4. 3 9,8444 1.8422 4, 4 1.0959 2.0048 
4.5 -1 1.2056 -1l 2.1743 4.6 -1 1 .3161 -1 2.3561 4. 7 -1 1.4305 -1� 2.5567 4.8 -1 1.5525 -1 2.7834 4.9 -1 1.6863 -1 3.0454 
5.0 ( -1) 1.8370 ( -1) 3,3533 
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V(-4.0, :r) V(-3.5, .(:) V(-3.0, :c) V(-2.5, �:) 

� =H 1,3071 � -1 2.6596 -1 2,6240 o. o o o o  1.5417 
�
-1 2.6132 -1 2.1296 ( -T'·"" t =i} 1.7149 -1 2.4757 -1 1.5714 � -1 -1.5693 1,8199 -1 2.2520 -2 9.6646 -1 -2.3 051 1 ,8527 � -1 1.9503 -2 +3.3275 -1 -2.9 840 

-1� 1.8125 · :  -1) 1.5812 -2 -3.1080 -1
l
-3.5896 -1 1. 7011 ' >  -1) 1.1580 -2 -9.4527 -1 -4.1 079 -1

l 
1.5234 ) -2

l 
6.9534 -1 -1.5523 -1 -4.5275 -1 1.2869 '> -2 +2.0926 -1 -2.1149 -1� -4.8397 -1 1.0010 I .  -2 -2.8383 -1 -2.6176 -1 -5.0388 

-2 6.7728 ( -r·"" -1) -3.0472 -1 -5.1225 -2 +3.2819 11 -1 -1.2266 -1) -3.3933 -1 -5.0912 
-2 -0.3303 I -1 -1.6465 -1

� 
-3.6481 -1 -4.9482 

-2 -3,9309 1' -1 -2,0148 -1 -3.8069 -1 -4.6995 -2 -7.3916 1 '  -1 -2.3214 -1 -3.8677 -1 -4.3533 
� -1� -1.0594 1 -ll -2.5583 � -r'·"" � -1l -3.9197 -1 -1.3434 1 -1 -2.7203 -1 -3.7025 -1 -3.4103 
� 

-1l -l.5824 1 -1� -2.8047 
� 

-1 -3.4861 
� 
-1
� 
-2.8375 -1 -1.7697 l -1 -2.8113 -1 -3.1904 -1 -2. 2142 -1 -1.9008 I -1) -2.7426 -1) -2.8250 -1 -1.5535 

-1 -1.9731 l -1l -2.6027 -1 -2.4003 -l
l
-0.8679 -1 -1.9864 ( -1 -2.3979 -1 -1.9277 -1 -0.1 692 -1 -1.9423 ( -1

� 
-2.1357 -1 -1.4184 -1 +0.5320 -1 -1.8442 ( -1 -1.8247 -2 -8.8371 -1 � 1.2264 -1 -1.6967 ( -1 -1.4739 -2 -3.3411 -1 1.9066 

-1 -1.5059 ( -1) -1,0927 -2 +2.2080 -1 2.5 667 
- 1  -1.2784 

(
2
l
-6.9034 -2 7.7266 -1 3.2030 -1 -1.0214 -2 -2.7540 -1 1.3145 -1 3.8134 -2 -7.4214 -2 +1.4424 -1 1.8411 -1 4.3982 -2 -4.4770 ( -2) 5.6176 -1 2.3486 -1 4.9594 

-2
l
-1.4470 -2l 9,7155 -1 2.8352 -1 5.5010 -2 +1.6090 -1 1.3693 -1 3.3007 -1 6,0291 -2 4.6402 -1

� 
1. 7522 -1 3. 7466 -1 6.5514 -2� 7.6054 -1 2,1187 -1 4.1761 .:.I 7,0778 -1 1.0474 -1 2.4688 -1 4.5942 -1 7.6202 

-1� 1.3228 -1 2,8040 -1 5.0074 -1 8.1924 
-1 1.5859 -1 3.1270 -1 5.4239 -1 8,8110 -1} 1.8370 -1 3.4421 -1 5,8535 -1 9.4951 -1 2.0775 -1 3. 7545 -1 6.3080 0 1.0267 
-1 2.3101 -1 4.0712 -1 6,8012 0 1.1153 
-1� 2.5382 r 4.4004 -1� 7.3492 0 1.2186 -1 2. 7664 -1 4.7517 -1 7.9710 0 1.3401 -ll 

3.0002 -1 5.1365 -1
} 
8.6890 0 1.4846 -1 3.2465 -1 5.5683 -1 9,5300 0 1.6575 -1 3.5131 -1 6,0629 0 1.0526 0 1,8657 

� -1) 3.8093 -1l 6.6389 0 1.1717 0 2.1178 -1) 4.1462 -1 7.3192 0 1.3150 0 2.4244 � =B 4.5368 -1 8.1309 0 1.4885 0 2. 7989 4.9967 -1 9,1078 0 1.6998 0 3.2584 
-1) 5.5449 O) 1,0291 0 1.9582 0 3,8246 
( -1) 6.2047 0) 1.1734 0) 2.2757 ( 0) 4.5254 

V(-2.0, x) 
-1� -4.5748 -1 -5.1 829 -1
� 
-5.6877 -1 -6.0796 -1 -6.3515 

-1 -6.4991 -1 -6.5210 -1 -6.4186 -1 -6.1959 -1 -5.8594 p -5.4177 -1 -4.8813 -1 -4.2621 -1� -3.5731 -1 -2,8278 
-1 -2.0397 -1 -1.2222 -1 -0.3880 -1 +0.4512 -1 1.2852 

r 2.1053 -1 2.9044 -1 3.6777 -1 4.4221 -1 5,1367 
-1 5.8227 
-1 6.4834 -1 7.1242 -1 7. 7525 -1 8.3779 
-1 9,0120 -1 9,6689 0 1. 0365 0 1.1119 0 1.1954 

�� 1.2896 1.3975 

�� 
1.5228 1.6699 1.8439 

�� 2,0513 2,2999 

�} 
2.5993 2.9616 3.4019 

�} 3.9393 4.5978 5,4083 
�� 6.4102 7,6545 
O) 9.2067 

. 703 
Tahl� 19.1  

v ( -1!.5, J.') 
-1 l"" -1 - .9191 -1 - .7409 -1 - .4476 -1 - .0444 

! 
-1 T'" -1 - .9387 -1 - .2553 -1 - .4995 -1 - .6835 
( -l

l
-2 8197 ! -1 -1 9206 -1 -0 9984 -1 � -0 0648 -1 +0 8696 

� =H 
� 
-1) -1
l -1 

-1 -1 -1 -1 -1 
-1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

�
� 

�� 
( 1) 

1[ 7953 2 7043 3.5902 4 4484 5f2761 
6 0723 6 8384 7 5775 8 2948 8 9975 
9f6950 1(399 1 1122 1 1882 1,2697 

I lp588 1 4582 1
r
708 1 7001 1 8502 

2 0262 2 2339 
2 4806 2 7751 3 1285 
3l554I 4+0690 4
1
6942 5 4567 613903 

7 5384 8 9563 
1 0715 
1 2908 1 5653 
1.19107 
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Table 19.1 

X U( - l.O, x) U( - 0.9, x) U( -0.8,x) U( - 0.7, x) U( - 0.6,x) U( - 0.5,x) U( - 0.4, x) 

o. o -1 5.8137 -1 6.8058 rr- 7241 -1 8.5642 -1 9.3233 0 1,0000 0 1.0594 
0. 1 -1 6.3918 -1 7.2692 -1 a.0677 -1 a. 7853 -1 9.4211 -1 9,9750 0 1. 0448 
0. 2 -1 6.9062 -1 7,6673 -1 a.3471 -1 a.9453 -1 9.4626 -1 9.9005 0 1.0261 
0.3 -1 7.3523 -1 7.9973 -1 8.5606 -1 9.0436 -1 9,4483 -1 9.7775 0 1. 0035 
0. 4  -1 7.7267 -1 8.2572 -1 8.7077 -1 9.0807 -1 9.3796 -1 9,6079 -1 9. 7698 

0.5 -1 8, 0270 -1r4462 rr7 886 -1 9. 0580 -1 9.2584 rr3941 rr4700 
0. 6 -1 8.2522 -1 8.5646 -1 8. 8049 -1 8.9776 -1 9.0874 -1 9.1393 -1 9.1382 
0. 7 -1 8.4023 -1 8.6136 -1 8.7586 -1 8.8425 -1 8.8702 -1 8.8471 -1 8. 7781 
0,8 -1 8.4788 -1 8.5958 -1 8.6531 -1 8.6563 -1 8,6107 -1 8,5214 -1 8,3937 
0.9 -1 8.4842 -1 8.5144. -1 8.4923 -1 8.4235 -1 8.3133 -1 8.1669 -1 7.9a92 

1.0 -1 8.4220 -1 8,3737 -1 8,2808 -1 8.1488 rr9828 -1 7. 7880 -1 7.5689 
1.1 -1 8.2967 -1 8.1787 -1 8.0238 -1 7.8374 -1 7.6245 -1 7.3897 -1 7.1372 
1.2 -1 8.1136 -1 7.9348 -1 7.7269 -1 7.4949 -1 7.2435 -1 6.9768 -1 6,6986 
1 .3  -1 7.8786 -1 7.6480 -1 7.3960 -1 7.1269 -1 6.8451 -1 6. 5541 -1 6. 2573 
1,4 -1 7.5982 -1 7.3248 -1 7.0371 -1 6. 7392 -1) 6.4345 -1 6.1263 -1 5.a173 

1.5 -1 7.2789 -1 6.9716 -1 6.6565 -1r3372 -1 6.0168 r1 5.6976 -1 5,3826 
1.6 -1 6.9279 -1 6,5948 -1 6.2600 -1 5.9266 -1 5.5968 -1 5.2729 -1 4.9566 
1.7 -1 6.5519 - 1  6.2008 -1 5.8535 -1 5.5123 -1 5.1791 -1 4.8554 -1 4.5424 
1,8 -1 6.1577 -1 5, 7958 -1 5.4424 -1 5.0993 -1 4. 7676 -1 4.4486 -1 4.1429 
1.9 -1 5. 7517 -1 5.3855 -1 5.0319 -1 4.6918 -1 4 • .3662 -1 4.0555 -1 3. 7603 

2, 0 r1 5.3401 n··9754 -1) 4.6264 r1 4.2938 -1 3.9779 -1 3.6788 -1 3.3965 
2.1 -1 4.9285 -1 4,5701 -1r2301 -1 3.9086 -1 3.6054 -1 3.3204 -1 3. 0532 
2.2 -1 4.5219 -1 4,1741 -1 3.8466 -1 3.5391 -1 3.2511 -1 2,9820 -1 2.7312 
2.3 -1 4.1247 -1 3. 7910 -1 3.4788 -1 3.1876 -1 2.9165 -1 2.6647 -1 2.4313 
2.4 -1  3.7407 ( -1 3.4238 -1 3.1292 -1 2.8559 -1 2.6029 - 1  2.3693 -! 2.1538 

2.5 -1 3.3732 -1 3.0751 -1 2. 7995 ( -1 2.5453 -1 2.3112 -1r-0961 -1 1.8987 
2,6 -1 3.0246 -1 2.7467 -1 2.4912 ( 2.2566 -1 2 .0418 -1 1 .8452 -1 1 .6657 
2. 7 -1 2.6968 -1 2.4399 -1 2,2049 -1 1.9903 -1 1.7945 -1 1.6162 -1 1.4541 
2.8 -1 2.3911 -1 2.1556 -1 1.9412 -1 1. 7462 -1 1.5691 -1 1.4086 -1 1.2632 
2,9 -1 2.1084 -1 1.a942 -1 1.7000 -1 1.5241 -1 1.3651 -1 1.2215 -1 1 .0920 

3,0 -1 1 .8488 -1 1.6555 -1 1.4809 -1 1.3234 rr1 616 -1 1 .0540 -2 9.3934 
3.1 -1 1.6124 -1 1.4391 -1 1.2832 -1 1. 1432 -1 1. 0175 -2 9. 0491 -2 8.040a 
3.2 -1 1.3985 -1 1.2443 -1 1.1 061 -2 9.8240 -2 a. 7182 -2 7. 7305 -2 6.8492 
3. 3 -1 1.2 064 -1 1.0701 -2 9.4842 -2 a.3989 -2 7.4318 -2 6.5710 -2 5.8055 
3,4 -1 1. 0351 -2 9.1545 -2 8.0899 -2 7.1436 -2 6.3032 -2 5.5576 -2 4.a96? 

3.5 -2 8.8335 -2 7.7900 -2 6.8646 -2 6,0447 -2 5.3190 -2 4.6771 -2r1 096 
3, 6 -2 7.4981 -2 6,5939 -2 5.7946 -2 5.0a87 -2 4.4657 -2 3.9164 -2 3.4324 
3,7 -2 6.3306 -2 5.5521 -2 4.8660 -2 4,2619 -2 3.73Q4 -2 3.2631 -2 2,8525 
3. 8 -2 5.3165 -2 4.6503 -2 4. 0651 -2 3.5512 -2 3.1004 -2 2, 7052 -2 2. 3589 
3. 9 -2 4.4411 -2 3.8747 -2 3.3784 -2 2.9439 -2 2.5638 -2 2.2315 -2 1 .9411 

4, 0 -2 3.6903 -2 3.2115 rr7932 -2 2.42aO -2r1 094 -2!1.8316 -2 1,5895 
4.1 -2 3.0502 -2 2.6480 -2 2.2975 -2 1 .9923 -2 1 .7268 -2 1 ,4958 -2 1 .2951 
4, 2 -2 2.5079 -2 2.1720 -2 1.a800 -2 1.6265 -2 1.4064 -2 1.2155 -2 1. 0500 
4, 3 -2 2.0512 -2 1.7723 -2 1.5305 -2 1.3211 -2 1.1397 -3 9,8282 -3 8.4709 
4. 4 -2 1 .6688 -2 1.43a6 -2 1.2396 -2 1.0676 -3 9. 1898 -3 7.9071 -3 6,8002 

4.5 -T.3507 rr1 61B -3r-98B1 n 6.SB31 -3 7.3725 -3r3297 rr- 4320 
4. 6 -2 1.0875 -3 9.3333 -3 8,0067 -3 6.8657 -3 5.8847 -3 5.0418 -3 4.3177 
4. 7 -3 a. 7099 -3 7,4594 -3 6.3a56 -3 5.4641 -3 4.6736 -3 3.9958 -3 3.4150 
4. 8 -3 6.9398 -3 5.9310 -3 5. 0667 -3 4.3266 -3 3. 6931 -3 3.1511 -3 2. 6a76 
4.9 -3 5.5007 -3 4.6914 -3 3, 9996 -3 3.4085 -3 2.9036 -3 2.4726 -3 2.1047 

5.0 ( -3) 4.3375 ( -3) 3,6919 ( -3) 3,1412 ( -3) 2. 6716 ( -3) 2.2714 ( -3) 1.9305 ( -3) 1.6401 
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Table 119.1 

X V( - l .O, x) V( - 0.9, x) V( - 0.8, x)  V( - 0.7, x) V( - 0.6,x) V( -0.5, x) V( -- OJ4, x) 

o. o � -1 -6.5600 � -1� -5,5730 � -1 � -4.38�i2 { -1 -3.0307 rl -1.5522 o.oooo  -1 lrOI 
0.1 -1 -5.8422 -1 -4.7818 -1 -3.5487 -1 -2.1784 -1 -0.7135 rr911 -1 2. 012 
0.2 -1 -5.0662 -1 -3.9477 � -1 � -2.6839 -1 -1.3109 -1 +0.1294 -1 1.5905 -1 3. 232 
0.3 � -1 -4.2400 � -1 � -3.0785 -1 -1.7980 � -1 -0.4343 -1 0,9716 -1 2.3760 -1 3. 334 
0.4 -1 -3.3725 -1 -2.1823 -1 -0. 89BO -1 +0.4451 ( -1 1.8082 -1 3.1502 -1 4. 296 

0,5 � -1 -2.4725 � -1t1.2674 � -1 ) +0. 00�18 � =i� 1.3217 � =�� 2.6347 � -1 � 3. 9099 -1 5T" 0.6 -1 -1.5494 -1 -0.3418 -! � 0.9L•6 2.1900 3,4471 -1 4.6526 -1 5. 729 
0.7 ( -1 -0.6122 ( -1 +0.5867 ( -1 1.8Ei9 ( -1 3.0449 4.2420 -1 5.3763 -1 6. 182 
0.8 ( -1 +0.3305 � -1 � 1.5106 ( -1 2. 70L.0 � =B 3.8823 � =B 5.0167 � -1 � 6.0797 -1 7. 457 
0,9 ( -1 1,2704 -1 2,4234 ( -1 3.57L.9 4,6988 5. 7694 -1 6. 7626 -1 7. 563 

1.0 � =�� 2.2004 � =�� 3.3194 � =B 4.4245 � =i � 5.4920 ( -1� 6.4993 -1 � 7.4254 t) ··r 1.1 3.1139 4.1939 5.2498 6.2606 ( -1 7,2065 -1 8.0697 -1 � 8. 353 
1.2 4.0057 5.0435 ( -1) 6. 0492 ( -1 7.0044 ( -1 7,8924 -1 � 8. 6982 -1 9. 101 
1.3 ( -1� 4.8721 ( -1 ) 5.8660 ( -1� 6.82�� 0 � -1 ) 7.7246 � -1) 8.5594 -1 9.3147 � -1 ) 9. 812 1.4 ( -1 5. 7105 ( -1 ) 6.6605 ( -1 7.5693 -1 ) 8.4234 -1 ) 9.2113 -1 9.9240 0) 1. 555 
1.5 � =B 6,5198 ( -1 7.4279 � =i� 8.2931 � -1) 9.1 046 ( -1 � 9,8533 0 1.0532 rr 1.6 7.3008 � -1 8,1704 8.9974 -1 � 9.7734 1.0492 0 1.1148 0 1. 739 
1. 7 � =�� 8, 0557 -1 8.8917 � -1 9, 6875 � 

�� 1.0437 � �� 1.1134 0 1.1778 0 1. 369 
1.8 8, 7883 � -6 9.5974 ( �� 1. 0370 1.1102 ( 0 1.1791 0 1.2436 0 1. 038 
1.9 9,5044 1.0295 1.10�>4 1.1780 ( 0) 1.2472 0 1.3132 0) 1. 762 
2.0 �� 1.0211 �� 1.0992 0 1.17L�9 

� 
�� 1.2482 �� 1.3191 0� 1.3881 � Tf' 2.1 1.0918 1.1701 0 1.2468 1.3222 1.3964 0 1.4699 0 1. 435 

2.2 1.1637 1.2434 0 1.32��5 1.4015 1.4806 0 1.5607 ( 0 1. 424 
2.3 �� 1.2380 0) 1.3205 0 1.4037 � �� 1.4879 �� 1.5740 0 � 1.6625 � 0 � 1. 546 2.4 1.3163 0) 1.4032 0 1.49�'2 1.5837 1.6787 0 1. 7781 0 1. 830 

2.5 �� 1,4005 �} 1.4936 !! 1.5902 �� 1.6912 �� l. 7975 0 � 1.9104 rr 2.6 1.4925 1.5939 1. 7005 1.8134 1.9338 0 2.0631 0 2. 029 
2.7 1.5949 1. 7068 1.82�·9 1.9535 �� 2.0911 0 � 2.2404 0 2. 032 
2.8 �� 1. 7104 0 ) 1.8355 1.9700 0) 2.1157 2.2741 0 2.4474 0 2. 378 
2.9 1.8424 O) 1.9837 0) 2.1371 0) 2.3045 2.4881 0 2,6902 0) 2. 136 

3.0 0 ) 1.9948 �� 2.1558 0 2.33l:1 �� 2.5258 � �} 2.7396 0 2.9763 0 ,r., 
3.1 �� 2.1722 2.3571 0 2.5609 2.7864 3.0365 0 3.3147 0 3. 249 
3. 2 2.3801 2.5940 0 2.8310  �� 3, 0945 3.3882 0 3. 7163 0 4. 834 
3.3 �� 2.6253 �� 2.87 40 0 3.1511 3.4604 � �� 3.8066 0 4.1947 0 4. 305 
3.4 2.9159 3.2066 0 3.531 9 3.8966 4.3061 0 4.7667 0 5. 855 

3.5 �� 3.2618 � g� 3.6032 � �� 3.9868 � �� 4.4183 � 0 4.9045 0 � 5.4531 0} 6.r26 
3.6 3.6752 4.0781 4.53�:3 5.0449 0 5,6242 0 6.2797 0 7. 220 
3.7 4.1712 4.6487 5.1887 5.8001 ( 0 6,4930 0 7.2790 0 8. 716 
3.8 �� 4. 7686 � �� 5.3371 � �� 5.9818 � �� 6.7138 � 0 7.5458 0� 8,4920 0� 9.�693 3.9 5.4910 6.1706 6.94::.7 7.8238 0 8,8266 0 9.9703 1 1. 276 

4.0 0 6.3680 �� 7.1841 0 8.1H9 0 9.1775 B 1. 0391 1 1.1779 l l .r 4.1 0 7.4368 8,4212 0 9.5470 1 1.0835 1.2311 1 1.4002 1 1. 942 
4.2 0 8. 7448 �� 9.9377 1 1.1305 1 1.2875 u 1.4676 1 1.6747 1 l. 127 4.3 1 1.0352 1. 1805 1 1.3474 1 1.5394 1. 7604 1 2.0149 1 2. 082 
4.4 1 1.2337 1.4113 1 1.6160 1 1.8520 2.1243 1 2.4386 1 2. 017 

I 
4.5 1 1.4797 1 1.6981 1 1.9502 1 2,2417 �� 2, 5787 1� 2.9687 I T" 4. 6 1 1. 7862 1 2.0559 1 2. 36Ci0 1 2.7297 3.1489 1 3.6350 1 4. 991 
4.7 1 2.1698 1 2.5044 1 2.89l:8 1 3.3437 3.8676 1 4.4765 1 5. 846 
4,8 1 2.6520 1 3.0694 1 3.5549 1 4.1199 B 4.7777 1 � 5.5441 1 6. 372 
4.9 1 3,2611 1 3. 7844 1 4.39�,4 1 5.1058 5,9359 1 6,9051 1 8. 370 

5.0 ( 1) 4.0344 1 ) 4,6937 1 ) 5.46�·9 ( 1 ) 6.3641 1 ) 7.4168 1) 8.6484 ( 2 ) 1 .q090 
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Table 19.1 

X U( -0.3,x) U( - 0.2,x) U( - O.l, x) U(O,x) U(O.l,x) U(0.2,x) U(0.3,x) 

o. 0 '  ! 0 1.1105 0 1.1535 0 1.1 887 0 1.2163 0 1.2366 0 1.2500 0 1.2570 
0. 1 0 1.0843 0 1 .1161 0 1.1 406 0 1.1581 0 1.1691 0 1.1740 0 1 .1732 
0. 2 0 1. 0548 0 1.0764 0 1.0914 0 1.1000 0 1.1029 0 1.1004 0 1. 0930 
0.3 0 1.0223 0 1 .0347 0 1.0412 0 1 .0421 0 1.0379 0 1.0291 0 1 .0161 
0. 4 -1 9. 8697 -1 9,9120 -1 9.9016 -1 9.84:31 -1 9. 7411 -1 9.6004 -1 9.4255 

0. 5 -1r-4906 -1 9,4609 -1 � 9.3856 -1 9.2695 -1 9.1173 rr9333 r 8. 7218 
0. 6 -1 9.0890 -1 8.9968 -1 8.8661 -1 8.7018 -1 8.5082 -1 8.2895 -1 8.0498 
0.7 -1 8.6684 -1 8.5228 -1� 8.3458 -1 8.1419 -1 7.9153 -1 7 .6699 -1 7.4093 
0, 8 -1 8.2324 -1 8.0421 -1 7.8273 -1 7.5920 -1 7.3400 -1 7.0750 -1 6.8000 
0.9 -1 7.7849 -1 7.5583 -1 7.3135 -1 7.0542 -1 6.7838 -1 6.5055 -1 6.2220 

1.0 -1 7.:3298 -1 7.0747 -11 6.8072 -1r-5307 -1 6.2482 r1 5.9622 -1 5.6753 
1.1 -1 6.8710 -1 6,5946 -1 6.3111 -1 6.02:35 -1 5.7343 -1 5,4457 -1 5.1597 
1.2 -1 6.4124 -1 6,1212 -1 5.8278 -1 5.5346 -1 5.2436 -1 4.9566 -1 4.6753 
1.3 -1 5.9576 -1 5.6576 -1 5.3596 -1 5 .0655 -1 4. 7769 -1 4.4953 -1 4.2217 
1. 4 -1 5.5101 -1 5.2 066 -1) 4.9087 -1) 4. 6178 -1 4.3352 ( -1 4. 0619 -1 3.7986 

1.5 -1 5.0730 -1r-7706 rr·769 r1 4.1927 [ -1r-9191 r1 3.6565 -1 3.4055 
1.6 -1 4.6492 -1 4,3519 -1 4.0657 -1 3.7912 -1  3.5288 -1 3.2790 -1 3.0417 
1.7 -1 4.2412 -1 3. 9524 -1 3.6765 -1 3.4139 -1 3.1647 -1 2.9290 -1 2. 7065 
1.8 -1 3.8510 -1 3.5734 -1 3.3102 -1 3.0613 ( -1 2.8266 -1 2. 6060 -1 2.3990 
1.9 -1 3.4805 -1) 3.2162 ( -1) 2.9673 ( -1 2.7334 ( -1) 2.5142 ( -1 2.3093 -1 2.1181 

2 .0  -1 3,1309 -1 2.8816 -1 2.6482 -1r··302 ( -1 2.2270 -1r0381 rr8627 
2.1 -1 2.8032 -1 2.5700 -1 2 .3529 -1 2.1513 � -1 1.9643 -1 1. 7913 -1 1.6315 
2 .2  -1 2.4980 -1 2.2816  -1 2.0812 -1 1.8960 -1 1. 7252 -1 1 .5678 -1 1.4232 
2.3 -1 2.2155 -1 2.0162 -1 1.8326 -1 1. 6637 � -1 1 .5086 -1 1. 3665 -1 1.2363 
2.4 -1 1.9556 -1 1. 7734 -1 1.6064 -1) 1.4534 -1 1.3136 -1) 1 .1859 -1 1. 0695 

2 .5  -1 1.7179 -1 1.5526 -1 1.4017 ( -1 1.2640 -1 1.1387 -1 1.0248 -2 9.2134 
2. 6 -1 1.5020 -1 1.3529 -1 1.2174 � -1 1.0944 -2 9.8278 -2 8.8173 -2 7.9031 
2, 7 -1 1,3069 -1 1.1734 -1 1.0525 -2 9.4322 -2 8.4445 -2 7.5534 -2 6. 7502 
2. 8 -1 1.1317 -1 1 .0129 -2 9,0579 -2 8.0925 -2 7.2235 -2 6.4422 -2 5. 7406 
2.9 -2 9. 7528 -2 8. 7027 -2 7,7589 ( -2 6.9114 -2 6,1513 -2 5.4703 -2 4.8608 

3, 0 -2 8.3643 ( -2 7.4416 r2 6.6151 -2 5.8757 -2 5.2146 -2 4.6244 -2 4.0978 
3.1 -2 7.1389 � -2 6.3330 -2 5.6137 -2 4.9721 -2 4.4006 -2 3.8918 -2 3.4393 
3.2 -2 6.0636 -2 5, 3640 -2 4.7415 -2 4,1 881 -2 3.6967 -2 3.2606 -2 2.8739 
3. 3 -2 5.1253 -2 4.5215 -2 3.9860 -2 3.5114 -2 3.0912 -2 2. 7194 -2 2 .3907 
3. 4 -2 4,3112 ( -2 3. 7932 -2 3.3351 -2 2.9303 -2 2.5730 -2 2.2577 -2 1.9799 

3. 5 -2 3,6089 -2 3.1669 r 2.7772 1 -2 2.4340 -2 2.1318 r2 1.8659 -2 1.6322 
3. 6 -2 3.0063 -2 2.6314 -2 2,3018 -2 2.0122 -2 1. 7580 -2 1.5351 -2 1.3396 
3. 7  -2 2.4921 -2 2.1759 -2 1.8986 -2 1.6558 -2 1.4431 -2 1.2571 -2 1.0944 
3. 8 -2 2,0558 -2 1. 7906 -2 1.5587 -2 1.3560 -2 1.1791 -2 1. 0247 -3 8.9001 
3.9 -2 1.6876 -2 1.4664 ( -2 1.2735 ( -2 1.1053 -3 9.5887 -3 8.3139 -3 7.2048 

4. 0 -2r3786 -2 1.1951 r 1.0355 -3r9669 -3) 7.7613 -3 6,7143 -3 5.8057 
4. 1 -2 1.1207 -3 9,6928 -3 8.3 792 -3 7.2400 -3r-2526 -3 5.3973 -3 4. 6568 
4.2 -3 9.0656 -3 7.8234 -3 6. 7481 -3 5.8179 -3 5.0135 -3 4.3184 -3 3. 7179 
4.3 -3 7.2976 -3 6,2839 -3 5,4085 -3 4.6529 -3 4.0011 -3 3.4390 -3 2.9546 
4. 4 -3 5,8457 -3 5, 0228 ( -3 4,3139 -3) 3.7034 -3 3.1779 -3 2. 7259 -3 2.3371 

4. 5 -3) 4,6596 -3) 3.9954 -3 3.4243 ( -3) 2.9336 ( -3) 2.5122 -3 2.1504 -3 1.8400 
4. 6 -3r-6961 -3r-1626 -3 2. 7 050 ! -3r- 3127 rr-9765 -3 1.6885 -3 1.4419 
4. 7 -3 2.9173 -3 2.4912 -3 2.1265 -3 1.8145 -3 1.5477 -3 1.3195 -3 1.1246 
4. 8 -3 2.2914 -3 1.9528 -3 1.6637 -3 1.4168 -3 1.2061 -3 1. 0263 -4 8. 7305 
4. 9 -3 1.7909 -3 1.5233 -3 1.2952 ( -3 1.1009 -4 9.3540 -4 7.9449 -4 6. 7457 

5.0 ( -3) 1.3929 ( -3) 1.1825  ( -3) 1,0035 ( -4) 8,5136 ( -4) 7.2201 ( -4) 6.1210 ( -4) 5.1875 



X V( - 0.3, x) 

o. o -1) 3.0993 
0. 1 -lr-7442 
0. 2 -1 4.3780 
0.3 -1 4.9991 
0.4 -1 5.6064 

0.5 -1 6.1992 
0,6 -1 6. 7773 
0. 7 -1 7.3412 
0. 8 -1 7.8922 
0.9 -1 8.4321 

1 .0  ( -1)  8.9640 
1.1 n 9.4914 
1 .2  0 1 .0019 
1.3  0 1.0553 
1.4 0 1.1100 

1.5 0 1.1668 
1.6 0 1.2267 
1 .7  0 1.2908 
1.8 0 1.3603 
1.9 0 1.4368 

2 .0  l 0 1.5220 
2.1 0 1.6178 
2 .2  0 1.7267 
2.3 0 1.8513 
2.4 0 1.9950 

2.5 Or-1614 
2.6 0 2. 3551 
2 .7  0 2.5818 
2.8 0 2.8478 
2.9 0 3.1612 

3.0 l Or-5318 
3.1 0 3.9715 
3.2 0 4.4950 
3.3 0 5.1205 
3.4 0 5.8704 

3.5 0 6. 7730 
3.6 0 7.8635 
3.7 0 9.1860 
3.8 1 1 .0797 
3.9 1 1.2766 

4.0 1 1.5185 
4. 1 1 1.8169 
4. 2 1 2.1864 
4. 3 1 2.6464 
4.4 1 3.2213 

4.5 1 3.9432 
4.6 1 4.8541 
4. 7 1 6. 0085 
4. 8 1 7.4787 
4.9 1 9.3598 

5.0 2 )  1.1778 

V( - 0.2, x) 

r, 4.5280 
-1 5.0724 
-1 5.6069 
-1 6.1307 

( -1 6.6436 

l 
l 
l 

-1) 7.1460 
-1 � 7.6386 
-1 8.1229 
-1 8.6009 
-1) 9.0756 

-1) 9.5505 
Or-0030 
0 1.0521 
0 1.1 028 
0 1.1559 

0 1.2125 
0 1.2 734 
0 1.3400 
0 1.4136 
0 1.4958 

T.5886 
0 1 .6941 
0 1,8149 
0 1.9541 
0 2.1153 

0 2.3028 
0 2.5218 
0 2. 7785 
0 3.0803 
0 3.4366 

0 3.858<'! 
0 4.3596 
0 4.9572 
0 5.6722 
0 6.5308 

or.5658 
0 8.8182 
1 1. 0340 
1 1.2196 
1 1 .4470 

lr-726S 
1 2 .0725 
1 2.5016 
1 3.0366 
1 3.7065 

lr-5494 
1 5.6148 
1 6.9677 
1 8.6937 
2) 1.0906 

2)  1 .3756 
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V( - 0.1, r) 
-1) 5.7994 
-lr-2 3,;8 
-1 6. 6661 
-1 7 .0905 
-1 7.5093 ! -1) 7.92 :!8 
-1 � 8.33.>3 
-1 8.7460 
-1 9.15B8 

( -1) 9.5 771 

! 
l 
! 
! 
! 

0 1.0005 
0 1.0449 
0 1 .09:.3 
0 1.1 406 
0 1.1 9:�6 

or.25l3 
0 1.3147 
0 1.38!i3 
0 1.4645 
0 1.5 542 

0 1.6563 
0 1.7734 
0 1.9083 
0 2.0645 
0 2.24!i9 

Ot4 5C'6 
0 2. 7 0�i3 
0 2.9961 
0 3.3387 
0 3.7435 

0 4.2 2 36 
0 4. 79l�8 
0 5.4768 
0 6.2941 
0 7.2770 

0� 8.463S 
0 9.90<!:3 
1 1.1653 
1 1.3793 
1 1. 6419 

1 1 .96% 
1 2.3663 
1 2.8646 
1 3.4870 
1 4.2680 

1 5.2 5�'4 
1 6.4990 
1 8. 0849 
2 1.0112 
2 1 .271 5  

2)  1.6073 

V(O, x) rr621 
-1 7.1901 
-1 7.5184 
-1 7.8474 
-1 8.1 782 

( -lr-5124 r, 8.8519 
-1 9.1994 
-1 9.5583 
-1) 9. 9325 

0 1.0327 
0 1.0747 
0 1.1200 
0 1.1693 
0 1.2236 

0 1.2839 
0 1.3515 
0 1.4277 
0 1.5142 
0 1.6130 

l 0 1.7265 
0 1 .8572 
0 2.0085 
0 2.1 841 

( 0 2.3887 

! 0) 2.6278 
Or-9 080 
0 3.2376 
0 3.6263 
0 4.0864 

0 4.6326 
0 5.2835 
0 6.0617 
0 6.9957 
0 8.1 2 10 

Or-4Sl8 
1 1.1134 
1 1.3149 
1 1.5616 
1 1.8649 

! 1 2.2395 
1 2.7041 
1 3.2829 
1 4.0073 
1 4.9179 

! lr-06SO 
1 7.5270 
1 9.3866 
2 1.1768 
2 1 .4831 

( 2 )  1 .8791 

! 

V(0.1 ,x) 

-lr-6731 
-1 7.9000 
-1 8.1 349 
-1 8.3788 
-1) 8.6331 

-1 8.8994 
-1 9.1803 
-1 9.4787 
-1 9. 7982 

0 1.0143 

0) 1.0519 
0� 1.0932 
0 1.1 389 
0� 1.1898 
0 1.2470 

0 1.3115 
0 1.3848 
0 1.4683 
0 1.5639 
0 1 .6738 

0 1.8005 
0 1 .9470 
0 2.1171 
0 2.3149 
0 2.5457 

Or-8159 
0 3.1 330 
0 3.5064 
0 3.9474 
0) 4.4700 

0 5.0914 
0 5.8328 
0 6. 7208 
0 7. 7882 
0 9. 0763 

1 1 .0637 
1 1.2535 
1 1.4854 
1 1 .  7699 
1 2.1203 

1 2.5539 
1 3.0927 
1 3. 7653 
1 4.6086 
1 5.6708 

1 7.0147 
1 a. 7230 
2 1. 0904 
2 1.3703 
2 1 .7309 

2) 2 .1979 

707 
Table 1�.1 

V(0.2, x) V(0.3, x) 

-1 8.2008 rr·T -1 8.3406 -1 8.5 0 2 
-1 8.497 1 -1 8.59 3 
-1 8.6720 -1 8.72 0 
-1 8.8660 -1 8.87 0 

( -1) 9.081 3 -l l 9.06r � -1 � 9.3205 -1 9.28 3 
-1 9.5867 -1 � 9.53 6 
-1 9.8840 -1 9.82 3 

( 0} 1.0217 0) 1.01�6 

T . 0591 r"T 0 1.1 013 0 1.10 5 
0 1.1490 0 1 .1 5  0 
0 1.2032 0 1.21 0 
0) 1.2649 0 1,27 9 

! 0) 1.3353 l 0 1.35r 
T.4160 0 1.44 6 
0 1.5085 0 1.54 9 
0 1.6150 0 1.66 2 
0 1. 7379 0 1.80 0 

T.8799 ! 0 1.96r 
0 2.0446 0 2.15 7 
0 2,2360 0 2.36 2 
0 2.4589 0 2.61 5 
0 2.7195 0 2.91 4 

0 )  3. 0247 0 3.2T 
Or-3834 0 3.66 7 
0 3.8063 0 4.14 5 
0 4.3064 0 4.70 4 
0 4.8998 0 5.38 0 

Or-6065 T"'T 0 6.4510 0 7.14 2 
0 7.4640 0 8.30 9 
0 8.6838 0 9.69 9 
1) 1 .0158 1 1.13 5 

1 ) 1 .1948 , �.,T 
lr-4130 1 1.59 5 
1 1. 6799 1 1.90 9 
1 2 .0080 1 2.28 4 
1 2.4130 1 2. 74 6 

1 2.9150 ! I '· 'T 1 3.5401 1 4.05 4 
1 4.3219 1 4.96 4 
1 5.3040 1 6. 10 5 
1 6.5433 1 7.55 0 

1 8.1143 r'T 2 1.0115 2 1.17 6 
2 1.2674 2 1.47 0 
2 1.5964 2 1.86 8 
2 2.0211 2 2.36 1 

2) 2.5720 ( 2 )  3.01�2 
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Table 19.1 

X 

0,0  
0.1 
0.2 
0,3 
0.4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1 . 0  
1 . 1  
1 . 2  
1 . 3  
1.4 

1.5  
1.6 
1 .7  
1.8  
1.9 

2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 

2.5 
2.6 
2. 7 
2.8 
2,9 

3.0 
3. 1 
3.2 
3.3 
3.4 

3.5 
3.6 
3.7 
3.8 
3.9 

4. 0 
4.1 
4.2 
4.3 
4.4 

4.5 
4. 6 
4.7 
4.8 
4.9 

5. 0 

U(0.4, x) 

( O) 1.2579 
( 0) 1 .1672 � 0) 1. 0811 

-1) 9,9946 
-1) 9.2205 

( -1 8,4870 
( -1 7. 7928 � -1 7. 1368 

-1 6. 5181 
-1 5.9358 

( -1) 5. 3894 � -1) 4,8780 
-1) 4.4008 
-1) 3.9571 

( -1) 3.5459 

( -1! 3.1 663 � -1 2.8171 
-1 2,4972 
-1 2 ,2054 

( -1) l.  9402 

( -1) 1.  7003 � -1� 1.4842 
-1 1.2904 
-1 1.1174 

( -2 9.6358 � -2) 8,2754 
-2� 7.0773 
-2 6. 0272 

( -2 5 .1111  
( -2 4.31 57 ! =�j �:�j�� 

-2 2.5313 
-2 2 .1 004 

( -2) l .  7351 

-2) 1,4270 
-2) 1 .1683 
-3� 9.5224 
-3 7.7263 
-3 6.2406 

( -3) 5.0176 l -3) 4.0160 
-3) 3.1995 
-3) 2, 5373 
-3) 2 ,0029 

-3� 1.5738 
-3 1 .2 308 
-4 9,581 5 
-4 7.4240 
-4) 5.7255 

( -4) 4.3948 

U(0.5,x) 

( 0 1.2533 
( 0 1.1 564 � 0 1.0652 

-1 9. 7955 
-1 8.9898 

( -1) 8. 2327 
( -1) 7.5219 � -1 � 6.8555 

-1 6. 2 318 
-1 5.6493 

( -1) 5.1 064 
( -1) 4.6019 
( -1) 4.1343 
( -1) 3. 7022 
( -1) 3.3042 

( -1) 2. 9390 � =ij �:���� � -1 2, 0246 
( -1 1.7749 

-1) 1.5501 
-1� 1. 3486 
-1 1 .1687 
-1 1 .0088 
-2) 8.6728 

( -2) 7.4258 ! -2� 6.3320 
-2 5.3770 
-2 4, 5470 
-2) 3.8288 

( �2 3.2104 ! -2 2.6803 
-2 2.2281 
-2 1.8441 
-2 1.5196 

( -2 1.2468 l -2 1.0184 
-3 8.281 0 
-3 6. 7038 
-3 5.4026 

( -3 4.3344 ! -3 3.461 7 
-3 2. 7521 
-3 2.1781 
-3 1.  7158 

-3) 1 .3455 
-3) 1,0503 
-4� 8. 1601 
-4 6.3 1 07 
-4 4.8579 

( -4) 3. 7221 

PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

U(0.6, x) � 0) 1 . 2436 
0) 1. 1413 
0) 1.  0458 

( -1) 9.5680 
( -1 ) 8.7372 

-1 7.9624 
-1 7.2403 
-1 6.5683 
-1 5.9437 
-1 5.3643 

( -1) 4.8280 
( -1� 4.3327 
( -1 3.8765 
( -1 3.4575 
( -1 3.0739 

( -1) 2. 7238 � -1� 2.4053 
-1 2 .1167 
-1 1.8561 

( -1) 1.6216 

-1 1.4115 
-1 1 .2240 
-1 1. 0574 
-2 9. 0985 
-2 7. 7984 

-2 6.6573 
-2 5.6603 
-2 4. 7930 
-2 4.0418 
-2 3.3942 

-2 2.8384 
-2 2 ,3636 
-2 1.9598 
-2 1.6181 
-2 1.3301 

-2 1, 0887 
-3 8.8715 
-3 7.1975 
-3 5.8136 
-3 4.6749 

� =�j �:���� ( -3 2. 3663 
( -3 1. 8689 
( -3 1 .4693 

( -3 1.1499 
( -4 8.9583 i -4 6.9470 

-4 5.3625 
-4 4.1203 

( -4) 3.1512  

U(0.7, x) 

0) 1.2292 
0! 1.1223  
0 1 .0233 

-1 9.3162 
-1 8.4665 

( -1 7.6795 
( -1 6.9511 � -1 6.2776 

-1 5.6558 
-1 5.0826 

-1! 4.5553 
-1 4.0713 
-1 3.6282 
-1 3.2235 
-1) 2.8550 

( -1) 2.5204 � -1� 2.2177 
-1 1.9447 
-1 1. 6994 

( -1) 1.4798 ! -1 1.2838 
-1 1 .1097 
-2 9.5563 
-2 8.1979 

( -2 7.0055 

-2) 5.9630 
-2! 5.0555 
-2 4.2 689 
-2 3.5900 
-2 3.0068 ! =�j �:���� 
-2 1.7228 
-2 1.4189 

( -2)  1 .1636 

-3) 9,5009 
-3) 7. 7243 
-3) 6. 2525 
-3) 5. 0391 
-3) 4. 0432 

-3) 3.2298 
-3) 2.5686 
-3� 2,0336 
-3 1.6029 
-3 1 .2577 

-4 9.8235 
-4 7.6382 
-4 5.9121 
-4 4.5551 
-4 3.4935 

( -4) 2.6671 

U(0.8, x) 

0) 1.2106 
0) 1.1000 

-1� 9.981 3 
-1 9.0440 
-1 8.1811 

-1) 7.3870 
-1) 6.6567 
-1 � 5.9857 
-1 5.3699 
-1 4,8057 

-1) 4,2896 
-1 ) 3.8187 
-1) 3.3898 
-1) 3.0003 
-1) 2.6475 

( -1) 2.3288 � -1) 2 .0419 
-1) 1.7844 
-1) 1. 5540 

( -1) 1.3487 

( -1! 1.1664 � -1 1 . 0050 
-2 8.6280 
-2 7.3793 

( -2) 6.2874 

-2 5.3363 
-2 4.5115 
-2 3. 7990 
-2 3.1863 
-2 2.6615 l =� j i:��:� 
-2 1 .51 34 
-2 1.2434 
-2) 1 .0172 

-3; 8.2868 
-3 6.7217 
-3 5.4288 
-3 4.3655 
-3 3.4952 

-3 2.7861 
-3 2 .2111  
-3 1 .  7470 
-3 1. 3742 
-3 1.0761 

-4� 8,3889 
-4 6.5103 
-4 5.0295 
-4) 3.8680 
-4) 2.961 1  

( -4) 2.2566 

U(0.9,x) 

( 0� 1.1883 
( 0 1 .0746 � -1 9.7 063 

-1) 8. 7549 
-1) 7.8843 

( -1 7.0879 
( -1 6.3597 � -1 5.6945 

-1 5.0877 
-1 4.5347 

( -1 4.0318 � -1 3.5753 
-1 3.1 618 
-1 2.  7881 

( -1 2.4514 l -1) 2.1487 
-1) 1.8774 
-1) 1 . 6351 
-1) 1.4193 

( -1) 1.2278 

-1 1 .0585 
-2 9.0923 
-2 7.782 0 
-2 6.6361 
-2 5.6377 

-2 4. 7714 
-2 4.0227 
-2 3.3782 
-2 2.8258 
-2 2. 3543 

-2 1.9535 
-2 1.6144 
-2 1 .3287 
-2 1 .0890 
-3 8.8881 

-3 7.2238 
-3 5. 8462 
-3 4. 7111 
-3 3.  7801 
-3 3.0200 l -3 2,4023 
-3 1.9025 
-3 1.5001 
-3 1.1776 
-4 9.2 036 

-4 7.1610  
-4  5.5468 
-4 4�2772  
-4 3.2833 
-4 2 .509 0  

( -4) 1.9086 

U(l.O,x) 

0) 1.1627 
0) 1.0467 

-1) 9.41 22 
-1) 8.4523 
-1) 7.5790 

-1) 6. 7845 
-1) 6,0622 
-1 � 5,4060 
-1 4.8105 
-1 4.2709 

-1 3. 7826 
-1 3.3417 
-1 2 .9443 
-1 2.5870 
-1 2.2665 ! -1 ) 1.9797 
-1� l .  7240 
-1 1.4965 
-1 1.2948 

( -1) 1 .1165 

-2) 9.5952 
-2� 8,2173 
-2 7.0122 
-2 5.9622  
-2  5.0508 

( -2� 4.2627 l -2 3.5839 
-2 3. 0 01 7  
- 2  2.5042 
-2) 2.0810 

-2 1.  7224 
-2 1.4199 
-2 1.1 658 
-3 9.5318 
-3 7.7615 

-3) 6.2937 
-3� 5.0820 
-3 4. 0863 
-3 3.2716 
-3 2.6082 

-3 2 ,0704 
-3 1.6363 
-3 1.2876 
-3 1.0088 
-4 7.8686 

-4 6.11 05 
-4 4.7242 
-4 3.6361 
-4 2 .  7861 
-4 2.1252 

( -4) 1.6138 
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Table 1�. 1 

X V(0.4,x) V(0.5,x) V(0.6,x) V(0.7,x) V(0.8, x) V(0.9,x) V(l.O, �) 

o.o -1
;
--3485 

r
1) 7.9788 

�

-1 7.3474 
r
l) 6.4988 

r
1) 5.4912 ! -1) 4.3932 ( -1r-2�00 

0.1 -1 8.3808 -1r-9988 -1 7.38�i1 -1 6.5836 -1� 5.6492 -1r-6453 ! -1 3.6401 
0.2 -1 8.4468 -1 8.0590 -1 7.46�75 -1

1
6.1147 -1 5.8526 -1 4.9394 -1 4.0368 

0.3 -1 8,5475 -1 8.1604 -1 7 .59�i4 -1 6.8936 -1 6.1035 -1 5.2785 -1 4.4742 
0.4 -1 8.6844 -1 8.3045 ( -1 7.7707 -1 7.1224 -1) 6.4046 ( -1 5.6664 -1) 4.9575 

0.5 
r
1 8.8595 -1) 8.4934 -1 7. 99�i8 -1r.4039 r1) 6.7596 ! -11 6.1076 

�

-1) 5.4

r 

0,6 -1 9.0757 -1! ""7302 -1 8.2 739 -1 7.7419 -1

r·"" 

-1 6.6077 -1} 6.0858 
0.7 -1 9.3364 -1 9.0186 -1 8.6092 -1 8.1412 -1 7.6504 -1 7.1733 -1 6, 7457 
0,8 -1 9.6460 -1 9.3633 -1 9.0068 -1 8.6076 -1 8.1984 -1 7.8124 -1 7.48 4 
0.9 0 1.0010 -1 9. 7698 -1 9.4730 -1) 9.1481 ( -1 8.8253 ( -1) 8.5344 ( -1) 8.30 0 

1.0 ( 0 1.0434 ( 0) 1.0245 0) 1.0015 ( -1
r
771J ( -1r5408 ( -1) 9.3507 

�

-

r��i; 1.1 1 0 1.0926 ( 0� 1.0797 0� 1.0643 � 0 1.0488 ! 0 1.0357 � 0) 1.0275 1.2 0 1.1495 � 0 1.1436 0 1.1367 0 1.1309 0 1.1287 0� 1.1323 0 1.1437 
1.3 0 1.2151 0 1.2174 0 1.2200 0 1.2251 0 1.2348 0 1.2514 0 1.2765 
1.4 0 1.2908 0) 1.3024 0) 1.31�i8 ( 0 1.3330 0) 1.3561 ( 0 1.3870 ( 0 1.42 6 

1.5 ( 0) 1.3779 l 0) 1.4003 . 0) 1.4260 ( 0� 1.4569 l 01 1.4940 ( 0� 1.5420 0 1.59�9 
1.6 1 Or-4784 0 � 1 .51 32 Or-550!8 1 0 1.5992 0 1.6542 � 0 1.7196 0 1.79 3 
1.7 0 1.5943 0 1.6433 0 1.69B9 0� 1. 7629 0 1.8373 0� 1.9238 0 2.02�3 
1.8 0 1. 7281 0 1. 7936 0 1.8675 0 1.9518 0 2.0484 0 2.1592 0 2.28 2 
1.9 0 1.8829 0) 1.9674 0 2. 06<'5 0) 2.1703 0) 2.2926 ( 0 2.4317 0 2.58 6 

2.0 ! 0 2.0622 0) 2.1689 Or-2886 ! 0 2.4236 0� 2.5760 0) 2.7481 

r

9l 2.1 0 2.2705 Or-4030 0 2,5514 0 2. 7182 0 2.9058 Or-ll69 0 3.35 2 
2.2 0 2.5130 0 2.6757 0 2.8578 0 3. 0620 0� 3.2911 0 3.5483 0 3.83 8 
2.3 0 2. 7961 0 2.9943 0 3,2160 0 3.4644 0 3. 7428 0 4.0548 0 4,40 4 
2.4 ( 0 3.1275 0 3.3676 0) 3.6363 ( 0 3.9371 0) 4.2741 0 4.6517 0) 5.07 7 

2.5 l 0 3.5166 0 3.8065 0 4.1310 O

r

-4944 ! 0) 4. 9015 0 5.3578 

r

8l 2.6 0 3.9749 0 4.3241 0 4. 7l�i3 0 5.1536 Or-6451 0 6.1963 0 6,81 6 
2.7 0 4.5165 0 4.9368 0 5,4079 0 5.9365 0 6.5297 0 7.1959 0 7.94 0 
2.8 0 5.1589 0 5.6644 0 6.23��0 0 6.8696 0 7.5862 0 8.3921 0 9.29 5 
2.9 0 5,9235 0 6.5320 0 7.2162 0 7.9862 ( 0 8.8529 0 9,8292 1) 1.09 9 

3.0 Or-8368 O
r-
5701 0 8.3962 0 9.3274 l 1 1.0378 � 1 1.1563 1 1.T 3.1 0 7,9320 0 8.8172 0 9,8164 1 1.0945 1 1.2220 1 1.3662 1 1.52 3 

3.2 0 9.2504 1 1,0321 1 1.15;13 1 1.2903 1 1.4455 � 1 1.6214 1 1.82 7 
3.3 1 1. 0844 1 1.2142 1 1.3615 1 1. 5284 1 1.1178 1 1.9329 1 2.17 3 
3.4 1) 1.2777 1 1.4357 1 1.61�i1 1 1.8190 1 2,0509 1 2.3148 1 2.61 3 

3.5 1 1.5132 11 '"7060 1� 1. 92� ,3 l 1� 2,1752 1 2.4601 � 1� 2. 7849 1 3.1T 3.6 1 1,8014 1 2.0373 1 2.3064 1 2.6137 1 2.9646 1 3.3658 1 3.82 6 
3.7 1 2.1555 1 2.4452 1 2.7765 1� 3.1556 1 3.5896 1 4,0868 1 4.65 6 
3.8 1 2.5923 1 2.9495 1� 3.35�18 1 3.8282 1 4,3669 � 1 � 4.9853 1 5.69 6 
3.9 1 3.1336 1) 3.5756 1 4.08J3 1 4.6667 1 5.3377 1 6.1098 1 6.99 6 

4.0 1 3.8072 � 1 � 4.3563 l 1 � 4.9884 l 1 5. 7165 1 6,5556 1� 7.5232 1 8.T 4. 1 1 4,6493 1 5.3341 1 6, 12L,2 1 7. 0364 1 8. 0899 1 9.3073 2 1. 07 5 
4.2 1 5. 7065 1� 6.5642 1� 7.55�19 1 8. 7031 2 1.0031 2 1.1569 2 1.33 1 
4.3 1 7.0397 � 1 8.1183 1 9.3682 2 1.0817 2 1.2498 2� 1.4449 2 1.67 4 
4.4 1 8.7286 2 1.0091 2 1.1673 2 1.3511 2 1.5647 2 1.8131 2 2.10 2 

4.5 2� 1.0878 2 1.2605 � 2 1.4616 2� 1.6957 2� 1.9684 2 2.2861 l 2 2.65r 4.6 2 1.3624 2 1.5826 2 1.83n 2 2.1387 2 2.4882 2 2.8963 2 3.37 1 
4.7 2 1. 7151 2 1.9968 2 2.3259 2r.7106 2 3.1 606 2 3.6870 2 4.30 2 
4.8 2� 2.1701 2 2.5321 � 2 2,95�19 2 3.4524 2� 4.0341 2 4. 7161 2 5.51 0 
4.9 2 2.7596 2 3.2270 2 3.77�i2 2 4.4187 2 5.1742 2 6.0616 2 7.10 3 

5, 0 2) 3.5270 2) 4.1331 2) 4.84�16 ( 2) 5.6833 2) 6.6688 2) 7.8285 2) 9.19�8 I 
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Table 19.1 

X U(1.5,x) 
o.o 0 1.0000 
0.1 -1 8.8187 
0,2 -1 7.7700 
0,3 - 1  6.8389 
0,4 -1 6.0120 

0.5 -1 5.2778 
0,6 -1 4.6262 
a. 1 -1 4.0482 
0,8 -1 3.5360 
0,9 -1 3.0825 

1.0 -1 2.6816 
1.1 -1 2.3276 
1.2 -1 2.0157 
1.3 -1 1. 7412 
1.4 -1 1.5003 

1.5 -1 1.2893 
1.6 -1 1.1 049 
1.7 -2 9.4412 
1.8 -2 8.0438 
1.9 -2 6.8324 

2,0 -2 5. 7853 
2.1 -2 4.8830 
2.2 -2 4.1080 
2.3 -2 3.4444 
2.4 -2 2,8782 

2.5 rT"" 2.6 -2 1.9886 
2,7 -2 1.6441 
2.8 -2 1.3544 
2.9 -2 1.1116 

3.0 -3 9.0885 
3.1 -3 7.4028 
3.2 -3 6.0067 
3.3 -.3 4.8549 
3.4 -3 3.9086 

3.5 -.3 3.1342 
3.6 -3 2.5032 
3. 7 -3 1. 9912 
3.8 -3 1.5775 
3.9 -3 1.2446 

4.0 rr778· 
4.1 -4 7.6513 
4.2 -4 5.9616 
4.3 -4 4.6255 
4.4 -4 3.5736 

4.5 -4 2.7491 
4.6 -4 2.1058 
4.7 -4 1.6061 
4,8 -4 1.2197 
4.9 -5 9.2216 

5,0 ( -5} 6.9418 

U(2.0,x) -T.lO" -1 7.0232 
-1 6.0787 
-1 5.2566 
-1 4.5410 

-1 3.9182 
-1 3.3763 
-1 2.9051 
-1 2.4957 
-1 2.1403 r1 1.8321 
-1 1.5651 
-1 1.3343 
-1 1.1350 
-2 9.6317 

-2 8.1541 
-2 6.8857 
-2 5. 7994 
-2 4.8712 
-2 4.0801 

-2 3.4076 
-2 2.8.375 
-2 2.3556 
-2 1.9495 
-2 1,6082 

r 1.,, 
-2 1.0837 
-3 8.8509 
-3 7.2040 
-3 5.8431 

-3 4.7224 
-3 3.8030 
-3 3.0513 
-3 2 .4392 
-3 1.9426 

-3 1.5412 
-3 1.2181 
-4 9.5895 
-4 7.5202 
-4 5.8741 

-4 4.5702 
-4 3,5414 
-4 2.7331 
-4 2.1 007 
-4 1.6081 

-4! 1.2259 
-5 9.3061 
-5 7.0352 
-5 5.2961 
-5 3.9701 

( -5) 2.9634 

PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

U(2.5,x) U(3.0,:t) U(3.5,x) U(4.0, x) 
-1 6.2666 -1 4.6509 -1 3.3333 

-T· " "  

-1 5.3409 -1 3.9060 -1 2.7615 -1 1.8950 
-1 4.5492 -1 3.2786 -1 2.2867 -1 1.5494 
-1 3,8719 -1 2,7501 -1 1.8924 -1 1.2662 
-1 3.2925 -1 2.3050 -1 1,5650 -1 1.0340 

-1 2.7969 _T_,,, -1 1.2931 -2 8.4374 
-1 2.3731 -1 1.6146 -1 1.0674 -2 6.8788 
-1 2. 0109 -1 1.3490 -2 8.8019 -2 5.6025 
-1 1.7015 -1 1.1256 -2 7.2491 -2 4.5579 
-1 1.4375 -2 9.3785 -2 5.9624 -2 3.7035 -y·"" -2 7.8022 -2 4.8971 -2 3.0053 
-1 1.0208 -2 6.4802 -2 4.0160 -2 2.4351 
-2 8.5773 -2 5.3727 -2 3.2880 -2 1.9701 
-2 7.1928 -2 4.4461 -2 2 .6872 -2 1.5913 
-2 6.0190 -2 3.6721 -2 2.1922 -2 1.2831 

-2 5,0255 -2 3.0265 -2 1. 7849 r 1.0327 
-2 4.1862 -2 2.4890 -2 1.4503 -3 8.2953 
-2 3.4786 -2 2.0423 -2 1.1759 -3 6.6500 
-2 2 .8833 -2 1.6718 -3 9.5127 -3 5.3198 
-2 2.3837 -2 1.3652 -3 7.6780 -3 4.2463 -T·"" -2 1.1120 -3 6.1823 r '·'"' 
-2 1.6159 -3 9.0339 -3 4.9656 -3 2.6869 
-2 1.3248 -3 7.3193 -3 3.9782 -3 2.1296 
-2 1.0829 -3 5.9138 -3 3.1787 -3 1.6837 
-3 8,8260 -3 4.7646 -3 2 ,5331 -3 1.3277 

-'! '
·

"" -3 3.8275 -3 2.0129 r, 1.0442 
-3 5.8081 -3 3.0655 -3 1 .5951 -4 8.1895 
-3 4.6891 -3 2,4478 -3 1.2603 -4 6.4052 
-3 3.7734 -3 1.9484 -4 9.9277 -4 4.9954 
-3) 3.0264 -3 1.5460 -4 7.7967 -4 3.8845 -T·"'' -3 1.2228 -4 6.1042 rr·ll7 -3 1.9270 -4 9.6394 -4 4. 7641 -4 2.3279 
-3 1.5296 -4 7.57.35 -4 3.7062 -4 1.79.38 
-3 1.2099 -4 5.9301 -4 2.8738 -4 1.3778 
-4 9.5361 -4 4.6274 -4 2.2210 -4 1.0550 

-T· "" 

-4 3.5982 r 1.7107 rT"" -4 5,8592 -4 2. 7880 -4 1.3131 -5 6.1244 
-4 4.5672 -4 2.1526 -4 1. 0045 -5 4.6430 
-4 3.54&8 -4 1.6559 -5 7.6567 -5 3.5080 
-4 2. 7439 -4 1.2692 -5 5.8157 -5 2.6413 

-41 2.1140 -r·"" -5 4.4015 -5 1.9818 
-4 1,6233 -5 7.3727 -5 3.3191 -5 1.4817 
-4 1.2413 -5 5.5875 -5 2.4937 -5 1.1039 
-5 9.4547 -5 4.2185 -5 1.8667 -6 8.1946 
-5 7.1727 -5 3.1726 -5 1.3920 -6 6.0609 

-5 5.4198 -5 2.3767 rr.,., rr .. ., -5 4.0787 -5 1,7736 -6 7.6538 -6 3.2790 
-5 3.0571 -5 1.3183 -6 5.6428 -6 2.3983 
-5 2.2819 -6 9. 7593 -6 4.1440 -6 1.7475 
-5 1.6964 -6 7.1961 -6 3.0315 -6) 1.2685 

( -5} 1.2558 ( -6} 5.2847 ( -6} 2,2089 ( -7) 9.1724 

U(4.5,x) 
-1 1.5666 
-1 1.2662 
-1 1.0230 
-2 8,2604 
-2 6.6663 

-2 5,3758 
-2 4.3316 
-2 3.48&9 
-2 2.8040 
-2 2.2523 

r 1 .. ,. 
-2 1.4475 
-2 1.1579 
-3 9.2486 
-3 7.3749 

-3 5.8705 
-3 4.6645 
-3 3.6991 
-3 2.9276 
-3 2 .3122 

rr.,, -3 1.4328 
-3 1.1240 
-4 8.7960 
-4 6,8665 

-4 5.3467 
-4 4.1523 
-4 3,2161 
-4 2 .4841 
-4 1.9134 

r· 1.4695 
-4 1.1253 
-5 8,5914 
-5 6.5394 
-5 4.9621 

r ,_,,. -5 2.8300 
-5 2 .1269 
-5 1.5932 
-5 1.1894 

-6 8.8495 
-6 6.5617 
-6 4.8485 
-6 3.5701 
-6 2.6194 

-6 1.9150 
-6 1.3949 
-6 1.0124 
-7 7,3205 
-7 5.2737 

( -7) 3.7849 

U(5.0,x) 
-1 1.0335 
-2 8.2588 
-2 6.5971 
-2 5,2673 
-2 4.2032 

rrm• -2 2.6707 
-2 2.1262 
-2 1.6910 
-2 1.3434 

-2 1 .0660 
-3 8.4479 
-3 6.6856 
-3 5,2831 
-3 4.1683 

-3 3.2833 
-3 2.5816 
-3 2,0262 
-3 1.587 3  
- 3  1.2409 -T ... 1 0  
- 4  7.5364 
-4 5.8538 
-4 4.5364 
-4) 3.5071 

-4 2.7047 
-4 2.0806 
-4 1 ,5964 
-4 1.2216 
-5 9.3228 

-5 7.0950 
-5 5.3843 
-5 4.0742 
·-5 3.0738 
-5 2 • .3121 

r 1.7338 
-5 1.2961 
-6 9.6590 
-6 7.1749 
-6 5.3123 

rr,., -6 2.8834 
-6 2.1136 
-6 1.5440 
-6 1.1240 

-7 8.1539 
-7 5.8942 
-7 4.2455 
-7 3,0469 
-7 2.1788 

( -7) 1.5523 



X V(1.5,x) V(2.0, x) 
o.o 0.0000 -1 3. 4311 
0.1 rT"" -1 3.9591 
0.2 -1 1.6118 -1 4.5665 
0.3 -1 2.4481 -1 5.2660 
0.4 -1 3.3218 -1 6.0721 

0.5 -1 4.2467 -1 7. 0024 
0.6 -1 5.2381 -1 8.0774 
0,7 -1 6.3130 -1 9.3217 
0.8 -1 7.4906 0 1. 0764 
0,9 -1 a. 7928 0 1.244 0  

1 . 0  0 1.0245 0 1.4390 
1.1 0 1.1877 0 1 .6665 
1.2 0 1.3724 0 1.9325 
1.3 0 1.5826 0 2.2442 
1,4  0 1.8234 0 2.6104 

1.5 0 2.1005 0 3.0418 
1.6 0 2.4211 0 3. 5514 
1.7  0 2.7936 0 4.1551 
1 . 8  0 3.2284 0 4.8722 
1.9 0 3.7380 0 5.7267 

2.0 0 4.3378 0) 6. 7480 
2 . 1  0 5. 0463 or.9725 
2.2 0 5.8865 0 9.4452 
2.3 0 6.8869 1 1.1222 
2.4 0 8.0823 1)  1.3374 

2.5 0 9.5162 1 1.5987 
2.6 1 1.1243 1 1.9172 
2.7 1 1.3329 1 2 . 3068 
2.8 1 1.5860 1 2.7849 
2.9 1 1.8943 1 3.3738 

3.0 1 2.2710 T·"" 3.1 1 2. 7333 1 5.0049 
3.2 1 3.3028 1 6. 1295 
3.3 1 4.0070 1 7.5350 
3.4 1 4,8812 1)  9.2982 

3.5 1 l 5.9708 2 1.151 9  
3 . 6  1 7.3343 2 1.4325 
3.7 1l 9.0472 2 1. 7887 
3,8 2 1.1208 2 2.2424 
3.9 2 1.3945 2 2.8227 

4.0 2 1.7425 2 3.5678 
4.1 2 2.1870 2 4.5283 
4.2 2 2.7569 2 5. 7716 
4.3 2 3.4909 2 7.3873 
4.4 2 4.4399 2 9,4956 

4.5 2 5.6724 3 1.2258 
4.6 2 7.2797 3 1.5893 
4.7 2 9.3849 3 2. 0695 
4.8 3 1.2154 3 2.7065 
4.9 3 1.5812 3 3. 5553 

5.0 3) 2.0666 3)  4,6909 

PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

V(2.5,x) 
-1 7.978!1 
-1 8.0788 
-1 8.3811: 
-1 8.8948 
-1 9.633<� 

0 1.061 �· 
0 1.1 87:0 
0 1.3438 
0 1.5356 
0 1 .  768;i r·""' 0 2.386< 
0 2. 790�, 
0 3.274!1 
0)  3.8551 

0 4.5511 0 5.3869 
0 6.392�, 
0 7.6041' 
0 9.0691' 

T·"" 1 1.300(1 
1 1.562 6  
1 1.883� 
1)  2.276�· 

1 2.  7591' 
1 3.355� 
1 4.0926 
1 5. 007l. 
1 6.1466 

1 7.5701 
1 9. 3551 
2 1.1601 
2 1 . 443i 
2 )  1 . 8032 

2 )  2.260� 
2l 2.8441 
2 3.592( 
2 4.554( 
2 )  5. 796( 

2 7.405i 
2 9,5001 
3 1,223E 
3 1.5823 
3 2.054� 

3 2.678E 
3 3.506g 
3 4.610t 
3 6.0871 
3 8.070E 

4) 1 .074E 

( I 

V(3.0,x) V(3.5,x) 
-1 4.9200 0.0000 
-1 5.8561 rr··"· -1 6.9684 -1 4.8999 
-1 8.2911 -1 7.5647 
-1 9.8651 0 1.0497 

0 1.1740 0 1.3802 
0 1.3975 0 1. 7600 
0 1.6644 0 2.2033 
0 1.9833 0 2.7266 
0 2.3652 0 3.3501 

0 2.8230 0 4.0980 
0 3.3729 0 5.0002 0 4.0346 0 6.0933 
0 4.8322 0 7.4224 
0 5. 7959 0 9.0439 

O l 6.9626 1l 1 . 1 028 
0 8.3782 1 1.3461 
1l 1.0100 1l 1.6454 
1 1.2199 1 2.0145 
1) 1.4765 1 2.4708 

1)  1.791 0 1) 3. 0364 
1)  2.1774 1 )  3. 7393 
1l 2,6535 l l 4.6150 
1 3.2418 1 5, 7092 
1)  3.9709 1) 7.0801 

1 4.8771 1)  8,8025 
1 6.0069 '! '""" 
1 7.4199 2 1.3716 
1 9.1925 2 1.7193 
2 1.1423 2 2.1614 

T·'"" 2 2.7252 
2 1 .  7809 2 3.4467 
2 2.2345 2 4.3729 
2 2.8131 2 5.5657 
2) 3.5537 2 7.1071 

2 )  4.5048 2) 9.1055 
2) 5. 7308 T. l 705 
2 l 7.3166 3 1.5100 
2 9.3755 3 1.9547 
3 1.2058 3 2.5393 

3 1.5567 3 3.3108 
3 2.0173 3 4.3324 
3 2 .6243 3 5.6903 
3 3.4272 3 7.5019 
3 4.4934 3 9.9277 

3l 5.9146 4 1. 3188 
3 7.8166 4 1. 7588 
4 1 .0372 4 2.3547 
4l 1.3819 4 3.1649 
4 1.8487 4 4.2708 

4) 2.4833 4) 5.7864 

V(4.0,x) 
0 0.8578 
0 1. 0483 
0 1,281 0 
0 1,5652 
0 1.9126 

0 2.3376 0 2.8579 
0 3.4955 
0 4,2777 
0 5.2386 

0 6,4206 
0 7.8765 
0 9.6727 
1 1.1892 
1 1.4640 

1l l.8048 
1 2.2284 
1r.7558 
1 3.4139 
1 4.2370 

I) 5.2 689 
1)  6.5656 
1l 8,1989 
2 1 .0262 
2 )  1.2 873 

2 1.6189 
2 2.0411 
2 2.5801 
2 3.2 701 
2 4.1 562 

2) 5,2976 ' j""" 2 8.6829 
3 1.1167 
3 1.4407 

3) 1.8646 
3l 2.4212 
3 3.1543 
3) 4.1 233 
3) 5,4084 

3 7.1188 
3 9,4032 
4 1.2465 
4 1.6584 
4 2.2145 

4l 2.9680 
4 3.9929 
4l 5.3922 
4 7.3096 
4 9.9472 

5) 1.3589 ( 

V(4.5,x) 
Ol 2.3937 
0 2.4477 
0� 2.6124 
0 2 .8954 
0 3.3098 

0 3.8751 
0 4.6180 
0 5.5736 
0 6. 7880 
0 8.3200 

1 1.0245 
1 1 .2659 
1 1 .5683 
1 1.9473 
1 2.4227 

1)  3.0195 
1)  3. 7699 
1r.7150 
1 5.9076 
1 7.4155 

1 )  9.3262 
2r-175l 
2 1.4841 
2 1.8781 
2 2.3822 

2 3.0285 
2 3.8596 
2 4.9310 
2 6.3162 
2 8.1119 

3) 1.0447 
3l l. 3491 
3 1 .7474 
3 2.2698 
3) 2.9574 

3l 3.8650 
3 5.0672 
3l 6.6645 
3 a. 7939 
4) 1.1 642 

4l l .5465 
4 2, 0613 
4l 2. 7570 
4 3.7005 
4 4.9845 

4l 6. 7384 
4 9.1425 
5l 1.2450 
5 1. 7018 
5)  2.3348 

5) 3.2156 

71 1 

Table 19.1 

V(5.0,x) 

� 0 1. 7220 
0 2.1945 

{ 0 2.6952 
0 3.3115 
0 4.2178 

0) 5.2778 
0) 6.60160 
Ol 8.27121 
1 1. 03164 
1 1.29193 

1 1.63101 
1 2. 0�69 
1 2.5728 
1 3.n73 
1 4. 07'82 

( 1) 5.1442 
( 1) 6.4978 � 1l 8.2198 

2 1. 0415 
2) 1. 3218 

( 2) 1 .68106 

� 2) 2.14108 
2 l 2.  73!25 
2 3.4948 

( 2) 4.4794 

( 2 5. 75144 I 2 7.40193 
2 9.5fl31 
3 1.2374 
3 1.6051 

( 3 2. 08177 I 3 2. 7227 
3 3.56106 
3 4.66197 
3 6.14122 

3)  8.1 0129 
4l l. 07'22 
4 1.42'32 
4 1 . 89150 
4) 2.53113 

4 3.39124 
4 4.56114 
4 6,15':38 
4 8.33106 
5 1.13116 

5) 1 .5426 
5) 2.1103 
5) 2 . 89173 
5l 3.992 3 
5 5.5212 

5) 7.6639 



712 PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

Table 19.2 

X W( - 5.0,x) W(-4.0,x) W( - 3.0,x) W(-2.0,x) W( - 5.0, -x) W( -4.0, -x) W( - 3.0,-x) W(-2.0, -x) 

o.o 0.47348 0.50102 0.53933 0.60027 0.47348 0.50102 0.53933 0,60027 0.1 0.35697 0,39190 0.43901 0.51126 0.56641 0,59017 0.62350 0.67730 0.2 0,2226 7 0,26715 0.32555 0.41203 0,63113 0.65576 0.68900 o. 74078 0,3 +0.07727 +0.13172 0.20231 0.30453 0.66435 0.69515 a. 73381 o. 78939 0.4 -0.07200 -0.00899 +0.07298 0.19088 0.66434 0,70666 0.75649 0.82206 
0.5 -0.21764 -0.14933 -0.05857 +0.07334 0.63099 0.68972 o. 75622 0.83798 0.6 -0.35231 -0.28362 -0. 18832 -0.04569 0.56583 0.64485 o. 73285 0.83665 0,7 -0.46911 -0.40634 -0.31226 -0.16377 0.47199 0.57370 0,68690 0.81785 0,8 -0.56198 -0.51236 -0.42646 -0.27838 0.35408 0.47898 0.61955 o. 78173 0,9 -0.62597 -0.59713 -0.52722 -0.38697 0.21799 0.36441 0.53268 o. 72875 
1.0 -0.65752 -0.65688 -0.61113 -0.48704 +0.07061 0.23458 0.42880 0.65975 1.1 -0.65470 -0.68881 -0.67522 -0.57617 -0.08044 +0.09483 0.31103 0.57594 1.2 -0.61732 -0.69121 -0.71706 -0.65204 -0.22724 -0.04897 0.18303 0.47890 1.3 -0.54700 -0.66357 -0.73488 -0.71255 -0.36189 -0.19063 +0.04890 0.37059 1.4 -0.44716 -0.60670 -0.72761 -0.75583 -0.47700 -0.32388 -0.08688 0.25333 
1.5 -0.32290 -0. 52270 -0.69502 -0.78031 -0.56602 -0.44262 -0.21962 0.12978 1.6 -0.18077 -0.41495 -0.63774 -0.78484 -0.62369 -0.54122 -0.34454 +0.00294 1.7 -0.02851 -0.28803 -0.55733 -0.76869 -0.64634 -0.61480 -0.45694 -0.12397 1.8 +0.12535 -0.14758 -0.45625 -0.73166 -0.63218 -0.65945 -0.55237 -0.24749 1.9 0.27194 -0.00009 -0.33785 -0.67412 -0.58147 -0.67250 -0.62680 -0.36405 
2.0 0.40253 +0.14739 -0.20633 -0.59707 -0.49661 -0.65271 -0.67684 -0.47006 2.1 0.50907 0.28751 -0.06661 -0.50217 -0.38212 -0.60042 -0.69989 -0.56198 2.2 0,58468 0.41299 +0.07581 -0.39174 -0.24445 -0.51764 -0.69432 -0.63649 2.3 0.62416 0.51702 0.21503 -0.26879 -0.09171 -0.40802 -0.65962 -0.69061 2.4 0,62438 0.59364 0.34495 -0.13696 +0.06678 -0.27680 -0.59652 -0.72184 
2.5 0,58460 0.6381 0 0.45960 -0.00046 0.22095 -0.13062 -0.50704 -0.72830 2.6 0,50668 0,64722 0.55333 +0.13603 0.36067 +0.02276 -0.39454 -0.70889 2.7 0.39507 0.61968 0.62119 0.26749 0.47637 0.17482 -0.26363 -0.66340 2.8 0.25669 0.55625 0.65920 0. 38872 0.55973 0.31672 -0.12008 -0.59265 2.9 +0.10057 0.45985 0,66463 0.49459 0.60434 0.43980 +0.02936 -0.49853 
3.0 -0.06260 0.33555 0. 63631 0.58021 0.60627 0.53615 0,17727 -0.38404 3.1 -0.22123 0,19042 0.57472 0.64123 0.56451 0.59915 0.31588 -0.25332 3.2 -0.36354 +0.03320 0.48225 0.67411 0.48124 0.62397 0.43747 -0.11153 3.3 -0.47850 -0.12614 0.36312 0.67637 0.36184 0,60808 0.53481 +0.03530 3.4 -0.556 72 -0.27701 0.22333 0.64681 0.21471 0.55155 0.60167 0.18042 
3.5 -0.59128 -0.40886 +0.07050 0.58576 +0.05079 0.45725 0.63325 0.31672 3.6 -0.57849 -0.51196 -0.08654 0.49519 -0.11714 0.33088 0,62663 0.43701 3. 7 -0.51836 -0.57820 -0.23816 0.37883 -0.27544 0.18074 0.58111 0.53447 3.8 -0.41490 -0.60177 -0.37452 0.24205 -0.41 066 +0.01731 0.49849 0.60305 3.9 -0.27601 -0.57982 -0.48622 +0.09180 -0.51073 -0.14737 0,38313 0,63793 
4.0 -0.11306 -0.51295 -0.56500 -0.06370 -0.56615 -0.30058 0,24189 0.63597 4.1 +0.05995 -0.40534 -0.60443 -0.21535 -0.57098 -0.42985 +0.08387 0.59605 4.2 0.22741 -0.26474 -0.60059 -0.35365 -0.52367 -0.52406 -0.08010 0.51937 4.3 0.37359 -0.10210 -0.55252 -0.46937 -0.42750 -0.57448 -0.23812 0.40960 4.4 0.48406 +0. 06923 -0.46263 -0.55413 -0.29056 -0.57571 -0.37804 0.27290 
4.5 0. 54726 0.23443 -0.33674 -0.60118 -0.12531 -0.52643 -0.48847 +0.11769 4.6 0,55583 0.37847 -0.18393 -0.60601 +0.05237 -0.42982 -0.55975 -0.04573 4.7 0,50770 0.48758 -0.01604 -0.56693 0.22465 -0.29363 -0.58492 -0.20576 4.8 0,40664 0.55059 +0.15314 -0.48549 0.37342 -0.12977 -O.':i6059 -0.35036 4.9 0,26226 0,56028 0.30893 -0.36666 0.48233 +0.04660 -0.48753 -0.46788 
5.0 0.08936 0.51440 0.43707 -0.21874 0.53861 0.21827 -0.37095 -0.54818 [( -:)7] [(-:)7] [( -:)6] [( -

6
3)5] [( -:)7] [( -:)6] [( -:) 6] [( -

6
3)5] 

Values of W (a, x) , for integral values of a are from National Physical Laboratory, Tables of Weber parabolic cylinder func-
tions. Computed by Scientific Computing Service Ltd. Mathematical Introduction by J. C. P. Miller. Her Majesty's 
Stationery Office, London, England, 1955 (with permission) . 



X W(2.0,x) W(3.0,x) 

o.o -1 6,0027 -1 5.3933 
0,1 -1 5.2271 -1 4.5427 
0,2 -1 4.5561 -1 3.8285 
0.3 -1 3.9758 -1 3.2292 
0,4 -1 3.4744 -1 2 .  7262 

0,5 r 3.0411 -1 2 .3041 
0.6 -1 2.6668 -1 1 .9499 
o. 7 -1 2.3436 -1 1. 6525 
o.8 -1 2.0644 -1 1.4028 
0.9 -1 1.8233 -1 1 .1931 

1.0  -1 1.6151 -1 1.0168 
1.1 -1 1.4351 -2 8.6859 
1 .2  -1 1.2795 -2 7 .4385 
1.3 -1 1.1450 -2 6.3880 
1.4 -1 1.0286 -2 5.5025 

1.5 -2 9.2770 -2 4.7556 
1.6 -2 8.4018 -2 4.1248 
1 .7  -2 7.6411 -2 3.5917 
1,8 -2 6.9782 -2 3.1406 
1.9 -2 6,3984 -2 2. 7584 

2.0 -2 5.8890 -2 2 .4342 
2.1 -2 5.4386 -2 2 .1588 
2.2 -2 5.0372 -2 1.9245 
2.3 -2 4.6755 -2 1.7247 
2.4 -2 4.3456 -2 1.5540 

2.5 -2� 4.0402 -2 1 .4075 
2,6 -2 3. 7524 -2 1.2813  
2.7 -2 3.4763 -2 1.1719 
2.8 -2 � 3.2064 -2 1.0764 
2.9 -2 2.9379 -3 9.9205 

3.0 -2� 2.6664 t3 9.1665 
3.1 -2 2.3883 -3 8.4815 
3.2 -2� 2.1007 -3 7. 8473 
3.3 -2 1.8013  � -3 7.2477 
3.4 -2 1.4891 -3 6.6685 

3.5 -2 1.1637 -3 6.096 7 
3.6 -3 8.2597 -3 5.5212 
3 .  7 -3 4. 7816 -3 4.9326 
3.8 -3 +1.2365 -3 4.3233 
3.9 -3 -2.3273 -3 3.6879 

4. 0 � -T'·"" n ).0231 
4.1 -3 -9.2508 -3 2.3283 
4.2 -2 -1.2449 -3 1.6058 
4.3 � -2 -1.5347 -3 0.8609 
4.4 -2) -1.7842 -3 +0.1023 

4.5 -2 -1.9831 -
'
!"""

·
'

"' 

4.6 -2 -2.1213 -3 -1.4043 
4.7 -2. -2.1898 -3 -2.1182. 
4.8 -2 -2.1815 -3 -2.7786 
4.9 -2 -2.0914 -3 -3.3622 

5.0 ( -2) -1.9179 ( -3) -3.8449 

For interpolation, see 19.28. 

PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

W(4.0, x) W(5.0,x) W(2.0,-x) W(3.0, -x) 

-1 5.0102 ( -1 4. 7348 -1 6.0027 -1 5,3933 
-1 4.1061 ( -1 3. 7888 -1 6,8986 -1 6.4061 
-1 3.3667 ( -1 3. 0330 -1 7.932 4 -1 7.6114 
-1 2.7621 ( -1 2.4291 -1 9.1243 -1 9.0448 
-1 2.2677 ( -1 1.9466 0 1.0497 0 1 .0748 

-1 1.8634 -1 1 . 5611 0 1.2075 0 1.2770 
-1 1.5327 -1 1.2530 0 1.3888 0 1 .5168 
-1 1.2621 -1 1 .006 7 0 1.5967 0 1 .8008 
-1 1.0407 -2 8.0964 0 1.8345 0 2 .1368 
-2  8.5930 -2 6.5197 0 2.1061 0 2 .5335 

-2 7,1069 -2 5.2572 �� 2.4156 0 3.0013 
-2 5.8882 -2 4.2455 2.7674 0 3.5517 
-2  4.8880 -2 3.4340 3.1662 0 4 .1980 
-2 4. 0663 -2 2. 7825 �� 3.6169 0 4.9554 
-2 3,3906 -2 2.2590 4.124 7 0 5 .8406 

-2 2.8343 -2 1 .8377 0 4.6948 0 6,8726 
-2 2.3757 -2 1 .4984 0 5.3324 0 8.0723 
-2 1.9973 -2 1.2246 0 6.0424 0 9.4626 
-2 1.6845 -2 1,0035 0 6.8296 1 1 .1069 
-2 1.4256 -3 8.2455 0 7,6980 1 1.2917 

-2  1.2111 � -3 6. 7954 0 8.6507 1 1.5037 
-2 1.0330 -3 5. 6183 0 9.6899 1 1 .  7457 
-3 8,8491 -3 4.6610 1 1.0816 1 2 .0209 
-3 7.6160 � -3 3.8810 1 1 .2 027 1 2 .3322 
-3 6.5875 -3 3.2443 1 1.3319 1 2.6827 

m1 5. 7281 r' 2.7236 1 1.4686 1! '"0749 
5,0088 -3 2 .2968 1 1.6117 1 3.5113 
4.4055 -3 1. 9464 1 1. 7597 1 3.9937 
3.8984 -3 1 .6580 1 1.9108 1 4.5230 
3.4711 ( -3 1.4202 1 2. 0626 1 5 .0992 

-3 3.1099 1 -3 1.2237 1 2.2123 1 5. 7210 
-3 2,8032 -3 1.0610 1 2.3564 1 6.3856 
-3 2.5414 -4 9. 2596 1 2.4910 1 7. 0882 
-3 2.3163 � -4 8.1356 1 2.6116 1 7.8218 
-3 2.1209 -4 7.1975 1 2.7132 1 8.5768 

-3� 1.9491 -4l 6.4117 1 2. 7908 1 9.341 0 
-3 1 .  7956 -4 5. 7506 1 2.8386 2 1 .0099 
-3 1. 6558 -4 5.1910 1 2,8513 2 1 . 0833 
-3� 1.5256 -4� 4. 7135 1 2.8234 2 1.1520 
-3 1.4014 -4 4.3017 1 2. 7502 2 1 . 2137 

r 1.2800 � -4 3.9416 Hj 2.6275 2 1 .2657 
-3 1.1586 -4 3.6211 2.452 3 2 1 ,3050 
-3 1.0349 -4 3.3295 2.2234 2 1 .3286 
-4 9.0706 f -4 3. 0577 1.9410 2 1. 3334 
-4 7.7357 -4 2. 7975 ( 1 1 .6079 2 1 .3167 

( -4 6.3364 -T·'"' 1 1,2294 2� 1.2758 r ._,,. -4 2.2847 0 8.1345 2 1 .2086 
-4 3.3422 -4 2.0210 0 +3.7101 2 1 .1138 
-4 1. 7637 -4 1 .  7468 0 �0.8430 1� 9.91 05 
-4 +0.1548 -4 1.4595 0 -5.3626 1 8.4104 

( -4) -1.4564 ( -4) 1 .1577 ( 0) -9.6664 1) 6.6590 

W(4.0, -x) 

-1 5.0102 
-1 6.1 154 
-1 7.4658 
-1 9.1150 

0 1 .1128 

0� 1.3583 
0 1.6574 
0 2.0215 
O)  2.4643 
0) 3.0019 

0 3.6538 
0 4.4431 
0 5.3970 
0 6,5479 
0 7.9336 

0 9.5984 
1 1.1594 
1 1.3979 
1 1 .6824 
1 2.0206 

1 2.4216 
1 2.8952 
1 3.4529 
1 4.1 069 
1 4.8711 

1 5. 7600 
1 6.7894 
1 7.9756 
1 9.3'355 
2 1. 0886 

2 1.2643 
2 1.4620 
2 1.6831 
2 1.9284 
2 2.1983 

2 2.4925 
2 2 .8101  
2 3.1488 
2 3.5057 
2 3.8760 

2 4.2539 
2 4,6317 
2 4.9999 
2 5.3475 
2 5.6617 

2 5.9283 
2 6.1:317 
2 6.2561 
2 6.2853 
2 6.2040 

2)  5.9987 

' 713 
Table 19.� 

i 
W(5.0, -xj 

I -1 '·"'I r1 '·"' 
-1 7.399 
-1 9.250 

0 1 .156 

0 1 .4451 
0 1.805 
0 2.255 
0 2.815 
0 3.512 

0 

'·'"! 
0 5.452 
0 6.784 
0 8,431 
1 1 . 046 

1 1.2971 
1 1 .606 
1 1 .  984 
1 2.448 
1 3.015 

1 3. 706 
1 4.545 
1 5.562 
1 6. 790 
1 8,268 

2� 1.004 
2 1.216 
2)  1 .468 
2� 1.767 
2 2.119 , '·'"I 
2 3.017 
2 3.580 
2 4.229 
2 4.975 ' 

'l '·'"! 2 6. 790 
2 7.8732 
2l 9.0802 
3 1 .041 

' 1.1871 
3 1,3446 
3 1.5128 

� �:�nj�� 
3� 2.0596 
3 2.2445 
3) 2 .4229 
3� 2.5885 
3 2. 73441 

3) 2,8528i 
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Table 19.2 

X W( -1.0,x) W( - 0.9, x) W( -0.8, x) W( -0.7,x) W( - 0.6, x) W( - 0.5, x) W( -0 .4, x) 
0. 0 o. 73148 0.75416 o. 77982 0.80879 0.84130 0.87718 0.91553 
0,1 0,65958 0.68457 o. 71267 0.74421 o. 77940 0,81803 0,85912 
0,2 0.58108 0,60881 0.63980 0.67441 o. 71281 o. 75477 0.79925 
0.3 0. 49671 0.52750 0,56175 0.59981 0.64187 0.68766 o. 73610 
0,4 0.40726 0.441 33 0.47908 0. 52089 0.56693 0.61696 0.66984 

0.5 0.31359 0.35102 0,39240 0.43811 0,48837 0.54293 0.60064 
0, 6 0. 21659 0. 25734 0.30233 0.35200 0.40658 0.46584 0.52866 
0.7 0,11723 0.16111 0,20958 0.26311 0.32198 0.38601 0.45409 
0,8 +0.01657 +0.06324 0,1 1490 0.17206 0.23506 0.30379 0.37715 
0. 9 -0. 08429 -0. 03529 +0.01912 +0.07954 0.14637 0.21956 0. 29811 

1.0 -0.18412 -0.13342 -0. 07684 -0.01369 +0.05650 0.13380 0,21727 
1.1 -0.28164 -0.23002 -0.17198 -0.10679 -0. 03384 +0.04704 0.13503 
1.2 -0. 37549 -0.32384 -0.26523 -0. 19880 -0.12386 -0.04009 +0.05185 
1.3 -0.46422 -0.41 357 -0. 35538 -0.28870 -0.21269 -0.12687 -0.03172 
1.4 -0.54635 -0.49783 -0.44119 -0.37536 -0.29933 -0.21246 -0.11502 

1.5 -0.62034 -0.57517 -0. 52130 -0.45753 -0.38270 -0.29594 -0.19728 
1.6 -0.68464 -0.64409 -0.59431 -0.53393 -0.46162 -0.37627 -0.27764 
1 .7  -0.73771 -0.70310 -0.65875 -0.60317 -0.53480 -0.45231 -0.35510 
1.8 -0.77808 -0.75070 -0. 71317  -0. 66382 -0,60091 -0.52280 -0.42857 
1.9 -0.80439 -0.78547 -0.75611 -0. 71446 -0.65854 -0.58645 -0.49684 

2.0 -0.81541 -0,80610 -0. 78618 -0.75365 -0.70628 -0.64186 -0.55864 
2,1 -0.81014 -0.81144 -0.80212 -0.78003 -0.74273 -0.68765 -0.61261 
2.2 -0.78787 -0.80054 -0.80282 -0.79238 -0. 76654 -0.72243 -0.65738 
2.3 -0.74822 -0.77279 -0.78741 -0.78960 -0.77649 -0.74486 -0.69156 
2,4 -0.69124 -0.72790 -0.75531 -0.77089 -0.77153 -0.75373 -0.71385 

2.5 -0.61743 -0. 66601 -0.70633 -0.73570 -0.75086 -0. 74799 -0.72301 
2.6 -0.52785 -0.58777 -0.64071 -0. 68391 -0.71398 -0.72686 -0.71801 
2.7 -0.42412 -0.49436 -0.55918 -0.61582 -0.66079 -0. 68984 -0.69802 
2.8 -0. 30847 -0.38753 -0.46303 -0.53224 -0.59164 -0.63684 -0. 66256 
2.9 -0.18374 -0.26968 -0.35416 -0.43455 -0.50739 -0.56821 -0.61149 

3.0 -0.05335 -0,14378 -0.23506 -0. 32474 -0.40948 -0.48485 -0.54517 
3.1 +0, 07873 -0,01 339 -0,10884 -0.20540 -0.29995 -0.38820 -0.46444 
3.2 0.20811 +0.11741 +0.02083 -0.07973 -0.18146 -0.28034 -0.37075 
3,3 0.33006 0.24412 0.14977 +0.04850 -0.05729 -0.16395 -0.26614 
3,4 0.43974 0.36198 0.27340 0.17504 +0.06875 -0.04232 -0.15327 

3.5 0.53233 0,46613 0,38695 0.29527 0.19236 +0.08071 -0.03541 
3, 6 0,60334 0.55184 0.48557 0.40440 0.30891 0.20083 +0.08365 
3. 7 0,64885 0.61476 0,56460 0.49761 0.41360 0.31342 0.19963 
3.8 0, 66575 0.6511 8  0,61986 0.57035 0,50168 0.41373 0.30797 
3,9 0, 65207 0.65834 0. 64786 0.61858 0.56868 0.49706 0,40397 

4.0 0 .60721 0.63466 0.64616 0.63904 0.61072 0.55906 0.48303 
4. 1 0. 53214 0.58002 0. 61 356 0. 62958 0. 62476 0.59598 0,54088 
4.2 0.42952 0.49593 0.55042 0.58939 0,60892 0.60496 0,57391 
4.3 0.30382 0.38565 0.45874 0.51923 0.56270 0.58437 0,57944 
4.4 0.16115 0.25422 0.34234 0 .42158 0,48725 0. 53398 0.5 5599 

4.5 +0.00918 +0.10831 0.20677 0.30072 0.38544 0.45522 0.50355 
4.6 -0.14329 -0,04397 +0.05918 0.16266 0.26194 0.35129 0,42375 
4. 7 -0.28674 -0.19348 -0.09193 +0.01497 +0.12315 0.22716 0,31998 
4,8 -0.41153 -0.33057 -0.23720 -0.133.60 -0.02310 +0. 08947 0.19740 
4,9 -0. 50861 -0.44572 -0.36694 -0.27352 -0.16782 -0.05374 +0.06277 

5.0 -0.57025 -0.53023 -0.47182 -0.39516 -0.30146 -0.19341 -0.07580 

[( -l)4J [< -:)4] [< -:)4] [<-:)4] [< -:)4] [< -:)4] [< -:)4] 



X W( - 1.0, -x) 

o.o o. 73148 
0.1 o. 79607 
0.2 0.8526 7 
0,3 a. 90061 
0.4 0.93946 

0,5 0.96849 
0.6 0.98722 
0.7 0.99521 
0.8 0.99202 
0.9 0.97734 

1 .0  0,95092 
1.1 0.91262 
1.2 0. 86244 
1.3 0.80055 
1.4 0.72729 

1.5 0.64322 
1,6 0.54911 
1.7 0.44603 
1.8 0.33528 
1.9 0.21849 

2.0 +0.09757 
2.1 -0. 02528 
2.2 -0.14758 
2.3 -0.26660 
2.4 -0. 37941 

2,5 -0.48297 
2.6 -0.57415 
2.7 -0.64990 
2.8 -0.70733 
2.9 -0. 74387 

3.0 -0.75737 
3.1 -0.74633 
3.2 -0.70996 
3.3 -0.64841 
3.4 -0.56281 

3.5 -0.45542 
3.6 -0.32961 
3.7 -0.18992 
3.8 -0.04191 
3.9 +0.10799 

4. 0 0.25266 
4.1 0.38471 
4.2 0.49679 
4.3 0,58208 
4.4 0.63477 

4.5 0.65055 
4.6 0.62708 
4. 7 0. 56440 
4.8 0,46513 
4.9 0. 33464 

5.0 0.18091 

[( -53)5] 

PARABOLIC CYLINDER FUNCTIONS 

W( - 0.9, -x) 

0.754!"6 
0.81697 
0. 87241 
0.91990 
0.95892 

0.98892 
1. 00940 
1.01990 
1. 01997 
1.00923 

0 ,98738 
0.95418 
0.90952 
0.85341 
o. 78603 

0.70774 
0,61912 
0.52099 
0.41443 
0.30081 

0,18179 
+0.05934 
-0. 06427 
-0.18651 
-0.30459 

-0.41552 
-0.51623 
-0.60356 
-0. 67449 
-0.72615 

-0, 75605 
-0.76219 
-0.74323 
-0.69863 
-0.62881 

-0.53525 
-0.42059 
-0.28860 
-0.14423 
+0.00657 

0.15702 
0 .29976 
0.42722 
0.53205 
0.60759 

0. 64841 
0.65075 
0.61301 
0.53614 
0.42379 

0.28240 

[( -:)5] 

W( - 0.8, -x) 

o. 77982 
0 .84073 
0.89490 
0.94182 
0.98099 

1.01192 
1.03413 
1. 04713 
1.05048 
1.04374 

1.02655 
0 .99859 
0.95962 
0,90954 
0 .84835 

o. 77623 
0.69355 
0.60091 
0.49914 
0.38936 

0.27298 
0.15171 

+0.02758 
-0.09709 
-0.21967 

-0,33731 
-0.44698 
-0.54551 
-0.62975 
-0.69663 

-0.74331 
-0.76738 
-0.76692 
-0.74077 
-0.68862 

-0.61114 
-0.51016 
-0.3886 7 
-0.25086 
-0.10208 

+0.05134 
0.20225 
0.34303 
0,46597 
0.56372 

0 .62979 
0.65910 
0.64846 
0,59705 
0.50672 

0.38215 

[( -:)5] 

W( - 0.7, -x) W( - 0.6, -x) 

0.80879 0.841 30 
0.86771 0.89814 
0.92053 0,94958 
0.96682 0.99522 
1.00612 1.03467 

1. 03797 1. 06749 
1. 06191 1 .09323 
1. 07745 1.11143 
1.08414 1 .12160 
1.08151 1.12325 

1.06912 1 . 11589 
1.04657 1. 09904 
1.01355 1.07228 
0,96978 1. 03523 
0.91515 0.98760 

0.84963 0.92923 
0.77341 0 .86006 
0.68684 o. 78025 
0.59053 0.69014 
0.48532 0,59032 

0.37236 0.48166 
0,25309 0 .36531 
0.12930 0,24278 

+0.00305 +0.11588 
-0.12323 -0.01322 

-0.24685 -0.14203 
-0.36487 -0.26774 
-0.47416 -0.38730 
-0.57149 -0.49748 
-0.65363 -0. 59492 

-0.71748 -0. 67629 
-0.76019 -0.73841 
-0.77937 -0.77841 
-0.77320 -0.79386 
-0.74065 -0.78300 

-0.68160 -0.74490 
-0.59701 -0.67961 
-0.48899 -0.58833 
-0.36092 -0.47349 
-0.21739 -0.33883 

-0.06416 -0.18934 
+0.09203 -0.03124 

0.24366 +0.12831 
0.38285 0.28140 
0.50171 0.41981 

0.59285 0.53543 
0,64997 0.62083 
0.66833 0 .66982 
0,64531 0 .67800 
0.58085 0.64328 

0.47771 0,56635 

[C -:)5] [C -:)5] 

715 
Table 19.2 

W( - 0.5, -x) W( -0.4, -x) 

0.87718 0.91553 
0.93193 0.96827 
0.98201 1.01711 
1.02707 1.06178 
1. 06677 1.1 0197 

1.1 0070 1.13729 
1,12843 1.1 6736 
1 .14951 1.19170 
1.16343 1.20981 
1.16966 1.22114 

1 .16769 1.22511 
1.15695 1.22112 
1.13693 1.20855 
1 .10714 1.18680 
1.0 6714 1.15529 

1.01659 1.11351 
0.95525 1. 061 02 
0.88304 0.99750 
0,80004 0,92281 
0. 70659 0.83697 

0.60326 o. 74025 
0.49090 0.63319 
0,37070 0.51665 
0.24419 0.39182 

+0.11327 0.26028 

-0,01983 +0,12398 
-0.15248 -0.01472 
-0.28178 -0.15309 
-0.40451 -0.28802 
-0.51729 -0.41615 

-0.61660 -0.53384 
-0.69897 -0.63739 
-0.76108 -0.72310 
-0.79994 -0.78743 
-0.81309 -0.82721 

-0.79874 -0.83985 
-0.75603 -0.82349 
-0.68515 -0.77725 
-0.58750 -0.70141 
-0.46582 -0.59756 

-0.32421 -0.46872 
-0.16811 -0.31938 
-0.00420 -0.15545 
+0.15987 +0.01587 
0.31572 0.18634 

0.45473 0 .34702 
0.56851 0,48877 
0,64950 0,60280 
0.69154 0.68125 
0.69050 0.71794 

0.64481 o. 70889 

[( -:)6] [( -;>6] 
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Table 19.2 

X W( -0.3, x) W( - 0.2,x) W( -O.l, x) W(O,x) W(O.l, x) W(0.2,x) W(0.3,x) 
0.0 0.95411 0.98880 1. 01364 1. 02277 1.01364 0.98880 0.95411 
0.1 0.90030 0.93725 0.96381 0.97388 0.96480 0.93920 0.90311 
0.2 0.84377 0.88381 o. 91299 0.92496 0.91691 0.89145 0.85480 
0.3 o. 78461 0.82851 0.86116  0.87595 0.86984 0.84540 0.80896 
0.4 o. 72293 o. 77137 0.80828 0.82673 0.82344 0.80084 0.76536 

0.5 0.65878 0.71237 o. 75426 o. 77719 0.77753 0.75757 0.72375 
0. 6 0.59225 0.65150 0 .69902 o. 72716 0.73192 0.71533 0.68386 
0.7 0.52341 0.58875 0.64245 0.67647 0.68637 0.67388 0.64540 
0.8 0.45236 0.52410 0. 58445 0.62496 0.64067 0.63296 0.60809 
0.9 0. 37924 0.45756 0.52493 0.57244 0.59459 0.59228 0.57163 

1 .0  0.30421 0.38918 0.46383 0.51877 0.54790 0.55160 0.53573 
1.1 0.22751 0.31906 0.40111 0.46381 0.50038 0.51063 0.50010 
1.2 0.14946 0.24734 0.33677 0.40744 0.45186 0.46915 0.46446 
1.3 +0.07042 0.17425 0.27090 0.34961 0.40217 0.42691 0.42854 
1.4 -0.00912 0.10007 0. 20361 0.29032 0.35118 0. 38374 0.39209 

1.5 -0. 08857 +0.02522 0.13514 0.22960 0.29883 0.33945 0.35491 
1 .6  -0.16725 -0.04982 +0.06577 0.16760 0.24510 0.29393 0.31679 
1.7 -0.24435 -0.12443 -0.00407 0.10454 0.19006 0.24713 0.27761 
1 .8  -0.31894 -0.19788 -0.07387 +0. 04073 0.13384 0.19904 0.23725 
1.9 -0. 38999 -0.26933 -0.14299 -0. 02340 0.07667 0.14975 0.19569 

2 .0  -0.45633 -0.33779 -0.21066 -0.08731 + 0. 01891 0. 09941 0.15296 
2.1 -0.51 674 -0.40219 -0.27600 -0.15034 -0. 03902 +0.04828 0.10917 
2.2 -0.56989 -0.46135 -0.33802 -0. 2 1170 -0.09655 -0.00327 0.06450 
2.3 -0.61444 -0.51400 -0. 39560 -0.27048 -0.15300 -0.05478 +0.01926 
2.4 -0. 64903 -0.55882 -0.44755 -0.32569 -0.20756 -0.10567 -0.0261 7 

2.5 -0.67233 -0.59448 -0.49261 -0.37619 - 0.25934 -0.15523 -0.07129 
2.6 -0.68311 -0.61966 -0.52947 -0.42082 -0.30731 -0.2026 7 -0.11551 
2.7 -0. 68033 -0.63315 -0.55686 -0.45833 -0.35040 -0.24709 -0.15811 
2.8 -0.66313 -0.63385 -0.57356 -0.48749 -0.38745 -0.28749 -0.19829 
2.9 -0.63097 -0.62088 -0.57846 -0.50710 -0.41729 -0.32283 -0.23518 

3.0 -0. 58369 -0.59365 -0.57063 -0.51607 -0.43878 -0.35203 -0.26783 
3.1 -0.52157 -0.55190 -0.54943 -0.51344 -0.45085 -0.37401 -0.29526 
3.2 -0.44541 -0.49584 -0.51451 -0.49851 -0.45256 -0.38777 -0.31648 
3.3 -0.35655 -0.42613 -0.46594 -0.47084 -0.44315 -0.39239 -0.33055 
3.4 -0.25697 -0.34402 -0.40427 -0.43039 -0.42215 -0.38713  -0.33663 

3.5 -0.14924 -0.25134 -0.33055 -0.37754 -0.38941 -0.37148 -0.33401 
3.6 -0.03654 -0.15050 -0.24643 -0. 31318 -0.34517 -0.34523 -0.32218 
3.7 +0.07742 -0.04453 -0.1541 3 -0.23871 -0.29013 -0.30852 -0.30091 
3.8 0.18846 +0.06302 -0.05645 -0.15612 -0.22549 -0.26190 -0.27027 
3.9 0.29213 0.16814 +0.04330 -0.06794 -0. 1 5299 -0.20639 -0.23072 

4. 0 0.38382 0.26651 0.14132 +0.02278 -0.07486 -0.14349 -0.18313 
4.1 0.45904 0.35370 0.23354 0.11257 +0.00615 -0.07518 -0.12880 
4.2 0.51364 0.42535 0.31572 0.197 62 0.08689 -0.00389 -0.06948 
4.3 0.54413 0.47744 0.38368 0.27395 0.16386 +0. 06754 -0.00733 
4.4 0.54793 0.50658 0.43357 0. 33764 0.23342 0.1 3597 +0.05511 

4.5 0.52370 0.51 029 0.46212 0.38503 0.29194 0.19809 0.11504 
4.6 0.47151 0.48726 0.46690 0.41300 0.33601 0.25059 0.1 6948 
4.7 0.39312 0.43762 0.44663 0.41921 0.36270 0.29037 0.21549 
4.8 0.29197 0.36308 0.40138 0.40237 0.36981 0.31476 0.25027 
4.9 0.17327 0.26 703 0.33274 0.36248 0.35608 0.32171 0.27144 

5.0  0.04376 0.15455 0.24393 0.30095 0.32145 0.31009 0.27719 [< -:)4] [< -:)3] [< -:)3] [< -53)3] [< -:)3] [< -:)2] [< -:)2] 
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Table 19.2 

X W( - 0.3, -x) W( - 0.2, - x) W( - 0.1, -x) W(O, -x) W(0.1 ,-x) W(0.2, -x) W(0.3, -x) 

o. o 0.95411 0,98880 1,01364 1,02277 1 .01364 0,98880 0.95411  
0.1 1.00506 1 .03835 1 .06245 1.07165 1 .06348 1.04037 1.00797 
0.2 1,05296 1. 08581 1 .11016 1.12050 1.11435 1.09399 1.06483 
0.3 1.09759 1.13097 1.15665 1.16924 1.16622 1.14968 1.12477 
0.4 1.13868 1.17362 1.20172 1.21771 1 .21899 1.20741 1.18782 

0.5 1,17589 1.21344 1,24510 1,26568 1 .27248 1 ,26 7 06 1.25396 
0.6 1 .20884 1.25007 1.28645 1.31285 1 .32644 1.32845 1.32307 
0.7 1.23706 1.28307 1.32534 1,35884 1 .38053 1.39129 1.39494 
0.8 1.26006 1.31193 1.36129 1.40315 1.43429 1.45520 1.46928 
0.9 1.27725 1.33606 1.39368 1.44521 1.48719 1.51968 1.54567 

1 .0  1.28802 1.35480 1.42185 1.48433 1.53855 1.58412 1.62356 
1.1 1.29171 1. 36744 1,44504 1 :51974 1 , 58760 1.64775 1.70224 
1.2 1.28761 1.37321 1.46241 1.55054 1.63341 1.70967 1.78087 
1.3 1.27501 1.37129 1,47304 1,57575 1 ,67498 1. 76885 1.85841 
1.4 1.25320 1.36083 1. 47598 1. 59429 1.  71113 1.82408 1.93366 

1.5 1.22150 1.34098 1.47020 1.60502 1 .74059 1.87401 2.00522 
1.6 1.17926 1.31091 1 .45469 1.60672 1.  76201 1.91713 2.07150 
1.7 1.12596 1.26983 1.42841 1.59813 1 .77390 1.95181 2.13072 
1.8 1.06115 1.21705 1.39039 1.57800 1.77474 1. 97628 2.18093 
1 .9  0.98458 1.15200 1 .33973 1.54509 1. 76299 1.98870 2.22000 

2 .0  0.89620 1.07426 1.27565 1.49825 1.73709 1.98714 2.24569 
2.1 o. 79618 0.98365 1.1 9757 1.43644 1.69557 1.96968 2.25565 
2.2 0,68503 0.88026 1 .10510 1.35882 1.63706 1.93446 2.24752 
2.3 0.56357 o. 76448 0.99819 1.26478 1.56041 1.87972 2.21894 
2.4 0.43300 0.63710 0,87711 1.15405 1 .46471 1.80390 2,1 6770 

2.5 0.29492 0.49932 o. 7 4256 1.02673 1.34942 1. 70575 2.09177 
2.6 0,15140 0.35277 0,59571 0,88342 1 .21444 1. 58440 1.98946 
2.7 +0.00489 0.19959 0.43825 o. 72523 1 . 06021 1.43949 1.85956 
2,8 -0.14168 +0. 04242 0.27241 0,55388 0.88776 1.27129 1. 70140 
2,9 -0.28503 -0.11563 +0.1 0100 0.37173 0.69887 1.08078 1.51507 

3.0 -0.42150 -0.27098 -0.07258 +0.18182 0.49606 0.86979 1 .30151 
3,1 -0,54722 -0.41967 -0,24442 -0.01213 0,28264 0.64105 1,06267 
3.2 -0.65815 -0.55742 -0.41011 -0.20574 +0,06279 0.39827 0,80159 
3.3 -0.75027 -0.67978 -0.56487 -0.39404 -0.15855 +0.14618 0,52249 
3.4 -0.81974 -0.78229 -0.70368 -0.57158 -0,37567 -0.10952 +0.23083 

3.5 -0.86311 -0.86067 -0.82147 -0.73259 -0.58228 -0.36221 -0.06670 
3.6 -0.87754 -0. 91101 -0.91331 -0.87118 -0. 77162 - 0. 60449 -0.36232 
3.7 -0.86098 -0.93010 -0.97470 -0,98158 -0.93674 -0.82836 -0.64721 
3.8 -0.812 48 -0.91559 -1.00185 -1.05844 -1.07077 -1.02554 -0,91187 
3.9 -0.73233 -0.86631 -0.9919.3 -1.09719 -1.16728 -1.18779 -1.14634 

4.0 -0.62227 - 0.78249 -0,94343 -1.09434 -1.22 069 -1 .3 0732 -1.34070 
4.1 -0,48559 -0. 66595 -0,85640 -1. 04786 -1.22662 -1.37730 -1.48554 
4.2 -0.32717 -0.52024 -0.73270 -0,95753 -1.18240 -1.39231 -1.57256 
4.3 -0,15346 -0.35070 -0,57611 -0.82515 -1.08743 -1.34891 -1.59514 
4.4 +0,02771 -0.16437 -0,39249 -0.65483 -0.94350 -1.24610 -1.54901 

4.5 0.20739 +0.03014 -0.18962 -0.45301 -0.75508 -1.08573 -1.43285 
4.6 0.37594 0.22299 +0.02291 -0.22843  -0.52942 -0.87285 -1.24877 
4.7 0.52351 0.40359 0 .23414 +0.00810 -0.27649 -0.61582 -1.00271 
4.8 0.64069 0.56113 0.43218 0.24408 -0.00874 -0.32626 -0.70462 
4.9 0.71919 0.68534 0,60494 0,46598 +0.25940 -0.01876 -0.36835 

5.0 o. 75259 o. 76721 o. 74090 0.65996 0.51219 +0.28970 -0.01132 

[C -53)6] [C -53)5] [C-:)5] [( -:)5] [( -:)6] [( -:)7] [(-:)9] 
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Table 19.2 

X W(0.4,x) W(0.5, x) W(0.6, x) W(0.7, x) W(0.8, x) W(0.9,x) W(l.O, x) 
0.0 0,91553 0 ,87718 0,84130 0,80879 0, 77982 o. 75416 0,  73148 
0.1 0.86271 0,82232 0, 78433 o. 74973 o. 71874 0 .69116 0,66667 
0.2 0.81331 o. 77155 o. 73205 0.69590 0,66339 0 .63436 0,60852 
0.3 0.76709 o. 72456 0.68408 0 .64687 0.61328  0,58321 0.55639 
0,4 o. 72376 0,68104 0 , 64007 0.60222 0,56794 0 .53718 0.50970 

0,5 0,68304 0 ,64064 0 ,59964 0. 56155 0. 52692 0,49578 0, 46791 
0. 6 0 .64462 0,60305  0 .56244 0. 52446 0.48979 0.45853 0.43051 
'J.7 0.60820 0.56793 0 ,52810 0.49058 0,45614 0.42499 0.39703 
0.8 0. 57347 0,53495 0,49629 0.45952 0.42558 0. 39476 0 .36704 
0.9 0,54011 0,50380 0,46666 0.43095 0, 39774 0 .36745 0.34013 

1 . 0  0,50782 0,47414 0,43889 0.40452 0,37228 0.34271 0.31 594 
1,1 0.47630 0.44567 0 .41266 0. 37992 0.34888 0 .32020 0,29412 
1.2 0.44523 0,41808 0 ,38765 0. 35682 0.3272 0  0.2 9960 0,27435 
1.3 0.41435 0. 391 08 0, 36358 0. 33494 0.30697 0.28063 0.25634 
1.4 0.38338 0, 36438 0.34015 0.31 399 0.28790 0,2 6299 0.23981 

1 .5  0,35206 0, 33771 0,31709 0,29370 0,26973 0,2 4643 0,22451 
1 , 6  0,32018 0,31 084 0.29416 0. 27382 0 ,25219 0 . 23071 0,21019 
1 .7  0.28752 0.28354 0,27111 0.2541 0 0,23506 0.21559 0.19662 
1 . 8  0.25395 0,25561 0 ,24773 0.23433 0.21812 0,20085 0.1 8361 
1.9 0.21934 0.22689 0,22384 0.21430 0.201 15  0 ,18629 0.17094 

2.0 0.18363 0,19726 0,19927 0.19384 0.18398 0.17173 0.15845 
2.1 0.14682 0,16665 0.17390 0.17280 0.1 6644 0.15700 0.14595 
2.2 0.1 0899 0.13504 0 .14767 0.15107 0.14841 0 .14195 0.13331 
2.3 o. 07029 0 .10248 0.12054 0.12857 0.12976 0.12647 0 .12038 
2 .4 +0.03094 0,06908 0, 09255 0.10528 0 .11045  0.11 045 0.10707 

2.5 -0.00872 0,03504 0 ,06378 0.08121 0.09043 0.09385 0.09330  
2 .6 -0.04827 +0.00063 0.03440 0.05645 0. 06972 0 ,07662 0,07900 
2.7 -0.08719 -0.03378 +0. 00466 0.03113  0.04840 0,05879 0,06416 
2.8 -0.1 2486 -0.06773 -0, 02513 +0.00547 0.02659 0.04042 0.04879 
2.9 -0.16058 -0.10069 -0. 05457 -0.02025 +0.00447 0.02163 0.03296 

3 , 0  -0.19356 -0.13202  -0.08319 -0. 04569 -0.01769 +0. 00259 0 .01677 
3.1 -0.22295 -0, 16105  -0.11 043 -0. 07041 -0.03960 -0.01649 +0.00038 
3.2 -0.24788 -0.18700 -0.13568 -0.09392 -0.06087 -0. 03531 -0.01602 
3,3 -0.26746 -0.20910 -0.1 5826 -0.11569 -0,081 06 -0.05355 -0.03216 
3,4  -0.28083 -0 .22656 -0. 17749 -0.13511 -0. 09969 -0.0 7080 -0. 04774 

3.5 -0. 28722 -0.23861 -0.19265 -0.15158 -0.11623 -0. 08664 -0.06242 
3.6 -o.2a593 -0. 24455 -0. 2 0307 -0. 1 6446 -0.13014  -0. 1 0 061 -0.07581 
3.7 -0.27664 -0.24381 -0.20814 -0.17317 -0.14088 -0.11222  -0.08750 
3.8 -0.25895 -0.23596 -0. 2 0735 -0.17718 -0.14793 -0. 12101 -0.09707 
3.9 -0.23299 -0.22 079 -0.20033 -0.17604 -0.15084 -0. 1 2652 -0,1041 1 

4,0 -0.19913 -0,19835 -0.18692 -0. 16946 -0.14922 -0.12836 -0.1 0824 
4.1 -0,15813 -0.16901 -0.16717 -0.15730 -0.14284 -0.1 2624 -0.10912 
4. 2 -0.11115 -0.13343 -0,14143 -0.13965 -0,1 3162 -0. 11996 -0.10653 
4.3 -0.05975 -0.092 66 -0.11032 -0.11684 -0.11566 -0. 10948 -0.10030 
4.4 -0.00585 -0.04811 -0. 07481 -0.08947 - 0.09531 -0. 09494 -0,09046 

4.5 +0.04828 -0,00149 -0. 03614 -0.05843 -0.071 12 -0,07669 -0.07716 
4.6 0,10016 +0.04518 +0. 0 0411 -0.02485 -0.04392 -0.05525 -0.06075 
4.7 0.14714 0.08968 0. 0441 6 +0. 00985 -0.01477 -0.03141 -0.04174 
4. 8 0.18659 0, 12967 o. 08203 0. 04406 +0, 01506 -0.00614 -0.02086 
4.9 0.21607 0,16286 0.11567 0.07604 0 ,04414 +0.01943 +0.00100 

5 .0  0 ,23350 0 ,18712 0 .14307 0.10399 0 .07092 0.04399 0. 02281 

[C -:l2J [C -:) 1] [C -:)8] [C -44)7] [C -44)7] [( -44)8] [C -44)8] 
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Table 19.2 

X W(0.4, -x) W(0.5, -x) W(0.6, -:c) W(0.7, -x) W(0.8, -x) W(0.9, -x) W(l.O, -x) 
0.0 0.91553 0.87718 0.84130 0.80879 o. 77982 o. 75416 0.73148 0.1 0.97201 0.93642 o. 90331 0.87352 0.84714 0.82396 0.80361 0.2 1. 03235 1.00031 0.97072 0.94433 o. 92122 0.90115 0.88375 0.3 1.09671 1.06911 1.04386 1.02166 1.00258 0.98636 o.  97265 0.4 1.16520 1.14300 1.12302 1.10591 1. 09173 1. 08022 1.07106 
0.5 1.2 3789 1.22215 1.2 0846 1.19746 1.18917 1.18338 1.17975 0.6 1.314 75 1.30664 1 . 30040 1.29663 1.29538 1.29644 1.2 9949 0. 7 1.39567 1.39648 1. 39896 1.40371 1.41079 1.42000 1.43106 0.8 1.48046 1.49158 1.50419 1.51888 1.53574 1.55459 1.5 7519 0.9 1. 56879 1.59174 1.61602 1.64225 1.6 7051 1.70068 1. 73254 
1.0 1.6602 1.6966 1. 7343 1. 7738 1.8153 1.8586 1.9037 1.1 1. 7541 1.8057 1.8586 1.9133 1.9700 2.0286 2. 0891 1.2 1.8497 1.9184 1.9884 2.0603 2.1345 2.2107 2.2891 1.3 1.9460 2.0337 2.1230 2.2144 2.3083 2.4048 2.5037 1.4 2.0418 2.1506 2.2613 2.3746 2.4909 2.6102 2.7327 
1.5 2.1358 2.2 677 2.4020 2.5397 2.6811 2.8264 2.9756 1.6 2.2263 2.3833 2. 5437 2.7083 2.8777 3.0520 3.2316 1.7 2.3115 2.4956 2.6843 2.8785 3. 0788 3.2856 3.4991 1.8 2.3891 2.6023 2.8216 3.0480 3.2823 3.5249 3. 7762 1.9 2.4570 2. 7009 2.9529 3.2141 3.4854 3.7674 4.0605 
2.0 2.5125 2. 7886 3.0752 3.3737 3. 6849 4.0097 4.3487 2.1 2.5529 2.8623 3.1853 3.5231 3.8770 4.2479 4.6368 2.2 2.5754 2.9188 3.2793 3.6583 4.0573 4.4775 4.9201 2.3 2.5770 2.9546 3.3532 3. 7748 4.2209 4.6931 5.1930 2.4 2.5548 2.9660 3.4030 3.8678 4.3624 4.8889 5.4490 
2.5 2.5061 2.9496 3.4241 3.9321 4.4760 5.0582 5.6811 2.6 2.4283 2.9018 3.4124 3.9626 4.5555 5.1 940 5.8811 2.7 2.3192 2.8196 3.3634 3.9538 4.5944 5.2887 6.0405 2.8 2.1772 2.7001 3.2734 3.9007 4.5863 5.3346 6,1502 2.9 2.0013 2.5413 3.1 389 3. 7984 4.5251 5.3240 6.2008 
3.0 1. 7914 2.3419 2.9573 3.6430 4.4050 5.2495 6.1832 3.1 1.5484 2.1015 2. 7270 3.4312 4.2211 5.1041 6. 0883 3.2 1.2746 1.8213 2.4478 3.1612 3.9697 4.8822 5.9081 3.3 0.9733 1.5038 2.1206 2.8324 3.6486 4.5794 5.6359 3.4 0.6496 1.1529 1. 7487 2.4466 3.2576 4.1934 5.2669 
3.5 +0.3098 o.  7746 1.3369 2.0074 2. 7987 3. 7241 4.7985 3.6 -0.0381 +0. 3767 0.8923 1.5210 2.2767 3.1746 4.2315 3.7 -0.3848 -0. 0314 +0.4244 0.9962 1.6994 2.5511 3.5700 3.8 -0.7198 -0.4385 -0.0553 +0.4445 1.0779 1.8636 2.8225 3.9 -1.0317 -0.8319 -0.5332 -0.1199 +0.4263 1.1259 2.0016 
4.0 -1.3084 -1.1977 -0.9940 -0.6804 -0.2378 +0.3558 1.1251 4.1 -1.5382 -1.5216 -1.4209 -1.2184 -0.8941 -0.4249 +0.2152 4.2 -1.7095 -1.7893 -1.7966 -1.7136 -1.5199 -1.1915 -0.7013 4.3 -1.8124 -1.9871 -2.1039 -2.1453 -2.0907 -1.9160 -1.5936 4.4 -1.8391 -2.1 032 -2.3268 -2.4930 -2.5817 -2.5692 -2.4280 
4,5 -1.7844 -2.1283 -2.4513 -2.7376 -2.9685 -3.1213 -3.1 692 4.6 -1.6469 -2.0567 -2.4668 -2.8632 -3.2291 -3.5437 -3.7818 4.7 -1.4292 -1.8870 -2.3670 -2.8579 -3.3452 -3.8110 -4.2326 4,8 -1.1387 -1.6231 -2.1513 -2.7153 -3.3040 -3.9027 -4.4924 4.9 -0. 7876 -1.2742 -1.8252 -2.4359 -3.0995 -3.8054 -4.5392 
5.0 -0. 3927 -0,8557 -1.4010 -2. 0281 -2.7346 -3.5149 -4. 3599 (C -:>1] (C -:) 1] (C -52)1] (C -:)2] (C -52)2] (C -52)2] (C -:)3] 
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Table 19.3 AUXILIARY FUNCTIONS 

The functions .,1,  .,2, t13 of 19.10 and 19.23 are needed in Darwin's expansion and also 

the function r of 19.7 and 1 9  .20. 

� -'1 
o. 0 o. 00000 
0. 1 o. 0 5 008 
0. 2 0. 1 006b 
o.  3 0. 1 5222 
o. 4 0. 2 0521 

o. 5 0. 26006 
0. 6 0. 3171 3 
o. 7 0. 37678 
o. a 0. 43929 
o. 9 0. 5 0492 

81 

1 . 0 0. 57390 
1 . 1 o. 64640 
1. 2 o. 72261 
1. 3 o. a0265 
1. 4 0. 88666 

1 .  5 0. 97473 
1. 6 1. 06696 
1 .  7 1. 1 6344 
1 .  8 1. 2 6422 
1. 9 1. 36937 

2. 0 1. 47894 
2. 1 1 . 59299 
2 . 2 1. 71155 
2.  3 1. 83466 
2. 4 1 .  96236 

2. 5 2. 09467 
2. 6 2. 2 31 63 
2. 7 2. 37325 
2. a 2. 51956 
2. 9 2. 6705a 

3. 0 2. a2632 
3. 1 2 . 9a6a1 
3. 2 3. 15205 
3. 3 3. 32207 
3. 4 3. 49688 

3. 5 3. 6764a 
3. 6 3. B6089 
3. 7 4. 05011 
3.  8 4. 24416 
3, 9 4. 44305 

4. 0 4. 64678 
4. 1 4. 85537 
4. 2 5 . 068ao 
4. 3 5. 28711 
4. 4 5. 5102a 

4. 5 5. 73833 
4. 6 5. 97126 
4. 7 6. 2 0908 
4. 8 6, 4517a 
4. 9 6. 69938 

5.  0 6. 951a8 

-'3 
o. 39270 
0. 34278 
0. 29337 
0. 24498 
0. 1 9817 

0 . 1 5355 
0. 1 na2 
0. 07387 
0. 040aa 
0.  01468 

"2 
0 . 00000 
o. 01513 
o. 04341 
0, 08086 
0. 12617 

0. 17866 
o.  2 3786 
o. 30347 
0. 37527 
o. 45309 

o.  53679 
o. 62626 
o.  721 42 
0 . 82220 
0. 92853 

1. 04036 
1. 1 5764 
1 . 2a034 
1 . 40a43 
1. 54187 

1 . 6a063 
1 . a2470 
1 . 97406 
2 . 1 2867 
2 . 2a853 

2. 45363 
2. 62394 
2. 79946 
2. 9a017 
3. 1 6606 

3. 3 5712 
3 .  55335 
3 .  75474 
3. 96127 
4. 1 7295 

4. 38976 
4. 61169 
4. 83875 
5. 07093 
5 . 3 0 822 

5. 550&2 [<-:)2] 

r 
-0. 70270 
-0. 64181 
-0. 57855 
-0. 51304 
-0. 44540 

-0. 37574 
-0. 3 0415 
-0. 2 3071 
-0. 1 5549 
-0. 07857 

T 
0. 00000 
o. oa015 
o.  1 6185 
o.  24502 
o. 32964 

0. 41566 
0. 5 0304 
0 .  59175 
o .  68175 
o. 77300 

o.  86549 
0. 95917 
1. 05403 
1. 15004 
1. 24716 

1 .  34539 
1 .  44470 
1. 54506 
1 . 64646 
1. 74BaB 

1. B5229 
1. 95669 
2. 06206 
2. 16837 
2. 27562 

2. 3a378 
2. 49285 
2. 602B1 
2. 71 365 
2. 82536 

2. 93791 
3. 05131 
3. 1 6554 
3. 2805a 
3. 39643 

3. 5l 30a 
3. 63051 
3. 74872 
3. 86770 
3. 98743 

4, 1 0792 

[< -34)3] 

-'1 "z 
5. 0 b. 9519 5. 5 5 06 4. 1 079 
5. 1 7. 2093 5.  7981 4. 2291 
5. 2 7. 4716 6. 0507 4. 3511 
5.  3 7. 7388 b. 3084 4. 4738 
5. 4 8. 0109 6.  5712 4. 5972 

5. 5 a. 2880 6. a391 4. 7213 
5.  6 a. 5700 7. 1 1 2 0  4 .  a461 
5.  7 a. a569 7. 3901 4. 9716 
5. a 9. 14a7 7. 6732 5. 0977 
5. 9 9. 4454 7. 9614 5. 2246 

t "1 "2 
6. 0 9. 7471 8. 2546 5. 3521 
6. 1 10.  0537 a. 5530 5. 4803 
6. 2 1 0 . 3652 B. 8564 5.  6092 
6. 3 10.  6a1 7 9. 1 649 5. 7387 
6. 4 11.  oo:n 9. 4784 5. 8688 

6. 5 1 1 . 3295 9. 7970 5. 9996 
6. 6 1 1 .  660a 1 0. 1207 6. 1310 
6,  7 11. 9970 10. 4494 6. 2631 
6. 8 12. 3382 1 0 .  7832 6. 3958 
6. 9 12. 6843 11. 1220 6. 5290 

7. 0 13. 0354 1 1 . 4659 6. 6629 
7. 1 1 3 . 3914 11. a148 6. 7974 
7. 2 13. 7524 12. 1688 6. 9325 
7. 3 14. 1183 12.  527B 7 . 0682 
7. 4 14. 4a92 12. 8919 7. 2045 

7. 5 1 4. a651 1 3. 2610 7. 3414 
7. 6 1 5 . 2459 1 3. 6352 7. 47a9 
7. 7 1 5. 6316 14. 0144 7. 6169 
1. a 16. 0223 1 4. 39a7 7 .  7555 
7. 9 1 6. 41ao 1 4. 7a80 7. 8947 

a. o 1 6. a1B6 15. 1823 8. 0344 
a. 1 17. 2242 1 5. 5a17 8. 1747 
a. 2 17. 634a 1 5. 9861 B. 3155 
a. 3 1 8. 0503 16. 3956 8. 4569 
a. 4 1 8. 470a 1 6. a10l B. 5989 

a. 5 1 a. a962 1 7 . 2296 B. 741 3 
8. 6 19. 3266 17. 6542 a. 8844 
a. 7 19. 762 0  1 8. 0838 9.  0279 
a. B 2 0. 2024 1 8. 5184 9. 1720 
a. 9 20. 6477 18. 95B1 9.  3166 

9.  0 21.  0980 19. 402a 9. 4617 
9. 1 2 1 . 5532 19. 8525 9.  6074 
9.  2 2 2 . 0135 20. 3073 9 .  7535 
9.  3 22. 4787 20. 7671 9. 9002 
9. 4 22. 9488 21. 2319 10.  0474 

9. 5 23. 4240 21. 7017 10. 1951 
9. 6 2 3. 9041 22. 1766 1 0. 3433 
9. 7 24. 3a92 22. 6565 1 0. 4920 
9. a 24. a792 2 3. 1414 10. 6411 
9. 9 25. 3742 2 3. 6314 1 0. 790a 

1 0 . 0 25. a742 24. 1264 10.  9410 

[<-:)6] [<-:)7] [<-:)1] [<-:)6] 
When interpolating for o2 and .,3 for � near unity, it is better to interpolate for r and then 

use 
-'2 =  �r3f2 or "a = i {-r)3/2. 
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20. Mathieu Functions 
Mathematical Properties 

20.1. Mathieu's Equation 

Canonical Form of the Differential Equation 

20.1.1 
d2 
d�+(a-2q cos 2v)y=0 

Mathieu's Modified Differential Equation 

20.1.2 
d2j 
du2- (a-2q cosh 2u)J=O (v=iu, y=J) 

Relation Between Mathieu's Equation and the Wave 
Equation for the Elliptic Cylinder 

The wave equation in Cartesian coordinates is 

20.1.3 
()2W + ()2W + ()2W +k2W=O ()x2 ()y2 ()z2 

A solution W is obtainable by separation of vari
ables in elliptical coordinates. Thus, let 

x= p cosh u cos v; y= p sinh u sin v; z= z; 
p a positive constant ; 20.1.3 becomes 

Assuming a solution of the form 
• 

W=IP(z)j(u)g(v) 
and substituting the above into 20.1.4 one obtains, 
after dividing through by W, 

where 

! d21P +G=O IP dz2 

G- 2 - {{2f_ !+ d2g !} +P * -p2 (cosh 2u- cos 2v) du2 j dv2 g 
Since z, u, v are independent variables, it follows 
that 
20.1.5 

where c is a. constant. 
Again, from the fact that G=c and that u, v 

are independent variables, one sets 
20.1.6 

d2j 1 (k2-_c) * a=- -+--- p2 cosh 2u 
du2 j 2 

722 

d2g 1 (k2-c) 2 a=--- -+------ p cos 2v dv2 g 2 

where a is a constant. The above are equivalent 
to 20.1.1 and 20.1.2. The constants c and a are 
often referred to as separation constants, due to the 
role they play in 20.1.5 and 20.1.6. 

For some physically important solutions, the 
function g must be periodic, of period r or 2r. 
It can be shown that there exists a countably 
infinite set of characteristic values a,(q) which yield 
even periodic solutions of 20.1.1; there is another 
countably infinite sequence of characteristic values 
b,(q) which yield odd periodic solutions of 20.1.1. 

It is known that there exist pel ·.odic solutions of 
period kr, where k is any positive integer. In 
what follows, however, the term characteristic 
value will be reserved for a value associated with 
solutions of period r or 2r only. These character
istic values are of basic importance to the general 
theory of the differential equation for arbitrary 
parameters a and q. 

An Algebraic Form of Mathieu's Equation 

(cos v=t) 
Relation to Spheroidal Wave Equation 

Thus, Mathieu's equation is a special case of 
20.1.8, with b=-!, c=a+2q. 
20.2. Determination of Characteristic Values 

A solution of 20.1.1 with v replaced by z, having 
period r or 2r is of the form 

"' 
20.2.1 y=� (Am cos mz+Bm sin mz) 

m-o 

where B0 ran be taken as zero. If the above is 
substituted into 20.1.1 one obtains 
20.2.2 

"' 
� [(a-m2)Am-q(Am-2+Am+2) )  COS mz 

m--2 

+ ± [ (a-m2)Bm-q(Bm-2+Bm+2) )  sin mz=O 
m--1 

•See page D. 
A_m, B_m=O m>O 

* 
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Equation 20.2.2 can be reduced to one of four 
simpler types, given in 20.2.3 und 20.2.4 below 

"' 
20.2.3 y0= 2: A2m+P cos (2m+p) z, m=O 

"' 
20.2.4 y1=2: B2m+P sin (2m+p) z, m=O 

p=O or 1 

p=O or 1 

If p=O, the solution is of period ?r i  if p = l ,  the 
solution is of period 2?r. 

Recurrence Relations Among the Coefficients 

Even solutions of period ?r: 

20.2.5 

20.2.6 

aA0-qA2 =0 
(a-4)A2-q(2Ao+A4) =0 

Even solutions of period 2?r: 

20.2.8 ' 

along with 20.2.7 for m ;::: 3 .  

Odd solutions of  period ?r: 

20.2.9 

Odd solutions of period 2?r: 

20.2.ll (a- l )Br+ q(BI-Ba) =O,  

along with 20.2.10 for m ;::: 3 .  

Let 
20.2.12 Gem= Am/Am-2 , Gom=Bm/Bm-2 i 

(m 2: 3) 

Gm= Gem or Gom when the same operations apply 
to both, and no ambiguity is likely to arise. 
Further let 

20.2.13 

Equations 20.2.5-20.2.7 are equivalent to 

20.2.14 

20.2.15 Gm= 1/(Vm-Gm+2) 

for even solutions of period 71'. 
Similarly 

(m ;::: 3),  

20.2.16 V1- 1 = Ge3 ; for even solutions of period 
271', along with 20.2.15 

20.2.17 Vt + 1 = Go3, for odd solutions of period 
2'11', along with 20.2.15 

•see page n. 

I 

20.2.18 V2= Go4, for odd solutions of perio� 71', 

along with 20.2.15 1 I 
These three-term recurrence relations amon� the 

coefficients indicate that every Gm can be de vel ped 
into two types of continued fractions. hus 
20.2.15 is equivalent to 

· 

20.2.20 

GmH=Vm- 1/Gm 

=Vm 1 1 I(Jo 
Vm-2- Vm_ ,- · · · Vo+<t+.Pt (m � 3) 

where 

'PI =d=O;  tpo=2, if Gm+2=A2,/A21-2 

.Po= O, if Gm+2=B2,/B2s-2 
'PJ.= 1 ;  tpo=d= l ,  if Gm+2=A2s+dA21-1 : 
.Pt= d=cf>o= l , if Gm+2=B2a+l/B2s-1 

The four choices of the parameters 'Pl., �/At' , d 
correspond to the four types of solutions 20. .3-
20.2.4. Hereafter, it will be convenient to ep
arate the characteristic values a into two m jor 
subsets : 

a=a,, associated with even periodic solutio�s 

a = b,, associated with odd periodic solution, 
If 20.2.19 is suitably combined with 20.2.13-20.�.18 
there result four types of continued fractions,

.l the 
roots of which yield the required character�tic 
values i I 

2 1 20.2.21 Vo--v 2-
1 

V- . . . =0 &-
Roots : i �r 

I 

20.2.22 

20.2.24 
1 1 1 ! Vt+l-:;c.-- -V -v . . . =0 Roots : b�r+ l 

5 - 7 - 1 
If a is a root of 20.2.21-20.2.24, then the cotre

sponding solution exists and is an entire func�ion 
of z, for general complex values of q. : 

If q is real, then the Sturmian theory o'f see<}nd 
order linear differential equations yields the 
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following: 
(a) For a fixed real q, characteristic values a, and 

b, are real and distinct, if q �O ;  ao<b�<al 
<b2<a2< . . . , q>O and a,(q) , b,(q) ap
proach r2 as q approaches zero. 

(b) A solution of 20.1.1 associated with a, or b, 
has r zeros in the interval 0 :::; z < 1r, (q real) .  

(c) The form of 20.2.21 and 20.2.23 shows that if 
a2, is a root of 20.2.21 and q is different from 
zero, then a2, cannot be a root of 20.2.23; 
similarly, no root of 20.2.22 can be a root of 
20.2.24 if q�O. It may be shown from other 
considerations that for a given point (a, q) 
there can be at most one periodic solution of 
period 1r or 21r if q �0. This no longer holds 
for solutions of period 811", 8 2': 3 ; for these all 
solutions are periodic, if one is. 

o, 
b, 

32 

FIGURE 20. 1 .  Characteristic Values a,, b, r = 0, 1 (1)5 

20.2.25 

Power Series for Characteristic Values 

289q6 
79626240 

21391q8 
+ 458647142400+ . . . 

- 5q2 763q4 1002401 q5 a2(q) -4+12-13824 + 79626240 
1669068401 t -45864 7142400 + . . .  

37q6 +891813888+ . . .  

q2 187q4 6743617q6 a6(q) =36+70 + 43904000 + 92935987200000 + · · · 

For r?:.7 , and jqj not too large, a, is approxi
mately equal to b,, and the following approxima
tion may be used 

20.2.26 

a,}- 2 q2 (5r2+7) q4 
b, -r +2(r2-1) +32(r2-1)3(r2-4) 

(9r4+58r+29) t + 64(r-1)5(r-4) (r-9) + · · · 
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The above expansion is not limited to integral 
values of r, and it is a very good approximation 
for r of the form n+! where n is an integer. In 
case of integral values of r=n, the series holds 
only up to terms not involving r2-n2 in the 
denominator. Subsequent terms must be derived 
specially (as shown by Mathieu) . Mulholland 
and Goldstein [20 .38] have computed character
istic values for purely imaginary q and found that 
a0 and a2 have a common real value for jql in the 
neighborhood of 1 .468 ; Bouwkamp [20 .5] has 
computed this number as q0= ±i  1 .46876852 to 8 
decimals. For values of -iq> -iq0, a0 and a2 
are conjugate complex numbers. From equation 
20.2.25 it follows that the radius of convergence 
for the series defining ao is no greater than jq0 j .  
It is shown in [20 .36], section 2.25 that the radius 
of convergence for a2n (q) , n 2.2 is greater than 3. 
Furthermore 

Power Series in q for the Periodic Functions (for 
sufficiently small lq l)  

20.2.27 

ce0(z, q) =2-! [1-� cos 2z+ q2 (cos 4z _..l) 
2 32 16 
_,.,a (cos 6z  1 1 cos 2z)+ J � 1 152 128 . . .  

ce1 (z, q)=cos z-f cos 3z 
+ 2 [cos 5z_ cos 3z_ cos z] q 192 64 128 

- l/  [cos 7z _cos 5z _cos 3z +cos z]+ 9216 1 152 3072 512 . . . 

se1 (z, q) =sin z-� sin 3z 
+f [sin 5z +sin 3z _sin z] 

192 64 128 

-t [ffin 7z+sin 5z_sin 3z_sin z]+ 9216 1 152 3072 512 . . .  

se2 (z q)=sin 2z-qsin 4z+n2 (sin 6z-sin 2z)..JJ. ' 12 � 384 288 .,., . . .  
20.2.28 

ce,(z, q) { cos [<r+2) z-�
. 
�] 

( )=cos (rz-p(�r/2)) - q 1 se, z, q 4(r+1) · 

cos [ (r-2) z-p(7r/2) ]} 
4 (r- 1) 

+q2{ cos [ (r+4)z-p(�r/2) ]+ cos [ (r-4) z-p(�rf) l  
32 (r+ 1 )  (r+2) 32(r-l )  (r-2) • 

cos (rz-p(7r/2) ] [2(r2+ 1 )]} 32 (r2- 1 )2 + " ·  

with p=O for ce,(z, q) , p= 1 for se,(z, q) , r2. 3. 

ce, 

FIGURE 20.2. Even Periodic Mathieu Functions, Orders! 0-5 
q = l . 

. 

(cos 4z 1) (cos 6z 19 cos 2z) ce2 (z, q)=cos 2z- q 12"'"'-4 +f 384 288 + . . . 
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se, 

FIGURE 20.3. Odd Periodic 1\fathieu Functions, Orders 1-5 
q = l .  

c r 
1 .6 

1 .4 

\ 
I \ 

\ 

I I ' ' ' ' I ' 

\ /''\ / \ /  \; I ;A. : \ I \ I · I 
o• 7r:f' ! . \ ;\ 

\ / \  I \ I 
\ j \ j  \ j  \f }. ) '\ /: � \ ___ . \ 

\ 

FIGURE 20.4. Even Periodic 1'v!athieu Fu nctions, Orders 0-5 
q= I O. 

se, 
1 . 6  

1 .4 

1 . 2  

- 1 .0 

se, 

\ \ l I \ I / \ ;' . \ I . \ I \ ,  
'. ;\ /\ "'-· ·J . 

"-

FIGURE 20.5. Odd Periodic Mathieu Functions, Orders 1-5 
q= lO.  

For coefficients associated with above functions 

20.2.29 

A8(0) =2-! ; A� (O) =B� (O) = l , r>O 
Ag,=( (- 1) 'q'/s! s! 22'-1 ) A&+ . . .  , s>O 

Ar 
B�+2'= ( (- 1)"r! q'/4' (r+s) ! s! ) C�+ . . . 

r +2a 
rs>O, C�=A� or B� 

(r-s-1) ! q' r 
s! (r- 1) !  4' Cr+ · · · 

Asymptotic Expansion for Characteristic Values, q»l 

Let w=2r+ 1, q=w\p, I(J real. Then 

where 
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d _527 15617+69001+41607 
4--;wa+ w6 w7 w9 

20.2.31 br+i-ar"-'24'+6.fi{;rrpr+Ie -4..fi/r!, q� oo 

(given in [20.36] without proof.) 

20.3. Floquet's Theorem and Its Consequences 

Since the coefficients of Mathieu's equation 

20.3.1 y" + (a-2q cos 2z)y=O 

are periodic functions of  z,  it  follows from the 
known theory relating to such equations that 
there exists a solution of the form 

20.3.2 

where v depends on a and q, and P(z) is a periodic 
function, of the same period as that of the 
coefficients in 20.3.1, namely 1r. (Floquet's 
theorem ; see [20 . 16) or [20.22] for its more general 
form.) The constant v is called the characteristic 
exponent. Similarly 

20.3.3 

satisfies 20.3.1 whenever 20.3.2 does. Both F,(z) 
and F.(- z) have the property 

20.3.4 

y(z+hr) = C"y(z) ,  y=F.(z) or F.t-z) ,  
C=et•r for F.(z) , C=e-t.r for F,(- z) 

Solutions having the property 20.3.4 will hereafLer 
be termed Floquet solutions. Whenever F.(z) 
and F.( - z) are linearly independent, the general 
solution of 20.3.1 can be put into the form 

20.3.5 y=AF.(z) + BF.(-z) 

If AB �O,  the above solution will not be a Floquet 
solution. It will be seen later, from the method 
for determining v when a and q are given, that 
there is some ambiguity in the definition of v ;  
namely, v can b e  replaced by v+ 2k, where k is an 
arbitrary integer. This is as it should be, since 
the addition of the factor exp (2ikz) in 20.3.2 still 
leaves a periodic function of period 11" for the 
coefficient of exp ivz. 

It turns out that when a belongs to the set of 
characteristic values a, and b, of 20.2, then v is 
zero or an integer. It is convenient to associate 
v=r with a,(q) , and v= -r with b,(q) ; see (20.36]. 
In the special case when v is an integer, F.(z) is 

proportional to F. (-z) ; the second, indepen4ent 
solution of 20.3.1 then has the form 

· 

"' 
20.3.6 y2=zce, (z, q) +� d2k+P sin (2k+p) z , 1 

k=O 

associated with ce, (*, q) 
"' I 

20.3.7 Yz= zse, (z , q) +� f2k+P cos (2k+p) z , • 
k=O 1 

associated with se,(i, q) 
The coefficients dz"H and fzk+P depend on the por
responding coefficients Am and Bm, respectiV:Cly, 
of 20.2, as well as on a and q. See [20.30j , secf,ion 
(7.50)-(7.51) and [20.58], section V, for det ils. 

If v is not an integer, then the Floquet solut ons 
F.(z) and F.( - z) are linearly independent. i It 
is clear that 20.3.2 can be written in the form "" 
20.3.8 F,(z) = � Czkei(v+2kl z. 

k=-oo 
From 20.3.8 it follows that if v is a proper fraction 
mdm2, then every solution of 20.3.1 is peri]ic, 
and of period at most 27rmz. This agrees ith 
results already noted in 20.2; i .e . ,  both indepen ent 
solutions are periodic, if one is, provided the pe iod 
is different from 1r and 211". · 

Method of Generating the Characteristic Expone�t 
Define two linearly independent 

20.3.1, for fixed a, q by 

Yt (0)= 1 ; y�(O) =O.  
20.3.9 

Yz (O) = O ; y�(O) = l .  

Then it can be shown that 

20.3.10 cos 1rv-yt (1r) = O  

solutions1 of 

20.3.11 cos 1rv- 1 -2y{ (;) Yz (;)=o 
Thus v may be obtained from a knowledge! of 

y1 (1r) or from a knowledge of both y; (�) and Yz(i) · 

For numerical purposes 20.3.11 may be �ore 
desirable because of the shorter range of inte�ra
tion, and hence the lesser accumulation of rourd
off errors. Either v, - v, or ± v+2k (k an atbi
trary integer) can be taken as the solution/ of 
20.3.11. Once v has been fixed, the coefficiepts 
of 20.3.8 can be determined, except for an arbitrfry 
multiplier which is independent of z. : 

The characteristic exponent can also be c�m
puted from a continued fraction, in a man er 
analogous to developments in 20.2, if a sufficie tly 
close first approximation to v is available. or 
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systematic tabulation, this method is considerably 
faster than the method of numerical integration. 
Thus, when 20.3.8 is substituted into 20.3.1, 
there result the following recurrence relations: 
20.3.12 

where 
20.3.13 V2,.=[a- (2n+ P)2]/q, -co<n<co . 
When " is complex, the coefficients v2 .. may also 
be complex. As in 20.2, it is possible to generate 
the ratios 

G,.=c,.fc,._2 and H_,.=c_m-2fc_,. 

from the continued fractions 
20.3.14 

m � O  

1 1 
H_,. V-m-2- V_,._4- . 

m �O. 

From the form of 20.3.13 and the known properties 
of continued fractions it is assured that for 
sufficiently large values of Jmj both JG,.J and 
JH_,.J converge. Once values of G,. and H_,. are 
available for some sufficiently large value of m, 
then the finite number of ratios 0,._2, 0,._4, • • •  , 00 
can be computed in turn, if they exist. Similarly 
for H -mH, • . . , H0• It is easy to show that " is 
the correct characteristic exponent, appropriate 
for the point (a, q) , if and only if H0G0= 1 .  An 
iteration technique can be used to improve the 
value of "• by the method suggested in [20.3]. 
One coefficient c1 can be assigned arbitrarily ; the 
rest are then completely determined. After ali 
the c1 become available, a multiplier (depending 
on q but not on z) can be found to satisfy a 
prescribed normalization. 

It" is well known that continued fractions can 
be converted to determinantal form. Equation 
20.3.14 can in fact be written as a determinant 
with an infinite number of rows-a special case of 
Hill's determinant. See [20 . 19], [20.36], [20 .15] , 
or [20 .30] for details. Although the determinant 
has actually been used in computations where 
high-speed computers were available, the direct 
use of the continued fraction seems much less 
laborious. 

Special Cases (a, q Real) 

Corresponding to q=O, y1 =cos ...jaz, y2=sin ...jaz; 
the Floquet solutions are exp(iaz) and exp(-iaz) . 
As a, q vary continuously in the q-a plane, 
" describes curves ; " is real when (q, a) , q � O  
lies in the region between a,(q) and b,+l (q) and 

0 

4.0 

-.5 

-1 .0 

-1 . 5 

-2.0 

_ ___ _ __..... 

--- - -- - -- - .. ....... 
_ ,.!J.- - -

- --- - ---
-- - - -

1.� ... --,------

--
--

- -------

FIGURE 20.6. Characteristic Exponent-First Two Stable 
Regions y=e••zP(x) where P(x) is a periodic junction of 
period 1r. 

0 

-I 

-2 

-3 

-4 

- 5  

Definition of 11; 
In first stable region, 0 � "  � 1,  
In second stable region, 1 � "  � 2.  

(Constructed from tabular values supplied b y  T. Tamlr, Brooklyn 
Polytechnic Institute) 

0 

- I  

- 2  

-3 

-4 

-5 

FIGURE 20.7. Characteristic Exponent in First Unstable 
Region. Differential equation: y" + (a- 2q cos 2x)y=0. 
The Floquet solution y=e••zP(x) , where P(x) is a periodic 
junction of period 1r. In the first unstable region, 11=ip.; 
p. is given for a � - 5. (Constructed at NBS.) 
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FIGURFJ 20.8 

---- .Ja 

I 

FIGURE 120.9 

(From B. J. Zaroodny, An elementary review of the Mathieu-Hill equation of real variable based on numerical solu· 
tions, Ballistic Research Laboratory Memo. Rept. 878, Aberdeen Proving Ground, Md., 1955, with permission.) 

-- s =ei�"=constant; in unstable regions 
- - - - v=constant; in stable regions 
- . - . - Lines of constant values of - q. 
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( From S. J. Zaroodny , An elementar� review of the Mathieu-Hill equation 
of real variable based on numerical solutions, Ballistic Research Laboratory 

Memo. Rept. 878, Aberdeen Proving Ground, Md., 1955, with permission) 

s= e'' .. = constant; in unstable regions 
P= constant; in stable regions 

- . - . - Lines of constant values of - q. 

all solutions of 20.1.1 for real z are therefore 
bounded �stable) ; 11 is complex in regions between 
b, and a, ; in these regions every solution becomes 
infinite at least once ; hence these regions are 
termed "unstable regions". The characteristic 
curves a,, b, separate the regions of stability. 
For negative q, the stable regions are between 
b2r+I and b2r+2 ' a2r and a2,+I ; the unstable regions are 
between a2r+t and b2r+I , a2r and b2r· 

In some problems solutions are required for real 
values of z only. In such cases a knowledge of 
the characteristic exponent 11 and the periodic 
function P(z) is sufficient for the evaluation of 
the required functions. For complex values of z, 
however, the series defining P(z) converges slowly. 
Other solutions will be determined in the next 
section ; they aU have the remarkable property 
that they depend on the same coefficients c111 
developed in connection with Floquet's theorem 
(except for an arbitrary normalization factor) . 

Expansions for Small q ([20.36) chapter 2) 

If 11, q are fixed : 

20.3.15 
q2 (5J12+7)q4 

a=v2+2(112- l) +32(112- 1)3 (112-4) 
(9114+58112+29) q6 +64(112- 1)5(112-4) (JI2-9) + . . .  (11 ;:-6 1 , 2 , 3) . 

For the coefficients c21 of 20.3.8 

20.3.16 
(112+411+7)q3 

128(11+1)3 (J1+2) (11-1) + · · · 

(11 ;:-6 1 ,  2) 
c4/c0=q2/32(11+1 ) (JI+2) + . . .  
c2,/co= ( - l )'q'r(JI+ 1 )  /22's!r (JI+s+ 1 ) + . . .  
20.3.17 [ { e i<v+2l z eHv-2) • }] 
F,(z) =co ei••- q  4(J1+ 1)  4(11-1) + · · ·  

(11 not an integer) 

For small values of a 
20.3.18 

20.4. Other Solutions of Mathieu's Equation 

Following Erdelyi [20 . 14] ,  [20 .15] ,  define 

20.4.1 ll'�c(z) = [e; .. cos (z-b)/cos (z+ b) ] ikJ�c(f) 

where 

20.4.2 f= 2[q cos (z-b) cos (z+b)]�, 
and J�c(f) is the Bessel function .of order k; b is a 
fixed, arbitrary complex number. By using the 
recurrence relations for Bessel functions the follow
ing may be verified : 

20.4.3 �;lc -2q(cos 2z)ll'�c+ q(ll'k-2+11'k+2) +k211'.�:=0. 

It follows that a formal solution of 20.1.1 is given 
by 

"' 
20.4.4 y= � c2,.11'211+• 

ft.;;;; - CD  
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where the coefficients c2,. are those associated with 
Floquet's solution. In the above, v may b e  
complex. Except for the special case when v is 
an integer, the following holds : 

'P2n+v-2 'P-2n+• -4n2 
'Pzn+• "''P-zn+•+2 "' q [cos (z- b) j2 

(n� (X))  

I f  v and n are integers, J -Zn+•(f) = ( - 1 ) •Jzn_,,(f) . 
[ 'Pzn+•I'Pzn+•-z] "' - [cos (z- b )J2q/4n2 

[cp_zn+•I'P-2n+•+zl "' -4n2/q [cos (z-b )]2 

On the other hand 

(n-'> oo ) 

It follows that 20.4.4 converges absolutely and 
uniformly in every closed region where 

There are two such disjoint regions : 

(I) .f(z-b)>d2>0 ; ( /cos (z-b) />d1> 1) 
(II) .f(z-b) < -d2<0 ; ( /cos (z-b) / >d1>1 )  

If v is an in teger 20.4.4 converges for all values of 
z. Various representations are found by special
izing b. 

20.4.5 .. 
If b=O , y=e' .. •12 :2:: Cz,. (- 1) "J2n+v (2{q cos z) 

n=-oo 
( /cos z />1, /arg 2-/i cos z / :S: 1r) 

20.4.6 

If b=�, y=
n
t.

<» 
Cz,.J2,.+.(2i {q sin z) 

( /sin z />1 ,  /arg 2-/i sin z/ :s; ?r) 

If b-'>rn i, y reduces to a multiple of the solution 
20.3.8. The fact that 20.3.8, 20.4.5, and 20.4.6 
are special cases of 20.4.4 explains why it is that 
these apparently dissimilar expansions involve 
the same set of coefficients Czn· 

Since 20.4.4 results from the recurrence proper
ties of Bessel functions, Jk(j) can be replaced by 
HJ.1> (j) , j= 1 , 2, where Hj.il is the Hankel function, 
at least formally. Thus let 

!J{= [e' .. cos (z-b)/cos (z+b)] tkHjl> (f) 

where j satisfies 20.4.2. An examination of I the 
ratios Vtzn+v/1/lzn+ •- 2 shows that 

will be a solution provided 

/cos (z- b) /> 1 ; jcos (z+b) / > 1 . 

The above two conditions are necessary �1ven 
when v is an integer. Once b is fixed, the reg ons 
in which the solutions converge can be rea ily 
established. : 

Following [20 .36] let 

20.4.7 

J11(x) = Z�0 (x) ; Y11(x) =Z�2> (x) ; 1 

H�0 (x) =Z�3> (x) ; H�2> (x) =Z�t> (x) 

If z is replaced by -iz in 20.4.5 and 2q.4.6 
solutions of 20.1.2 are obtained. Thus 

20.4.8 

yf1> (z) = £ c2n (- l) nz��+ - (2 {q cosh z) 

20.4.9 

n=-• • 
( /cosh z /f- 1 ) 

y�1> (z)= £ c211Z��+. (2 {q  sinh z) 
n=-oo  

(/sinh z/> 1 ,  1 , 2 ,  a ,  4) 

The relation between yf1> (z) and yJ1> (z) caq be 
determined from the asymptotic properties of 

l

the 
Bessel functions for large values of argument. : It 
can b� shown that 

20.4.10 
I 

yfi> (z)/y�i> (z) = [F.(O)/F.(§)le••r/2 (&lztO) . 

When v is not an integer, the above soludon s 
do not vanish identically. See 20.6 for intefral 
values of v. 

Solutions Involving Products of Bessel Functio�s 
i 

20.4.ll 
1 00 Y�j) (z) = 028 n

�"' Czn( - l)n Z}!.l..+s(-{qe1') Jn-s(v7iet') 
(j= l ,  2 ,  �' 4) 

satisfies 20.1.1, where Z}/> (u) is defined in 20.t.7, 
the coefficients c2n belong to the Floquet �olut on , 
and 8 is an arbitrary integer, c2,r!' 0 .  The solu ion 
converges over the entire complex z�plane if qf 0. 
Written with z replaced by -iz, one obt.ins 
solutions of 20.1.2. 
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20.4.12 

M�(z, q)=� ± c;n(-l) nz<,;�•+•(-{qez)Jn-a(-{q_e-z) C2s n = - a>  

It can be verified from 20.4.8 and 20.4.12 that 

y<J> (z) 
M�( ) F.(O) , 

j z, q 20.4.13 

provided c2, �0. If c2,=0, the coefficient of l jc2s 
in 20.4.ll vanishes identically. For details see 
[20.43], [20. 151, [20.36]. 

If s is chosen so that /c2, / is the largest coefficient 
of the set /c21 / , then rapid convergence of 20.4.12 
is obtained, when !Jlz>O.  Even then one must 
be on guard against the possible loss of significant 
figures in the process of summing the series, 
especially so when q is large, and / z / small. (If 
j �1 , then the phase of the logarithmic terms 
occurring in 20.4.12 must be defined, to make the 
functions single-valued.) 

20.5. Properties of Orthogonality and 
Normalization 

If a(v+2p, q) , a(v+2s, q) are simple roots of 
20.3.10 then 

20.5.1 i .. Fv+2P(z)Fv+2,(-z)dz=0, if p�s. 
Define 

20.5.2 1 ce.(z, q)=2 [F,(z)+F.(-z) ]; 

se.(z, q)=-i � [F.(z)-F,(-z) ]  

ce,(z, q) , se.(z, q) are thus even and odd functions 
of z, respectively, for all 11 (when not identically 
zero) . 

If 11 is an integer, then ce.(z, q) , .'le,(z, q) are 
either Floquet solutions or identically zero. 
The solutions ce7(z, q) are associated with ar ;  
ser(z, q) are associated with br ; r an integer. 

Normalization for Integral Values of v and Real q 

f2r f2r 20.5.3 Jo [cer(z , q) )2dz= J o [se1 (z , q) ]2dz=11' 

For integral values of v the summation in 
20.3.8 reduces to the simpler forms 20.2.3-20.2.4; 
on account of 20.5.3, the coefficients Am and Bm 
(for all orders r) have the property 

20.5.4 

2A�+A�+ . . .  =A�+A�+ . .  . 
=m+m+ . . .  =m+m+ . . .  =L 

20.5.5 

1 J:2.. 1 12 .. Ag•=-2 ce2, (z, q)dz; A�=- cer (z, q) cos nzdz 
11' 0 11' 0 

1 J:2r 
B�=- ser(Z, q) sin nzdz 

11' 0 
n�O 

For integral values of 11, the functions cer(z, q) 
and se7 (z, q) form a complete orthogonal set for 
the interval 0 �2�211'. Each of the four systems 
ce27 (z) , ce2r+1 (z) , se2r(z) , se2r+1 (z) is complete in the 
smaller interval 0 � z � !-11", and each of the systems 
ce1(z) , ser(z) is complete in 0 � Z�11". 

If q is not real, there exist multiple roots of 
20.3.10; for such special values of a(q) , the integrals 
in 20.5.3 vanish, and the normalization is therefore 
impossible. In applications, the particular nor
malization adopted is of little importance, except 
possibly for obtaining quantitative relations be
tween solutions of various types. For this reason 
the normalization of F,(z), for arbitrary complex 
values of a, q, will not be specified here. It is 
worth noting, however, that solutions 

acer (Z, q) , 
defined so that 

acer (O, q)= l ;  

{Jser (z, q) 

[dd {Jser (z, q)J =1  Z z=O 
are always possible. This normalization has in 
fact been used in [20 .59], and also in {20 .58], 
where the most extensive tabular material is 
available. The tabulated entries in [20 .58] sup
ply the conversion factors A=l/a, B=1/{J, along 
with the coefficients. Thus conversion from one 
normalization to another is rather easy. 

In a similar vein, no general normalization will 
be imposed on the functions defined in 20.4.8. 

20.6. Solutions of Mathieu's Modified Equation 
20.1.2 for Integral Jl (Radial Solutions) 

Solutions of the first kind 

20.6.1 

CD 
=:E A�rj:� (q) cosh (2k+p)z k-0 

associated with ar 
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CD 
Se2,+P(z , q)=-ise2r+p(iz, q) =2: mrt� (q) sinh (2k+p) z, associated with b, 

k=O 

writing A�H� (q) =A2k+P for brevity; similarly for B2Hv; p=O, 1 ,  

20.6.3 

20.6.4 

20.6.5 

20.6.6 

ce2r (7r2-, q) CD (0 ) C ( ) "" ( )kA T (2 r;; h ) ce2r ' q � A T ( _ r;; • h ) e2, z, q = �r 1{;;6 -1  2kU 2k -vq cos z �r {=& 2K.U 2k 2-vq sm z 

ce�r+t (�' q) CD 

-.j(jA2r+1 2: ( - 1)H1A2HIJ2H1 (2-{q cosh z) q 1 k=O 

ce{;A���¥) coth z ± (2k+ 1)A2H1 J2H1 (2-{q sinh z) q 1 k=O 

se�, (�' q) tanh z 
Se2r(Z, q) . m: ± (-1)�2kB2,J2k(2-{q cosh z) q 2 k = l  

se�r+t (O,q) � B 7 (2 r;; . h ) r;;B2r+i- £...J 2k+!U'2k+l -vq Sln Z "\' q 1 k=O 

See [20.30] for still other forms. 
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Solutions of the second kind, as well as solutions of the third and fourth kind (analogous to Hqnkel 
functions) are obtainable from 20.4.12. 

· ... 
20.6.7 McJ�> (z, q) = � ( - 1) r+kA�f(q) [Jk-s(Ur)Z11.)_, (u2) +JH,(u1)Z112,(u2)]/E,A�� 

k=O 

where Eo=2, E,= 1 , for s= l ,  2, . . .  ; s arbitrary, associated with a2, 

20.6.8 

associated with 1a2r+1 
CD 

20.6.9 MsJ�> (z, q)=� (-1)H'B�k(q) [Jk-a(u1)Z11-l-. (u2)-Jk+,(u1)Z112. (u2) ]/B�; , associated with b2, 
k = l  

20.6.10 

associated with lb2r+I 
where 

See 20.4.7 for definition of z�> (x) . 
Solutions 20.6.7-20.6.10 converge for all values of z, when q�O . If j=2, 3 , 4 the logarithmic t¢rms 

entering into the Bessel functions Ym(u2) must be defined, to make the functions single-valued. This 
can be accomplished as follows : 

Define (as in [20 .58]) 
20.6.11 ln (vqe')=ln (-{q)+z 

See [20. 15] and [20.36], section 2.75 for derivation. 
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Other Expressions for the Radial Functions (Valid Over More Limited Regions) 
., 

20.6.12 McW (z, q)= [ce2, (0, q) ]- 1 � (-1)H'A�f (q)ZJ{l (2-y'q cosh z) 
k=O 

., 
20.6.13 Ms4� (z, q) = [se; , (o , q) J- 1 tanh z � (- 1)k+'2kmJc(q)ZH1 (2-y'q cosh z) 

/:=1  
., 

MsW+1 (z, q)=[se; ,+ l (O, q) ]- 1 tanh z � (- 1)H' (2k+l)mJctl (q)ZJ{l+ I (2-y'q cosh z) 
k =O 

Valid for fJf z >o, /cosh z / > 1 ;  if j = 1 ,  valid for all z. They agree with 20.6. 7-20.6.10 if the Bessel 
functions Ym(2qi cosh z) are made single-valued in a suitable way. For example, let 

Ym(u)=� (In u)Jm(u) +cfJ(u) 
7r 

where cp(u) is single-valued for all finite values of u. With u=2qt cosh z, define 

20.6.14 

(If q is not positive, the phase of In 2qi must also be specified, although this specification will not 
affect continuity with respect to z. If Ym(u) is defined from some other expression, the definition 
must be compatible with 20.6.14.) 

f7r ( 1 )  V 2 Mc0 (z ,q) 

FIGURE 20. 1 1 .  Radial Mathieu Function of the First Kind. 
(From J.  C. Wiltse and M. J. King, Values of the Mathieu functions, The 

Johns Hopkins Univ. Radiation Laboratory Tech. Rept. AF-53, 1958, 
with permission) 

l7f d ( I )  
J 2 d z  Mco ( z ,  q) 

3 

q'2 2 5  
FIGURE 20. 12. Derivative of the Radial Mathieu Function 

of the First Kind. 
(From J. C. Wiltse and M. J. King, Derivatives, zeros, and other data per

taining to Mathieu functions, The Johns Hopkins Univ. Radiation Lab
oratory Tech. Rept. AF-57, 1958, with permission) 

0! (2) V 2 Ms ,  ( z , q )  

FIGURE 20. 13. Radial Mathieu Function of the Second Kind. 

(From J. C. W iltse and M. J. King, Values of the Mathieu functions, The 
Johns Hopkins Univ. Radiation Laboratory Tech. Rept. AF-53, 1958, 
with permission) 

ITT 131 1 2 Ms2 1 z ,- q l  

\ 
1 .4  

1 . 2  

1.0 

.8 ' 

\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

FIGURE 20. 1 4. Radial Mathieu Function of the Third Kind. 

(From J. C. Wiltse and M. J. King, Values of the Mathieu functions, The 
Johns Hopkins Univ. Radiation Laboratory Tech. Rept. AF-53, 1958, 
with permission) 
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If j=1 , McW+11 and MsW+P, p=O, 1 are solutions 
of the first kind, proportional to Ce2r+11 and Se2r+P. 
respectively. 

Thus 
20.6.15 

ce2r (�•q) ce2, (0, q) 
Ce2, (z, q) (-1)'.M '  Mc2�1> (z, q) 

ce�r+! (�•q ) ce2r+1 (0, q) 
Ce2r+I (z, q) (-1) '+ 1-vqAr+l McJ�>+ I(z, q) 

se�, (0, q)se�, (�• q) 
Se2, (z, q) (-1) 'qB�' Ms��> (z, q) 

se�,H (0, q) se2r+1 (�· q) 
(-1 ) '-Vq"Br+l MsJ�>+!(z , q) 

The Mathieu-Hankel functions are 
20.6.16 

M�3> (z, q)=M�1> (z, q)+iM�2> (z, q) 
i\11�4> (z , q)=M�1> (z, q)-iM�2> (z, q) 

M�il=Mc�J> or Ms�J> . 
From 20.6.7-20.6.ll and the known properties 

of Bessel functions one obtains 
20.6.17 

M��>:r11(z+in11', q) 
= ( - 1)""[M��>+P(z, q) +2niM��+P(z, q) ] 

M4�>+P(z+in11', q) 
= (-1) "11[Mi�>+11(z, q)- 2nM��\11(z, q) ] 

M��>+P(z+in11', q) 
= (-1 )""[Mi�>+P(z, q)+2nM4;>+P(z, q) ] 

where M=Mc or Ms throughout any of the above 
equations. 
Other Properties of Characteristic Functions, q Real 

(Associated With a, and b,) 
Consider 

20.6.18 

X1 =Mc�2> (z, q) + Mc�2> (-z, q) ; 
X2=Ms?> (z, q)-Ms�2> (-z, q) 

Since X1 is an even solution it must be proportional 
to Mc�0 (z, q) ; for 20.1.2 admits of only one even 
solution (aside from an arbitrary constant factor) . 
Similarly, X2 is proportional to Ms�1> (z, q) . The 
proportionality factors can be found by considering 
values of the functions at z=O. Define, therefore, 

20.6.19 

Mc�2> (-z, q) =-Mc�2> (z, q)-2J •. ,Mc�1> (z, �) 
20.6.20 

Ms�2> (-z, q)=M8�2> (z, q)-2J •. ,Ms�lJ (z, a) 
where 

20.6.21 
J • . ,= -Mc�2> (0, q)/Mc�1> (0, q) 

.fo . r=[dd Ms�2> (z, q)/ d
d Ms�O (z, q)J 

Z Z z•O  

See [20 .58]. 
In particular the above equations can be us�d to 

extend solutions of 20.6.12-20.6.13 when 81'�<0. 
For although the latter converge for ��<O, 
provided only Jcosh z />1 ,  they do not reprrsent 
the same functions as 20.6.9-20.6.10. 

20.7. Representations by Integrals and Sqme 
Integral Equations 

' 

Let 

20.7.1 G(u)=p K(u, t)V(t)dt 
c 

be defined for u in a domain U and let the co� tour 
C belong to the region T of the complex t-�lane, 
with t="fo as the starting point of the co1tour 
and t="f1 as its end-point. The kernel K�, t) 
and the function V(t) satisfy 20.7.3 ancl l the 
hypotheses in 20.7 .2. 

20.7.2 K(u, t) and its first two partial deriv*ives 
with respect to u and t are continuous for t pn C 

d . U V d dV . . an u m ; an dt are contmuouR m t. 

20.7.3 [()K dV J 'Y1 d2V . ?)t V-dtK 
'Yo
=O; dt2 + (a-2q cos 2t)V�O. 

If K satisfies 

20.7.4 

' 
then G(u) is a solution of Mathieu's mo�ified 
equation 20.1.2. 

If K(u, t) satisfies 

()2K ()2K 20.7.5 (Ju2 + ()t2 +2q(cos 2u-cos 2t)K=O 

then G(u) is a solution of Mathieu's equ�tion 
20.1.1, with u replacing v. 
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where 

20.7.7 u=�2q(cosh 2z+cos 2t) 
20.7 .8 M(z, t) =cosh (z+it)/cosh (z-it) 

To make M-l• single·valued, define 

20.7.9 

Let 

cosh (z+i1r) =e1 .. cosh z 
cosh (z-i1r) =e-1 .. cosh z 
M(z, 0) = 1  
[M(z, 7r)]-!•=e-1' .. M(z, 0) 

l it' 
20.7.10 G(z, q)=- K1(u, t)F,(t)dt, 

1r 0 

where F,(t) is defined in 20.3.8. It may be verified 
that K1F, satisfies 20.7.3, K satisfies 20.7.2 and 
20.7.4. Hence G is a solution of 20.1.2 (with z 
replacing u) . It can be shown that K1 may be re
placed by the more general function 

20.7.11 

K2(z, t)=Z1�>+2,(u) [M(z, t) ]-t-+• , s any integer. 

See 20.4.7 for definition of z<t>+2,(u) . 

From the known expansions for zc�> +2•(u) when 
f!,fz is large and positive it may be verified that 

20.7.12 

M�1> (z, q)= 

where M�1> (z, q) is given by 20.4.12, s=O, 1 ,  . . .  , 
c2,¢0 ,  and F,(t) is the Floquet solution, 20.3.8. 

Kernel Ka(IIS, t, a) 
20.7.13 K3(z, t, a) =e21.friw 
where 

20.7.14 w=cosh z cos a cos t+sinh z sin a sin t 

20.7.15 G(z, q, a) =! rh eu« wF,(t)dt 1r rc  

where F,(t) is the Floquet solution 20.3.8. The 
path 0 is chosen so that G(z, t, a) exists, and 
20.7.2, 20.7.3 are satisfied. Then it may be 
verified that K3(z, t, a) , considered as a function 
of z and t, satisfies 20.7.4; also, considered as a 
function of a and t, K3 satisfies 20.7.5. Conse
quently G(z, q, a) = Y(z, q)y(a, q) , where Y and y 
satisfy 20.1.2 and 20.1.1, respectively. 

Choice of Path 0. Three paths will be defined : 

20.7.16 

-d�<arg [.Vq{ cosh (z+ia) ± l } ]<?r-d1 
-d2.(arg [.Jq{ cosh (z-ia) ± l } ]<?r-d2 

20.7.17 

Path 04 : from d2-ioo to 27r+ioo -d1 
(same dh d2 as in 20.7.16) 

20.7.18 

j=3, 4 

where M�(z, q) is also given by 20.4.12. 

20.7.19 Path 0.1 : from -d1+ioo to 2?r-d1+ioo 

.. 
F,(a)M�Il (z, q) = 

e ;t. 2 rh e2t-.li w F,(t)dt 
1r Jcl 

See [20.36], section 2.68. 
If v is an integer the paths can be simplified ; 

for in that case F,(t) is periodic and the integrals 
exist when the path is taken from 0 to 211". Still 
further simplifications are possible, if z is also real. 

The following are among the more important 
integral representations for the periodic functions 
ce,(z, q) , se,(z, q) and for the associated radial 
solutions. 

Let r=2s+p, p=O or 1 

20.7.20 

ft'/2 ( 11'") ce,(z, q)=p,J 0 
cos 2jq cos z cos t-p2 c�,(t, q)dt 



20.7.21 

20.7.22 

20.7.23 

where 
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rr/2 ce,(z, q)=u,J0 cosh (2-{q sin z sin t) [(1 -p) +p cos z cos t ]ce,(t, q)dt 

rr/2 ( 11") se,(z, q)=p,J0 sin 2-[q cos z cos t+p 2 sin z sin t se,(t, q)dt 

rr/2 se,(z, q) =u,J0 sinh (2-{q sin z sin t) [ (1 -p) cos z cos t+p]se,(t, q)dt 

20.7.24 p,=� ce2, (�· q) f�' (q) ; p=Op,= } ce;,+I (�· q) f{qA�s+1 (q) if p= 1 ,  for functions ce,(z, q) 

p,= �4 se�, (�· q) f{qBi'(q) ;  p,=� se2,+! (�· q) /Bf."+1 (q) , for functions se,(z, q) 
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u,=� ce2, (0, q)f�' (q) if p=O; u,=i ce2,+t (O, q)/A�•+1(q) , if p= 1 ;  associated with functions ce,�z, q) 1r 1r 

u,=i se;,(o,q )j{qm_•(q) , if p=O; u,=� se;,+t (O, q)f-[q!Ji•+1(q) , if p=1 ;  associated with se, (z, q) 1r 1r 

Let 
20.7.25 

20.7.26 

Integrals Involving Bessel Function Kernels 

u= .J2q(cosh 2z+cos 2t) 1  ( .?l cosh 2z>1 ;  if j= 1 1  valid also when z=O) 

.. .. 

M <i> (  ) - (- 1) '2 (2 z<i> ( ) (t )dt · 71f <J> < ) C2 r z, q - 11"�' Jo 0 u ce2r I q , 1V.LC2r+l z, q (- 1)'8-{q cosh z i2 ZI1> (u) cos t (t 1 )dt A2r+l u ce2r+! , , q 

20.7.27 

.. 

1r I 0 
(-1) '+18q sinh 2z f2 ZJI> (u) sin 2t se2, (t ,  q)dt 

1rB�' Jo u2 
.. 

(-1) '8-y'q sinh z i2 Z�i> (u) sin t se2,+t (t , q)dt Msi?>+t (z, q) B2 +t 1r t ' 0 u 
In the above the j-convention of 20.4. 7 applies and the functions Me, Ms are defined in 2�.5.1-

20.5.4. (These solutions are normalized so that they approach the corresponding Bessel-H.nkel 
functions as �z---Hn .) 

20.7.28 

20.7.29 

20.7.30 

20.7.31 

20.7.32 

20.7.33 

Other Integrals for Mc�ll(z, q) and Ms�ll(z, q) 

<- o·2 r� 
( r: 

11") Mc�l) (z, q) 11"Ce,(O, q) Jo cos 2-v q cosh z cos t-p 2 ce,(t, q)dt 

.. 

Mc�l) (z, q)=r,i2 [ ( 1-p) +p cosh z cos t ]  cos (2-[q sinh z sin t)ce,(t ,  q)dt 

r=2s+p, p=O, 1 ;  r,=� ( -1) 'fce2, (i� q) 1 if p=O; r,=� ( -1)'+12-[qjce;, +t (i� q) 
MsJV., ( z, q} �� ( -( � ) fi sin (2� sinh z sin t) se�., ( t , q)dt 

se2r+t 21 q Jo 

.. 
4 (- 1)'+1 J:i Ms��> (z, q) =- {q , (O ) sin (2-[q cosh z cos t) [sinh z sin t se2, ( t ,  q) ]dt 
1r se2, , q o 

.. 

MsW(z, q} �i (-t �) f' sin (2� sinh z sin t) [cosh z cos t "'• (t, q} )dt 
7r ' 1r Jo se�, 21 q 
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Further with w=cosh z cos a cos t+sinh z sin a sin t 

20.7.34 

20.7.35 

ce,(a, q)MdD (z, q) (- l�;i) -P .C .. e2i.Jqj wce,(t, q)dt 

se,(a, q)Ms�D (z, q) (-1);;-i) P  J:2"'e2i v'qwse,(t , q)dt . 

The above can be differentiated with respect to a, and we obtain 

20.7.36 
(-l) "(i) -P+l.Vq r2re2i{i w � Ce, (t, q)dt 11' Jo va 

20.7.37 

Integrals With Infinite Limits 

In 20.7.38-20.7.41 below, z and q are positive. 

20.7.38 Me�D (z, q) ='Yr J:"' sin ( 2 -J7j cosh z cosh t+p �) Me�D (t, q)dt 

20.7.39 

20.7.40 

20.7.41 Ms�2> (z, q)='Yr i"' sin (2-vq cosh z cosh t+p �) sinh z sinh t Ms�0 (t, q)dt 

Additional forms in [20.30], [20.36], [20. 15] .  

20.8. Other Properties 

Relations Between Solutions for Parameters q and - q  
Replacing z by !1r- z in 20.1.1 one obtains 

20.8.1 y" + (a+2q cos 2z)y=O 
Hence if u(z) is a solution of 20.1.1 then u(!1r-Z) 
satisfies 20.8.1. It can be shown that 

20.8.2 

a( - v, q) =a(v, -q) =a(v, q) , v not an integer 

e2m(-q) =p(- 1)mc2m(q) , v not an integer 

(e2m defined in 20.3.8) and p depending on the 
normalization ; 
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20.8.3 

a2,(-q)=a2,(q) ; b2, ( -q) = b2,(q) , for integral " 

a2r+1 ( -q) =b2r+l (q) ' b2r+1 ( -q) =a2r+l (q) 
20.8.4 

ce2,(z, -q)= (-l ) 'ce2,(h-z, q) 
ce2r+t(Z, -q) = ( - l )'se2r+t (!'11'"- z, q) 
se2r+t (Z, -q)= (- l )'ce2r+t<!'II'"- Z, q) 
se2,(z, -q)= (- 1 )'-1se2,(h-z, q) 

For the coefficients associated with the above 
solutions for integral " :  

20.8.5 

A��( -q) = ( - l )m-rA��(q) ; 
m:.. < -q) = ( - l )m-rm:;.(q) 

A�:;.tH -q) = ( - l )m-rm:;.t\ (q) ; 
m:;.t1t ( -q)= (  - l )m-,A�:;.t1t (q) . 

For the corresponding modified equation 

20.8.6 

20.8.7 

y"- (a+2q cosh 2z)y=O 

M�1> (z, -q) =M�J> ( z:+-i ;, q} 

M�J> (z, q) defined in 20.4.12. 

For integral values of " let 

20.8.8 
Q) 

Ie2,(z, q)= � ( -l )H•Au[It_,(ut)lt+a(u2) k-0 
+ I.t+,(Ut)It-a(u2) ]/A2sEa 

Q) 
Io2,(z, q)=L: ( -l )H•B2t[It_,(ut)IH,(u2) k-l 

-I A:+•( Ut) It-8( U2) ]/ B2, 
Q) 

Ie2r+t(Z, q)=� (-l )k+aB2A:+t[It-s(Ut)It+s+l(�) k-0 
+I H•+t(Ut)It_,(u2) ]/B2a+l 

Q) 
Io2r+l(z, q)= � ( -l )l:·f-IAa+J[lt-s(Ut)It+•+t(�) k-o 
20.8.9 

-IA:+s+J(Ut)I,._,(u2) ]/A2•H 
Q) 

Ke2,(z, q)= � A2t[Ik_,(Ut)KA:+,(u2) k-0 
+ It+s(Ut)Kt_,(u2)]/A2sE8 

Q) 
* Ko2,(z, q)= � B2t[Ik_,(ut)Kk+s(u2) k-0 
* ... 
Ke2r+J(Z, q)= � B2t+tli.t_,(Ut)KH•+t(�) k-0 

-I "+•H ( Ut)KI:-1 ( �) ]/ B2•+1 
•see page n. 

Q) 
Ko2r+l(z, q)= � A2k+t [Ik_,(ut)Kk+s+l(u2) 

k=O 

+ Ik+s+1 ( Ut)Kk-s ( u2) lfA2sH 
where Im<x) ,  Km(x) are the modified Bessel runc
tions, u1, u2 are defined below 20.6.10. S�per
scripts are omitted, E, =2, if s=O,  E,= l if s ¢10 .  

Then for functions of first kind : 

20.8.10 

McJ�> (z, -q) = ( - 1 )' Ie2,(z, q) 
MsJ�> (z, -q) = ( -1 )' Io2,(z, q) 

McJ�>+ t (z, -q) = (-l )'iie2r+t (Z, q) 
MsJ�>+ 1 (z, -q)= (- l )'iio2r+l (z, q) , 

For the Mathieu-Hankel function of first kind : 

20.8.11 

MsJ�>+ l (z, -q) = ( -1)'+1 � Ko2,+1 (z, q) 
'II" 

]_'or M�1> (z, -q) , j=2, 4, one may use the d�fini-
tiOns ! 

also 

M�•> (z, -q) =2M�0 (z, - q) -M�8> (z, -q� 
M=Mc or Ms; for real z, q, M�1> (z, - q)l 

are in general complex ifj=2, 4 . 
Zeros of the Functions .for Real Values of q.i I 

See [20.36], section 2.8 for further re$ults. 
Zeros of ce.(21, q) and ser(21, q), Mc;u(21, q), Ms;u<�z, q). 

In 0 ::;  z <- 7T, ce,(z, q) and se,(z, q) have � real * 

zeros. 
There are complex zeros if q>O. 
If z0=x0+iy0 is any zero of ce,(z, q) , se,(z, lq) in 

are also zeros, k an integer. 
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In the strip -�<xo<�· the imaginary zeros of 

ce,(z, q) , se,(z, q) are the real zeros of Ce,(z, q) , 
Se,(z, q) , hence also the real zeros of Mc�1) (z, q) 
and Ms�1l (z, q) , respectively. 

For small q, the large zer� of Ce,(z, q) , Se,(z, q) 
approach the zeros of J,(2-Jq cosh z).  

Tabulation of Zeros 

Ince [20.56] tabulates the first "non-trivial" 

zero (i .e .  different from 0, �' 7f') for ce,(z) ,  se, (z), 

r=2(1 )5  and for se6 (z) to within °10-\ for q=O(l )  
1 0 (2)40 . He also gives the "turning" points 
(zeros of the derivative) and also expansions for 
them for small q. Wiltse and King [20. 61 ,2]  tabulate 
the first two (non-trivial) zeros of 1\fc�l) (z, q) and 
Ms;1l (z, q) and of their derivatives r=O,  1 ,  2 for 
6 or 7 values of q between .25 and 10 .  The graphs 
reproduced here indicate their location . 

Between two real zeros of Mc�1) (z, q) , Ms�ll (z, q) 
there is a zero of }.fd2l ( z, q) , Ms�2) ( z, q) , respec
tively. No tabulation of such zeros exists yet. 

Available tables are described in the References. 
The most comprehensive tabulation of the char

acteristic values a,, b, (in a somewhat different 
notation) and of the coefficients proportional to 
Am and Bm as defined in 20.5.4 and 20.5.5 can be 
found in [20.58] . In addition , the table contains 
certain important ' ' joining factors",  with the aid 
of which it is possible to obtain values of 
Mc�j) (z, q) and Ms�Jl (z, q) . as well as their deriva
tives, at x=O.  Values of the functions ce,(x , q) 
and se,(x, q) for orders up to five or six can be 
found in [20.56]. Tabulations of less extensive 
character, but important in some aspects, are out
lined in the other references cited. In this 
chapter only representative values of the various 
functions are given , along with several graphs. 

Special Values for Arguments 0 and � 
20.8.12 

Me�!) (0, q)= [2 -1 --y ; g,, , (q) 

Mc�2l (O, q)= -J!.J., ,(q)/g., , (q) 

a: [Mc�2l (z, q) ] •• o=/; g,, ,(q) 

d
d 

[Ms�l) (z, q) l.-o= � _!__( ) Z -y ; Yo, r q 

fz [ Ms �2l (z, q)l- o=/;J.
, , (q)/g.

, , (q) 

Ms�2l (z, q) = - g0, , (q) /; 
The functions ] •. , ,  g., , j,, , ,  g., , are tabulated in 

[20.58] for q5,25 .  

20.9. Asymptotic Representations 

The representations given below are applicable 
to the characteristic solutions, for real values of q, 
unless otherwise noted. The Floquet exponent v 
is defined below, as in (20.36] to be as follows : 

In solutions associated with a, : v=r 
In solutions associated with b, :  v= -r. 

For the functions defined in 20.6.7-20.6.10 : 

20.9.1 

Mc�3> (z, q) 
( - 1)' M s;sl (z, q) 

j (2 ..[i cosh •-�-!:) � D e 2 4 £....J 
m 

"" t 1!4 ( h ) 1 m-o [-4i-{q(cosh z- u) ]m 
7f' q cos z-u • 

where D_J=D_2= 0 ;  D0= 1 ,  and the coefficients 
Dm are obtainable from the following recurrence 
formula : 

20.9.2 

(m + l)Dm+I+[( m+�Y-( m+�) Si � u 

+2q-a J Dm+( m -D [ 16q(l -u2) -8i � um]Dm-! 

+4q (2m-3) (2m- l).(l - u2) Dm-2=0 
20.9.3 

Mc�4> (z, q) 
( - 1 )  'Ms<�> (z, q) 
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20.9.4 

(m+ l)dm+l+[( m+�Y+( m +�) si � <r 

+2q-a] dm+( m-D [ 16q( 1-u2) +8i � um]dm-l 

+4q(2m-3) (2m- 1 )  (l -u2)dm-2=0. 

In the above 

-21r<arg � cosh z<1r 

\cosh z-u\ > lu ± 1 \ ,  !Jl z>O, 

but <r is otherwise arbitrary. If u2= 1, 20.9.2 and 
20.9.4 become three-term recurrence relations. 

Formulas 20.9.1 and 20.9.3 are valid for arbi
trary a, q, provided v is also known ; they give 
multiples of 20.4.12, normalized so as to approach 
the corresponding Hankel functions H;1> ( ...;qe•) , 
H;2> (...;qe•) , as z�oo . See [20.36] , section 2.63. 
The formula is especially useful if \cosh z\is large 
and q is not too large ; thus if u= -1 ,  the absolute 
ratio of two successive terms in the expansion is 
essentially 

I(�+ 
4
�+2 );<cosh z+ 1 )  I · 

If a, q, z, v are real, the real and imaginary 
components of Md3> (z, q) are Mc�11 (z, q) and 
Mc�2> (z, q) , respectively ; similarly for the com
ponents of Ms�3> ( z, q) . If the parameters are 
complex 

Replacing c by s in the above will yield corre
sponding relations among Ms�1l (z, q) . 

Formulas in which the parameter a does not 
enter explicitly : 

Goldstein's Expansions 

20.9.7 
Mc�3> (z, q) "'iMs�3�1 (z, g) 

� [F0(z) -iF1 (z) ]ei•J'II"lql (cosh z)! 

where 

20.9.8 

t�J=2 ..jq sinh z-� (2r+ 1) arctan sinh z, 

&lz>o, q>>I , w=2r+ 1 

20.9.9 

F0(z) "'1  + __ w __ 
! s{q cosh2 z 

1 [w4+86w2+105 w4+22w2 57] +2048q cosh4 z - cosh2 z 
1 [- (w5+ 14w3+33w) 

+ 16384q312 cosh2 z 

(2w5+124w3+1 122w) 
+ 

3w5+290w3+16271J + cosh4 z cosh6 z 1 • • • 

20.9.10 

F (z) "' sinh z [w2+3 +-1- (w3 +3w+ 4w�44w) 1 cosh2 z 32...;q 512q co h2 z 

+163�4q% { 5w4+34w2+9 

(w6-47w4+667w2+2835) 
12 cosh2 z 

+(w6+505w4+I2139w2+10395) } n+ 
12 cosh4 z W · · · 

See [20 . 18] for details and an added ierm in 
q-512 ; a correction to the latter is noted in J20.58]. 

The expansions 20.9.7 are especially use�l when 
q is large and z is bounded away from zer . The 
order of magnitude of Mc�(O, q) cannot be btained 
from the expansion . The expansion can i also be 
used, with some success, for z=ix, when q (is large, 

if \cos x\> >o ; they fail at x=� 11". Thus, if q, x are 

real, one obtains 

20.9.ll 

ce,(O ,  q)2'-i ce,(x, q) "' Fo(O) 
{W1[P0(x) -PI(x) ]  i 

+W2[P0(x) 4-P1 (x) ) }  
��" . 
se,+I(x, q) ,...,se�+l(O, q) Tr+l {Wl[Po(x) -PI (�) ] 

-W2[P0(x) H-P1 (x) ] }  · 

In the above, P0(x) and P1 (x) are o�tainable 
from F0(z) , F1(x) in 20.9.9-20.9.10 by [replacing 
cosh z with cos x and sinh z with sin rx .  Thus 
P0(x) =F0(ix) ; P1(x) = -iF1(ix) : 

20.9.13 



742 

20.9.14 

MA
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2,_i/[2� r;; 1 (2w2+3) (7w+47w) 
J Tr+1"' -vq-,w- 64{q 1024q · " 

� 

See 20.9.23-20.9.24 for expressions relating to 
ce,(O, q) and se; (o , q) . When Ieos x i>.J4r+2/c}, 
20.9.11-20.9.12 are useful. The approximations 
become poorer as r increases. 
Expansions in Terms of Parabolic Cylinder Functions 

(Good for angles close to }1r, for large values of 
q, especially when Ieos x l<2lfql.) Due to Sips 
[20.44-20.46] . 
20.9.15 

20.9.16 

ce,(x, q)"'O,[Z0(a)+Z1 (a) J 

se,+I (x, q)"'S, [Zo(a)-Z1(a) ] sin x, a=2ql cos x. 
2" d" 2 Let D.t=Dt(a) = ( -1)"ela da" e-ia . 

20.9.17 

Zo(a)"'D,+ 4� [ _D{;'+� (�) D,_,] 
1 

[
D,+B (r+2)D,H+� ( _1) (r) D +16q 512 16 2 T 4 r-l 

315 (T) 
J +4 8 D,_s + . . . 

20.9.18 

1 [ 1 r(r-1 ) 
J Z1 (a)"' 4qi -4 D,+2--4- D,_2 

+_1_ 
[
D'H+(r-25r-36) D 16q 64 64 r+2 

+r(r-1) (-r-27r+10) D _45 (r) D  + J 64 r-2 4 6 r-6 • • • 

20.9.19 

0,"'(�)14 q'nf(r!)Y. [ 1 + 2;�1 
+r'+2r3+263r+262r+ 108+ 11 + J

-Y. 
2048q 16384q* . . . 

11 = 6r6+ 15r'+ 1280r3+ 1905r+ 1778r+572 
•see page n. 

20.9.20 

8,"'(�)14 q'nf(r!)Y. [ 1-2;�1 
+r'+2r3-121r-122r-84+ f2 + J

-Y. 
2048q 16384q* . . .  

12=2r6+5r1-416r3-629r-1 162r-476 
It should be noted that 20.9.15 is also valid as an 

approximation for se,+I (x, q) , but 20.9.16 may give 
slightly better results. See [20.4.] 
Explicit Expansions for Orders 0, 1, to Terms in q-a/2 

(q Large) 

z,-16�+1�q ( _
9
�
2+�) 

1 
( 

61D2 25D6 5D10 ) +64q3'2 -32+ 256 -10240 + . . . 

20.9.22 For r=1 :  

Formulas Involving ce,(O, ,I,) and se,(O, q) 

20.9.23 

ce0(0, q) _2..;2 e-2-li (1+_1_+_9_+ . , .) ce0(!11", q) 16{q_ 256q 
ce2(0 , q) --32 '2 e-2-/i (1--�-+�+ ) ce2(!11", q) qv� 16../q 128q · · · 
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ce3(0, q) 
......, 64 '2 e-2;fi (1 _ _ 

3_+__£_+ ) ce;(!1r, q) 3 q-v .:;, l 6{ij 128q · · · 

20.9.24 

se � (O , q) ,.,..,4 '2 e-2;fi (1 _ _ 3 _ _ _D_+ ·) se1 (!1r, q) q'V'" 16-{ij 256q · · · 

se�(O, q) - -64 q.fi, e-2;fi (l-__!!__ _ ___!I_+ ) seaC!1r, q) 16{ij 128q · · · 

se; (o , q) rn -2 ;fi ( 9 39 ) se�(!11'�q) "' -B q-v2 e l- 1 6{ij-256q+ 
· · · 

For higher orders, these ratios are increasipgly 
more difficult to obtain . One method of esti�at
ing values at the origin is to evaluate both 20�9.ll 
and 20.9.15 for some x where both expansion� are 
satisfactory, and so to use 20.9.ll as a means to 
solve for ce,(O, q) ; similarly for se: (o, q) . 

Other asymptotic expansions, valid over va�ious 
regions of the complex z-plane, for real valu's of 
a, q, have been given by Langer [20.25] . It i� not 
always easy, however, to determine the lipear 
combinations of Langer's solutions which coiQcide 
with those defined here. 



Parameters In ZO.l.l. ••. • . • . •  

Periodic Solut101111, of ZO.l.l• 

Even • . . . • . . • . . • . . • • . . . . . .  
Odd •••••••••• . . . . . . . . . . . . •  

Coemctents In Periodic Solo· 
tlons: 

Even ••• . . . • . . • . • . • . • . • • . .  

Odd •••• • - · - · · · · · · - - · · · ·  . •  1 r.· - 111 llt, l/ ls the Standard ... . 
Solution of ZO.l.l. 

Floquet's Solut101111 20.3,8 . • • •  
Characteristic Exponent • • • • • •  
Normalizations of Floquet's 

Solutl01111. 

Solutions of Modified Equa-
tlon 20.1.2. 

J"olnlng Factors ••.•.• . . . . . • . . •  

Thii Volume 

G 
f 
II, 
b. 

Clr(Z, f) 
ltr(Z, 9) 

A:O (g) 

B:0(g) 

1 

F,(z) 
� 
Unspecified 

C,,(z, g) 

,<;,,(z, 9) 

Mc�ll (z, 9) 

Ml,m (z, f) 

Mc�2l (z, g) 

Ml�2) (z, g) 

V2/w{Mc,<l) (0, g) 

-v'2/•!lzr.v,p> (z, tll.-t 

-Me�" (0, g)fMc!'1 (0, g) [ � M1<�> (z, g) J dz .v,<� (z, g) ,... 

20.10. Comparative Notations 

[20. 68) 
NBS 

b•G+29 
....... 
be.•a.-+29 
b1Jo.•br+2f 

A• I:Jir\1, Z) • 
J3P So,(I, Z) • 

A• De:0(1) • 

& Do:O<•> • 

(A•)-1 or (&)-1 

,.-·� 

All•· ,(I)Jt,(l, fl) 

Bg,,(I)Jo,(l, g) 

.J! Je,(l, z) 

.J! Jo,(l, z) 

-J! Ne,(l, z) 

.J�No,(l, z) 

q., ,(l) 

flo, ,(1) 

/ •• • (1) 

/ • • •  (1) 

[20. 59] 
Stratton-Mona, etc. 

b 
c•2vi 
b.•a.-+2q 
b:•b.+2q 

A• &<!> (�, COU) • 
A• So<!> (c, cou) • 

Ar D!a, • 

BrF� • 

(A•)-1 or (Jil')-1 

Ag,, ,(I)Jt,(c, cosh Z) 

B11 •• ,'(.)Jo,(c, cosh z) 

.J'#, Je,(c, cosh z) 

.J! Jo,(c, cosh z) 

.J� Nt.(c, cosh z) 

.J� No,(c, cosh z) 

-v'2-; >-�'> 

-v'2-; A�Ol 

2 K. 
-; K, 

2 K. 
; K, 

[20.� Melmer and Sobllb 

A 
AI 
II, 
b. 

ct,(z, AI) • 
u,(z, AI) • 

A:, 

B:_ 

1 

l'lllh(z, AI) 
� 
� r  - (7114!,(z, lll)me-.(z, lll)•l 
... 0 
Ce,(z, g) 

&,(z, f) 

Mc:ll cz, ll) 

Ml,(l) (z, ll) 

Mc$2l (z, ll) 

M•$2l(z, ll) 

-V2/w/Mc?1 (0, 11) 

-V21•1fz1M•!'1 (z, ll)),... 

-Me�" (0, 11)/Mc�ll (0, 11) 

Sllllle as this volume 

NOTE: 1. The conversion factors A• and B• are tabulated in [20.58] along with the coefficients. 
2. The multipliers p, and 8, are defined in [20.30], Appendix 1, section 3, equations 3, 4, 5, 6. 

� Me 

G 
g 

II, 
b. 

ct,(z, f) 
lt.(Z, f) 

A '  . 

B:O 

1 

I/I(Z) 
,. ... ,� 

C,,(z, g) 

&,(z, g) 

..J� Ce,(z, g){Ag., ,(g) 

..J� Se,(z, g){Bg,, ,(g) 

.J! Fey,(z, g){Ag., ,(g) 

12 'V; Gey,(z, g){Bg,, ,(g) 

(-l)•p..J!tA 

H>••..J!tB 

-FIJI,(O, g) 
Ct.(O, 9) [� Gev.{z, g) J if &,(z, g) z ... 

3. See [20.59], sections (5.3) and (5.5). In eq. (316) of (5.5), the first term should have a minus sign. 
----

*See page D. 

[20. 1ti) 
Bateman ManUBCrlpt 

Comments 

II 
' 

a, 
b. 

e�,(z, I) See Note 1 . 
�e,(z, B) 

A:, 

B:O 

1 See Note 1. 

1'_,. 

Ce,(z, B) 

&,(z, B) 

.J! Ce,(z, 6)/Ag •• ,(g) 

.J! &�(z, 6)/Bg • • •  (g) 

.J! FIJI,(Z, 8)/AI/ •• ,(g) 

.J� Gey,(z, 8)/Bf/ •• ,(9) 

Same as [20. 30) See Note 2. 

Same as (20.30) See Note a. 

SIUIIe as (20.301 
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Table 20.1 CHARACTERISTIC VALUES, JOINING FACTORS, SOME CRITICAL VALUES 

EVEN SOLUTIONS 

T q a, ce,(O, q) ce,(!?T, q) (4q) !'g,, ,(q) (4q)'J,, r(q) 
0 0 0.00000 000 � -1} 7.07106 781 ( -1) 7.07106 78 ( -1) 7.97884 56 00 

5 - 5.80004 602 -2) 4.48001 817 1.33484 87 1.97009 00 � - 3� 1.86132 97 
10 - 13.93697 996 ( -3) 7,62651 757 1.46866 05 2.40237 95 - 5 5.54257 96 
15 - 22.51303 776 ( -3) 1.  93250 832 1.55010 82 2.68433 53 - 6l 3.59660 89 
20  - 31.31339 007 � -4) 6.03743 829 1.60989 09 2.90011 25 � - 7 3.53093 01 
25 - 40.256 77 955 -4) 2. 15863 018 1.65751 03 3. 07743 91 - B) 4.53098 68 

2 0 4.00000 000 1. 00000 000 -1. 00000 00 ! T·'"" " 1! 8.14873 31 
5 7.44910  974 ( -lr.35294 308 ( -l l -7.24488 15 1 2.63509 89 2 1.68665 79 

10 7.71736 985 ( -1 2.45888 349 ( -1 -9.26 759 26 1 7.22275 58 1 6.89192 56 
15 5.07798 320 ( -2 7.87928 278 -1. 01996 62 2 1.32067 71 1 1. 73770 48 
20 + 1.15428 288 ( -2) 2.86489 431 -1.07529 32 � 2 l 1.  98201 14 4.29953 32 
25 - 3.52216 473 ( -2) 1.15128 663 -1.11627 90 2 2.69191 26 1. 11858 69 

10 0 100.00000 000 1.00000 000 -1.00000 00 � 12  1.51800 43 "! '·'"" 12 
5 100.12636 922 1. 02599 503 -1) -9.75347 49 12  1.48332 54 23 2.31909 77 

10 100.50677 002 1.05381 599 -1) -9.51645 32 ! 12 1.45530 " 23 2.36418 54 
15 101.14520 345 1 .08410 631 -1) -9.28548 06 12  1.43299 34 23 2.44213 04 
20 102.04891 602 1.11778 863 -1l -9.05710 78 12  1.41537 24 23l 2.55 760 55 
25 103.23020 480 1. 15623 992 -1 -8.82691 92 12) 1.40118 52 23 2. 71854 15 

T q a, ce,(O, q) ce�(!?T, q) (4q) lrg,, r(q) (4q)'f,, , (q) 
1 0 1.00000 000 1.00000 000 -1.00000 00 1.59576 91 2.54647 91 

5 + 1.85818 754 ( -1) 2.56542 879 -3.46904 2 1  7.26039 84 1.02263 46 
10 - 2.39914 240 ( -2l 5.35987 478 -4.85043 83 1) 1.35943 49 � - 2� 9. 72660 12 
15  - 8.10110 513 ( -2 1.50400 665 -5.76420 64 1) 1.  91348 51 - 2 1.19739 95 
20  - 14.49130 142 ( "'-3l 5.05181 376 -6.49056 58 1 l 2.42144 01 � - 3 1.84066 20 
25 - 21.31489 969 ( -3 1.91105 151 -7.10674 15 1 2.89856 94 - 4) 3.33747 55 

5 0 25.00000 000 1.00000 000 -5.00000 00 4 4.90220 27 8� 4.80631 83 
5 25.54997 175 1.12480 725 -5.39248 61 4 4.43075 22 8 5.11270 71 

10 27.70376 873 1.25801 994 -5.32127 65 4 4.19827 66 8 6.83327 77 
15 31.95782 125 1.19343 223 -5.11914 99 4 5,25017 04 9} 1, 18373 72 
20 36.64498 973 ( -1) 9.36575 531 -5.77867 52 4 8.96243 97 9 1.85341 57 
25 40.05019 099 ( -1) 6.10694 310 -7.05988 45 5 1. 71582 55 9 2.09679 12 

15 0 225.00000 000 1.00000 000 � il 1.50000 00 � 20l 5.60156 72 40 2.09183 70 
5 225.05581 248 1.01129 373 1.51636 57 20  5.54349 84 40 2.09575 00  

10 225.22335 698 1.02287 828 � 1) 1.53198 84 "! '·""' 67 40 2 .10754 45 
1 5  225.50295 624 1. 03479 365 1) 1.54687 43 � 20 5.45287 72 40 2.12738 84 
20 225.89515 341 1.04708 434 ( 1 l 1.56102 79 20 5.41964 26 40 2.15556 69 
25 226.40072 004 1. 05980 044 ( 1 1.57444 72 20  5.39407 68 40 2.19249 18 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables relating to Mathieu functions, Columbia Univ. 
Press, New York, N.Y., 1951 (with permission) . 

a, +2q- (4r+2)[ri 
q-"v 0 1 2 5 10 15 <q> 

0.16 -0.25532 994 -1.30027 212 -3.45639 483 -17.84809 551 -76.04295 314 - 80.93485 048 39 
0.12 -0.25393 098 -1.28658 972 -3.39777 782 -16.92019 225 -76.84607 855 -141.64507 841 69 
0.08 -0.25257 851 -1.27371 191 -3.34441 938 -16.25305 645 -63.58155 264 -162.30500 052 156 
0.04 -0.25126 918 -1.26154 161 -3.29538 745 -15.70968 373 -58.63500 546 -132.08298 271 625 
o.oo -0.25000 000 -1. 25000 000 -3.25000 000 -15.25000 000 -55.25000 000 -120.25000 000 00 

For r;,, , and !,, , see 20.8.12. 
< q >  =nearest integer to q. 

Compiled from G. Blanch and I. Rhodes, Table of characteristic values of Mathieu's equation for large 
values of the parameter, Jour. Wash. Acad. Sci., 45, 6, 1955 (with permission) . 
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CHARACTERISTIC VALUES, JOINING FACTORS, SOME CRITICAL VALUES 
ODD SOLUT IONS 

Table 20.1 

r q 
2 0 

5 
10 
15 
20  
25  

10  0 
5 

10 
15  
20  
25  

1' q 

1 0 
5 

1 0  
1 5  
2 0  
25 

5 0 
5 

10  
15 
20 
25 

15 0 
5 

10  
15 
20 
25 

br 
4.00000 000 

+ 2,09946 045 
- 2.38215 824 
- 8.09934 680 
- 14.49106 325 
- 21.31486 062 

100.00000 000 
100.12636 922 
100,506 76 946 
101.14517 229 
102.04839 286 
103.22568 004 

b,. 
+ 1.00000 000 
- 5. 79008 060 

13.93655 248 
- 22.51300 350 
- 31.31338 617 
- 40.256 77 898 

25.00000 000 
25.51081 605 
26.76642 636 
27.96788 060 
28.46822 133 
28.06276 590 

225.00000 000 
225.05581 248 
225.22335 698 
225.50295 624 
225.89515 341 
226.40072 004 

q - !\r 1 
0.16 -0.25532 994 
0,12 -0.25393 098 
0,08 -0.25257 851 
0.04 -0.2 5 1 26 918  
o.oo -0.25000 000  

se�(O, q) 

2.00000 00 -1) 7.33166 22 
-1) 2.48822 84 
-2) 9.18197 14 
-2) 3. 70277 78 
-2) 1.60562 17 

1 )  1.00000 00 
9.73417 32 
9,44040 54 
9.11575 1 3  
8 .  75554 5 1  
8.35267 84 

se�(O, q) 
1.00000 00 

( -1� 1.74675 40 � -2 4.40225 66 
-2 1.39251 35 
-3) 5.07788 49 

( -3) 2,04435 94 

5.00000 00 
4.33957 00 
3.40722 68 
2.41166 65 
1.56889 69 

( -1) 9,64071 62 

1) 1,50000 00 
1) 1.48287  89 1� 1.46498 60 
1 1.44630 01 
1 1.42679 46 
1) 1.40643 73 

se�(!'ll" , q) 

-2.00000 00 
-3.64051 79 
-4.86342 21 
-5.76557 38 
-6.49075 22 
-7. 10677 19 

1 )  -1.00000 00 
1) -1.02396 46 
1 )  -1.04539 48 
1) -1.06429 00 
1) -1.08057 24 
1) -1.09413 54 

ser(!'ll", q) 
1.00000 00 
1.33743 39 
1.46875 57 
1.55011 51 
1.60989 16 
1.65 751 04 

1. 00 000 00 
1 )  9.06077 93 =1) 8.46038 43 

-1) 8,37949 34 
-1) 8.63543 12 
-1) 8.99268 33  

-1.00000 00  
( -11 -9.88960 70 
( -1 -9.78142 35 
( -1 -9.67513 70 
( -1 -9.57 045 25 
( -1)  -9.46 708 70  

br+2q - (4r-2)-Jq 

(4q)!rgo, r(q) 
6.38307 65 

ll l . 24474 88 
1 1.86133 36 
1 2.42888 57 
1)  2,95502 89 
1) 3.44997 83 

( 11)  1.51800 43 
( 11 )  1.56344 50 
( 11)  1.62453 03 
( 11 ) 1.70421 18 
( 11) 1.80695 19 
( 11 )  1.93959 86 

(4q)!rgo, r(q) 
1.59576 91 
2.27041 76 
2.63262 99 
2.88561 87 
3.08411 21  
3.24945 50  

3� 9.80440 55 
4 1.14793 21  
4 1.52179 77 
4! 2.20680 20 
4 3.27551 12 
4 4. 76476 62 

( 19) 3.73437 81 
( 19} 3.78055 49 
( 19� 3.83604 43 
( 19 3.90140 52 
( 19 3.97732 29 
( 19) 4,06462 83 

(4q)�fo, r('J) 
1) 8.14873 31 
1) 2.24948 08 

3.91049 85 
( - 1) 7 ,18762 28 
( - 1) 1.47260 95 
( - 2) 3.33750 27 

23) 2.30433 72 
23) 2.31909 77 
23 2.36418 52 
23 2.44211 78 
23 2.55740 30 
23 2. 71681 11 

(4g)rfo, r(q) 
2.54647 91 

( - 2) 3. 74062 82 
( - 3) 2.21737 88 
(- 4) 2.15798 83 
( - 4) 2.824 74 71 
( - 6) 4.53098 74 

15 

8) 4,80631 83 
8) 5.05257 20 
8) 5.46 799 57  
8) 5.27524 17 
8) 4.26215 66 
8) 2.94147 89 

40) 2. 09183 70 
40) 2,095 75 DO 
40� 2.10754 45 
40 2.12738 84 
40 2.15556 69 
40) 2.19249 18 

2 
-1.30027 1 64 

5 
-11.53046 855 

10 
-51.32546 875 - 55.93485 112 

<q> 
39 
69 

156 
625 

-1.28658 971 -11.12574 983 -56.10964 961 -108,31442 060 
-1,27371 191 -10,78895 146 -51.15347 975 -132,59692 424 
-1.26154 161 -10.50135 748 -47.72149 533 -114.76358 461 
-1.25000 000 -10.25000 000 -45.25000 000 -105.25000 000 

For 00, r and fo, r see 20.8.12. 

<q> =nearest integer to q. 
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750 MATHIEU FUNCTIONS 

Table 20.2 COEFFICIENTS Am AND Bm 

Am 
'] = 5 

m\r 0 2 10 m\r 1 5 15 
0 +0.54061 2446 +0.43873 7166 +0.00000 1679 1 +0, 76246 3686 +0. 07768 5798 o. 00000 0000 
2 -0. 62711 5414 +0.65 364 0260 +0.00003 3619 3 -0,63159 6319 +0.30375 1030 +0,00000 0002 
4 +0.14792 7090 -0,42657 8935 +0.0 0064 2987 5 +0.1 3968 4806 +0.92772 8396 +0,00000 0106 
6 -0. 01784 8061 +0,07588 5673 +0.01078 4807 7 -0,01491 5596 -0.20170 6148 +0,00000 4227 
8 +0.00128 2863 -0,00674 1769 +0.1 3767 5121 9 +0.00094 4842 +0.01827 4579 +0,00014 8749 

10  -0.00006 0723 +0,00036 4942 +0. 98395 5640 1 1  -0. 00003 9702 -0.00095 9038 +0.00428 1393 
1 2  +0.00000 2028 -0,00001 3376 -0.11280 6780 13 +0,00000 1189 +0.00003 3457 +0.08895 2014 
14 -0,00000 0050 +0,00000 0355 +0.00589 2962 15 -0,00000 0027 -o;ooooo D839 +D. 99297 4D92 
16 +O.ODOOO 0001 -O.DDOOO 0007 -0,00018 9166 17 +0,00000 0001 +0,00000 0D16 -D.D7786 7946 
18 +0,00000 4226 19 +0.00286 6409 
20 -0,00000 0071 21 -0,00006 6394 
22 +0,00000 0001 23 +0.00000 1 092 

25 -0.00000 0014 

q = 25 
n1\r 0 2 10 m\r 1 5 15 
0 +0.42974 1038 +0,33086 5777 +0. 00502 6361 1 +0,39125 2265 +0.65659 0398 +0.00000 4658 
2 -0,69199 9610 -0,04661 4551 +0.02075 4891 3 -0,74048 2467 +0.36900 8820 +0. 00003 7337 
4 +0.36554 4890 -0.6477D 5862 +0.07232 7761 5 +0.50665 3803 -0. 19827 8625 +D.00032 0026 
6 -0.13057 5523 +0,55239 9372 +0.23161 1726 7 -0. 19814 2336 -0,48837 4067 +D.00254 D806 
8 +0.03274 5863 -0.22557 4897 +0.55052 4391 9 +0,05064 0536 +0.37311 2810 +0.01770 9603 

10 -0,00598 3606 +0.05685 2843 +0.6:3227 5658 11 -0.00910 8920 -0. 12278 1866 +0.10045 8755 
12 +0,00082 3792 -0,00984 6277 -0,46882 9197 13 +0,00121 2864 +0.02445 3933 +0.40582 74D2 
14 -0.0 0008 7961 +0,00124 8919 +0.13228 7155 15 -0,00012 4121  -0.00335 1335 +D.83133 265D 
16 +0.00000 7466 -0.00012 1205 -0.02206 0893 17 +0.00001 0053 +0.00033 9214 -0.35924 8831 
18 -0, 00000 0514 +0,00000 9296 +0. 00252 2374 19 -0.00000 0660 -0.00002 6552 +0. 06821 6074 
20 +0.  00000 0029 -0.00000 0578 -0.0 0021 3672 21 +0,00000 0 036 +0,00000 1661 -0,00802 4550 
22 -0.00000 0001 +0,00000 0030 +0.00001 4078 23 -0,00000 0002 -0.00000 0085 +D.00066 6432 
?4 -0,00000 0001 -0,00000 0746 25 +0,00000 0004 -0,00004 1930 
26 +0.00000 0032 27 +0.00000 2 090 
28 -0,00000 0001 29 -D.ODOOO 0085 

31 +0,00000 DDD3 

Bm 
q = 5 

m\r 2 10 
2 +D,93342 9442 +0,00003 3444 

m\r 1 5 15 
1 +0. 94001 9024 +0,05038 2462 0.00000 ODOD 

4 -0, 35480 3915 +0,00064 2976 3 -0.33654 1963 +0.29736 5513 +0.00000 D002 
6 +0,05296 3730 +0,01078 4807 5 +0.05547 7529 +D. 93156 6997 +O.ODOOO 0106 
8 -0,00429 5885 +0.1376 7 5120 7 -O,OD508 9553 -0,20219 3638 +O.DOOOD 4227 

10 +0,00021 9797 +0, 98395 5640 9 +0,00029 3879 +0,01830 5721 +0.00014 8749 
12 -0,00000 7752 -0,11280 6 780 
14 +U, OOOOO 02DO +0. 00589 2962 

11 -0, 00001 1602 -0,00096 0277 +0. 00428 1392 
13 +0.00000 0332 +0,00003 3493 +0.08895 2014 

16 -0, 00000 0004 -0.00018 9166 15 -0.0 0000 0007 -0,00000 0842 +0. 99297 4092 
18 +0,00000 4227 17 +0.00000 0017 -0.07786 7946 
20 -0.00000 0070 19 +0.00286 6409 
22 +0.00000 0001 21 -0,00006 6394 

23 +0.00000 1 093 
25 -0.00000 0013 

q =25 

m\r 2 10 m\r 1 5 15 
2 +0.65743 9912 +0,D1800 3596 1 +0.81398 3846 +0,30117 4196 +0.00000 3717 
4 -0.66571 9990 +0.07145 6762 3 -0.52931 0219 +0,62719 8468 +0.00003 7227 
6 +0.33621 0033 +0.23131 0990 5 +0.22890 0813 +0.17707 1306 +0. 00032 0013 
8 -0.10507 3258 +0,55054 4 783 7 -0. 06818 2972 -0.60550 5349 +0.00254 0804 

10 +0.02236 2380 +0,63250 8750 9 +0,01453 0886 +0.33003 2984 +D. 01770 9603 
12  -0, 00344 2304 -0.46893 3949 1 1  -0,00229 5765 -0.09333 5984 +0.10045 8755 
14 +0.00040 0182 +0.13230 9765 13 +D.ODD27 7422 +0, 01694 2545 +0.40582 7403 
16 -0,00003 6315 -0.02206 3990 15 -0,00002 6336 -0,00217 7430 +0.83133 2650 
18 +0. 00000 2640 +0.00252 26  76 17 +O.OOODO 2 D09 +0.0DD21 D135 -0, 35924 8830 
20 -0.00000 0157  -0,00021 3694 1 9  -0.00000 0126 -O.OiliJ01 5851 +0.06821 6074 
22 +0.00000 0008 +0,00001 4079 21 +0.00000 0007 +D.DDOOO 0962 -0.008D2 4551 
24 -0.00000 0746 23 -0.00000 0048 +0.00066 6432 
26 +0.00000 0033 25 +0.00000 0002 -0, 00004 1930 

27 +0.00000 2 090 
29 -O.OOOOD 0086 
3 1  +0,00000 0 003 

For Am and Jim see 20.2.3-20.2. 1 1  
Compiled from National Bureau of Standards, Tables relating to Mathieu functions, Columbia Univ. 
Press, New York, N .Y.,  1 951 (with permission) . 
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21.  Spheroidal Wave Functions 

Mathematical Properties 

21.1. Definition of Elliptical Coordinates 

21.1.1 

r1 and r2 are the distances to the foci of a family 
of confocal ellipses and hyperbolas ; 2j is the dis
tance between foci. 

21.1.2 a=j�, b f�t2- b 

a=semi-major axis ; b=semi-minor axis ; e=ec
centricity. 

Equation of Family of Confocal Ellipses 

21.1.3 

Equation of Family of Confocal Hyperbolae 

21.1.4 x2 y2 
.,2-1 _112=F 

Relatione Between Cartesian and Elliptical Coordinates 

21.1.5 x=Jh; y=J.J(e-1) (1-.,1) 

21.2. Definition of Prolate Spheroidal 
Coordinates 

If the system of confocal ellipses and hyberbolas 
referred to in 21.1.3 and 21.1.4 revolves around 
the major axis, then 

21.2.1 

y=r cos c;;  z=r sin t; ;  o ::;c; ::;2r 

where �. 11 and cp are prolate spheroidal coordinates. 

Relations Between Cartesian and Prolate Spheroidal 
Coordinates 

21.2.2 

X=ftr/i y=j.J(e-1) (1-.,2) C9S cpj 
z j ..Jr:-(t-=-2 -.1)-:-:(1---.,-=-2) sin c; 

21.3. Definition of Oblate Spheroidal 
Coordinates 

If the system of confocal ellipses and hyperbolas 
referred to in 21.1.3 and 21.1.4 revolves around 
the minor axis, then 

752 

21.3.1 

z=r cos q,; x=r sin c;; o::; q,::;2r 

where t, ., and c; are oblate spheroidal coordinates. 

Relations Between Cartesian -,nd Oblate Spheroidal 
Coordinates 

21.3.2 

x-:Jh sin t;; Y-'f .J(e-1 ) (1-.,2) ; z=fh cos rp 
21.4. Laplacian in Spheroidal Coordinates 

21.4.1 

V2=hEi�h� c:t (h�� ��)+�(h�� :.,)+�(hh:� �)] 

Metric Coefficients for Prolate Spheroidal Coordinates 

21.4.2 

hE=f��:-=-�2; �=1�f ;2
2
; h�=1.Jce-1H1 -.,2) * 

Metric Coefficients for Oblate Spheroidal Coordinates 

21.4.3 

* 

21.5. Wave Equation in Prolate and Oblate 
Spheroidal Coordinates 

Wave Equation in Prolate Spheroidal Coordinates 

• See page II. 
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Wave Equation in Oblate Spheroidal Coordinates 

21.5.2 may be obtained from 21.5.1 by the 
transformations 

t�±it, c�=Fic. 

21.6. Differential Equations for Radial and 
Angular Prolate Spheroidal Wave Functions 

If in 21.5.1 we put 
cos 

!f.>=R,.,.(c, t)S,. .. (c, f/) • mq, sm 

then the "radial solution" R,. .. (c, �) and the 
"angular solution" s,. .. (c, 71) satisfy the differential 
equations 

21.6.1 

t [ce-1) t R,. .. Cc , t)J 

-( � .. -c2t2+
�;n

2
1) R

,. .. (c, t)=O 

21.6.2 

%11 [ (l-712) d� s,.,.(c , 11) J 
+( �,.-C27]2-l 

m
:2
) s,. .. (c, 71)=0 

where the separation constants (or eigenvalues) 
>.,. .. are to be determined so that R,.,.(c, �) and 
s,.,.(c, 71) are finite at �= ± 1 and ,= ± 1 
respectively. 

(21.6.1 and 21.6.2 are identical. Radial and 
angular prolate spheroidal functions satisfy the 
same differential equation over different ranges of 
the variable.) 

Differential Equations Cor Radial and Angular Oblate 

21.6.3 
Spheroidal Functions 

t [<e+t) t R,."(c, �)J 

-( � .. -c2e-�2
�1) R,.,.(c, �)=O 

21.6.4 

d� [<I-,2) d� S,.11(C, 'I) J 

+( Xm��+ct,.,*- 1 m:2) S,."(c, 'I) =0 

(21.6.3 may be obtained from 21.6.1 by the 
transformations t�±i�, c�=Fic; 21.6.4 may be 
obtainedfrom21.6.2 bythe transformation c�=Fic.) 

21. 7. Prolate Angular Functions 

21.7.1 

s:;�(c, 71) = i:/ d';'" (c) P:+r (fJ) 
r•O, l 

=Prolate angular function of the first kind 

21.7.2 

SJ:�(c, 11)= �' d�"(c)Q:+r(fl) r.--co 
=Prolate angular function of the second kind 

(P':(1J) and 0':('1) are associated Legendre 
functions of the first and second kinds respectively. 
However, for - l� z� l , P:(z)= (l-z2)"''2d"'P,.(z)/ dz"' (see 8.6 .6) . The summation is  extended over 
even values or odd values of r.) 

Recurrence Relations Between the Coefficients 

21.7.3 

a.tdA:+2+ (��:->.,.,.)d�:+r.t<i�:-2=0 
(2m+k+2) (2m+k+ l)c2 

a�: (2m+2k+3) (2m+2k+5) 
��:= (m+k) (m+k+ 1) 

+ 2(m+k) (m+k+l)-2m2-1 2 

(2m+2k-1) (2m+2k+3) c 

k(k-l)c2 
'Y�: (2m+2k-3) (2m+2k-1) 

Transcendental Equation Cor X.,,. 

21.7.4 

U (>.,.,.) =U 1 (X,.,.) +U 2 (X,.,.)= 0 
U (\. ) m \. � �-2 1 ""'" =r, - ...,.,. .,m _ ... _ 'Y"' _ ... _ 

1 r-2 ""'" r-4 1\mn 
�+I �+4 

'Y�+2-X,.,.- 'Y�H-X,.,.- . . .  

k(k- 1) (2m+k) (2m+k-l)c4 
fJ': (2m+2k-1)2(2m+2k+ 1) (2m+2k-3) 

(k�2) 
'YT= (m+k) (m+k+ 1) 

(The choice of r in 21.7.4 is arbitrary.) 
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21.7.5 

lo=n(n+1) 

l =! [1 (2m-1) (2m+1)J 2 (2n-1) (2n+3) 

SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 

Power Series Expansion for ).,,.,. 

1 -(n-m+ 1) (n-m+2) (n+m+ 1) (n+m+2) + (n-m-1) (n-m) (n+m-1) (n+m) 
4 2(2n+1) (2n+3)3(2n+5) 2(2n-3) (2n-1)3(2n+1) 
l = (4 2_1) [(n-m+1)(n-m+2) (n+m+1) (n+m+2) (n-m-1) (n-m) (n+m-1)(n+m) J 6 m (2n-1) (2n+ 1) (2n+3)5(2n+5) (2n+7) (2n-5) (2n-3) (2n-1)6(2n+ 1) (2n+3) 

ls=2(4m2- 1)2A+ 1
1
6 B+� O+� D 

A (n-m-1) (n-m) (n+m-1) (n+m) 
(2n-5)2(2n-3) (2n-1)7(2n+ 1) (2n+3)2 

(n-m+ 1) (n-m+2) (n+m+1) (n+m+2) 
(2n-1)2(2n+ 1) (2n+3)7(2n+5) (2n+7)2 

B (n-m-3) (n-m-2) (n-m-1)(n-m) (n+m-3) (n+m-2) (n+m-1) (n+m) 
(2n-7) (2n-5)2(2n-3)3(2n-1) 4(2n+ 1) 

(n-m+1) (n-m+2) (n-m+3)(n-m+4) (n+m+1) (n+m+2) (n+m+3) (n+m+4) 
(2n+ 1) (2n+3)4(2n+5)3(2n+ 7)2(2n+9) 

0 (n-m+l)2(n-m+2)2(n+m+1)2(n+m+2)2 (n-m-1)2(n-m)2(n+m-1)2(n+m)2 
(2n+1) 2(2n+3)7(2n+5)2 (2n-3)2(2n-1)7(2n+1)2 

D (n-m-1)(n-m) (n-m+l) (n-m+2) (n+m-1)(n+m) (n+m+1) (n+m+2) 
(2n-3) (2n-1)4(2n+ 1)2(2n+3)4(2n+5) 

Asymptotic Expansion for X,.,. 

21.7.6 
>.,.,.(c)=cq+m2-� (q2+5)-� (q2+1 1-32m2) 

-10�4c2 [5(q4+26q2+21) -384m2 (q'+ 1)) 

-� [1i8, (33q5+1594!f+5621q) 
m2 m4 J -128 (37!f+167q)+g- q 

-� [25162 (63f+4940q4+43327 q2+22470) 

-�; (115q'+1310q2+735)+3;' (q2+1)] 
1 [ 1 ' 

-Ci 10242 (527q7+61529q5+1043961q3 
m2 +2241599q) 32 . 1024 (573�q6+127550!f 

• 6 J +298951q)+�2 (355!f+1505q)-�l +O(c-6) 
q=2(n-m)+l 

Refinement of Approximate Values of X,.,. 

If �! is an approximation to >.,.,. obtained either 
from 21.7 .5 or 21.7 .6 then 

21.7.7 

A 1 + {r, + fr,fr,_, + fr,fr,_,fr,_, + 1= (N�)2 (N�N�-2)2 (N�N'7-tN�-,)2 • • • 

A2 (�+2)2 + (N�+,N�H)2 + (N':'+tN':'+.N':'+a)2 
{r,+2 {r,+2{r,H lf:+.JJ':+JJ':'H 

+ . . . 
(2m+r) (2m+r-1)c2 d, 

N'; (2m+2r-1) (2m+2r+1) d,_2 
(r�Z) 

fJ� r(r-1) (2m+r) (2m+r-l)c' 
(2m+2r-1)2(2m+2r+ 1) (2m+2r-3) 

(r�2) 
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Evaluation of Coefficients 

Step 1 .  Calculate N�'s from 

21.7.8 
� m "\ fJ':' 

r+2='Y, - ,.,,.-N';' 

'Y':'= (m+r)(m+r+1) 

1 2[ 4m2-1 
J +2 c 1 (2m+2r-1 ) (2m+2r+3) (r�O) 

Step 2. Calculate ratios d
do and ,� 

d1 from 
2r '-"2p+l 

21.7.9 

21.7.10 

and the formula for N� in 21.7. 7. 
The coefficients d�" are determined to within 

the arbitrary factor d0 for r even and d1 for r odd . 
The choice of these factors depends on the normal
ization scheme adopted. 

NorDialization of Angular Functions 

Meixner-Schiifke ScheDle 

fl 2 _ 2 (n+m) ! 21.7.11 
_1 [Smn(c, 71) ]  d11-2n+1 (n-m) ! 

Stratton-l\forse-Chu-Little-Corbat6 ScheDle 

21.7.12 
"' (r+2m) ! d (n+m) ! 
""-..� I r ( ) I r=O, l  r. n-m . 

(This normalization has the effect that Sm,.(c, 71)--'» 
?':(71) as 71--'»l .) 

FlaDIDler ScheDle [21.4] 
21.7.13 •-m 

(- 1)-2 (n+m)! Sm,.(c, O) =P':(O) = ( _ ) ( + ) 2" � 1 n m 1 2 . 2 . 

(n-m) even 
21.7.14 n-m-1 (- 1) -2- (n+m+1) ! S;,.,.(c , O) = P':' (O) 

2" cn-�-1) ! (n+;+1) ! 
(n-m) odd 

The above lead to the following conditions for 
d�" 

737-972 0-64--49 

21.7.15 
n-m ±' (-1) ''2(r+2m) ! d�" = (-1)-2 (n+m) ! 

r=O 2, (�) te+:m) ! 2,._"'(n 2 m) !(n�m) ! 
21.7.16 

r-1 .., (-1)-2 (r+2m+1) ! dm" �I 2, cr-1) I cr+2m+1) I r 
r-1 2 . 2 . 

n-m-1 (-1)_2_(n+m+1) ! 

(n-m) even 

(n-m) odd 

(The normalization scheme 21.7.13 and 21.7.14 is 
also used in [2 1 . 10].) 

AayDlptotic Expansions for S .. ,.(c, II) 

21.7.17 

Sm,.(c, 71) = (1 -712)+Um,.(c, 71) (c-'»oo ) 
"' 

Umn(X) =  � MDz+r(X) l=n-m 
r-=-CI) 

where the D, (x) 's are the parabolic cylinder func
tions (see chapter 19) . 

D, (x)= (-1)'�14 d�2 e-z2t2=2-''2e-z2'4H, ({2) 
and the H, (x) are the Hermite polynomials (see 
chapter 22).  (For tables of h�,/h� see [21 .4] .) 

&pansion of 8111,.(c, 11) in Powers of 11 

21.7.18 
"' 

Sm,.(c, 71) = (1 -772)ml2 �' P�"(c)71' 
r-o, 1 

(r+ 1 ) (r+2)p��2 (c) -[r(r+2m+ l )+m(m+ 1 )  
->.,."(c)]p';'"(c) -c2p';'?!2(c) =0 

(The derivation of the transcendental equation 
for }.,." is similar to the derivation of 21.7.4 from 
21.7.3.) 

&pansion of S,.,.(c, II) in Powers of ( l - 112) 

21.7.19 

(n-m) even 
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21.7.20 

(n-m) odd 

m n  _ __ 1 _ � (2m +2r)! _ ( .!) mn c2k -2mk!(m +k)! f;j (2r) ! ( r)k m + r+2 k
d2r 

(n- m) even 

1 . "' (2m +2r+l)! 
( 

3) 
2mkt(m+k)! � (2r+1) ! (-r)k m + r+2 kd'.f,\ t 

(n- m) odd 

(a)k=a(a+ 1)  (a+2) . . .  (a+k+ I )  
(The d';'n 's are the coefficients in 21.7.1.) 

Prolate Angular Functions-Second Kind 

Expansion 21.7.2 ultimately leads to 

21.7.21 

(The coefficients d';'" are the same as in 21.7 .I ; 
the coefficien ts d':J� are tabulated in [2 1 .4] .) 

21.8. Oblate Angular Functions 

Power Series Expansion for Eigenvalues 

21.8.1 

where the lk's are the same as in 21.7 .5. 

Asymptotic Expansion for Eigenvalues [21 .4) 

21.8.2 

Xmn= - c2+2c(2v+m+ 1) -2v(v + m +  1 )  
- (m+ 1 ) +Amn 

1 v=2 (n-m) for (n-m) even ; 

., 
Amn= 2:f3Z'"c-k 

k = l  

1 v=2 (n-m- 1) for (n - m) odd 

f3T,. = -2-aq(�l+ 1 -m2) 

f;l'f"= -2-6[5q4+ IOq2+ 1 -2m2(3q2+ 1 )  +m4] 

(3'3"= -2-9q[33q4+ 1 14q2+37 -2m2(23q2+25) 
+ I3m4] 

13':"= -2-10[63q6 + 340q4+239q2+ 14 
10m2(10q4+23q2+3)  + m4 (39q2- 18) -2m6] 

/3k'"=v(v+m)a:;1 + (v+ 1 ) (v+m+ 1 )at1 
q=n+ 1 for (n-m) even ; q=n for (n-m) odd 

(For the definition of at ' see 21.8.3.) 

Asymptotic Expansion for Oblate Angular Functions 

21.8.3 
"' 

Sm,.(-ic, 1J)"'-'(l-1J2)ml2 2: A:'" { e-c(l-�>L��� [2c(1-1])] 
8 = -�� 

+ ( - 1) "-me-cU+�> L�'!{.� (2c(l +11) ] } 
where the L;m> (x) are Laguerre polynomials (see 
chapter 22) and 

(Expressions of ak±r are given in [2 1 .4] .) 

21.9. Radial Spheroidal Wave Functions 

21.9.1 

RU'� (c, �) ={
,
� '

� 
(2m

r
ir) t d7"}-l (e;; tr/2 

. "'£' ir+m-n (2m+r) ! dm"Z'P> (c�) * 
r=O, 1 r! r m + r  

(p= l )  

(p=2) 

(J,.+l(z) and Y,.H(z) are Bessel functions, order 
n+ !, of the first and second kind respectively 
(see chapter 10) .) 

21.9.2 

21.9.3 

R:;�(c, �) =R:./�(c, �) +iR��(c, V 

Ri:�(c, �)=R:./Hc, �) -iR�Hc, �) 

Asymptotic Behavior of R:,)�(c, t) and R��(c, �) 

21.9.4 1 R:,)�(c, �)- t cos [c�- !(n+l)?r] c.f�"' c., 

• see page 11. 



21.10.1 

21.10.2 
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21.10. Joining Factors for Prolate Spheroidal Wave Functions 

co co 

(2m+l ) (n+m) ! 2:1 d';'"(2m+r) !fr! (2m+3) (n+m+l) ! 2:1 d';'"(2m+r) !fr! 
r•O r=l 

2"+md:;'"(c)cmm! (n-;m) t (n�m) ! 2"+mdm"( )  m+l ' cn-m-1) ' cn+m+l) ' 1 c c m. 2 . 2 . 

/(::�(c) 

(n-m) even (n-m) odd 

2n-m (2 ) ' cn-m) ' (n+m) ' dm" ( )  m • -2- • -2- • -2m C co 
I 
(2m+r) ! dmll (2m-l)m! (n+m) !cm- l � r! ' (c) (n-m) even 

2" m(2 ) I cn-m-1) ' cn+m+I) ' dm" ( )  
--

- m • 2 • 2 • -2m+! C co 
I (2m+r) !  mn - (2m-3) (2m-l)m! (n+m+I) !  cm-2 � r! d, (c) 

(The expression for joining factors appropriate to 
the oblate case may be obtained from the above 
formulas by the transformation c�-ic.) 

(n-m) odd 



21.11. Notation 
Notation for Prolate Spheroidal Wave Functions 

Ang. In de- Ang. wave Rad. wave Normalization of angular Remarks 
coo rd. Rad. coord. pendent function function Eigenvalue functions 

variable 

Stratton, Morse, 1J � h S,.. z(h, 1J) je,.. z(h, �) A,.. z(h) S,.. z(h, I) = Pl" (l) l=Flammer's n 
Chu, Little and ne,.. z(h, €) A,.. z= >.,..,. 
Corbat6 he,. z(h, �) 

Flammer and this 1J � c s,.. .. (c, 1J) R!.:� (c, �) x,.,.(c) S,.,.(c, 0) = P:'(O) (n - m) even 
chapter s;...cc, o) = P:'' CO) (n - rn) "odd 

Chu and Stratton 1J � c S�(c, 1J) R�)(c, �) A,.z S�l(c, 0) = P:::+z(O) (l even) l= Flammer's n- m 
... S�{(c, O) = P:::+z(O) (l odd) Amz= - Am, n-m 

Meixner and 1J � 'Y 
Schafke 

PS:'.' (11, 'Y2) s::<i) <�. 'Y2) X'!:( 'Y2) s:t [PS:'.'(1J, 'Y2) J2d1J Xo;:('Y2) = >.,.,.(c) - &  

= 2 (n + m) ! 
2n+ I (n - m) !  

Morse and Fesh- 7J=COS fJ �=cosh ,.. h S,.. z(h, 1J) jem,(h, �) A,.. z [(I - �)-mi2S,. z(h, 7J) l.-t ! =Flammer's n 
bach ne,.. z(h, e) = [ (l - �)-m/2P;'(1J)) • •  J A,.z= Amn 

he,.. z(h, �) 

Page � 1J • Uz,.W Vz,.(1J) az,.. [(I - �)-"'12 U z ... WI =  I l = Flammer's n 
p z,..(1J) €= 1 a z,. = X,.,. - c2 
q z,..(1J) 

Notatzon for Oblate Sphero�dal ll'ave Functwns 

Stratton, Morse, 
Chu, Little and 

1J E g 
Corbat6 

S,.. z(ig, 1J) je,.. z(ig, - iE) A,.. z S,.. z(ig, 1) = Pl" (1) l = Flammer's n 
A,.. z = >-,..,. 

Flammer and this 1J � c s ..... ( - ic, 1/) R��( - ic, iE) >.,..,.( - ic) S,..,.( - ic,O) = P:'(O) 
chapter (n - m) even 

S�,.( - ic, O) = P:'' (O) 
(n - m)odd 

Chu and Stratton 1J � c S� ( -ic, 11) R�l ( - ic, i�) B,.z S�( -ic, 0) = P:::+z(O) (l even) l = Flammer's n - m  
S�'( - ic, 0) = P:::+z(O) (l odd) Bz,.= - Xm. n-m 

Meixner and 1J 
Schii.fke 

� 'Y ps:'.'(1J, - r) s::<o ( - i�, i'Y2) X:'.'( - 'Y2) ft [ps:'.'(1J, - 'Y2)J2d7J X:'.'( - "12) = X,..,.( - ic) + & · 

- - 2 (n + m) !  
- 2n+ 1 (n - m) !  

Morse and Fesh-
bach 

7J = COS fJ e=sinh ,.. g S,. z(ig, 1J) je,.. z(ig, -ie> A,. z [(1 - 1J2) -mi2S,.. z(ig, 1J) ].,.. t l= Flammer's n 
ne,.. z(ig, - i�) = [(1 - �) -m12J>'i' (1J) ),..J A,.. z= X,.,. 
he,.. z(ig, - ie) 

Leitner and 
(l) 

1J � • Uz,.(1J) ll z,..W az,.. [(1 - �) -mi2 U zm(1J) ].,.. l = 1  l= Flammer's n 
Spence a z,..= X,..,.+ & 

The notation m this chapter closely follows the notation m [21 .4] . 
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Table 21.1 EIGENVALUEs-PROLATE AND OBLATE 

PROLATE 

>-m,.(C) -m(m + 1) * 

>.on (c) 

c2\n 0 1 2 3 4 
Q 0.000000 2.000000 6.000000 12.000000 20.000000 
t 0.319000 2.593084 6.533471 12.514462 20.508274 
2 0.611314 3.172127 7.084258 13.035830 21.020137 
3 0.879933 3.736869 7.649317 13.564354 21.535636 
4 1.127734 4.287128 8.225713 14.100203 22.054829 
5 1.357356 4.822809 8.810735 14.643458 22.577779 
6 1.571155 5.343903 9.401958 15.194110 23.104553 
7 1. 771183 5.850492 9.997251 15.752059 23.635223 
8 1.959206 6.342739 10.594773 16.317122 24.169860 
9 2.136732 6.820888 11.192938 16.889030 24.708534 

10 2.305040 7.285254 11.790394 17.467444 25.251312 
11 2.465217 7.736212 12.385986 18.051962 25.798254 
12 2.618185 8.174189 12.978730 18.642128 26.349411 
13 2.764731 8.599648 13.567791 19.237446 26.904827 
14 2.905523 9.013085 14.152458 19.837389 27.464530 
15 3.041137 9.415010  14.732130 20.441413 28.028539 
16 3.172067 9.805943 15.306299 21.048960 28.596854 [< -:)3] [< -53)2] [< -63)2] [< -54)9] [< -54)5] 

c- 1[>.o.t(c)] 

c-1\n 0 1 2 3 4 0.25 0.793016 2.451485 3.826574 5.26224 7.14921 0.24 0.802442 2.477117 3.858771 5.25133 7.05054 0.23 0.811763 2.503218 3.895890 5.25040 6.96237 0.22 0.820971 2.529593 3.937869 5.26046 6.88638 0.21 0.830059 2.556036 3.984499 5.28251 6.82460 
0.20 0.839025 2.582340 4.035382 5.31747 6. 77941 
0.19 0.847869 2.608310 4.089903 5.36610 6.75360 
0.18 0.856592 2.633778 4.147207 5.42883 6.75030 
0.17 0.865200 2.658616 4.206229 5.50551 6. 77286 
0.16 0.873698 2.682743 4.265772 5.59516 6.82451 
0.15 0.882095 2.706127 4.324653 5.69566 6.90779 0.14 0.890399 2. 728784 4.381878 5.80359 7.02356 0.13 0.898617 2.750762 4.436798 5.91452 7.16962 0.12 0.906758 2. 772133 4.489168 6.02383 7.33916 0.11 0.914827 2.792971 4.539096 6.12806 7.52035 
0.10 0.922830 2.813346 4.586895 6.22577 7.69932 0.09 0.930772 2.833316 4.632927 6.31730 7.86638 0.08 0.938657 2.852927 4.677506 6.40385 8.01951 0.07 0.946487 2.872213 4.720863 6.48655 8.16148 0.06 0.954267 2.891203 4.763160 6.56618 8.29538 
0.05 0.961998 2.909920 4.804519 6.64326 8.42315 0.04 0.969683 2.928382 4.845033 6.71812 8.54594 0.03 0.977324 2.946608 4.884779 6. 79104 8.66452 0.02 0.984923 2.964611 4.923820 6.86221 a. 77945 0.01 0.992481 2.982404 4.962212 6.93182 8.89116 
o.oo 1.000000 3.000000 5.000000 7.00000 9.00000 [< -:)2] [< -:)9] [< -64)6] [< -:)2] [< -;>4] 

• See page n. 



c2\n 0 
0 o.oooooo 
1 -0.348602 
2 -0.729391 
3 -1.144328 
4 -1.594493 

5 -2.079934 
6 -2.599668 
7 -3.1 51841 
8 -3.733981 
9 -4.343292 

10  -4.976895 
11 -5.632021 
12 -6.306116 
13 -6.996903 
14 -7.702385 

15 -8.420841 
16 -9.150793 [< -l)4J 

c- 1\n 0 
0.25 -0.571924 
0.24 -0.585248 
0.23 -0.599067 
0.22 -0.613349 
0.21 -0.628058 

0.20 -0.643161 
0.19 -0.658625 
0.18 -0.67441 8  
0.17 -0.690515 
0.16  -0.706891 

0.15 -0.723530 
0.14 -0.740416 
0.13 -0.757541 
0.12 -0.774896 
0.11 -0.792476 

0.10 -0.810279 
0.09 -0.828301 
o.o8 -0.846539 
0.07  -0.864992 
0. 06 -0.883657 

o.os -0.902532 
0.04 -0. 92161 6  
0.03 -0.940906 
0.02 -0.960402 
0.01 -0.98010 0  
o.oo -1. 0 00000 [< -45)6] 

• See page n. 
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EIGENVALUES-PROLATE AND OBLATE 

1 
2.000000 
1.393206 
0.773097 

+0.140119 
-0.505243 

-1.162477 
-1.831050 
-2.510421 
-3.2 00049 
-3.899400 

-4.607952 
-5.325200 
-6.050659 
-6.783867 
-7.524384 

-8.271795 
-9.025710 [< -:)2] 

1 
-0.564106 
-0.579552 
-0.595037 
-0.610591 
-0.626242 

-0.642016 
-0.657938 
-0.674031 
-0.690310 
-0.706792 

-0.723486 
-0.7403 99 
-0.757535 
-0.774894 
-0.792476 

-0.810279 
-0.828301 
-0.846539 
-0.864992 
-0.883657 

-0.902532 
-0.921616  
-0.940906 
-0.960402 
-0.980100 
-1.000000 [< -45)3] 

OBLATE 

>.,.,.(- ic) - m(m + I) 
>.on( -ic) 2 

6. 000000 
5.486800 
4.996484 
4.531027 
4.091509 

3.677958 
3.289357 
2.923796 
2.578730 
2.251269 

1.938419 
1.637277 
1.345136 
1.059541 
0.778305 

0.499495 
0.221407 [< -l)3] 

c-2[>-on( - ic)] 2 
+0. 01383 7  
-0.0 09136 
-0.031481 
-0.053477 
-0.075480 

-0.097943 
-0.121428 
-0.146603 
-0.174201 
-0.204894 

-0.239109 
-0.276886 
-0.317881 
-0.361548 
-0.407352 

-0.454896 
-0.503937 
-0.554337 
-0.606021 
-0.658931 

-0.713025  
-0.768262 
-0.824608 
-0.882031 
-0.940503 
-1.000000 [< -l)4J 

3 
12. 0 00000 
11.492120 
1 0.990438 
10.494512 
10.003863 

9.517982 
9.036338 
8.558395 
8.083615 
7.611465 

7.141427 
6.673001 
6.205705 
5.739084 
5.272706 

4.806165 
4.339082 [< -54)8] 

3 
0.271192 
0.213225 
0.157464 
0.103 825 
0.052196 

+0.002437 
-0.045635 
-0.092251 
-0.137692 
-0.182301 

-0.226469 
-0.270627 
-0.315206 
-0.360594 
-0.407081 

-0.454839 
-0.503928 
-0.554337 
-0.606021 
-0.658931 

-0.713025 
-0.768262 
-0.824608 
-0.882 031 
-0.9405 03 
-1.000000 [<-:>3] 

761 

Table 21 .1 

4 
20.000000 
19.495276 
1 8. 994079 
18.496395 
1 8.002228 

17.511597 
17.024540 
16.541110 
1 6. 061382 
15.585448 

15.113424 
14.645441 
14.181652 
13.722230 
13.267364 

12.817261 
12.372144 [< -54)6] 

4 
o. 77325 
0.67822 
0.58772 
0.50191 
0.42099 

0.34521 
0.27490 
0.21043 
0.15215 
0 .10020 

0.05428 
+0.01332 
-0.02476 
-0.06337 
-0.1 0723 

-0.1 6065 
-0.22419 
-0.29513 
-0.37117 
-0.45125  

-0.53495 
-0.62200 
-0.71218 
-0.80533 
-0.90131 
-1.00000 [< -:)1] 
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Table 21.1 EIGENVALUES-PROLATE AND OBLATE 

PROLATE 
x .... (c) -m(m + l) 

x,,.(c) - 2  
cZ\n 1 2 3 4 5 
0 o.oooooo 4.000000 10. 000000 18. 000000 28.000000 
1 0.1 95548 4.424699 10.467915 18.481696 28.488065 
2 0.382655 4.841718 10.937881 18.965685 28.977891 
3 0.561975 5.251162 11.409266 1 9.451871 29.469456 
4 o. 734111  5.653149 11.881493 1 9.940143 29.962738 

5 0.899615 6.047807 12.354034 20.430382 30.457716 
6 1.058995 6.435272 12.826413 20.922458 30.954363 
7 1.212711 6.815691 13.298196 21.416235 31.452653 
8 1.361183 7.189213 13. 768997 21.911 569 31.952557 
9 1.504795 7.555998 14.238466 22.408312 32.454044 

10 1.643895 7.916206 14.706292 22.906311 32.957080 
11 1.778798 8.270004 15.172199 23.405410 33.461629 
12 1.909792 8.617558 15.635940 23.905451 33.967652 
13 2.037141 8.959038 16.097297 24.406277 34.475109 
14 2.161081 9.294612 16.556078 24.907729 34.983956 

15  2.281832 9.624450 17.012115 25.409649 35.494147 
16 2.399593 9.948719 17.465260 25.911881 36.005634 

[< -:)1] [< -:)1] [< -:)4] [< -44)3] [< -l)2] 
c-1[X111(c) - 2] * 

c- 1\n 1 2 3 4 5 
0.25 0.599898 2.487179 4.36631 5  6.47797 9. 00140 
0.24 0.613295 2.491544 4.338520 6.38296 8.80891 
0.23 0.627023 2.497852 4.315609 6.29522 8.62445 
0.22 0.641073 2.506130 4.297923 6.21556 8.44916 
0.21 0.655431 2.516383 4.285792 6.14494 8.28436 

0.20 0.670084 2.528591 4.279522 6.08438 8.13163 
0.19 0.685014 2.542705 4.279366 6.03498 7.99282 
0.18 0.700204 2.558644 4.285495 5.99788 7.87010 
0.17 o. 715632 2.576296 4.297965 5.97420 7.76598 
0.16 0.731281 2.595516 4.316672 5.96496 7.68328 

0.15  o. 747129 2.616135 4.341320 5.97090 7.62508 
0.14 0.763159 2.637968 4.371397 5.99230 7.59446 
0.13 0.779353 2.660829 4.406191 6.02874 7.59407 
0.12 0.795696 2.684536 4.444844 6.07889 7.62539 
0.1 1  0.812174 2.708934 4.486445 6.14051 7.68773 

0.10  0.828776 2. 733891 4.530151 6.21063 7. 77728 
0.09 0.845493 2.759305 4.575277 6.28624 7.88714 
o.o8 0. 862316  2.  785099 4.621329 6.36482 8.00897 
0.07 0.879237 2.811212 4.667984 6.44473 8.13579 
0.06 0.896251 2.837600 4.715031 6.52505 8.26355 

0.05 0.913352 2.864224 4. 762333 6.60532 8.39048 
0.04 0.93 0535 2.891 056 4.809790 6.68528 8. 51592 
0.03 0.947796 2.918069 4.857332 6.76480 8.63963 
0.02 0.965129 2.945243 4.904906 6.84378 a. 76153 
0.01 0.982531 2.972558 4.952472 6.92219 8.88164 
o.oo 1.000000 3.000000 5.000000 7.00000 9.00000 

[< -45)4] [< -54)2] [< -64)8] [< -:)2] [< -l)4J 
•See page u. 



SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 763 
EIGENVALUES-PROLATE AND OBLATE Table 2 1 . 1  

OBLATE 
:>..,.,.(- ic) - rn(m + 1) 

Ain( - ic) - 2  

c2\n 1 2 3 4 5 
0 o. oooooo 4. 000000 10. 0 00000 18.000000 28.000000 
1 -0.204695 3.567527 9.534818 17.52 0683 27.513713 
2 -0.419293 3.127202 9.073104 17.043817 27.029223 
3 -0.644596 2.678958 8,615640 16.569461 26.546548 
4 -0.881446 2.2 22747 8.1 63245 16.097655 26.065706 

5 -1.130712 1. 758534 7. 716768 15.628426 25.586715 
6 -1.393280 1.286300 7.277072 15.161786 25,109592 
7 -1.670028 0.806045 6.845015 14.697727 24,634357 
8 -1.961809 +0.31 7782 6.421425 14.236229 24.161031 
9 -2.269420 -0.1 78458 6,007074 13.777252 23.689634 

10  -2.593577 -0.682630 5.602649 13.320743 23.220190 
11 -2.934882 -1.1 94673 5.2 08724 12.866634 22.752726 
12 -3.293803 -1.714511 4.825732 12.414840 22.287271 
13 -3.670646 -2.242055 4.453947 11.965266 21,823856 
14 -4,065548 -2.777205 4.093464 11.517803 21.362516 

15 -4.478470 -3.319848 3. 744202 11.072331 20.903290 
16 -4.909200 -3.869861 3.405903 10.628718 20.446222 

[< -:)2] [< -53)1] [< -:)1] [< -54)3] [< -44)3] 
c-2[Ai n (  -ic) - 2] 

c- 1\n 1 2 3 4 5 
0.25  -0.306825 -0.241 866 0.21286 0.66429 1.2778 
0.24 -0.31 8148 -0.266693 0,17062 0.57759 1.1420 
0.23 -0.330984 -0.291340 0,1 3125 0.49460 1.0120 
0.22 -0.345469 -0.315894 0. 09476 0.41533 0.8879 
0.21 -0.361702 -0.340450 0. 061 07 0,33974 o. 7697 

0.2 0  -0.379735 -0.365113 0.03001 0.26779 0.6575 
0.19 -0.399564 -0.389998 +0.0 0127 0.19942 0.5515 
0,1 8  -0.421125 -0.415222 -0.02563 0.13449 0.4520 
0,17 -0.444308 -0.440907 -0.0 5142 0, 07282 0.3591 
0.16 -0.468974 -0.467166 -0.07710 +0. 01411 0.2735 

0,15 -0.494976 -0.494104 -0.1 0406 -0.04205 0.1958 
0.14 -0.522180 -0.521805 -0.13412 -0.09625 0.1271 
0,13 -0,550474 -0.550335 -0.1 6924 -0.14929 0. 0680 
0.12 -0.579775 -0.579732 -0.21076 -0.20210 +0,0183 
0.11 -0.610027 -0.610016 -0.25868 -0.25572 -0.0250 

0,1 0 -0.641193 -0.641191 -0.31185 -0.31111 -0. 0685 
0.09 -0.673251 -0.673251 -0.36901 -0.36888 -0.1219 
o.o8 -0.706186 -0.706186 -0.42934 -0.42932 -0.1907 
0.07 -0.739985 -0.739985 -0.49242 -0.49242 -0.2714 
0. 06 -0.774638 -0. 774638 -0.55807 -0.55807 -0.3598 

0.05 -0.810135 -0.810135 -0,62616 -0.62616 -0.4542 
0,04 -0.846468 -0.846468 -0.69657 -0.69657 -0.5540 
0.03 -0.883628 -0.883628 -0.76923 -0.76923 -0.6588 
0,02 -0.921608 -0.921608 -0.84406 -0.84406 -0. 7682 
0,01 -0.960401 -0.960401 -0.9210 0  -0.92100 -0. 8820 
o.oo -1.000000 -1.0 00000 -1. 0 0000 -1. 0 0000 -1. 0000 [< -:)2] [< -54)1] [< -64)8] [< -54)5] [< -l)2J 

• See page 11. 



764 SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 

Table 21 .1  EIGENVALUES-PROLATE AND OBLATE 

PRO LATE 
Amn(c) - m(m+ 1) 

A2n(C) - 6 

c2\n 2 3 4 5 6 
0 o.oooooo 6,000000 14.000000 24. 000000 36. 000000 
1 0.140948 6.331101 14.402353 24.436145 36.454889 
2 0.278219 6,657791 14,804100 24.872744 36. 91 0449 
3 0.412 00 6  6.980147 1 5.205077 25.309731 37.366657 
4 0.542495 7.298250 15.605133 25.747043 37. 823486 

5 0.669857 7.612179 16.004126 26.184612 38.280913 
6 o. 794252 7.922016 16.401931 26.622373 38. 738910 
7 0,915832 8.227840 16.798429 27.060261 39.1 97451 
8 1.034738 8.529734 17.193516 27.498208 39.656510 
9 1.151100 8,827778 17,587093 27.936151 40,116059 

10  1.265042 9.122052 17.979073 28.374023 40.576070 
11 1.376681 9.412636 18,369377 28.811761 41, 036514 
12  1.486122 9.699610 18,757932 29.249302 41.497364 
13 1.593469 9,983052 19,144675 29.686584 41,958589 
14 1.698816 1 0. 263039 19,529549 3 0,123544 42,420160 

15 1.802252 10.539650 19,912501 3 0.560125 42, 882048 
16  1.903860 10.812958 20.293486 3 0.996267 43,344222 [( -44)5] [( -44)6] [( -44)2] [( -45)6] [( -45)8] 

c-1[>-:..(c) -6] 
c- 1\n 2 3 4 5 6 
0,25 0.475965 2. 703239 5.073371 7. 74906 10.8360 
0,24 0.489447 2.683149 4.994116  7.58138 10. 5536 
0,23 0,503526 2,665356 4.919290 7.41971 10.2781 
0.22 0.518220 2.650003 4,849313 7,26479 10. 0103 
0.21 0.533551 2.637236 4. 784640 7.11743 9. 7512 

0,20 0.549534 2.627196 4. 725757 6.97858 9,5023 
0.19  0.566185 2.620017 4.673177 6.84931 9,2 649 
0.18 0,583513 2.615819 4.627427 6. 73081 9.0409 
0,17 0.6 01526 2.614701 4.589031 6,62442 8,8323 
0,16 0,620224 2,616735 4,558480 6,53155 8, 6417 

0.15 0.639604 2.621954 4,536196 6.45371 8,4718 
0.14 0,659659 2.630349 4.522485 6.39236 8.3260 
0.13 0,680376 2.641862 4.517479 6.34878 8, 2 078 
0.12 o. 701737 2,656384 4.521086 6.32389 8.1208 
o.u o. 723722 2.673764 4.532956 6.31794 8, 0678 

0.10 o. 746308 2.693817 4.552484 6.33030 8,0507 
0,09 0,769471 2. 716339 4.578871 6.35935 8,0688 
o. o8 o. 793186 2. 741120  4.611219 6.40263 8.1184 
0.07 0.817429 2. 767960 4,648642 6.45738 8.1932 
0,06 0,842175 2. 796673 4.690346 6.52096 8,2864 

0,05 0,867402 2.827089 4.735658 6.59127 8,3919 
0,04 0,893087 2,859059 4. 784022 6.66670 8,5057 
0.03 0.919209 2,892449 4.834980 6,74607 8. 6249 
0.02 0.945747 2,927138 4,888160 6,82849 a. 7477 
0.01 0,972684 2,963019 4,943252 6.91330 8, 8730 
o.oo 1.000000 3.000000 5.000000 7.00000 9, 0000 [(-l)9] [( -l)4J [( -;)1] [( -;)2] [c - 3WI 5 J 

• See page n. 



SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 765 

EIGENVA LUES-PROLATE AND OBLATE Tablt> 21.1 

OBLATE 
Amn( -ic) -m(m+ 1) * 

A,n(- ic) -6  
c2\n 2 3 4 5 6 
0 0,000000 6,000000 14,000000 24,000000 36,000000 
1 -0.144837 5,664409 13,597220 23,564371 35,545806 
2 -0.293786 5,324253 13,194206 23.129322 35. 092330 
3 -0,447086 4, 979458 12.791168 22,694912 34,639597 
4 -0.604989 4,629951 12,388328 22,261201 34,187627 

5 -0.767764 4,275662 11,985928 21,828245 33.736444 
6 -0,935698 3. 916525 11,584224 21.396098 33.286069 
7 -1.109090 3, 552475 11.183489 2 0,964812 32,836522 
8 -1.288259 3,183450 1 0,784014 20,534436 32,387826 
9 -1,473539 2,809393 1 0,386106 20,1 05013 31.940000 

10 -1,665278 2,430250 9,990084 19,676587 31,493066 
11 -1.863838 2,045970 9,596286 19,249195 31.047043 
12 -2,069595 1,656508 9,205059 1 8, 822869 30,601952 
13 -2.282933 1,261 822 8,816 762 1 8,397640 30,157814 
14 -2.504245 0,861875 8,431761 17,973532 29.714648 

15 -2.733927 0,456635 8,050424 17,550565 29,272476 
16 -2,972375 0,046076 7.673121 17.128753 28,831317 

[< -l)l] [< -44)7] [< -44)5] [< -l)l] [< -44)1] 
c-2[A2n( -ic) -6] * 

c- 1\n 2 3 4 5 6 
0,25 -C,1 85773 +0. 002879 0,47957 1.07054 1,8019 
0,24 -0,190754 -0, 030028 0.41280 0,95365 1.6261 
0,23 -0.196680 -0,062228 0,34933 0,8416 7 1 .4577 
0,22 -0, 203 790 -0, 093813 0,28933 o. 73461 1.2965 
0.21 -0,212386 -0,1 24893 0.23297 0,63251 1.1428 

0,20  -0,222841 -0.155607 0,18049 0,53537 0,9964 
0,19 -0.235596 -0.186120 0,13215 0,44322 0,8574 
0.18 -0.251126 -0.216631 0,08816 0,35607 o. 7260 
0,17 -0.269873 -0.247375 0,04864 0,27389 0,6022 
0.16 -0.292149 -0.278624 +0. 01342 0,19662 0,4863 

0,15  -0,318047 -0,310677 -0.01813 0.12409 0,3785 
0,14 -0.347414 -0.343847 -0. 04727 +0,05600 0.2795 
0,13 -0.379928 -0,378432 -0,07609 -0,00822 0,1901 
0,12 -0,415213 -0.414688 -0.1 0778 -0.06954 0, 1120  
0.11 -0,452947 -0.452800 -0.14643 -0.12937 +0.0470 

0,1 0  -0.492902 -0.492871 -0.19508 -0.18959 -0,0051 
0,09 -0,534942 -0,534937 -0.25333 -0.25217 -0. 0517 
0.08 -0,578991 -0.578991 -0.31876 -0.31861 -0.1 076 
0,07 -0,625006 -0,625006 -0.38955 -0.38955 -0.1844 
0,06 -0,672956 -0,672956 -0.46494 -0.46494 -0.2768 

0,05 -0,722813 -0.722813 -0.54456 -0,54456 -0.3791 
0,04 -0.774556 -0.774556 -0.62821 -0,62821 -0,4895 
0.03 -0.828164 -0,828164 -0. 71571 -0.71571 -0.6073 
0,02 -0,883618 -0,883618 -0,80691 -0,80691 -0.7319 
0,01 -0,940902 -0,940902 -0,90171 -0,90171 -0,8629 
0,00 -1. 000000 -:1. 000000 -1,00000 -1, 00000 -1.0000 [( -64)5] [( -54)2] [< -l)l] [< -64)6] [< -83)3] 

• See page II. 



766 SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 

Table 21.2 ANGULAR FUNCTIONS-PROLATE AND OBLATE 
PROLATE 

Smn(c, cos o) 
m n c\8 oo 100 20° 30° 40° 50° 60° 70° goo 90° 
0 0 1 0.8481 0.8525 0.8651 0,8847 0,9091 0,9354 0,9606 0,9815 0.9952 1,000 

2 0.5315 0.5431 0.5772 0,6320 0,7032 o. 7842 0,8654 0,9355 0,9831 1.000 
3 0,2675 0.2815 0.3242 0,3967 0,4980 0.6226 0.7571 0,8805 0.9682 1,000 
4 0.1194 0.1312 0. 1689 0.2379 0.3442 0.4885 0.6589 0. 8271 0.9530 1.000 
5 0.0502 0,0585 0.0861 0.1419 0.2380 0,3839 0.5742 o. 7776 0.9383 1.000 

0 1 1 0,9046 0,8936 0.8602 0.8035 0,7225 0.6169 0.4878 0.3381 0,1731 0 
2 0,6681 0.6665 0.6598 0.6429 0,6081 0,5472 0,4540 0,3270 0.1717 0 
3 0,4034 0,4099 0,4273 0,4489 0,4630 0,4543 0.4068 0,3110 0,1695 0 
4 0,2042 0.2138 0.2415 0. 2833 0.3 294 0. 3618 0,3566 0. 2929 0.1669 0 
5 0.0916 0.1001 0. 1262 0.1703 0,2279 0, 2840 0.3104 0.2752 0.1643 0 

0 2 1 1.022 0.9795 0.8553 0,6621 0.4198 0.1556 -0.0988 -0.3105 -0.4509 -0.5000 
2 1. 064 1.030 0.9271 o. 7579 0,5296 0,2602 -0.0192 -0.2668 -0.4385 -0.5000 
3 1.041 1.023 0.9640 0. 8497 0,6660 0,4104 +0. 1061 -0.1938 -0.4171 -0.5000 
4 0.8730 0.8768 0.8787 0,851.3 0,7549 0.5553 0,2512 -0.0998 -0.3879 -0.5000 
5 0,6018 0,6233 0.6792 0.7407 0.7537 0,6494 0,3844 +0.0008 -0. 3542 -0.5000 

0 3 1 0.9892 0.9042 0,6692 0,3400 -0.0045 -0,2816 -0.4259 -0.4085 -0.2467 0 
2 0,9590 0.8864 0.6816 0.3840 +0.0560 -0. 2261 -0.3907 -0.3949 -0.2447 0 
3 0.9090 0.8546 0.6957 0.4485 0.1501 -0. 1364 -0. 3319 -0.3714 -0.2412 0 
4 0,8197  0.7877 0.6868 0.5087 0,2591 -0.0215 -0. 2514 -0.3376 -0.2361 0 
5 0,6650 0.6560 0.6183 0.5245 0,3482 +0, 0 971 -0.1575 -0.2952 -0. 2293 0 

1 1 1 0 0,1578 0,3134 0.4643 0.6067 0,7355 0,8450 0.9290 0.9819 1.0 00 
2 0 0,1194 0,2437 0,3757 0,5149 0,6562 o. 7892 0.9 00 0  0.9740 1.000 
3 0 0.0776 0.1654 0.2724 0.4030 0.5546 0.7144 0.8597 0.9627 1.000 
4 0 0,0449 0, 1018 0, 1832 0,2994 0,4537 0.6353 0,8150 0,9497 1.000 
5 0 0,0239 0,0588 0.1179 0.2 1 62 0.3650 0,5602 o. 7698 0.9361 1,000 

1 2 1 0 0.4788 0.9054 1.232 1.417 1.435 1,276 0,9562 0.5119 0 
2 0 0.3896 0.7509 1.052 1.253 1.316 1.212 0,9335 0.5088 0 
3 0 0.2780 0,5538 0.8148 1.030 1.149 1. 118 0,8992 0.5039 0 
4 0 0.1762 0,3683 0.5813 0.7968 0,9643 1.008 0,8575 0,4979 0 
5 0 0.1011 0.2254 0,3896 0.5906 0.7879  0.8957 0.8127 0.4911 0 

1 3 1 0 0.9928 1.745 2. 075 1.903 1.280 0,3 7 75 -0.5521 -1.244 -1.500 
2 0 0.9559 1.710 2,092 1,998 1.432 0.5298 -0.4541 -1.214 -1.500 
3 0 0.8745 1.611 2. 063 2.097 1,640 o. 7606 -0,2972 -1. 174 -1,500 
4 0 o. 7393 1.418 1,934 2,128 1,841 1.032 -0.0951 -1.097 -1.500 
5 0 0.5662 1.146 1.691 2,047 1.975 1.299 +0.1319 -1. 017 -1.500 

2 2 1 0 0.0844 0.3295 0.7111 1.189 1.710 2.211 2.627 2,903 3,000 
2 0 0.0690 0.2744 0.6092 1.054 1.572 2. 101 2.566 2,886 3.000 
3 0 0. 0500 0.2051 0.4773 0.8738 1.380 1. 944 2.475 2,859 3.000 
4 0 0.0328 0.1405 0.3487 0,6876 1.171 1. 764 2.367 2.827 3.000 
5 0 0.0198 0,0898 0,2414 0.5212 0, 9701 1.580 2.251 2,791 3.000 

2 3 1 0 0.4222 1.570 3.116 4,596 5.530 5.548 4,501 2.522 0 
2 0 0.3597 1.358 2.755 4,175 5.170 5.327 4.417 2.510 0 
3 0 0,2765 1.070 2.255 3.576 4.641 4,994 4.286 2,491 0 
4 0 0. 1934 0.7758 1.723 2,9 09 4.025 4.588 4,122 2,466 0 
5 0 0.1244 0,5226 1.243 2.269 3.395 4.150 3,936 2,437 0 

From C. Flammer, Spheroidal wave functions. Stanford Univ. Press, Stanford, Calif., 1957 (with 
permission). 
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ANGULAR FUNCTIONS-PROLATE AND OBLATE Table 21 .2 

OBLATE 
Smn( -ic, � )  

m n c\� 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
0 0 1 1.000 1.002 1.007 1.016 1.028 1.044 1.064 1.088 1,115 1,147 1.183 

2 1.000 1.008 1,032 1.073 1,132 1,210 1,310 1.434 1,585 1.767 1,986 
3 1.000 1.022 1.089 1.205 1.377 1.617 1.940 2.366 2,923 3.648 4,589 
4 1.000 1,047 1,191 1.449 1,854 2.452 3 • .319 4,557 6,323 8.837 12.42 
5 1.000 1.083 1.341 1.835 2.648 3.952 6.000 9.211 14.23 22.11 34.48 

0 1 1 0 0,1001 0,2009 0,3027 D.4065 0.5128 0,6222 0,7353 0,8530 0.9760 1.105 
2 0 0,1004 0.2034 0.3li4 0.4274 0,5542 0,6952 0.8539 1,035 1.243 1.484 
3 0 0.1011 0.2079 0.3273 0,4664 0.6338 0.8398 1,098 1.425 1.842 2.378 
4 0 0,1016 0.2150 0.3526 0.5298 0,7681 1.096 1.552 2.195 3.105 4.396 
5 0 0,1 032 0.2252 0,3884 0.6252 0.9804 1.525 2.369 3,684 5.741 8,970 

0 2 1 -0.5000 -0.4863 -0. 4450 -0.3757 -0.2779 -0.1507 +0.0070 0.1965 0.4197 0.6784 0.9749 
2 -0,5000 -0.4897 -0. 4585 -0.4052 -0.3277 -0.2231 -0,0872 +0.0849 0.2999 0.5660 0.8930 
3 -0.5000 -0.4943 -0. 4766 -0.4448 -0.3952 -0.3223 -0.2183 -0.0721 +0,1311 0,3845 0.7958 
4 -0.5000 -0.4994 -0. 4966 -0,4891 -0.4716 -0.4356 -0.3681 -0.2485 -0.0458 0.2868 0.8201 
5 -O.SOOO -0.5061 -0. 5234 -0.5495 -0.5780 -0.5977 -0.5869 -0.5067 -0.2880 0.1892 1.132 

0 3 1 0 -0.1477 -0.2810 -0.3855 -0.4466 -0.4491 -D.3768 -0.2130 +0.0600 0.4613 1.011 
2 0 -0.1480 -0.2839 -0,3947 -0,4668 -0.4839 -0.4275 -0.2757 -0,0015 0,4274 1,051 
3 0 -0,1486 -0.2885 -0.4097 -0,4998 -0.5421 -0.5140 -0.3841 -0.1091 0.3711 1.138 
4 0 -0.1495 -0.2949 -0.4306 -0.5415 -0.6270 -0.6432 -0.5540 -0.2765 0,2912 1.327 
5 0 -0.1504 -0,3033 -0,4589 -0,6123 -0.7489 -0.8356 -0.8080 -0.5447 0.1715 1.723 

1 1 1 1.000 0,9961 0,9838 0.9628 0,9316 0,8884 0.8299 0.7506 0.6402 0,4731 0 
2 1.000 0,9994 0,9973 0,9923 0,9827 0.9652 0,9340 0.8802 o. 7864 0.6118 0 
3 1.000 1.006 1.025 1.055 1,093 1.135 1,172 1.188 1.149 0.9724 0 
4 1.000 1.020 1.079 1.178 1,319 1.498 1. 708 1.920 2.067 1.950 0 
5 1.000 1,041 1.174 1.406 1,776 2.242 2,878 3.642 4.400 4.651 0 

1 2 1 0 0, 2987 0.5897 0,8643 1.113 1.322 1.478 1.554 1.508 1.247 0 
2 0 o. 2985 0,5950 0,8815 1.153 1.398 1.600 1.730 1,734 1,487 0 
3 0 o. 3005 0.6043 0.9140 1.228 1.541 1.837 2.082 2.200 2.000 0 
4 0 o. 3022 0,6213 0,9640 1,349 1:,780 2,250 2.723 3.092 3.033 0 
5 0 0. 2990 0.6400 1.040 1.537 2.165 2.947 3.868 4. 786 5,138 0 

1 3 1 -1.500 -1.421 -1.189 -0.8136 -0.3165 0.2710 0.9015 1.501 1.946 1.988 0 
2 -1.500 -1.431 -1.228 -0.8941 -0.4427 +0.1060 o. 7174 1.329 1.826 1.951 0 
3 -1.500 -1.447 -1.289 -1.024 -0.6502 -0.1738 +0.3916 1.006 1.572 1.834 . 0 
4 -1.500 -1.467 -1.364 -1.184 -0,9148 -0,5415 -0,0538 0.5403 1,177 1.619 0 
5 -1.500 -1.486 -1.442 -1.353 -1,198 -0.9435 -0.5506 0.0161 0.7471 1.439 0 

2 2 1 3.000 2.972 2.889 2,748 2,549 2,291 1,970 1.585 1.131 0,6041 0 
2 3.000 2,979 2,915 2,805 2,644 2.425 2.138 1,770 1.305 0,7234 0 
3 3.000 2.992 2.965 2.915 2.830 2.693 2.481 2,161 1.687 0,9944 0 
4 3.000 3.013 3,052 3.111 3.170 3.200 3.157 2,966 2.512 1.615 0 
5 3.000 3,052 3.211 3.469 3.813 4,202 4.564 4.746 4.460 3.188 0 

2 3· 1 0 1,486 2.886 4.115 5,086 5,704 5,877 5.503 4.477 2,683 0 
2 0 1.488 2.906 4.180 5,226 5.954 6.251 5,982 4,990 3.077 0 
3 0 1.494 2.943 4.295 5,482 6,413 6,951 6.904 6.008 3.879 0 
4 0 1.498 2,996 4.475 5,891 7,166 8.132 8.515 7.857 5.408 0 
5 0 1,509 3,073 4.7)8 6,515 8,347 10,07 11.28 11.21 8.354 0 
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Table 21 .3 PROLATE RADIAL FUNCTIONS-FIRST AND SECOND KINDS 

R2�(c, �) R��(o, t) 
m n c\� 1.005 1.020 1.044 1.077 1.005 1.020 1.044 1.077 
0 0 1 -1 9,468 -r·4" ( 9.339 rl .. 

m 0 -2.838 0 -2.096 0 -1.666 0 -1.356 2 -1 8.257 -1 8.077 -1 7.789 -1 7.392 0 -1.244 -1 -8.020 -1 -5.341 -1 -3.333 3 -1 7,026 -1 6,662 -1 6.091 -1 5.330 -1 -7.104 -1 -3.422 -1 -1.281 -2 3.51 4 -1 6.054 -1 5.471 -1 4.585 -1 3.463 -1 -4.508 -1 -1.287 -2 6,61 -1 1.952 5 -1 5.313 -1 4,488 -1 3.287 -1 1.869 -1 -3.052 -2 -1.02 -1 1.537 -1 2.291 
0 1 1 -1 3.153 -1 3,190 -1 3.249 r 3.328 jJ -6.912 0 -4.801 0 -3.669 T2.92C 2 -1 5.289 -1 5.298 -1 5.308 -1 5.311 -2.189 0 -1.540 0 -1.177 -1 -9.216 3 -1 6.064 -1 5.960 -1 5.786 -1 5.529 -1.133 -1 -7.365 -1 -4.987 -1 -3.207 4 -1 5.892 -1 5.612 -1 5.162 -1 4.542 -6.741 -1 -3.528 -1 -1.534 -3 -4.9 5 -1 5.381 -1 4,888 -1 4.125 -1 3.137 -1 -4.293 -1 -1.390 -2 3.87 -1) 1,594 
0 2 1 -2 4.470 -r·"' r2 4.954 -2 5.373 1 r··" p -2,185 T'·"· 1 -1.056 2 -1 1.696 -1 1.749 -1 1,833 -1 1.947 0 -5,241 -3.358 0 -2,403 0 -1.807 3 -1 3.295 -1 3.346 -1 3.421 -1 3.509 0 -2,031 -1.364 0 -1.007 -1 -7.694 4 -1 4.507 -1 4,477 -1 4.413 -1 4.293 0 -1.095 -7.053 -1 -4.783 -1 -3.1 15 5 -1 4.952 -1 4, 763 -1 4.444 -1 3,976 -1) -7.388 -1 -4.417 -1 -2.630 -1 -1,340 
0 3 1 -3 3.912 -r.249 -3 4.814 r· ..... r2 -3.288 u -1.659 ! r ... 2 p -6.916 2 -2 3,085 -2 3.317 -2 3. 700 -2 4,249 -1 -2. 194 -1.223 0 -7.705 -5.123 3 -2 9,956 -1 1.054 -1 1.147 -1 1,275 0 -5.020 -2.966 0 -1.985 -1.408 4 -1 2.107 -1 2.183 -1 2,298 -1 2,443 0 -2.043 -1.293 -1 -9.141 -6.749 5 -1 3.298 -1 3,329 -1 3,360 -1 3,362 0 -1.149 -7.422 -1 -5.182 -1 -3.612 
1 1 1 -2 3.270 IT .... r .. 71. -1 1,287 1 -1.506 r7.294 0 -4.734 0 -3,432 2 -2 6.187 -1 1.227 -1 1. 793 -1 2,323 0 -4.079 0 -2,077 0 -1.417 0 -1.071 3 -2 8.596 -1 1.677 -1 2,386 -1 2,973 0 -2,019 0 -1.075 -1 -7.453 -1 -5.480 4 -1 1.053 -1 2,007 -1 2,744 -1 3,221 0 -1.273 -1 -6,911 -1 -4,585 -1 -2,924 

5 -1 1.211 -1 2.235 -1 2,894 -1 3,118 -1 -9,101 -1 -4.885 -1 -2.874 -1 -1.248 
1 2 1 r· 6.503 -T·"2 -2 2,012 -2 2.754 1 -7.295 ! -i -3.269 l -1.939 ! -' -1.275 2 -2 2.378 -2 4.802 -2 7.227 -2 9.738 1 -1.014 -4.717 0 -2.932 -2.038 3 -2 4.658 -2 9,296 -1 1.372 -1 1.798 0 -3.552 -1.751 0 -1.156 -8.473 4 -2 6.975 -1 1.367 -1 1.960 -1 2.460 0 -1.842 -9.597 -1 -6,533 -1 -4.718 

5 -2 9.035 -1 1,739 -1 2.376 -1 2,803 0 -1.778 -1 -6.362 -1 -4.170 -1 -2.651 
1 3 1 -4 7,586 1 -'l '·"' r 2 .... r 3.556 T"'" u -2.491 u -1.354 l r·l27 2 -3 5.725 -2 1.183 -2 1.845 -2 2.607 1 -4,027 -1.707 -9,553 0 -5.934 3 -2 1,737 -2 3.553 -2 5,453 -2 7.529 0 -9,025 -3,994 -2.354 0 -1.552 4 -2 3.516 -2 7.089 -1 1,063 -1 1.418 0 -3.449 -1.629 -1,032 -1 -7.288 5 -2 5,604 -1 1.108 -1 1.608 -1 2.048 0 -1.692 -8.600 -5.214 -1 -3.006 
2 2 1 r4 6.612 -r··" -3 5,898 -2 1.044 2 -3.750 r··ll2 1 -3.973 ! -! -2.156 2 -3 2.566 -2 1.025 -2 2,249 -2 3.920 1 -4.852 1 -1.203 0 -5.417 -3.077 3 -3 5,520 -2 2,181 -2 4,698 -2 7.974 1 -1.515 0 -3.889 0 -1.852 -1.126 4 -3 9.302 -2 3,616 -2 7.587 -1 1.239 0 -6.821 0 -1.843 -1 -9,431 -6.132 5 -2 1.372 -2 5.223 -1 1.058 -1 1.639 0 -3.755 0 -1.081 -1 -5.907 -1 -3.910 
2 3 1 rr4l· -r·· .. q··"' r 1,596 3 -2.609 ! I -6.096 2 -2.517 ! 2 -1.270 2 -4 7,128 -3 2,896 -3 6.525 -2 1.178 2 -1.728 -4.095 1 -1.727 o -9,o:n 3 -3 2,208 -3 8.889 -2 1,974 -2 3.492 1 -3.745 -9.098 0 -3.994 0 -2.208 

4 -3 4,683 -2 1,862 � -2 4,048 -2 6,946 1 -1.334 -3.370 0 -1.573 -1 -9,397 5 -3 8,060 -2 3.150 -2 6,657 -1 1.096 ,0 -6.274 -1.671 -1 -8.409 -1 -5.379 
From C. Flammer, Spheroidal wave functions. Stanford Univ. Press, Stanford, Calif., 1957 (with permission) . 
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1 
2 
3 
4 
5 

SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS 

OBLATE RADIAL FUNCTIONS-FIRST AND SECOND KINDS Table 21.4 

rn n 
0 0 

0 1 

0 2 

1 1 

1 2 

1 3 

2 2 

(1) 
•oo 

rr .. , 

-1 6. 391 
-1 3. 742 
-1 1. 909 
-2 8. 97 

cV 
o. 2 -1 o. 5 -1 
o. a -1 
1. 0 -1 
1. 5 -1 
2. 0 -1 
2. 5 -1 

o. 2 o. 5 o. 8 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 

o. 2 -4 
0, 5 -3 o. 8 -2 
1. 0 -2 
1. 5 -2 
2. 0 -2 
2. 5 -1 

o. 2 -2 o. 5 -1 o. 8 -1 
1. 0 -1 
1. 5 -1 
2, 0 -1 
2. 5 -1 

o. 2 
o. 5 o. 8 
1. 0 
1. 5 
2. 0 
2. 5 

o. 2 -5 
o. 5 -4 
o. 8 -4 
1. 0 -3 
1. 5 -3 
2. 0 -2 
2. 5 -2 

o. 2 -3 
o. 5 -2 o. a -2 
1. 0 -2 
1. 5 -1 
2. 0 -1 
2. 5 -1 

R(ll ( . . ) mn -tc, L� 
0 

9. 9557 
9. 7265 
9, 3168 
8, 9565 
7. 8320 
6. 5571 
5. 3430 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

8. 8992 
5, 5964 
1. 4489 
2. 2868 
5. 3 1 5 0  
9 .  7914 
1. 5649 

6. 6454 
1. 6336 
2. 5333 
3. 0762 
4. 1708 
4, 8229 
5. 0170 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

1. 5236 
2. 3a50 
9. 7909 
1.  9166 
6. 5244 
1. 5 66 9  
3. 1 147 

2. 6602 
1. 6413 
4. 1 024 
6. 2 694 
1. 3055 
2. 0801 
2. 8190 

0.75 
-1 9, 91a3 
-1 9. 4976 
-1 a. 7520 
-1 8. 1032 
-1 6. 1209 
-1 3. 9526 
-1 1. 9680 

-2 4. 9808 
-1 1. 2202 
-1 1. 8802 
-1 2. 2696 
-1 3. 0132 
-1 3. 3765 
-1 3.  3530 

-3 2. 3840 
-2 1. 4744 
-2 3. 6993 
-2 5. 6728 
-1 1, 1932 
-1 1. 9147 
-1 2. 5730 

-2 a. 2880 
-1 2. 0133 
-1 3. 0524 
-1 3. 6283 
-1 4. 5492 
-1 4. 6553 
-1 4. 0221 

-3 2. 4923 
-2 1. 5314 
-2 3. 7974 
-2 5. 7617 
-1 1. 1699 
-1 1. 7976 
-1 2. 3200 

-5 7. 2462 
-3 1. 1206 
-3 4. 4965 
-3 a. 6200 
-2 2. 7259 
-2 5. 8920 
-1 1. 0 1 93 

-3 4. 1496 
-2 2. 5393 
-2 6, 2453 
-2 9, 4031 
-1 1. 8562 
-1 2. 7.317 
-1 3. 3111 

R(2) (- .  ·�) mn tc, � 
0 

0 -7. 7864 
D -2. 9707 
0 -1. 7002 
0 -1. 2524 

-1 -6. 2189 
-1 -3. 0356 
-1 -1. 375a 

1 -7. 5 1 2 0  
1 -1. 2120 
0 -4. 8077 
0 -3. 1202 
0 -1. 4537 

-1 -8. 7035 
-1 -6. 0 0 06 

3 -2. 2106 
2 -1. 4205 
1 -3. 5130 
1 -1. 8068 
0 -5. 5629 
0 -2. 5149 
0 -1. 4263 

1 -5. 9560 
1 -1. 0060 
0 -4. 2765 
0 -2. 9165 
0 -1. 4980 

-1 -9. 1106 
-1 -5. 7028 

3 -1. 8781 
2 -1. 2123 
1 -3. 0070 
1 -1. 5622 
0 -4. 8667 
0 -2. 1999 
0 -1. 2282 

4 -9. 6745 
3 -2. 4841 
2 -3. a151 
2 -1. 5721 
1 -3. 1742 
1 -1. 0386 
0 -4. 4705 

3 -1. 1 0 93 
1 -7. 2682 
1 -1. a724 
0 -9, 9297 
0 -3. 4267 
0 -1. 7581 
0 -1. 0954 

0.75 
0 -4. 5290 
0 -1. 5906 

-1 -7. 5527 
-1 -4. 4277 
-2 +1. 2204 
-1 2. 2634 
-1 3. 0225 

1 -2. 3239 
0 -4. 0338 
0 -1. 7744 
0 -1. 2314 

-1 -6. 3156 
-1 -3. 4641 
-1 -1. 5694 

2 -3. 4260 
1 -2. 2700 
0 -5. 9376 
0 -3. 2496 
0 -1. 2084 

-1 -6. 5653 
-1 -3. 9702 

1 -2. 1507 
0 -3. 8583 
0 -1. 7483 
0 -1. 2196 

-1 -5. 8081 
-1 -2. 3210 
-3 +3. 168 

2 -3. 2287 
1 -2. 1474 
0 -5. 6543 
0 -3. 1109 
0 -1. 1 70 9  

-1 -6. 4134 
-1 -3. 9677 

3 -8. 1316 
2 -2. 1259 
1 -3. 3786 
1 -1. 4390 
0 -3. 2a38 
0 -1. 2924 

-1 -6. 9734 

2 -2. 6888 
i -1. a121 
0 -4. 9121 
0 -2. 750a 
0 -1. 09.39 

-1 -6. 0206 
-1 -3. 3594 

PROLATE JOINING FACTORS-FIRST KIND x��(c) Table 21.5 
(!) "01 

rr., 0 1. 586 
0 1. 829 
0 1. 795 
0 1. 665 

(1) �02 (1) "l l 

rr., 1 r,,, 1 1. 268 0 1. 095 
0 6. 352 -1 5. 011 
0 3. 867 -1 2. 294 
0 2. 401 -1 1.  023 

(1) "12 (l) 
•ta 

(l) <22 

! T"' !r ... u 4. 234 
0 9. 5 2 7  2 1. 002 B. 838 
0 3. 4 1 7  1 2.  982 2. 935 
0 1.  413 1 1 . 222 1, 118 

-1 6.  067 0 5. 725 4. 455 

From C. Flammer, Spheroidal wave functions. Stanford Univ. Press, Stanford, Calif., 
1957 (with permission). 
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22. Orthogonal Polynomials 

Mathematical Properties 

22.1. Definition of Orthogonal Polynomials 

A system of polynomialsj,(x), degree ffn(x)]=n, 
is called orthogonal on the interval a 5,x 5, b, 
with respect to the weight function w(x), if 

22.1.1 

.r w(x)fn (x)fm(x)dx=O 

(n -F m; n, m=O, 1 , 2 , . . .  ) 

The weight function w(x)[w(x) � OJ determines 
the system j,(x) up to a constant factor in each 
polynomial. The specification of these factors is 
referred to as standardization. For suitably 
standardized orthogonal polynomials we set 

22.1.2 

ib w(x)j';(x)dx=h,, j,. (x) =k,.x"+k�x"-1+ . . .  

(n=O, 1 , 2 , . . .  ) 

These polynomials satisfy a number of relation· 
ships of the same general form. The most 
important ones are: 

Differential Equation 

22.1.3 

where U2(x), g1 (x) are independent of n and a,. a 
constant depending only on n. 

22.1.4 

where 

22.1.5 

22.1.6 

Recurrenee Relation 

b (k�+l k�) an= " k,.+l-kn , c,. 

Rodrigues' Formula 

1 d" 
j,.

= 
e,.w(x) dx,. { w(x)[g(x) 1" } 

where g(x) is a polynomial in x independent of n. 

The system { 1;} consists again of orthogonal 

polynomials. 

-I 

P. 11. 5;.51 
5 

FIGURE 22. 1 .  Jacobi Polynomials PJa· l» (x) , 
a= 1 .5 , fJ= -.5, n= 1 (1)5. 
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f,.(x) Name of Polynomial a b 

22.2.1 P!;·�> (x) Jacobi - 1  1 

22.2.2 Gn(p, q, X) Jacobi 0 1 

22.2.3 c�> (x) Ultraspherical - 1  1 
(Gegenbauer) 

22.2.4 T,.(:c) Chebyshev of the 
first kind 

- 1  1 

22.2.5 U,.(x) Chebyshev of the - 1  1 
second kind 

22.2.6 C,.(:c) Chebyshev of the - 2  2 first kind 

22.2.7 S,(x) Chebyshev of the - 2  2 second kind 

22.2.8 T!(x) Shifted Chebyshev 
of the first kind 0 1 

22.2.9 U! (x) 
Shifted Chebyshev 

of the second 
kind 

0 1 

22.2.10 P,.(x) Legendre - 1  1 (Spherical) 

22.2.ll P!(x) Shifted Legendre 0 1 

•see page n. 

22.2. Orthogonality Relations 

w(x) 

( 1 - x)a(l + x)� 

( 1 -x) p-•x•-1 

( 1 -xt)a-l 

( 1 - x1)-t 

( 1 -x')l 

1 - -( ;cl)-l 
4 

C ·-�Y 
(x-x*)-l 

(x-x')l 

1 

1 

Standardization 

p�•.B> (1 )  =(n�a) 
k,. = 1  

c�> c l )  

=(n + 2
n
a - l) 

c<o> ( I ) = �· " n 
c�ol ( 1 )  = 1 

T,. ( 1 ) = 1  

(a ,.,., 0) 

U,.(1) = n +  1 

C,.(2) = 2  

S,. (2) = n +  1 

T!(l) = 1 

U!(l) =n+ 1 

P,.( l ) = 1  

h,. Remarks 

2<'+8+1 r (n + a +  1 ) r (n + I H  1 )  
a> - 1 , tJ> - 1  2n + a + tJ +  1 n!r(n + a + !S +  1) 

n!r(n + q) r(n + p) r(n + p - q +  1) p - q > 1 , q>O 
(2n+ p) r2(2n + p) 

,.-21-tar(n+ 2a) a ...,O a> - l n!(n+ a)lr(a)J• 

2,.- a = O  
n• 

/: 
n ...,O 

n = O  

,. 

2 Q) 

{b n ...,O 
8r n = O  

,. 

!: 
n ...,O 

n=O 

.,. * 

8 
2 

2n + 1  

1 
2n+ l  



22.2.12 L!."1 (x) 

22.2.13 L,.(x) 
* 

22.2.14 ll ,.(x) 

• 22.2.15 He,.(x) 

•see page n. 

f,.(x) 

22.3.1 p�·- �> (x) 

22.3.2 p� .. ·�> (x) 

22.3.3 G,.(p, q, x) 

22.3.4 C!"> (x) 

22.3.5 C�0l (x) 

22.3.6 T,.(x) 

22.3.7 U,.(x) 

22.3.8 P,. (x) 

22.3.9 L�•>(x) 

22.3.10 H,.(x) 

22.3.ll He,.(x) 

22.2. Orthogonality Relations-continued 

Generalized 0 La��;uerre 
00 

I..a��:uerre 0 00 

Hermite - 00 00 

Hermite - 00  (X) 

N d,. 

I n ·2· 

n I'(a+ n + I) 
n!I'(a + P+ n+ 1 )  

n l'(q + n) 
l'(p + 2n) 

[�] I 
I'{a) 

[�] l 

[�] n 
2 

[�] 1 

[�] 1 
z7 

n l 

[i] n! 

[�] n! 

e-z;c« 

e-z 

e-zl 

... 
e -, 

{ - J ) n  k =--" n ! 

{ - J ) n  k,.= nr 

e,.= (- 1) • 

e,. = ( - 1) • 

22.3. Explicit Expressions 
N 

f,.(x) =d,. .L; c .. g.,.(x) 
m-o 

c .. 

I'(a + n +  l)  
n!  

l 

..;;znn! 

-./2rn! 

g .. (x) k,. 

e!a) (:�!) (x - 1 ) n-m {x + I )"'  ___!_ cn + a + P) 2" n (n ) l'(a + P + n + m + l ) 
m · 2"'1'(a + m + 1) 

(- 1 ) "' (n ) I'(p + 2n - m) 
m l'(q+ n - m) 

( - l ) "' I'(a + n - m) 
m!(n - 2m) !  
(n- m - 1 ) !  ( - 1) "' 
m!(n - 2m) ! 
(n - m - l ) !  ( - l )"' m!(n- 2m) ! 

(n- m) !  ( - l) "' 
m!(n - 2m ) !  

( - 1 ) .. G) czn
-:

2m) 
1 c n + a) l ( - ) "' n - m 111! 

- l  .. 1 ( ) m!(n - 2m) ! 
1 

( - J ) m • 
m!2'" (n - 2111 ) ! 

(x - l) "' 

x"-'" 

(2x) n-ho 

{2x) n-tm 

{2x) n-tm 

� {2z) n-ho 

x"-2"' 

X"' 

(2x) •-Zm 

I x•-•m 

.!.. cn + a + P) 
2• n 

1 

2• I'(a + n) 
n! --rw-

2 •  n � O  -
n 

z•-1 

2" 

(2n) ! 
2•(n!)1 

( - J ) n 
7il 
2• 

1 

a > - I  

Remarks 

a> - 1 , P> - l 

a> - 1 ,  P > - 1  

p - q> - 1 , q>O 

l a> - :r a � O  

n � O. C�01{ l ) = l 

a> - I  

sec 22.ll 
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r.5 

-1.5 

FIGURE 22.2. Jacobi Polvnomials p�a. fJ> (x) , 
u= 1 (.2)2, fj= - .5, n=5. 

FIGURE 22.3. Jacobi Polvrwmials P!a. fJ> (x) , 
u=1.5, fj= -.8(.2)0, n=5. 

ExpUeit Expressions Involving Trigonometric Funetiona 

22.3.12 

22.3.13 

22.3.14 

22.3.15 

22.3.16 

fl 
/ .. (cos 8)=� a., cos (n-2m)8 

/.(cos 8) 

C�1 (cos 8) 

P,.(cos 8) 

m•O 

a., 

r(a+m)r(a+n-m) 
m!(n-m) ![r(a)]' 

_! Cm) en-2m) 
4" m n-m 

2 0 �o> (cos 9) =;n cos n9 

T,.(cos 9)=cos n9 

U,.(cos 9) sin (n+l)9 
sin 9 

Remarks 

a�O 

FIGURE 22.4. Gegenba'U61' (Ultraspherical) Polyno
mials O!a>(x) , u=.5, n=2(1)5. 



f,.(x) f,.(-x) 

22.4.1 p�•.6l (x) ( - 1)"P:!·"1 (x) 

22.4.2 c�·> (x) ( - 1) "C�·> (x) 
a ;o! O  

22.4.3 C!01 (x) ( - 1) "C!01 (x) 

22.4.4 T,.(x) (- l) "T,.(x) 

22.4.5 U,.(x) t - 1) " U,.(x) 

22.4.6 P,. (x) (- 1) "P,.(x) 

22.4.7 L�·> (x) 

22.4.8 H,.(x) ( - 1 ) "H,.(x) 

1 .5 

-1.5 

ORTHOGONAL POLYNOMIALS 

22.4. Special Values 
777 

f,.(l) (nta) * 

e+ 2:- 1) 
2 -· n ;oo! O n 

1 

n+ 1 

1 

/,.(0) 

r n � 2m+ I 
- ,.,. r (a+n/2) -

( 1) r(a) (n/2) !' n- 2m 

-;n- '  n = 2m ¢ 0  r- ·>· 
0, n = 2m+ 1 { (- 1 ) •, n = 2m 
0, n=2m+ 1 r- 1)•, n = 2m 
0, n=2m+ 1 r·)· ('m) - 2  • -- . n- m 4m m 
0, n = 2m + 1  (n!a) { ( - !)• ('m/1. n� 2m m .  
0, n=2m + 1  

.fo(x) J. (x) 

1 
1 2 [a -P+ (a +tH 2)x] 

1 2ax 

1 2x 

1 X 

1 2x 

1 X 

1 -x+a+ 1 

1 2x 

· . .  

22.5. Interrelations 

Interrelations Between Orthogonal Polynomials of the 
Same Family 

Jacobi Polynomials 

22.5.1 

p�a.#>(x) 
f (2n+a+�+1) G (a+�+1 �+1 x+l) n !r(n+a+�+1) " ' ' 2 

c�·41 22.5.2 

c (.21 a 

G ( ) n!r(n+p) pc,-u-u(2x-1) " p , q, x  r(2n+p) " 
(see [22.21]) . 
22.5.3 

F. (p q "')= (-1)"n' r (q) p!p-f,f-l)(2x-1) II I I '"'  • r( q+n) II 

(see [22.13]) . 

Ultraspherical Polynomials 

22.5.4 

Chebyshev Polynomials 

22.5.5 
FIGURE 22.5. Gegenbauer (Ultrasph,erUJal) Polyno

minls CJa> (z) , a=.2(.2) 1 , n=5. 22.5.6 

T,.(z)=!C,.(2x)=T: c�:z) 
T,.(x)=U,.(x)-xU,.-I (x) 

•see page u. 
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22.5.7 

22.5.8 

22.5.9 

T,.(x)=xU n-1 (x) -U n-2(x) 
T,.(x)=! [U,.(x)-U,_2(x)] 

U,.(x)=8,.(2x)=U! c�x) 
1 

22.5.10 U,._1(x)=1_r [xT,.(x)-T,.+l (x)] 

22.5.11 O,.(x)=2T,. (;)=2T! e!2) 
22.5.12 . O,.(x)=S,.(x}-S,._2(x) 

22.5.13 S,.(z)=u .. (�)=u:(z!2) 
22.5.14 T!(x)=T,.(2x-1 )=! 0,.(4x-2) 
(see [22.22]) . 
22.5.15 u:(z)=S,.(4x-2)=U,.(2z- 1 ) 
(see [22.22]) . 

Generalized Laguerre Polynomials 

22.5.16 

22.5.17 

Hermite Polynomials 

22.5.18 

(see [22.20]) . 
22.5.19 H,.(z)=2"'2He,.(z..j2) 
(see [22.13], [22.20]) . 

Interrelations Between Orthogonal Polynomials of 
Different Families 

Jacobi Polynomials 
22.5.20 

p�a-i,a-i> (z) r(2a)r(a+n+!) o<a> (z) r(2a+n)r(a+i) .. 
22.5.21 

22.5.22 P,.<a. -il (z) (!),. o2<a+t> ( /z+1) 
(a+!),. " 'V 2 

22.5.23 P�-t. -l> (x)=�,. (�) T,.(z) 
22.5.24 P�0•0> (x)=P,.(x) 

22.5.25 
Ultraspherical Polynomials 

OJ:> (z) r(a+n)n!22" p<a-t. -t> (2 2- 1) r(a} (2n) ! " X 

22.5.26 
(a�O) 

c<a) ( )=r(a+n+1)n!22•+1 p<a-t. t> (2 2-1) 211+1 X r(a) (2n+1) ! X " X 

22.5.27 
(a�O) 

o�a> (x) r (a+!) r(2a+n) p<a-t.a- l> (x) r (2a)r(a+n+!) " 

22.5.28 
(a�O) 

2 (n- 1)1 _ O,<o> (x)=-T (x)=2 -1rP<-t. -tl (z) " n " r(n+!) -v " 

Chebyshev Polynomials 

22 5 29 T ( ) n!...ji p<-l. i> (2 2-1) • • 2n+l X f(n+!) X ,. X 

22.5.30 u2,.(z) r�'!!) 
p�t. -l> (2x2-1) 

22 5 31 T ( )- nl...fi p<-t -h ( • • " x -r(n+!) " . z) 

22 5 32 U ( )=(n+1)!-./ip<t. l> ( ) • • " x 2r(n+i) " x 

FIGURE 22.6. Chebyshev Polynomials T,.(x) , 
n= 1 (1)5. 

•see page u. 

* 



FIGURE 22.7. 

22.5.33 

22.5.34 

ORTHOGONAL POLYNONITALS 

22.5.35 

22.5.36 

22.5.37 

Legendre Polynomials 

p ,.(x) =P�o.o> (x) 

P,.(x) =0�112> (x) 

d"' dx"' [P,.(x) ]= l · 3 . . .  (2m-l)O���t> (x) 

·1 
Chebyshev Polynomials U,.(x) , 

n= l (1)5. 
n 

T,.(x) =2 0�0> (x) 

U,.(x) =O�l) (x) 

22.5.38 

22.5.39 

22.5.40 

Generalized Laguerre Polynomials 

L<-112> (x) =
(
-l)" 

H2 ( 'x) " n!22" " "" "'  

L"<tl2> ("') 
( -1)" H ( r;;.) 

"" n!22n+l.y'X 2n+l y'X 

Hermite Polynomials 

Orthogonal Polynomials as Hypergeometric Functions (see chapter 15) 

j,.(x) =dF(a, b; c,· g(x)) 

779 

(m :::;n) 

For each of the listed polynomials there are numerous other representations in terms of hyper
geometric functions. 

I ,.(:c) d a b c g(x) 
.. 

22.5.42 P�·�l (x) e!
a
) -n  1 -x n+a+P+ l a+ l -2-

22.5.43 p�.P> (x) en+:+fl)CX;l)" -2n-a-tl 2 -n -n-a T=X 

22.5.44 p�•,{J) (x) e!a)C�xr -n-fJ o:+ l  x- l -n x+l  

22.5.45 P�·{J) (x) e!fJ)e��r -n -n-o: fJ+ l x+ l 
X=1 

22.5.46 c�> (x) r (n+2a) n+2a a+ ! 1-x 
n!r(2a) -n  -2-

22.5.47 T,.(x) 1 -n  l 1-x n -2-

22.5.48 U,.(x) n+ l n+2 * 4 1 -x -n -2-

22.5.49 P,.(x) 1 -n n+ 1 1 l -x 
-2-

22.5.50 P,.(x) c:)e;�r -n -n -2n 2 
1 -x 

22.5.51 C:)(�)" n 1 - n !-n 1 P,.(:c) -2 -2- Xi 
22.5.52 P2,.(:c) ,. (2n) I (- 1) 21n(nl)1 -n n+l ! z2 

22.5.53 P2n+l (:c) (- l)"(2n+ l) !x -n n+! 4 x2 2h(n l)1 
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Orthogonal Polynomials as Conftuent Hypergeometric 
Functions (see chapter 13) 

Orthogonal Polynomials as Parabolic Cylinder 
Functions (see chapter 19) 

22.5.55 Hn (x) =2"U (�-� n, �� x2) 
22.5.56 H2,.(x) (-1)"' (2;) ! M (- m , � . x2) 
22.5.57 

* H2m+1 (x) = (- l)"' (2m
m�I) !2xM( - m, �' x2) 

FIGURE 22.8. Legendre Polynomials P. (x) , 
n=2(1)5. 

•see page n. 

22.5.53 

H,.(x) =2"12e"212D,.( .,J2x)=2"12e"2'2U ( -n-�' .,J2x) 

Orthogonal Polynomials as Legendre Functions 
(see chapter 8) 

22.5.60 

O�«l (x) = 

r(a+!) r{2a+n) [! ( 2- l)Jt-i p(t-cr) ( ) n!r (2a) 4 x n+a-t x 

(a�O) 

FIGURE 22.9. Laguerre PolynomiabJ L,.(x) , 
n=2(1)5. 

FIGURE 22. 10. Hermue Polynomial.9 H .. �x) , n 
n=2(1)5. 



22.6.1 

22.6.2 

22.6.3 

22.6.4 

22.6.5 

22.6.6 

22.6.7 

22.6.8 

22.6.9 

22.6.10 

22.6.U 

22.6.12 

22.6.13 

22.6.14 

22.6.15 

22.6.16 

22.6.17 

22.6.18 

22.6.19 

22.6.20 

22.6.21 

y 

p��.ll> (x) 

( l - x)a( l +x)8P��.tn (x) 

•+ 1 8+1 
( l -x)2( 1 + i)Tp�.Bl (.:t} 

ORTHOGONAL POLYNOMIALS 

22.6. Differential Equations 

g2 (x)y" +gt(x) y' +go(x) y=O 

I g,(x) I g, (x) 

I I 
1 - x2 {J- a - (a + i'H 2)x 

I 1 -x2 a - fJ +  (a + t3 - 2)x 

I 
' 

1 0 

( xr+�( xy+i ( �) sin 2 cos 2 P :  (cos x) 1 0 

C�' (x) 1 -x2 - (2a+ 1 )x 

( 1 -x') a-lc�·> (x) 1 -x2 (2a - 3)x 
� 1 (1 -x')i+-; C�' (x) 1 0 

(sin x)aC�"' (cos x) 1 0 

Tn(X) 1 -x2 - x  
T n(COS x) 1 0 

1 T,. (x) ; U,.-t (x) * l - x2 3x yl -x2 
U n(x) 1 - x2 - 3x  
P,.(x) 1 -x1 - 2.1,  

yl - x1P,.(x) 1 0 

L�' (x) X a + l - x 

e-zx"''2L�"'' (x) * l' ;�.+ I 

e-•12,x<«+ll/JL�' (x) 1 0 

e-•'12x"'+t L�' (x') 1 0 

H,.(x) 1 - 2x 
•' 

e--zH,.(x) 1 0 

He,.(x) 1 - x  

*See pnge u. 

I go(x) 

n(n+a+fJ+ I )  

(n+ J ) (n + a +  fJ) 
I 1 - aZ I l - (32 
4 ( l - x)2+ 4 ( l +x) 2  

+ �-(7t_+ ct;±�±_I) + (�+ I )  
2( 1 - .r2) 

1 - 4a2 1 -+ 
1 6  sin2 � Hi cosz � 2 2 

78 1 

+ ( n +a +�+ 1) 
n(n + 2a) 

(n+ l ) (n + Za - I )  

(n + a) • 2 + 4a - 4a2+x2 
1 - x2 + -4( 1 -x� 

(n+ aP+ a(� - a) 
sm2 x 

n' 
n' 

n2- 1 

n(n + 2) 
n(n+ 1 )  
n(n+ I ) _1 __ 1 -x2 + ( l - x2) 2 

n 

a a2 n+2+ t -42: 
2n + a +  l + 1 - at -� 2x 4x2 4 

l - 4a2 4n+ 2a + 2 -x'+ 4x2-

2n 

2n + l -x2 
n 
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22.7. Recurrence Relations 

Recurrence Relations With Respect to the Degree n 

a1,.f n+l (x) = (a2,. + aa,.x)f ,.(x) - a,,.f n-1 (x) 

f,. aln a2n aa,. a.,. 

22.7.1 p�� ,P'(x) 2 (n+ l ) (n+ a + t H 1) (2n + a + � +  1) (aL �2) (2n + a + tl)a 2(n + a) (n + tl) 
(2n + a + tl) (2n + a + � + 2) 

22.7.2 G,. (p, q, x) (2n + p- 2) 4 (2n + p - 1) - [2n(n+ p) + q (p- 1)) (2n+ p- 2) , n(n+ q- 1) (n+ p- 1) 

22.7.3 C!"'(x) n+ 1 0 

22.7.4 T,.(x) 1 0 

22.7.5 U.,(x) 1 0 

22.7.6 S,.(x) 1 0 

22.7.7 C,.(x) 1 0 

22.7.8 T;(x) 1 - 2  

22.7.9 u:(x) 1 - 2  

22.7.10 P.,(x) n + 1  0 

22.7.11 P:(x) n+ 1 - 2n- 1 

22.7.12 L!al(x) n+ 1 2n+ a + 1  

22.7.13 H,.(x) 1 0 

22.7.14 He,.(x) 1 0 

Miscellaneous Recurrence Relations 

Jacobi Polynomials 
22.7.15 ( n+�+�+ 1) (1-x)P�"+l. �> (x) 

= (n+a+ l)P,. <a. �> (x)- (n+ l)P<:;N (x) 
22.7.16 ( n+�+�+l) (l+x)P�«,Hll (x) 

= (n+!S+ l)P�"·�> (x) + (n+ 1)P���> (x) 
22.7.17 

(1 -x)P�"+l. �> (x)+ (1 +x)P�"·H1l (x)=2P�"· Il> (x) 
22.7.18 

(2n+a+!S)P�a-l, 1Jl (x)= (n+a+!S)P�<>,Ill (x) 
- (n+tJ)P��f> (x) 

22.7.19 

(2n+a+ !S)P�a, p-n (x)= (n+a+!S)P�"·�> (x) 
+ (n+a)P��fl (x) 

22.7.20 p�a, fJ-1> (x)-P�a-1, /ll (x)=P��fl (x) 

(2n + p:-:- 2) 3  (2n + p - 1) (n+ p - q) (2n+ P +  1) 

2 (n + a) n + 2a - 1 

2 1 

2 1 

1 1 

1 1 

4 1 

4 1 

2n+ 1  n 

4n + 2  n 

- 1  n+a 

2 2n 

1 n 

Ultraspherical Polynomials 

22.7.21 

2a(1 -z2)0�':t 1> (x)= (2a+n- 1)0��.\ (x) -nxc�a> (x) 

22.7.22 
= (n+2a)x0�"> (x) 

- (n+ 1 )0�� 1 (x) 

22.7.23 (n+ a)C�+-l> (x) = (a- 1 )[0��1 (x) - 0��\(x)] 
Chebyshev Polynomials 

22.7.24 

2Tm(x)T,.(x) = Tn+m(X) + T,._m(X) 
22.7.25 

(n � m) * 

22.7.26 

2T m(x)Un-1 (x) =Un+m-l (x) +Un-m-1 (x) 
22.7.27 

2T,. (x)U m-1 (x) =U n+m- 1 (x) -U n-m-t (x) 
22.7.28 2T,.(x)Un- 1 (x) =U2n-t (x) 

• See page u. 

(n>m) 

(n>m) 
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Generalized Laguerre Polynomials 22.7.31 

22.7.29 

22.7.32 

22.7.30 £�«-O (x)= +1 [ (n+l)L�"�1 (x) - (n+ l-x)L�"> (x) 1 n a 

f,. 

22.8.1 P!"'·fl> (x) 
22.8.2 C!"> (x) 
22.8.3 T,.(x) 

22.8.4 U,.(x) 

22.8.5 P,.(z) 

22.8.6 L!"> (x) 

22.8.7 H,.(x} 

22.8.8 He,.(x} 

j,.(x) 

22.9.1 p�•.{l) (x) 

22.9.2 C!•> (x) 

22.9.3 C!•> (x) 

U.9.4 C!o> (x) 

22.9.5 C!•> (x) 

U.9.6 T,.(x) 

22.9.7 T,.(x) 

22.9.8 T,.(x) 

22.9.9 T,.(x} 

22.9.10 U,.(x) 

22.9.11 U,.(x) 

*See page U. 

22.8. Differential Relations 
d 

gs(x) dxf,.(x) = g, (x}j,.(x) + Uo(x}f,.-, (x) 

02 I g, 

(2n+a+t1} (1 -x') n[a-P- (2n+a+.B)x] 

1 -x' - nx  

1 -x' - nx 

1 -x1 - m;  

1 -x• - nx  

X n 

1 0 

1 0 

22.9. Generating Functions 

g(::r:,z) = � a,.j,.(::r:)z" 
11 • 0  

a,. 

z-.. -.s 

zl-..r(a+l+n)r (2a) 
r(a+l)r(2a+n) 

1 

1 

r(2a) 
r(a+ i)r(2a + n) 

2 

"2Cn) 
4" n 

1 
n 

' 

1 

1 

.;2 cn+2) 
4"-11 n+ 1 

R =  V1 - 2xz+ z2 

g(x,z) 

R-' ( 1 - �: + R)-«(1 + z+R)-fl 

R-1 (1 -xz+ R)t-• 

R-t. 

- In R1 

t-« 
e• ""' ' (� sin fJ) J.-4 (z sin 9) 

c- z• ) ---.ns-+ 1  

R-1 ( 1 -xz+R)I/2 

1 - i  In  R1 

1 -xz 
li' 
R-• 

1 
R (1 -xz+ R) -•12 * 

go 
• 

2(n + a) (n+.B) 

n + 2a - 1  

n 

n + l 

n 

- (n+a) 

2n 

n 

Remarks 

l z l< 1  

! z i < I , a ¢ 0  

lz i< I, a ¢ 0 

! z l< l 

x = cos lJ 

- l <x< l 
lz l< l  

I <  < I  
lz l< l 

a.o= • 
I <x< I 

!z l< l  

- l <z<l  
lz l < l 

- l <x< l 
lz l < l 

- 1 <x< l 
lzl < l 



784 

f..(x) 

D.9.12 P,.(x) 

.9.13 P,.(x) 

9.14 S,.(:r:) 

• 
Jl.9.15 L�•l (z) 

11.9.16 ti;l (z) 

22.9.17 H,.(x) 

22.9.18 H,,.(z) 

22.9.19 Ha..+l (x) 

ORTHOGONAL POLYNO�S 

22.9. Generating Functions-continued 
.. 

g (z, z) = � a.J.(:r:)Z" 

1 

1 
1ii 
1 

1 
1 

I'(n + a + I) 
1 

nl 

( - l) •  
(2n) l 
( - 1) "  

(2n+ 1) 1 

a. r'\ g (x, 1) 
"' 

'' R;). 
e• •o• 'Jo(z sin 9) 

(1 -zz + r•)-1 

(1 - r)--t exp ( ....=.!._) z - 1  
. 

(xz) -lae•J .. [2(:r:z)l lt] 

et---·· 

e• cos (2xVz) * 

z-112e• sin (2xVz) * 

22.10. Integral Representations 
Contour Integral Representations 

Remarks 

l <z<1 
l z l< 1  

:�:= cos fJ 

- 2<x<2 
l z l < 1  

lrl< 1  

j,.(x) =g�c;} Jc. [g1(z, z)]•g1(z, z)dr where C is a closed contour taken around z=a in the positive sense 

f,.(x) Uo(z) 

22.10.1 P!a, /Jl(x) 1 
( 1 -x)•( l  +z)' 

22.10.2 Cf:''(x) 1 

11.10.3 T,.(x) 1/2 

11.10.4 U ,.(z) 1 

11.10.5 P,.{:r:) 1 

11.10.6 P.,(:r) 1 
2ft 

11.10.7 Lf.a'(x) e"'x-.. 

11.10.8 L!'*'(:�;) 1 

11.10.9 H,.(x) n !  

g1(z,x) 

zl- 1 
2 (z-x) 

1 /ll 

1/z 

1 /z 

1/z 

·•- 1 
1-% 

ll 
z-:r: 

1 +� I 

1/z 

g,(z,x) 

(1 - z)•(l + z)l! 
z-z 

( 1 - ZX;+ zt)-1-1 

l - z1 
1!(1- 2xz+ z1) 

1 
z(l - 2xz+ zl) 
1 - ( 1 -2xl+ zl)-112 
z 

l -
1 - :Z:  

za - e-• z-x 

e-• ( l+iY 1 / z  

ei••-•J 
z 

Miscellaneous Integral Representations 
2u-ta> r(n+2a) f,. 22.10.10 o�a> (�) n![r(a)]2 Jo [:t-t'"x' 1 cos t;]"(sin q,pa:- lffiP 

22.10.11 O�'") (cos 9) 2h"f(n+2a) 
(sin 8) 1-2a: f' 

cos (n+a)t; dtP n![r(a)]Z Jo (COS t;-COS 8) 1-a: 
*See page II. 

a Remarks 

X ± 1 outside C 

0 Both zeros of 
1 - 2xz+ z1outside C a>O 

0 Both zeros of 
1 - 2xz + z1 outside c 

0 Both zeros of 
1 - 2:u + z• outside c 

0 Both zeros of 
1 - 2xz + zt outside c 

X 

X Zero outside C 

0 z= -x outside C 

0 



ORTHOGONAL POLYNOMIALS 785 

22.10.12 P,.(cos 8) =! f .. (cos 8ti sin 8 cos f/J)"dcp 11' Jo 

22.10.13 P,. (cos 8) =..j'if" tn (n+i)�
t 1r , cos 8-cos cp 

22.11. Rodrigues' Formula 

1 d" j,. (x)= a,.p(x) dx" { p(x) (g(x))" }  

The polynomials given in the following table are the only orthogonal polynomials which satisfy 
this formula. 

f,.(x) a,. 

22.11.1 p�a. �J (x) (- 1) "2"nl 
22.11.2 c�al (x) ( - 1) "2"n' r(2a)r(a+n+i) 

. r(a+ i�r(n+ 2a) 
22.11.3 T,.(x) (- 1) "2" r(n+! • 

{; 
22.11.4 U,.(x) (- I) n2•+1 _r(n+i) 

(n+ 1 ){; 
22.11.5 P,.(x) (- 1) •2•n! 
22.11.6 L�"l (x) n! 
22.11.7 H,.(x) ( - 1) " 
22.11.8 He,.(x) (- 1) " 

22.12. Sum Formulas 
Christoft'el-Darboux Formula 

22.12.1 

i:; __!_ j,.(x)j,.(y) =� fn+l (x)fn(y) -j,.(x)f,.H(Y) 
m-o h,. k,.+lhn x-y 
Miscellaneous Sum Formulas (Only a Limited Selootion 

Is Given Here.) 
n 

22.12.2 :E T2,.(x) =![1 +U2n(x) ]  
m•O 

n-1 
22.12.3 :E T2m+l (x) = !U2,a-1 (x) 

m•O 

Tl 1- T2n+2(x) 22.12.4 :E U2,.(z) 2(1-x2) m•O 

n-1 x-T2n+I (x) 22.12.5 :E U2m+I (x) 2 (1 -x2) m•O 

22.12.8 

H,.(x+y) =2!,2 to (�)Hl/2x)H,.-k(·./2y) 
•see page 11. 

p(x) g(x) 

( 1 -x)�(l +x)� 1 -x2 

( 1 --, :r;l)a-i 1 -x1 

( 1 -z.l)-l l -z.2 

( 1 -z.t)i 1 -xt 

1 l -x2 
e-•xa X 
e-•� l 
e-•2/2 1 

22.13. Integrals Involving Orthogonal Poly
nomials 

22.13.1 

2n .J:z (1-y)"(1 +Y)�P�"· �l (y)dy 
=P��tt, fl+•> (0)- (1 - x)"+I(1 +xJil+tp���t•· fl+ •> (x) 

22.1!\.2 

n(2a+n) rx (1 -y2) .. -to�a) (y)dy 2a Jo 

22.13.3 

22.13.4 

22.13.5 

22.13.6 

22.13.7 

r• T,. (y)dy 1rU•- • (x) J - 1 (y-x) ..jl -y2 

_( 1 Yl - y2Un-1(y)dy 
J - 1  (y - x) 

r· 11' (2n)2 

J o P2n(cos O)d8=16,. n 

• 

r· d 11' (2n) (2nt2) 
Jo P2. H (cos 0) cos O 8=42,.+1  n n+l  
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22.13.8 

22.13.10 

(-1)"r (n-�) r (!+�) 2 2 2 (X>-1) 
2r ( -�) r ( n+�+�) 

Jz P,.(t)dt 1 
-1 .Jx t (n+i).J1+x [T,.(x)+T,.+I(x) ] 

22.13.11 

f.l p ,.(t)dt 1 
z .Jt x (n+!).J1 x [T,.(x)-T,.+l (x) ] 

22.13.12 f."' e-'L�"> (t)dt=e-z [L�"> (x)-L��1(x) ]  

22.13.13 

r(a+�+n+1) .f (x-t)'l-lt .. L�"> (t)dt 

22.13.14 

= r(a+n+ 1) r(mxcr+tJL�"+fJ> (x) 
(ffla>-1 , ffi�>O) 

.f Lm(t)L .. <x-t)dt 

= .r Lm+n(t)dt=Lm+n(x)-Lm+n+1 (x) 

22.13.15 .r e-'2H,.(t)dt=H,._1 (0)-e-z2H,._1(x) 

22.13.16 rz 1 
J o H,.(t)dt 2(n+1) [H,.+1(x)-H,.+t(O) ] 

22.13.17 J_"'., e - 12H2m(tx)dt=.Jii (2;::(' (x2-1)m 

22.13.18 J_"'., e-'2tH2m+1 (tx)dt=.Jii (2:11) ! x(x2-1)m 

22.13.19 J_"'., e- 12t"Hn(xt)dt=-./iin!P,. (x) 

22.13.20 

i"' e-12[H .. (t) ]2 cos (xt)dt=.Jii2"-1n!e-lz2Ln (�) 

22.14. Inequalities 
22.14.1 

{(n�q):::::n�, if q=max (a, �) � -1/2 
jP�cr, IJ> (x) j � (a>-1 , �>- 1) 

IP�"· 11> (x') l ""'-J�, if q< -� 

x' maximum point nearest to a!;� 1 

x' =0 if n=2m ; x' =maximum point nearest zero 
if n=;2m+1 

22.14.3 

22.14.4 jT,.(x) l � 1  (-1�x�1) 

22.14.5 ldT,.(x) l <n2 dx - (-1 � x� 1) 

22.14.6 jU,.(x) l �n+1 (- 1 �x�l) 

22.14.7 IP,.(x) l � 1  (-1 �x� 1) 

22.14.8 ldP;;x) l �� n(n+1) (-1 �x� 1) 

-J- 1 22.14.9 IP,.(x) l � � � 
?rn 4  1-x2 (-1<z� 1) 

22.14.10 
2n+1 P,.(x)-Pn-t (x)P n+t (x)<3n(n+ 1) 

22.14.11 

P!(x)-Pn-I (x)Pn+I (x)?. (2�-=-����1) 
22.14.12 IL .. (x) I �  ez12 (x� 0) 

(-1 � x� 1) 
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22.14.15 IH2m(x) l � ex21222mm! [2-2!m C:)J 
22 14 16 IH ( ) I < x212 (2m+2) !  

• . 2m+l X _xe (m+1) !  (x� O) 

k� 1 .086435 

22.15. Limit Relations 
22.15.1 
lim [ 1a p�a. /3) (cos �)] 
n-)"' n n 

22.15.2 �� [�a L�a) (�)]=x-a12Ja(2�) 

22.15.3 �� [<���rn H2n (2�)J=J,r cos x 

22.15.4 �� [<;!( H2n+1 (2�) ]=� sin x 

22.15.5 lim p�a, f3) (1-2X)=L�a> (x) 
(H"' ' {J 

22.15.6 lim !,2 o�a) ( .�)=_!_, Hn(X) 
a-)<D a -y a n .  

787 

=lim _ p<a. {3) 1-- = - Ja(X) 1 ( x2 ) (2)a 
n-)"' na n 2n2 X 

For asymptotic expansions, see [22.5] and 
[22 . 17] . 

22.16. Zeros 

For tables of the zeros and associated weight factors necessary for the Gaussian-type quadrature 
formulas see chapter 25. All the zeros of the orthogonal polynomials are real, simple and located 
in the interior of the interval of orthogonality. 

Explicit and Asymptotic Formulas and Inequalities 
Notations: 

x�>mth zero of fn(x) (x�n> <x�n> <  . . .  <x�n>)  ja, m,  mth positive zero of the Bessel function Ja(x) 

f,.(x) 

22.16.1 P �.P> (cos 8) 

22.16.2 c�·> (x) 

22.16.3 c�·> (cos 8) 

22.16.4 T,.(x) 

22.16.5 U,.(x) 

22.16.6 P,.(cos 8) 

22.16.7 P,.(x) 

22.16.8 £�> (x) 

For error estimates see [22.6]. 

Relation 

lim n8�' =j0,m 
n-) "' 

(a> - 1, f1> - 1) 

x<nl = 1 -i!-l ... [ 1 - 2a+ O (!)] "' 2n2 n n2 
(m+ a - 1) r  <If.•> < mw- (O <_ a _< l) n + a " - n + a  

x<•>= cos 
2m - 1  ,. 

" 2n 

.. 
x<•>>J•. m  .. 4k,. 

x:>< z� (2k .. + "'4k� + i - a2) 

x:>=j!,m (1 + 2 (a2 - 1 ) +j!,m)+ O (n-5) 4k,. 48k! 
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22.17. Orthogonal Polynomials of a Discrete 
Variable 

�w*(x;) is finite. The constant factor which is 
i 

still free in each polynomial when only the orthogo
nality condition is given is defined here by the 
explicit representation (which corresponds to the 
Rodrigues' formula) 

In this section some polynomials fn(x) are listed 
which are orthogonal with respect to the scalar 
product 

22.17.1 22.17.2 

The X; are the integers in the interval a�x1� b 
and w*(x1) is a positive function such that 

where g(x, n) =g(x)g(x- 1 ) . . .  g(x-n+ 1 )  and 
g(x) is a polynomial in x independent of n. 

Name a b w*(x) r,. g(x, n) Remarks 

Chebyshev 0 N- 1 1 1/n! G) CX�) 
Krawtchouk 0 N p•qN-z (:) (- 1) nn! qnx! p, q>O; 

(x-n) ! p + q = 1 

Charlier 0 e-aaz (- 1) n.Jann! x! a>O 00 X! (x-n) ! 
Meixner 0 c•r(b+x) x ! b>O, O<c< 1 00 r(b)x! en (x-n) ! 
Hahn 0 00 r (b) r (c+x) r(d+x) n! x!r(b+x) x!r(b+x) r (c) r (d) (x-n) !r(b+x-n) 

For a more complete list of the properties of these polynomials see [22 .5] and [22. 17 ] .  

Numerical Methods 

22.18. Use and Extension of the Tables 

Evaluation of an orthogonal polynomial for which the coe.fficients are given numerically. 
Example I. Evaluate L6(1 .5) and its first and second derivative using Table 22.10 and the 

Horner scheme. 

1 -36 450 -2400 
X= l.5 1. 5 -51. 75 597. 375 

1 -34. 5 398. 25 - 1802. 625 
1 .5 1. 5 -49. 5 523. 125 

1 .-33. 0 348. 75 - 1279. 500 
1 .5 1. 5 -47. 25 452. 250 

1 -31. 5 301. 50 -827. 250 

5400 -4320 
-2703. 9375 4044. 09375 
2696. 0625 -275. 90625 

- 1919. 25 1 165. 21875 

776. 8125 889. 3125 
- 1240. 875 

-464. 0625 

720 
-413. 859375 
306. 140625 

Le 306. 140625 
720 

=. 42519 53 

L; 889. 3125 
720 

= 1 .23515 625 
L" =2 [ - 464. 0625] 

6 720 
= :__ 1 .  28906 25 



ORTHOGONAL POLYNOMIALS 789 

Evaluation of an orthogonal polynomial using the explicit representation when the coefficients are not 
given numerically. 

If an isolated value of the orthogonal polynomial fn(x) is to be computed, use the proper explicit 
expression rewritten in the form 

and generate a0(x) recursively, where 

am-I (x) = 1 -bm j(x)am(x) Cm 
(m=n, n- 1,  . . .  , 2, 1 , an(X) = 1 ) . 

The dn(x) , bm, Cm, f(x) for the polynomials of this chapter are listed in the following table : 

f,.(x) 

p<•.P> .. 

c<•> 2n 

c��+l 

T2,. 

T2n+1 

U2n 

U2n+l 

P2,. 

P2n+l 

£(•) .. 

H2n 

H2n+l 

d,.(x) 

(nta) 
( - 1) " (a),. 

nl 

( - 1) " (a) ,.+I 2x 
nl 

( - 1) " 
( - 1) "(2n+ 1)x 
( - 1) " 
( - 1) "2 (n+ 1)x 
( - 1) " Cn) 4" n 
( - 1) " cn + 1) (n+ l)x 4" n e!a) 
( - 1) " (2n) l 

nl 

( - 1) " (2n+ l) l2z 
nl 

b .. c .. 

(n - m +  1) (a+ P + n + m) 2m(a + m) 

2 (n - m +  1) (a + n + m - 1) m(2m - 1) 

2(n - m + 1) (a+ n+ m) m (2m + 1) 

2 (n- m +  1) (n+ m - 1) m (2m - 1) 
2 (n - m + 1) (n+ m) m (2m + 1) 
2(n - m +  1) (n+ m) m (2m - 1) 
2(n - m+ 1) (n+ m+ 1) m (2m+ 1 )  

(n - m +  1) (2n + 2m - 1) m(2m - 1) 

(n - m + 1) (2n + 2m+ 1) m (2m+ l) 

n - m + l m (a + m) 

2(n - m + 1) m (2m - 1) 

2 (n- m + 1) m (2m+ 1) 

Example 2. Compute P�112• 3i2> (2) .  Here d8=CS85)=3.33847, f(2) = - 1 .  

m 8 7 6 5 4 3 2 1 

a .. 1 1. 132353 1. 366667 1. 841026 3. 008392 6. 849651 26. 44156 223. 1091 
b .. 18 34 48 60 70 78 
Cm 136 105 78 55 36 21  

P�112• 31 2>(2)=dsa0(2)=(3.33847)(6545.533)=21852.07 
Evaluation of orthogonal polynomials by means of their recurrence relations 
Example 3. Compute 0�1>(2.5) for n=2,3,4 , 5, 6 . 

84 
10 

From Table 22.2 qt> = 1, O�tJ = 1 .25 and from 22.7 the recurrence relation is 

0�1� 1(2.5)= [5(n+!)O�!J (2 .5)- (n-! )0�21 (2 .5)] n! 1 · 

n 2 3 4 5 6 

c�tJ (2.5) 3. 65625 13. 08594 50. 87648 207. 0649 867. 7516 

Check: Compute 0�1>(2.5) by the method of Example 2. 

88 
3 

f(x) 

1 -x 

x2 

x2 

xt 

xt 

x2 

x2 

x2 

x2 

X 

x2 

zl 

0 

6545. 533 
90 

0 



790 ORTHOGONAL POLYNOMIALS 

Change of Interval of Orthogonality 
In some applications it is more convenient to use polynomials orthogonal on the interval [0, 1] . 

One can obtain the new polynomials from the ones given in this chapter by the substitution x=2x- l . 
The coefficients of the new polynomial can be computed from the old by the following recursive scheme, 
provided the standardization is not changed. If 

then the a!, are giYen recursively by the am through the relations 

a:.f>=-=2a:,[-0-aM� 1 ; m=n- 1 , n-2, . . .  , j; j=O, 1 , 2, . . . , n 
a�-0=am/2, m=O, 1 , 2, . . .  , n 
a:/>=21a,., j=O, 1 , 2, . . . , n and a�m> =a!. ; m=O, 1 , 2, . . . , n. 

Example 4. Given T5(x)=5x-20x3+16x5, find Tt(x) . 
""' m 

� 5 4 3 2 1 0 

- 1  8= a�-" 0 - 10=a&-o 0 2.5 = a[-•> 0 

0 16 - 16 -4 4 1 - 1 = a� 
1 32 - 64 56 -48 50= a; 
2 64 - 192 304 - 400= a; 
3 128 - 512 1 120 = ai 
4 256 - 1280= a: 
5 512 = a; 

Hence, Tt(x)=512x5- 1280x4+ 1 120x3-400x2+50x- 1 .  
22.19. Least Square Approximations D a Continuous Interval 

Problem: Given a function j(x) (analytically or 
in form of a table) in a domain D (which may be 
a continuous interval or a set of discrete points) .2 
Approximate j(x) by a polynomial F,(x) of given 
degree n such that a weighted sum of the squares 
of the errors in D is least. 
Solution: Let w(x) �0 be the weight function 

chosen according to the relative importance of 
the errors in different parts of D. Let fm(x) be 
orthogonal polynomials in D relative to w(x) , i.e. 
(j,., J,.)=O for m¢n, where JD w(x)j(x)g(x)dx 

(j, g)= if D is a continuous ir.terval 

Then 
if D is a set of N discrete points x ,.. 

n 

F,.(x)= 2: amfm(x) 
m•O 

where 
* a,.= (j,j,.)/(j,., j,.) . 

2 f(x) has to be square integrable, see e.g. (22.17]. 

• See page n. 

Example 5. Find a least square polynomial of 

degree 5 for j(x)= 1!x' in the interval 2�x� 5 ,  
using the weight function 

1 w(x) .J(x-2) (5-x) 

which stresses the importance of the errors at the 
ends of the interval. 

Reduction to interval [-1 ,  1 ] ,  t=2x
3 

7 

2 1 w(x(t))=-3 ,
-v l- t2 

From 22.2, j,.(t)= Tm(t) and 

4 fl 1 1 am=3- ,- t+3 T ,.(t)dt 7r - t -y 1-t2 
2 fl 1 dt ao=37r _1 .JI-t2 t+3 

(m ¢0) 
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Evaluating the integrals numerically we get 

1 !x"' .235703-.080880T1 ex 
3 
7)+ .013876T2 ex 

3 
7)-.002380T3 ex 

3 
7) 

+ .000408T, ex 
3 
7)-.000070T6 ex 

3 
7) 

D a Set of Discrete Points 

If x,.=m(m=O, 1 , 2, . . . , N) and w(x) = 1 , use the Chebyshev polynomials in the discrete 
range 22.17. It is convenient to introduce here a slightly different standardization such that 

j,.(x)= ± (-1)"' (n) cn+m) x! (N-m) ! 
m=o m m (x-m) !N! 

(f f ) (N+n+1) ! (N-n) ! 
"' " (2n+1) (N!)2 

Recurrence relation: j0(x)=1 ,j1(Z)= 1-� 
(n+ 1 ) (N-n)f,.+I (x)= (2n+ 1 ) (N-2x)j,.(x)-n(N+n+ 1)f,.-l (x) 

Example 6. Approximate in the least square sense the function J(x) given in the following table 
by a third degree polynomial. 

X f(x) :r; - 10 x=-2 - fo(X) h(X) h(z) h\x) 

10 . 3 162 0 1 1 1 1 
12 . 2887 1 1 1/2 - 1/2 - 2  
14 . 2673 2 1 0 - 1  0 
16 . 2500 3 1 - 1/2 - 1/2 2 
18 . 2357 4 1 - 1  1 - 1  

foCi) J1 <x> J2(x) fa(x) 
4 

(!,., j,.)= "E:f,.(X) 
x-o 

5 2. 5 3. 5 10 
4 (f, t .. > ="EJ,.(x)J(2x+1o) 1 .  3579 . 09985 . 01525 . 0031 

i=O 

a =  (f, j,.) " (J,., j,.) . 271580 . 039940 . 0043571 . 000310 

f(x) "' .27158+ .03994(3 .5- .25x) + .0043571 (23.5-3.5x+ .125x2) + .00031 (266-59.8333x 

f(x) "'.59447- .043658x+ .0019009x2- .000032292r 
22.20. Economization of Series " 

Problem: Given j(x)= "22 a,.x"' in the interval 
m-o 

- N 
- 1  �x � 1 and R>o. Find j(x) = "22 b,.x"' with N 

m=O 

as small as possible, such that lf(x)-j(x) I<R. 
Solution: Express j(x) in terms of Chebyshev 

polynomials using Table 22.3, 
n 

j(x)="E b,.T,.(x) 
m-o 

+4.375x2- . 10417r) 

Then, since j T,.(x) j � 1 (- 1 �x�l) 
- N 
.f(x)="E b,.T,. (x) 

m=O 

within the desired accuracy if 

](x) is evaluated most conveniently by using the 
recurrence relation (see 22.7) . 
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Example 7. Economize f(z) = 1 +z/2+r/3 

+r/4+x4/5+3f/6 with R= .05. 

From Table 22.3 
1 

f(x) =
120 

[149To(x) +32T2(x) +3T4(x) ] 

+ 
9

1
6 [7

6T1 (x) + 1 1  Ta(x) + T5(x) ] 

so 

since 
- 1 1 

\ .f(x) -.f(x) I � 
40 

+ 
96 < .05 

References 

Texts 

[22.1] Bibliography on orthogonal polynomials, Bull. of 
the National Research Council No. 103, Wash
ington, D.C. (1940) . 

[22.2] P. L. Chebyshev, Sur !'interpolation. Oeuvres, 
vol. 2, pp. 59-68. 

[22.3] R. Courant and D. Hilbert, Methods of mathe
matical physics, vol. 1, ch. 7 (Interscience 
Publishers, New York, N.Y., 1953) . 

[22.4] G. Doetsch, Die in der Statistik seltener Ereignisse 
auftretenden Charlierschen Polynome und 
eine damit zusammenhiingende Differential
differenzengleichung, Math. Ann. 109, 257-266 
(1934). 

[22.5] A. Erd�lyi et al., Higher transcendental functions, 
vol. 2, ch. 10 (McGraw-Hill Book Co., Inc., 
New York, N.Y., 1953) . 

[22.6] L. Gatteschi, Limitazione degli errori nelle formule 
asintotiche per le funzioni speciali, Rend. Sem. 
Mat. Univ. Torina 16, 83-94 (1956--57) . 

[22. 7] T. L. Geronimus, Teoria ortogonalnikh mnogo
chlenov (Moscow, U.S.S.R., 1950) . 

[22.8] W. Hahn, 'Ober Orthogonalpolynome, die q
Differenzengleichungen geniigen, Math. Nachr. 
2, 4-34 (1949) . 

[22.9] St. Kaczmarz and H. Steinhaus, Theorie der 
Orthogonalreihen, ch. 4 (Chelsea Publishing Co., 
New York, N.Y., 1951) . 

[22.10] M. Krawtchouk, Sur une g�n�ralisation des poly
nomes d'Hermite, C.R. Acad. Sci. Paris 187, 
62Q-622 (1929) . 

[22. 1 1] C. Lanczos, Trigonometric interpolation of empir
ical and analytical functions, J. Math. Phys. 
17, 123-199 ( 1938) . 

[22.12] C. Lanczos, Applied analysis (Prentice-Hall, 
Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1956) . 

[22. 13] W. Magnus and F. Oberhettinger, Formeln und 
Siitze fiir die speziellen Funktionen der mathe
matischen Physik, ch. 5, 2d ed. (Springer
Verlag, Berlin, Germany, 1948) . 

[22.14] J. Meixner, Orthogonale Polynomsysteme mit 
einer besonderen Gestalt der erzeugenden Funk
tion, J. London Math. Soc. 9, 6--13 (1934) . 

[22.15] G. Sansone, Orthogonal functions, Pure and 
Applied Mathematics, vol. IX (Interscience 
Publishers, New York, N.Y., 1959) . 

[22.16] J. Shohat, Thoorie g�n�rale des polynomes ortho
gonaux de Tchebichef, M�m. Soc. Math. 66 
(Gauthier-Villars, Paris, France, 1934) . 

[22.17] G. Szego, Orthogonal polynomials, Amer. Math. 
Soc. Colloquium Publications 23, rev. ed. (1959) . 

[22.18] F. G. Tricomi, Vorlesungen iiber Orthogonalreihen, 
chs. 4, 5, 6 (Springer-Verlag, Berlin, Germany, 
1955). 

Tables 

[22.19] British Association for the Advancement of Science , 
Legendre Polynomials, Mathematical Tables, 
Part vol. A (Cambridge Univ. PreBB, Cambridge, 
England, 1946) . Pn(z) , z = 0(.01)6, n= 1 (1)12, 
7-8D. 

[22.20] N. R. Jorgensen, Undersogelser over frekvens
fl.ader og korrelation (Busck, Copenhagen, Den
mark, '1916) . He,.(z) , z=0(.01)4, n= 1(1) 6, 
exact, 

[22.21] L. N. Karmazina, Tablitsy polinomov Jacobi 
(lzdat. Akad. Nauk SSSR., Moscow, U.S.S.R., 
1954). Gn(P, q, z) , z = 0(.01) 1, q = . 1 (.1 )1 ,  
p =  1 .1 ( . 1)3, n= 1 ( 1) 5, 7D. 

[22.22] National Bureau of Standards, Tables of Cheby
shev polynomials Sn(z) and C,.(x) , Applied 
Math. Series 9 (U.S. Government Printing 
Office, Washington, D.C., 1952) . z=0(.001)2, 
n= 2(1) 12, 12D; Coefficients for Tn(z) , U,.(x), 
Cn(z) , Sn(Z) for n= 0(1) 12. 

[22.23] J. B. Russel, A table of Hermite functions, 
J. Math. Phys. 12, 291-297 (1933) . e-z212Hn(Z) , 
z = 0(.04) 1 (. 1) 4(.2)7(.5)8, n=0(1) 11,  5D. 

[22.24] N. Wiener, Extrapolation, interpolation and 
smoothing of stationary time series (John Wiley 
& Sons, Inc., New York, N.Y., 1949) . Ln(z) , 
n=0(1)5, x=0(.01) .1 (.1) 18(.2)20(.5)21(1)26(2)30, 
3-5D. 



'II 
Coefficients for the Jacobi Polynomials P�«,fl> (x)=a;;_l E c,.(x- 1)"' Table 22.1 

m=O 

a,. (x- 1)0 (x- 1)1 (x - 1)1 (x- 1)3 (x- 1)4 (x- 1)5 (x - 1)' 

0 
p�a, /1) 1 1 � 8 
Pja, /1) 2 2(cr+ 1) cr+j9+2 

� 0 C:J p�a, /11 8 4(cr+ 1h 4(cr+P+3) (cr+ 2) (cr+j9+3)t 0 
z p�a, /11 48 8(cr+ 1)a 12(a+P+4) (a+ 2h 6(a+P+4h<a+ 3) (a+tJ+4)a > t' 

P1a, (J) 384 16(a+ 1)t 32(a+j9+5) (a+ 2)a 24(cr+P+5h(a+ 3)t 8(a+ P+5) a(a+ 4) (a+j9+5). "d 0 
PA"· tJ> 3840 32(a+ 1h 80(cr+ j9+6) (a+ 2)t 80(a+ P+ 6Ma+ 3)a 40(a+j9+6)a(a+4h 10(a+P+6Ma+ 5) (a+P+ 6h t' � 
p�a, (Jl 46080 64(a+ 1)e 192(a+P+7) (a + 2h 240(a+ P+ 7)s(a+3)t 160(a+ P+ 7)a(a+ 4)a 60(a+P+7)t(a+ 5h 12(a+P+7)a(a+ 6) (a+ P+7)a z 0 

� ,.... 
(m) ,.= m(m+ 1) (m+2) . . .  (m+ n - 1) > t' 

,Pi1·ll(z) = 
3
�

0 
[(S)a(x- 1)'+ 10(8).(6) (x- 1)*+ 40(8)a(5h(:t- 1)3+ 80(8h(4)a(x- 1)2+ 80(8) (3).(x- 1) + 32(2)a] 

1]'J 

Pi'·'1(:t) = 
3
�

0 [95040(:t- 1)6+ 475200(:t- 1)4+864000(z- 1)1+ 691200(z- 1)1+ 230400(z- l) + 23040) 



• 

Table 22.2 Coefficients for the Ultraspherical Polynomials c�·> (x) and for x" in terms of c;;> (x) 

.. :tfl 

b,. 1 

CJ•> a,. 
1 1 1 

---

Ci•> 1 

Cl"1 1 -a 
---

c�·> 3 

m·> 6 3(a)t 

cs·> 15 

cs•> 90 - 15(a)a  

:tfl 

n n 

c<:> (:t) =a;1 2::; c.,:t"' and :t"=b;1 � d,.Cl:>(:t) (a ;a<!O) 
m-o m-o 

:tl :z:2 :z:8 :t• :z:l 

2a 2(a)J 4(a)a 4(a)4 8(ah 

a 3a(a+ 3) 

2a 1 3(a+ 1) 15(a+ l) (a+4) 

2(a)J 1 6(a+ 2) 

- 6(ah 4(ah 3 30(a+ 3) 

- 12(a)a 4(a)• 6 

15(a)a - 20(a)• 4(ah 30 

90(a)4 -60(ah 

:t' :z:2 :z:8 :t• :t5 

(a)11=a(a+ 1) (a +2) . . .  (a+n- 1) 

c�•>(:�:) =i [4(2)a:z:8- 6(2hz1 

1 cr><:�:> =a [96:z:8- 3&1 

:cl =  4(;)a [3(3)Ci'>(:z:) +3C?1(:t)} 

:1:* = i6 [9Cf•>(:z:) + ac�•>(:�:) 1 

:z:'l 

8(a)o 

15a(a+ 4) (a+ 5) 

45(a+ 2) (a + 5) 

90(a+4) 

S(a)e 90 

:z:'l 

cJ•> 
cf·> 
c�·> 
c�·> 
c�·> 
ci•> 
CJ"'> 
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Table 22.3 
Coefficients for the Chebyshev Polynomials Tn(X) and for xn in terms of Tm(x) 

fl n 
T,.(x) = � c.x"' zn=b;;-t� d .. T,.(x) 

m=O m=O 

zO zt zt z3 � z3 z6 z7 zs z9 zto xu xt2 
-- -- -- -- --

b,. 1 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 
-- -- -- -- --

To 1 1 1 3 10 35 126 462 To -- -- -- -- --
Tt 1 1 3 10 35 126 . 462 Tt -- -- -- -- --
Tt - 1  2 1 4 15 56 210 792 T2 -- -- -- -- --
Ta -3  4 1 5 21 84 330 Ta -- -- -- -- -- -
T. 1 -8 8 1 6 28 120 495 T. 

-- -- -- -- --
Ta 5 -20 16 1 7 36 165 Ts -- -- -- -- --
Te - 1  18 -48 32 1 8 45 220 T6 -- -- -- -- --
T1 -7  56 - 112 64 1 9 55 T1 -- -- -- -- --
Ts 1 -32 160 -256 128 1 10 66 Ts -- -- -- -- --
Tu 9 - 120 432 -576 256 1 11  Tu -- -- -- -- --
Tto - 1  50 -400 1120 - 1280 512 1 12 Tto -- -- -- -- --
Tu - 11 220 - 1232 2816 -2816 1024 1 Tu -- -- -- --
Tl2 1 -72 840 -3584 6912 - 6144 2048 1 Tu 

-- -- -- -- --
zO zt zt z8 x• z3 z& z7 z8 z9 zto xu xt2 

Te(x) =32z3-4�+ 18x2- 1  1 z6=32 [10To+ 15Tt+6T4+ T6] 

Chebyshev Polynomials T,.(x) Table 22.4 

n\x 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
0 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 1 
1 +0.20000 00000 + 0.40000 00000 +0.60000 00000 +0.80000 00000 1 
2 -0.92000 00000 -0.68000 00000 -0.28000 00000 +0.28000 00000 1 
3 -0.56800 00000 -0.94400 00000 -0.93600 00000 -0.35200 00000 1 
4 +0.69280 00000 -0.07520 00000 -0.84320 00000 -0.84320 00000 1 
5 +0.84512 00000 +0.88384 00000 -0.07584 00000 -0.99712 00000 1 
6 -0.35475 20000 +0.78227 20000 +0.75219 20000 -0.75219 20000 1 
7 -0.98702 08000 -0.25802 24000 +0.97847 04000 -0.20638 72000 1 
8 -0.04005 63200 -0.98868 99200 +0.42197 24800 +0.42197 24800 1 
9 +0.97099 82720 -0.53292 95360 -0.47210 34240 +0.88154 31680 1 

10 +0.42845 56288 +0.56234 62912 -0.98849 65888 +0.98849 65888 1 
1 1  -0.79961 60205 +0.98280 65690 -0.71409 24826 +0.70005 13741 1 

12 -0.74830 20370 +0.22389 89640 +0. 13158 56097 +0. 13158 56097 1 
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Table 22.5 
Coefficients for.the Chebyshev Polynomials Un(x) and for xn in terms of Um(X) 

11 11 
U,.(x) = � c..x"' X"=b;1 � d.,U .. (x) 

m=O m=O 

:Jfl x' z! xs x4 x6 :�;6 ;�;7 xs ;�;9 ;�;10 ;�;11 x" 
-- -- -- -- --

b .. 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 -- -- -- -- --
Uo 1 1 1 2 5 14 42 132 Uo -- -- -- -- --
u, 2 1 .2 5 14 42 132 u, -- -- -- -- --
u2 - 1  4 1 3 9 28 90 297 u2 -- -- -- -- --
Ua -4 8 1 4 14 48 165 Ua -- -- -- -- --
u. 1 - 12 16 1 5 20 75 275 u. -- -- -- -- --
Us 6 -32 32 1 6 27 110 Us -- -- -- -- -- -- --
Us - 1  24 -80 64 1 7 35 154 Us -- -- -- -- -- --
u1 -8 80 - 192 128 1 8 44 u7 -- -- -- -- --
Us 1 -40 240 -448 256 1 9 54 Us -- -- -- -- --
u, 10 - 160 672 - 1024 512 1 10 Uu -- -- -- -- --
Uto - 1  60 -560 1792 -2304 1024 1 11  Uto -- -- -- -- --
Un - 12 280 - 1792 4608 - 5120 2048 1 Un -- -- -- -- --
Uu 1 -84 1120 -5376 11520 - 11264 4096 1 Uu 

-- -- -- -- --
;�;0 x' :r! xa xf x6 x6 x7 ;�;8 x9 x'o xll xi! 

Us(x) =64x8-80xt+24z!- 1  1 x8=64 (5Uo+9U2+5Ut+ Us] 

Table 22.6 Chebyshev Polynomials Un(X) 

n\x 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

0 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 1 
1 +0.40000 00000 +0.80000 00000 + 1.20000 00000 + 1.60000 00000 2 
2 -0.84000 00000 -0.36000 00000 +0.44000 00000 + 1.56000 00000 3 
3 -0.73600 00000 - 1.08800 00000 -0.67200 00000 +0.89600 00000 4 
4 +0.54560 00000 -0.51040 00000 - 1.24640 00000 -0.12640 00000 5 
5 +0.95424 00000 +0.67968 00000 -0.82368 00000 - 1.09824 00000 6 

6 -0. 16390 40000 + 1.05414 40000 +0.25798 40000 - 1.63078 40000 7 
7 - 1.01980 16000 +0. 16363 52000 + 1.13326 08000 - 1.51101 44000 8 
8 -0.24401 66400 -0.92323 58400 + 1 .10192 89600 -0.78683 90400 9 
9 +0.92219 49440 -0.90222 38720 +0.18905 39520 +0.25207 19360 10 

10 +0.61289 46176 +0.20145 67424 -0.87506 42176 + 1. 19015 41376 11  
11  -0.67703 70970 + 1.06338 92659 - 1.23913 10131 + 1.65217 46842 12 

12 -0.88370 94564 +0.64925 46703 -0.61189 29981 + 1.45332 53571 13 
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Table 22.7 

Coefficients for the Chebyshev Polynomials O,.(x) and for x" in terms of O,(x) 
n n 

C,.(x) = � c,x"' 
m=O 

x"= b;;-1 2: d  .. C,.(x) 
m•O 

xo ;el x2 z3 x• ;pi ze x7 xs zo x•o xn zlt 

b,. 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Co 2 1 1 3 10 35 126 462 Co 

c, 1 1 3 10 35 126 462 c, 

c2 - 2  1 1 4 15 56 210  792 Ct 

Ca - 3  1 1 5 21  84 330 Ca 

c. 2 - 4  1 1 6 28 120 495 c. 

c., "' 5 - 5  1 1 7 36 165 Cs 
---

Ce - 2  9 - 6  1 1 8 45 220 Ce 

c7 - 7  14 -7 1 1 9 55 C7 

Cs 2 - 16 20 - 8 1 1 1 0  66 Cs 
--- -- - -- -- --

Co 9 - 30 27 - 9  1 1 1 1  Co 

* Cto - 2  25 - 50 35 - 10 1 1 12 C1o 

Cu - 1 1 55 - 77 44 - 11 1 1 Cu 

C12 2 - 36 105 - 1 12 54 - 12 1 1 Cu 
- ---

xo x' xt :r;3 x• ;pi xe x7 zs xo x'o zll x't 

•see page u. Table 22.8 

Coefficients for the Chebyshev Polynomials S,.(x) and for x" in terms of S,(x) 
11 n 

S,.(x) =  � c,x"' X"= � d,.S,.(x) 
m=O m=o 

zo x' x2 :r;3 x• xs ze ;�:7 zs zo zlo zu zit 

So 1 1 1 2 5 14  42 132 So 

s, 1 1 2 5 14 42 132 s, 

s2 1 1 1 3 9 28 90 297 82 

Sa - 2  1 1 4 14 48 165 Sa 

s. 1 - 3  1 1 5 20 75 275 s. 

Bs 3 - 4 1 1 6 27 l l O  Ss 

Se - 1  6 - 5  1 1 7 35 154 Be 

St - 4 10 1 1 8 44 87 

Ss 1 10 15 -7 1 1 9 54 Ss 

So 5 - 20 21 -8 1 1 10 So 

SIO 1 15  - 35 28 - 9  1 1 1 1  B1o 

Sn - 6  35 - 56 36 1 0  1 1 Sn 

sl2  1 - 2 1  70 - 84 45 - 1 1 1 • 1 Su 

xo x' z2 :r;3 x• xs xs x7 xs zo zlo zu xll 

*See page n. 



Table 22.9 Coefficients for the Legendre Polynomials P,(x) and for x" in terms of Pm(x) 

xO xt x2 

a,. b,.  1 1 3 
-- -- -- ---

Po 1 1 1 1 
-- --

Pt 1 1 1 

p2 2 - 1  3 2 
--1-

Pa 2 - 3 

p, 8 3 - 30 
-- -- --

Po 8 15 

Po 16 -5 105 

Pt 16 - 35 
-- --1-

Ps 128 35 - 1260 

Po 128 315 

Pto 256 - 63 3465 

Pu 256 -693 
-- --

p12 1024 231 - 18018 
-- --

xO xt x2 

x8 r 

5 35 

7 

3 

20 

5 2 

35 8 

-70 

- 315 

315 

6930 

- 4620 

-30030 

15015 

225225 

x8 r 

11 
P,.(x) =a;;-1 2:: c .. x"' 

m�o 

x5 xe 

63 231 

33 

27 

110 

28 

72 

63 8 

231 16 

- 693 

- 12012 

18018 

90090 

-90090 

1 - 1021020 

x6 xO 

1 
Po(x) =

16 
[23lx0-31W+ l05xL 5] 

For values of P,.(x) , see chapter 8. 

11 

X"= b;;1 2:: d .. P .. (x) 
m=O 

x7 x8 x9 xto xu 

429 6435 12155 46189 88179 

715 4199 

143 3315 20349 

2600 16150 

182 4760 31654 

2160 15504 

88 2992 23408 

832 7904 

429 16 960 10080 

6435 128 2176 

- 25740 12155 128 2432 

- 109395 46189 256 

218790 - 230945 88179 256 

2078505 - 1939938 

x7 xs xo xto xn 

xt2 

676039 b,. 

52003 Po 

Pt 

208012 p2 

Pa 

220248 p, 

p6 

133952 Po 

p7 

50048 Ps 

Po 

10752 Pto 

Pn 

676039 1024 Pta 

xta 



a. � :�:• 

Lo 1 1 1 1 

L1 1 1 -1 -1 

Lo 2 2 -· 

Lo 6 6 -18 

L, 24 24 -96 

La 120 120 -600 

Le 720 720 -4320 

Lt 5040 5040 -35280 

La 40320 40320 -322560 

Lo 362880 362880 -3265920 

L10 3623800 3623800 -36288000 

Lu 39916800 39916800 -439084800 

Lu 479001600 479001600 -5748019200 

a. zt r• 

Coefficients for the Laguerre Polynomials L,.(x) and for x" in terms of L,.(x) Table 22.10 

%2 zl 

2 6 

-4 -18 

1 2 18 

9 - 1  -6 

72 -16, 

600 -200 

MOO -2400 

02920 -29400 

064430 -376320 

6631840 -5080320 

81648000 -72576000 

1097712000 -1097712000 

15807052800 -17563392000 

x• ri 

fl 
L,.(x) =a;-1 2: c,.X"' 

m-o 

z' zl zt 

24 120 720 

-96 -600 -4320 

144 1200 10800 

-96 -1200 -14400 

1 24 600 10800 

25 ' -1  -120 -4320 

450 -36 1 720 

7350 -882 49 

117600 -18816 1568 

1905120 -381024 42336 

31702000 -7620480 1008400 

648806000 -103679680 25613280 

9879408000 -3161410560 614718720 

z' x• x• 

fl 
X"= 2: d,.L,.(x) 

m•O 

zt r• 

5040 40320 

-35280 -322560 

106840 1128960 

-176400 -2257920 

176400 2822400 

-106840 -2257920 

35280 1128960 

-1 -5040 -322560 

-64 1 40320 

-2592 81 

-86400 4050 

-2613600 163350 

-75271680 5880600 

zl x• 

z• r•o zU r•• 

362880 3628800 39916800 479001600 

-3265920 -36288000 -439084800 -6748019200 

13063680 163296000 2195424000 31614106600 

-30481920 -435456000 -6586272000 -105380352000 

45722880 762048000 13172544000 237105792000 

-45722880 -914457600 -18441561600 . -379369267200 

30481920 762048000 18441561600 442597478400 

-13063680 -435456000 -13172544000 -379369267200 

3269520 163296000 6586272000 237105792000 

-1 -362880 -36288000 -2195424000 -105380352000 

-100 1 3623800 439084800 31614106600 

-6050 121 -1 -39916800 -5748019200 

-290400 8712 -144 1 479001600 

x• ;clO ru zll 

xe= 720L0-4320L. + 10800L2- 14400L,+ 10800L,-4320L6+720Le 

Lo 
L1 
Lo 
La 
L• 

La 
Le 
Lt 
La 
Le 
L.o 
Lu 
Lu 
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Table 22.11 Laguerre Polynomials L,.(x) 

n\z 0.5 1.0 3.0 5.0 10.0 
0 + 1.00000 00000 + 1.00000. 00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 00000 + 1 .00000 00000 
1 + 0.50000 00000 0.00000 00000 - 2.00000 00000 - 4.00000 00000 - 9.00000 00000 
2 +0.12500 00000 - 0.50000 00000 -0.50000 00000 + 3.50000 00000 + 3 1.00000 00000 
3 - 0.14583 33333 -0.66666 66667 + 1.00000 00000 + 2.66666 66667 - 45.66666 66667 
4 -0.33072 91667 -0.62500 00000 + 1.37500 00000 - 1.29166 66667 + 1 1.00000 00000 
5 - 0.44557 29167 - 0.46666 66667 + 0.85000 00000 -3.16666 66667 + 34.33333 33333 
6 - 0.50414 49653 -0.25694 44444 -0.01250 00000 - 2.09027 77778 - 3.44444 44444 
7 -0.51833 92237 - 0.04047 1H905 - 0.74642 85714 +0.32539 68254 - 30.90476 19048 
8 -0.49836 29984 +0.15399 30556 - 1. 10870 53571 + 2.23573 90873 - 16.30158 73016 
9 -0.45291 95204 + 0.30974 42681 - 1.06116 07143 + 2.69174 38272 + 14.79188 71252 

10 -0.38937 44141 +0.41894 59325 -0.70002 23214 + 1.75627 61795 + 27.98412 69841 
1 1  - 0.31390 72988 + 0.48013 41791 -0.18079 95130 +0. 10754 36909 + 14.53695 68703 
12 -0.23164 96389 +0.49621 22235 + 0.34035 46063 - 1.44860 42948 -9.90374 64593 



'Jfl xt 

b,. 1 2 

Ho 1 1 

H, 2 1 

H2 -2 

Ha - 12 

H4 u. ' 

H5 120 

Hs - 1 20 

Hr - 1680 

He 1680 

He 30240 

Hto - 30240 

Hu - 665280 

Hu 665280 

xD xt 

Coefficients for the Hermite Polynomials H,. (x) and for x" in terms of H,.(x) 

xz x,3 

4 8 

2 

6 

4 1 

8 1 

- 48 

- 160 

720 

3360 

- 13440 

- 80640 

302400 

2217600 

-7983360 

x' x" 

:r 

11 
H,.(x) =  � CmX"' 

m=O 

x5 

16 32 

12 

60 

12 I 
20 1 

16 1 

32 1 

- 480 

- 1344 

13440 

48384 

- 403200 

- 1774080 

13305600 

x• xl 

11 
x•=b;-t � d,.H,.(x) 

m=O 

xe x1 I xs X� xto 

64 1 28 1 256 512 1024 
I 

120 1680 
* 30240 

840 15120 

180 3360 75600 

420 10080 

30 I 840 25200 

42 1512 

64 1 56 2520 

128 1 72 

-3584 256 1 90 

-9216 512 1 

161280 -23040 1024 1 

506880 - 56320 

- 7096320 1 520640 - 135168 

x6 xr x8 x8 xlo 

Table 22.12 

xn xt2 

2048 4096 b .. 

665280 Ho 

332640 Ht 

1995840 H2 

277200 Ha 

83 1600 H• 

55440 H5 

110880 Hs 

3960 H1 

5940 Hs 

1 10 He 

132 Hto 

2048 1 Hu 

4096 1 H12 

xu x" 

*8!'P page II .  
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Table 22.13 Hermite Polynomials Hn(X) 

n\x 0.5 1 .0 3.0 5.0 10.0 

0 + 1 .00000 + 1 .00000 + 1 .00000 00 1.00000 00000 1 .00000 00000 
1 + 1 .00000 + 2.00000 +6.00000 00 (1) 1.00000 00000 (1)2.00000 00000 
2 1 .00000 + 2.00000 (I) +3.40000 00 (1)9.80000 00000 (2)3.98000 00000 
3 - 5.00000 - 4.00000 (2) + 1 .80000 00 (2)9.40000 00000 (3)7.88000 00000 
4 + 1 .00000 ( 1) - 2.00000 (2) +8.76000 00 (3)8.81200 00000 (5) 1 .55212 00000 
5 (1) + 4.10000 (0) - 8.00000 (3) + 3.81600 00 (4)8.06000 00000 (6)3.04120 00000 

6 (1) + 3.10000 (2) + 1 .84000 (4) + 1 .41360 00 (5)7. 17880 00000 (7)5.92718 80000 
7 (2� - 4.61000 (2) + 4.64000 (4) + 3.90240 00 (6)6.21 160 00000 (9) 1 . 14894 32000 
8 (2 - 8.95000 (3) 1.64800 (4) +3.62400 00 (7)5.20656 80000 (10) 2.21490 57680 
9 (3) + 6.48100 (4) 1 .07200 (5) - 4.06944 00 (8)4.21271 20000 ( 11 )4.24598 06240 

10 (4) + 2.25910 (3) + 8.22400 (6) - 3.09398 40 (9)3.27552 97600 (12)8.09327 82098 
1 1  (5) 1 .07029 (5) + 2.30848 (7) 1 .04250 24 (10)2.43298 73600 (14) 1 .53373 60295 

12 (5) - 6.04031 (5) + 2.80768 (6) + 5.51750 40 (11 )  1. 71237 08128 (15) 2.88941 99383 

• 
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23. Bernoulli and Euler Polynomials-Riemann Zeta 
Function 

Mathematical Properties 

23.1. Bernoulli and Euler Polynomials and the Euler·Maclaurin Formula 

te':t ., t" 
23.1.1 -,-1=L: B,.(x) 1 

e - n•o n. 

Generating Functions 

I 2ext .. t" i t 1<27r '+ 1=L: E,. (x) 1 
e n=o n. 

Bernoulli and Euler Numbers 

n=O, 1 ,  . . .  E,.=2"E11 G)= integer 

E0= 1 ,  E2=-1 ,  E4=5 

1 t 1<11" 

n=O, 1 ,  . . .  

(For occurrence of B,. and E,. in series expansions of circular functions, see chapter 4.) 

23.1.5 B�(x) =nB,._l (x) 
23.1.6 B,.(x+ 1 )-B,.(x) =nx"-1 

23.1.7 

B,.(x+h)=to (�) Bk(x)hn-k 

23.1.8 B,.(l-x)= (- 1)"B,.(x) 
23.1.9 (-1)"B,.(-x)=B,.(x)+nx"-1 

23.1.10 

B,.(mx) =m"-1 �1 
B,. (x+!) 

k=o m 

804 

Sums of Powers 

m, n=1 ,  2, . . .  
Derivatives and Di1Jerences 

n=1 ,  2 , . . . I E�(x)=nE,._ 1 (x) 
n=O, 1 , . . .  E,.(x+1 )+E,.(x)=2x" 

Expansions 

n (n) E ( 1)"-11: E,.(x)=� k 2: x-2 
Symmetry 

n=O, 1 ,  . . . I E .. (1-x) (-l)"E,.(x) 
n=O, 1 , . . .  (-1),.+1E,.(-x)=E,.(x)-2x" 
Multiplication Theorem 

n=O, 1 ,  . .  . 
m-1 ( k E .. (mx)=m" ::.E (- 1)/cE .. x+-) 
k=o m 

m=l ,  2, . .  . 

m, n= 1 ,  2, . . .  

n=1 ,  2, . . .  
n=O, 1 ,  . . . 

n=O, 1 ,  . . .  

n=O, 1 ,  . . . 

n=O, 1 ,  . . .  
n=O, 1 ,  . . .  

n=O, 1 ,  . .  . 
m=l , 3, . .  . 

E,.(mx)=- +
2 1 m" � (- l)kB .. +t (x+�) n k=O m 

n=O, 1 ,  . .  . 

m=2, 4, . .  . 
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Integrals 

23.1.11 f.x Bn(t)dt= BnH(x)��n+l (a) 
a n 

m, n=1 ,  2, . . .  

f.x E (t)dt=En+l (x) -En+l (a) 
a 

n n+1  

.C En(t)Em(t)dt 

= (-1) n4(2m+n+2_ 1) m!n! 
B (m+n+2) ! m+n+2 

m, n=O, 1, . . .  

(The polynomials are orthogonal for m+n odd. ) 

Inequalities 

23.1.13 ! Bzn i > I B2n (x) ! n= 1 ,  2, . . .  , 1 >x>O 4-n !Ezn l>(- l)nEzn (x) >O n= 1 , 2 , . . .  , !>x>O 

23.1.14 

2(2n+ 1) !  ( 1 ) n+I 
(211")2n+I 1 -2 2n > (- 1) BznH(x) >O 

n= 1 ,  2,  . . .  , ;>x>O 
23.1.15 

2(2n) ! ( 1 )>(-l)n+1B >2(2n) !  
(211")2n 1 -21-2n 2n (211")2" 

n= 1 ,  2 ,  . . .  

4 (2n-1) !  ( 1 ) n 
11"2n 1 +22n_2 >(-1) Ezn-1 (x) >O 

n= 1 , 2 , . . .  , !>x>O 

4n+1(2n) ! n 4n+1(2n) ! ( 1 ) 
11"2n+ l  >(-1) Ezn> 11"2n+l 1 +3- 1-2n 

n=0, 1 ,  . . .  

Fourier Expansions 

23.1.16 

B ( ) = -2 � -.0 cos (21rkx-!7rn) 
n X (27r)" {;;f k" 

n >1 , 1 � x � O  

n= 1 ,  1>z>O 
23.1.17 

(- 1)"2 (2n-1) ! -.0 sin 2k7rx 

23.1.18 

(211" )2" 1 f=f kZ" 1 

B ( ) = (-1)"-12(2n) !  -.0 cos 2k7rx 
2n X (27r)2n {;;f k2n 

n>1 ,  1 � i� O  
n = 1 ,  1 >z>O 

n = 1 , 2 , . . .  , l �x� O 

E ( ) =4 � -.0 sin ( (2k+l)11"z-!7rn) 
n X 11"n+1 f='o (2k+l) n+1 

n >O,  1 � z� O 

n =0, 1>x>O 

(- 1)"4(2n- 1 ) !  -.0 cos (2k+1)7rz Ezn-1 (x) 11"2n f='o (2k+1) 2n 
n=1 ,  2 ,  . . .  , 1 � x � O  

E ( ) = (-1)"4(2n) !  -.0 sin (2k+1)11"X 2n X 11"2n+1 f='o (2k+1)2n+1 
n >o, l � x� O 
n =O, I>x>O 

Special Values 

23.1.19 Bzn+1=0 n= 1 , 2, . . .  Ezn+I=O n=0, 1 ,  . . .  

23.1.20 B,.(O) = ( -1)"  B,. (l) E,. (O) = -En(1) 
= B,. n=0, 1 ,  . . .  = -2(n+1) - 1 (2"+1-1 )BnH n= 1 , 2 , . . .  

23.1.21 B,.(!) = - (1 -21-") B,. n=0, 1 ,  . . .  En(!) =2-"E,. n=0, 1 ,  . . .  

L_ 
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23.1.22 B,.(!)= (-l)"B,.(t) E2,.-t(l)=-E2,.-t (i) 
=-2-"(l-21-")B,.-n4-"E,..-l =- (2n) -1 (1-31-2") (22"-1 )B2,. 

n=l , 2 , . . .  n=1 , 2 , . . .  

23.1.23 B2,.(!)=B2 .. m 
=-2-1(1-31-2n)B2n n=0, 1 , . . .  

23.1.24 B2,.(t)=B2,.({) 

23.1.25 

23.1.26 

=2-1(1-21-2n) (1-31-2n) B2n 
n=0, 1 ,  . . . 

Symbolic Operations 

p(B(x) + 1) -p(B(x)) =p' (x) 

I 
p(E(x) + 1) + p(E(x)) =2p(x) 

B,.(x+h)= (B(x) +h) " n=O, 1, . . . E,.(x+h)= (E(x)+h)" n=O, 1 , 
Here p(x) denotes a polynomial in x and after expanding we set {B(x) } "=B,.(x) and {E(x) } "=E,.(x) . 

Relations Between the Polynomials 
23.1.27 

E,_1(x)=!" { B,. e�1)-B,. (�)} 
=�{ B,. (x)-2"B,. G)} n=1 , 2 , . . .  

23.1.28 

n=2, 3, . . .  
23.1.29 

B,.(x)=2-" ± (nk) B,_,;Ek(2x) k=O 
n=0, 1 ,  . . .  

Euler-Maclaurin Formulas 

Let F(x) have its first 2n derivatives continuous 
on an interval (a, b) . Divide the interval into 
m equal parts and let h= (b-a)(m. Then for 
some fJ, 1>8>0, depending on F<2"> (x) on (a, b) , 
we have 

23.1.30 

f: F(a+kh)=-h
1 f.b F(t)dt+-2

1 · {F(b) +F(a) } 
k=O a 

+ � h2k-t B2k {F<2k- 1l (b)-F<2k-t> (a) } 
k=! (2k) ! . 

h2n m-1 
+ (2 ) I B2n 2:: F<2"> (a+kh+9h) n . k=o 

Equivalent to this is 

23.1.31 

K, .f+h F<t)dt=� { F<x+h) + F<x) }  

b-h�x'?.a 

A 
Let Bn(x) =B,.(x- [x]) . The Euler Summation 

Formula is 

23.1.32 

�1 F(a+kh+wh)=-h
1 Jb F(t)dt 

k=O a 
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23.2. Riemann Zeta Function and Other Sums 

of Reciprocal Powers 

CD 

23.2.1 r (s) =� k-• 
w 

23.2.2 

(product over all primes p) . 

23.2.3 

• 23.2.4 

23.2.5 

where 

23.2.6 

23.2.7 

23.2.8 

23.2.9 

23.2.10 

=-1-+!+ ± B2t (s+2k-2) 
s-1 2 k- 1 2k 2k- 1 
-(s+2n) f CD Bz,.+1(z-[z]) d 

2n+ 1 )1  z'+2"+1  · x 
s � l ,  n=1 ,  2, . . .  , Pls>-2n 

r (1 -s) i ( -z) •-1 
2 . 

, dz 'll't c e - 1  

1 CD ( - 1) " = -+ :E -1- -y,.(s-1)" s- 1 n-o n. 

r {.(;("' (ln k)" (ln m)"+ 1 }  -y,.= Iffi k n+l  fll-+ m  •I 

=2'11''- 1  sin (!11's) r (1 -s) s(1-s) 

n= 1 ,  2, . . .  , &ls>O 

exp (In 21r- 1 - ty)8 n (t-�) ei 2(s- 1) r (!s+ l) p p 

product over all zeros p of s(s) with &lp>O. 
The contour C in the fourth formula starts at 

infinity on the positive real axis, circles the origin 
once in the positive direction excluding the points 
± 2ni11' for n = l ,  2 ,  . . . , and returns to the 
starting point. ThereforA r(s) is regular for all 
values of s except for a simple pole at s= 1 with 
residue 1 .  

23.2.11 

23.2.12 

• ReP pa��:e 11. 

Special Values 

r<o) = - l 
f(l) =co 

s'(O) = - ! ln 21r 23-.2.1� 

23.2.14 f( -2n) =O n= 1 ,  2 ,  . . .  

23.2.15 f(l- 2n) = -
Bz,. 
2n 

(211')2" 
23.2.16 f(2n) =2 (2n) ! IB2�I 

23.2.17 

Sums of Reciprocal Power• 

The sums referred to are 

23.2.18 

23.2.19 

23.2.20 

"-(n) = f: (2k+ 1) -"= (1 -2-") s(n) t=6 
23.2.21 

n= 1 , 2 , . . .  

n= 1 , 2 , . . .  

n=1 , 2 , . . . 

n=2, 3, . . .  

n= 1 , 2 , . . .  

n=2, 3 ,  . . . 

n=1 , 2 , . . .  

These sums can be calculated from the Bernoulli 
and Euler polynomials by means of the last two 
formulas for special values of the zeta function 
(note that ,(1) =In 2) , and 

(11'/2)2"+1 
23.2.22 �(2n+ 1)  2(2n) ! IE2n l 

23.2.23 

n=O, 1 ,  . . .  

(-1)"r" f 1 
�(2n) 4(2n- 1) ! Jo E2n-1 (z) sec(11'x)dz 

n = l ,  2, . . .  

�(2) is known as Catalan's constant. Some 
other special values are 

23.2.24 

23.2.25 
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23.2.26 

23.2.27 

23.2.28 

1 1 
77 (4) = 1 -24+34-

1 1 
X(2) = 1 +32+52+ 

r 
8 

23.2.29 

23.2.30 

23.2.31 TJ 
32 
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COEFFICIENTS bk OF THE BERNOULLI POLYNOMIALS Bn (x)� 2: bkxk 

k�O 
Table 23.1 

4 6 8 10 11  12 13 14 15 

- 1 �.:::: t3M(o) 
1 3 

""!" - 2  
- 2  

1 5 - -+  - -r  3 
_ _l. __.5_ - 3 

2 2 

1 0 7 f � T - T  2 

0 -'- 0 - �  0 ..li_ -
4 

3 3 3 

- Jt  0 2 0 _n_ 0 6 - ....2... 
5 2 

0 _ _l 5 0 - 7  0 .l5. - 5 
2 2 

.J.. - 1� 11 - 11 -22. _ ..u.  
6 6 2 

- -lt  0 22 _ .,ll 11  - 6  
2 

- Ml.. .Ri 0 - �  .lli. lli 13  
210 3 7 6 

- 6j� ..ill. 
6 - �  .lU 

2 
0 - .lQQ! 

30 

_22_ 0 - .ill... .lli.. 0 - .£2. ..ill 0 - 11. 
2 6 2 2 6 

COEFFICIENTS ek OF THE EULER POLYNOMIALS En (x)� :£: ekxk 
k�O 

2 4 6 9 

- 1  

3 
T 

- 2  

--2._ 0 _ 2_ 
2 2 

- 3  0 5 - 3  

- 2� 2i 0 - �  
4 2 

17 - 28 0 14 - 4  

0 153 0 - 63 21 _ __2_ 
-2- 2 

- 155 255 0 - 126 0 30 - 5  

1705 _ill2_ - 231 1�5 --r 4 

2073 - 3410 1683 - 396 0 55 

0 26�49 0 - 22165 0 7293 0 1287 0 
2 ---r - -2-

- 38227 62881 0 - 31031 0 7293 0 - 1001 

10 

_ _u 
2 

� 
2 

0 573405 - --2- 0 943215 0 
--4-

155155 109395 0 - 3003 - --2
- --

8
-

2 

2 

11 

- 6 

0 

91 

.ll 
2 

9� 
0 

12  

_ _ll 
2 

0 

� 
4 

- 7  

_l2 _ _ll 
2 2 

13 14 

- 7 

0 ll 
2 

15 
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Table 23.2 

n 

0 

1 
2 
4 
6 
8 

10  
12 
14 
16 
18 

20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50 
52 
54 
56 
58 

BERNOULLI AND EULER NUMBERS 

B,.=NID 

N 

1 

-1 
1 

- 1  
1 

- 1 

5 
-691 

7 
-3617 
43867 

-1 74611 
8 54513 

-2363 64091 
85 53103 

-2 37494 61029 

861 58412 76005 
- 770 93210 41217 

257 76878 58367 
-26315 27155 30534 77373 

2 92999 39138 41559 

-2 61082 71849 64491 22051 
15 20097 64391 80708 02691 

- 278 33269 57930 10242 35023 
5964 51111 59391 21632 77961 

- 560 94033 68997 81768 62491 27547 

49 50572 05241 07964 82124 77525 
- 80116 57181 35489 95734 79249 91853 

. 29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 
- 2479 39292 93132 26753 68541 57396 63229 
84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 

D 

1 

2 
6 

30 
42 
30 

( o) 1. oooo ooooo 

- 1 -5, 0000 00000 u 
- 1 1. 6666 66667 I 
- 2 -3. 3333 33333 'l.. 
- 2 2. 3809 52381. ?c 
- 2 -3. 3333 33333 ' ( 

66 / � - 2 7. 5757 57576 ' 
2730 - 1 -2. 5311 35531 1', 

6 0 1. 1666 66667 1 
510 � ·  0 -7. 0921 56863 r,c 
798 1 5. 4971 17794 ·' 
330 2 -5. 2912 42424 _, 
138 3 6, 1921 23188 \ 

2730 4 -8. 6580 25311 
6 6 1. 4255 17167 

870 7 -2. 7298 23107 

14322 
510 

6 
19 19190 

6 

13530 
1806 

690 
282 

46410 

66 
1590 

798 
870 
354 

8! 6. 0158 08739 
10 -1. 5116 31577 ' 
11 4. 2961 46431 
13 -1. 3711 65521 : 
14 4. 8833 23190 ' ( 

16! -1 .• 9296 57934 f I 
17 8, 4169 30476 < 
19 -4. 0338 07185 c 
21 2. 1150 74864 ; ,  
2 3  -1. 2086 62652 t� 
24 7, 5008 66746 
26 -5. 0387 78101 
28 3. 6528 77648 
30 -2. 8498 76930 
32 2. 3865 42750 

60 - 121 52331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 567 86730 34) -2. 1399 94926 

n 

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 

20 
22 
24 
26 
28 

30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50 
52 
54 
56 
58 

E,. 

1 
- 1  

5 1)  
- 61 1  
1385 ·z. 

- 50521 } 
27, 02765 ') 

- 1993 60981 <; 
1 93915 : 12145 L 

- 240 48796 i 75441 1 (37o37
-i1aa2 37525 "' 

- 69 34887 43931 37901 q 
15514}3416 35570 86905 '-' 

- 40 87012 0929 31238 92361 ( 
125�� 

. 
596�: 0362 98654 68285 ·;:.. 

- 44 {15438 93249 o2.no 45536 82821 :;.. 
17751 \ 93915 79539 28943 66647 89665 '·I 

- 80 72329 \92358 87898 06216 82474 53281 ( . 
41222 06033 195177 02122 34707 96712 59045 ,,  

- 234 89580 52704 , 31082 52017 82857 61989 47741 ., ---�----
1 (8511 50718 11498 00178 77156 78140 58266 84425 r:· 

-1036 6227 33519 61211 93979 57304 74518 li9763 10201 "( 
7 94757 4225 97592 70360 80405 10088 07061 95192 73805>� 

- 6667 53751 6855 44977 43502 84747 73748 19752 41076 84661 \ 
60 96278 64556 

' 
5421 58691 68574 28768 43153 97653 90444 35185 ( 

�
-�0532 8s2'4·a .. isi.i62-l.8963 14383 78511 16490 88103 49822 51468 15121 ' !  

650 61624 86684 60884 77158 70634 08082 29834 83644 23676 53855 76565< 
-7 54665 99390 08739 09806 14325 65889 73674 42122 40024 71169 98586 45581 

9420 32189 64202 41204 20228 62376 90583 22720 93888 52599 64600 93949 05945 
- 126 22019 25180 62187 19903 40923 72874 89255 48234 10611 91825 59406 99649 20041 

60 181089 11496 57923 04965 45807 74165 21586 88733 48734 92363 14106 00809 54542 31325 

From H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, vol. II. Principia Press, Bloomington, 
Ind., 1935 (with permission) . 
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BERNOULLI AND EULER POLYNOMIALS, RIEMANN ZETA FUNCTION 811  

SUMS OF RECIPROCAL POWERS Table 23.3 

"" 
r(n) = 1:: k-n 

k=l 
00 

1. 64493 40668 48226 43647 
1. 20205 69031 59594 28540 
1. 08232 32337 1 1 1 38 19152 

"' 
71(n) = L; ( -1) k- 1k-n 

k=l � 
0. 69314 71805 59945 30942 � ���'� ) 0. 82246 70334 24113 2 1824 � 

o. 94703 28294 97245 91758 � l no 
fL1 o. 90 154 2 6773 69695 71405 �) 

1. 03692 77551 43369 92633 0. 97211 9 7704 46909 30594 7f/ctt( � 6 1. 01 734 30619 84449 1 3971 0. 9 8555 1 0912 97435 1 0410 

--r 7 1. 00834 92773 8192Z 82684 0. 99259 38199 22830 28267 
ll I{.{O 6-- - - � 1. 00407 73561 97944 33938 0. 99623 30018 52647 89923 

1. 00200 8392 8 26082 21442 0. 99809 42975 41605 33077 
1 0  1. 00099 45751 27818 08534 0. 99903 95075 98271 56564 
1 1  1. 00049 41 886 041 1 9  46456 0. 99951 71434 98060 75414 
12 1. 00 024 60865 53308 04830 0. 99975 76851 43858 19085 

1 3  1. 00012 27133 47578 48915 0. 99987 85427 63265 11549 
14 1. 00006 12481 35058 70483 0. 99993 91703 45979 71817 
15 1. 00003 05882 36307 02 049 0. 99996 95512 1 3099 2 3808 
1 6  1. 00001 52822 59408 65187 0. 99998 47642 1 4906 1 0644 
17 1. 00000 76371 97637 89976 0. 99999 23782 92041 01198 
18 1. 00000 38172 93264 99984 0. 99999 61878 6961 0 1 1348 

19 1. 00000 19082 12716 55 394 0. 99999 80935 08171 67511 
2 0  1. 00000 09539 62033 87280 0. 99999 90466 1 1 581 52212 
21 1. 00000 04769 32986 78781 0. 99999 95232 58215 54282 
22 1. 00000 02384 50502 72773 0. 99999 97616 1 3230 82255 
23 1. 00000 0 1192 19925 96531 0. 99999 98808 01318 43950 
24 1. 00000 0 0596 08189 05126 0. 99999 99403 98892 39463 

25 1. 00000 00298 03503 51465 0. 99999 99701 9 8856 96283 
26 1. 00000 00 149 01554 82837 0. 99999 99850 99231 99657 
27 1. 00000 00074 50711 78984 0. 99999 99925 49550 48496 
28 1. 00000 0003 7  25334 02479 0. 99999 99962 74753 4001 1  
29 1. 00000 00018 62659 7235 1 0. 99999 99981 37369 41811 
30 1. 000 00 00009 3132 7  43242 0. 99999 99990 68682 28145 

31 1. 00000 00004 65662 9 0 650 0. 99999 99995 34340 33145 
32 1. 00000 00 002 32831 18337 0. 99999 99997 67169 89595 
3 3  1. 00000 00001 1 6415 50173 0. 99999 99998 83584 85805 
34 1. 00000 00000 58207 72088 0. 99999 99999 41 792 39905 
35 1. 00000 00000 29103 85044 0. 99999 99999 70896 18953 
36 1. 00000 00000 14551 92189 0. 99999 99999 85448 09143 

37 1. 00000 00000 07275 95984 0. 99999 99999 92724 04461 
38 1. 00000 00000 03637 97955 0. 99999 99999 96362 02193 
39 1 . 00000 00000 01818 98965 0. 99999 99999 98181 01084 
40 1. 00000 00000 00909 49478 0. 99999 99999 99090 50538 
41 1. 00000 00000 0 0454 74738 0. 99999 99999 99545 25268 
42 1. 00000 00000 00227 37368 0. 99999 99999 99772 62633 

For n >4 2 , f(n+l) = Hl+ r(n)] 77 (n+l) =Hl+ 77(n)] 
· From H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions, vol. II. 

Principia Press, Bloomington, Ind., 1935 (with permission) . 
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Table 23.3 n 
1 

(:-- 2 
3 

&- 4 
5 
6 

7 
8 
9 
10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 
18 

19 
2 0 
21 
2 2 
2 3 
24 

25 
26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 
36 

37 
38 
39 
40 
41 
42 

SUM S OF RECIPROCAL POWERS 
C (\\ 1\ :_ �, rJ X(n) = ± (2k+l) -n l{3(n)= � (- l)k(2k+l) -n 

·�· 0��) o. 7853:�:1633 97448 310 -1f/·1 
1. 2 3370 05501 36169 82735 .;.t�9)"'" • 91596 55941 77219 015 -0 r:7"'/\J, j /] 
1. 05179 97902 64644 99972 ' 0. 96894 61462 59369 380 --7 ;�: G 
1. 01467 80316 04192 05455 �� �� 0. 98894 45517 41105 336 
1. 00452 37627 95139 6161 3 �� �� 0. 99615 78280 77088 064 
1. 00144 70766 40942 12191 0. 99868 52222 18438 135 

1 . 00047 15486 52376 55476 -� ��i'; 
1. 00015 51790 25296 11930 �� 
1. 00005 13451 83843 77259 
1 . 00001 70413 63044 82549 
1. 0 0000 56660 51090 10935 
1. 00000 18858 48583 11958 

1. 00000 06280 55421 80232 
1 . 00000 02092 40519 2 1150 
1 . 00000 00697 24703 12929 
1 . 00000 002 32 37157 37916 
1 . 00000 00077 44839 45587 
1. 00000 00025 81437 55666 

1 . 00000 00008 60444 11452 
1 . 00000 00002 86807 69746 
1 . 00000 00000 95601 16531 
1. 00000 00000 31866 77514 
1 . 00000 00000 10622 2 0241 
1 . 00000 00000 03540 72294 

1 . 00000 00000 01180 2 3874 
1. 00000 00000 00393 41247 
1 . 00000 00000 00131 13740 
1 . 00000 00000 00043 71245 
1. 00000 00000 00014 57081 
1. 00000 00000 00004 85694 

1 . 00000 00000 00001 61898 
1 . 00000 00000 00000 53966 
1 . 00000 00000 00000 17989 
1. 00000 00000 00000 05996 
1 . 00000 00000 00000 01999 
1 . 000 00 0 0000 00000 00666 

1 . 000 00 00000 00000 00222 
1 . 00000 00000 00000 00074 
1 . 00000 00000 00000 00025 
1. 00000 00000 00000 00008 
1 . 00000 00000 00000 00003 
1. 00000 00000 00000 00001 

0. 99955 45078 90539 909 
0. 99984 99902 46829 657 
0. 99994 96841 87220 090 
0. 99998 31640 26196 877 
0. 99999 43749 73823 699 
0. 99999 81223 50587 882 

0. 99999 93735 83771 841 
0. 99999 97910 87248 735 
0. 99999 99303 40842 624 
0. 99999 99767 75950 903 
0. 99999 99922 57782 104 
0. 99999 99974 19086 745 

0. 99999 99991 39660 745 
0. 99999 99997 13213 2 74 
0. 99999 99999 04403 029 
0. 99999 99999 68134 064 
0. 99999 99999 89377 965 
0. 99999 99999 96459 311 

0. 99999 99999 98819 768 
0. 99999 99999 99606 589 
0. 99999 99999 99868 863 
0. 99999 99999 99956 288 
0. 99999 99999 99985 429 
0. 99999 99999 99995 143 

0. 99999 99999 99998 381 
0. 99999 99999 99999 460 
0. 99999 99999 99999 820 
0. 99999 99999 99999 940 
0. 99999 99999 99999 980 
0. 99999 99999 99999 993 

0. 99999 99999 99999 998 
0. 99999 99999 99999 999 
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m\n 1 2 
1 1 1 
2 3 5 
3 6 14  
4 1 0  30 
5 15  55  
6 21  91  
7 28  140  
8 36 204 
9 45 285 

10 55  385 
1 1  66 506 
12  78 650 
13 91 819 
14 105  1015 
15 120 1 240 
1 6  1 3 6  1496 
17  153  1 785 
18 1 7 1  2109 
19 190  2470 
2 0  2 1 0  2870 
2 1  231 3311  
2 2  253 3795 
23  276  4324 
24 300 4900 
25 325 5525 
2 6  351 6201 
27 378 6930 
28 406 7714 
29 435 8555 
30 465 9455 
:n 496 10416 
32 528 114 40 
33 561  12529  
34  595 1 3685 
35 630 14910 
36 666 1 62 06 
37  7 03 1 7575 
38 741 19019 
39 780 20540 
40 820 22140 
41 861 23821 
42 903 25585 
43 946 27434 
44 990 29370 
45 1 035 31395 
46 1081 335 1 1  
4 7  1128 35720 
48 1176  38024 
49 1225 40425 
50 1275 42925 

SUMS OF POSITIVE POWER S f:, kn 

3 4 
1 1 9 1 7  

36 98 
100 354 
225 979 
441 2275 
784 4676 

1 296 8772 2025 15333 
3025 25333 
4356 39974 6084 6071 0 
8281 89271  

1 1025 1 27687 
14400 1 78312 
1 8496 2 43848 2 3409 3 27369 29241 4 32345 361 00 5 62666 
44100 7 22666 
53361 9 17147 
64009 11  51403 
76176 14 31244 90000 17 63020 

1 05625 21  53645 
1 2 3201 2 6  1062 1 
1 42884 31  42062 
1 64836 37 56718 
1 89225  44 63999 
2 1 6225 52 73999 
2 46016 61 97520 2 78784 72 4609 6 
3 14721 84 32017 3 54025 97 68353 3 9 6900 112 68978 
4 43556 129 48594 4 94209 148 2275 5  
5 49081 169 07891 6 08400 192 2 1332 
6 72400 217  81332 
1 41321  246 07093 
8 1 5409 277  18789 8 94916 311 37590 
9 80100 348 85686 10 11225  389 86311  

1 1  68561 434 63767 12 72384 483 43448 
13 82976 536 51864 15  00625 594 1 6665 
1 6  25625 656 66665 

k = l  

5 
1 

33 
276 

1 300 
4425 

12201 
29008 
61776 

1 20825 
2 20825 
3 81876 
6 30708 

10  02001 
1 5  39825 
2 2  99200 
33 47776 
47  67633 
66 572 01 91  33300 

123 3 3300 
164 17401 
215 71033 
280 07376 
359 70000 
457 35625 
576 17001 
719 65908 
891 76276 

1 096 87425 
1 339 87425 
1626 16576 
1961 71008 
2353 06401 
2807 41825 
3332 63700 
3937 29876 
4630 73833 
5423 09001 
6325 33200 
7349 332 00 
8507 89401 
9814 80633 

1 1284 89076 
1 2934 05300 14779 33425 
16838 96401 
19132 41408 
2 1680 45376 
2 4505 20625 
27630 2 0625 

Table 23.4 

6 
1 

65 
794 

4890 
20515 
67171 

1 84820 
4 46964 
9 78405 

19  78405 
37  49966 
67 35950 

115  62759 
190 92295 
304 82920 
472 60136 
713  97705 

1054 09929 
1524 55810 
2164 55810 
3022 2 1931 
4156 01835 
5636 37724 
7547 40700 
9 988 81325 

1 3077 97101 
1 6952 17590 
21771 07894 
27719 31215 
35009 31215 
43884 34896 
54621 76720 
67536 44689 
82984 491 05 

1 01367 14730 
1 23134 97066 
1 48792 2 3475 
1 78901 59859 
2 14089 03620 
2 5 5049 03620 
3 02550 07861 
3 57440 39605 4 20654 02654 4 93217 16510 
5 76254 82135 
6 70997 79031 7 78789 94360 
9 01095 84824 

10 39508 72025 
11  95758 72025 

From H. T.  Davis, Tables of the higher mathematical functions, vol. II .  Principia Press, Bloomington, 
Ind., 1985 (with permission) . 
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814 BERNOULLI AND EULER POLYNOMIALS, RIEMANN ZETA FUNCTION 

Table 23.4 SUMS OF POSITIVE POWERS :E kn k=l 

m\n 1 2 3 4 5 6 

51 1326 45526 17 58276 724 31866 31080 45876 13  71721 59826 
52 1378 48230 18 98884 797 43482 34882 49908 15 69427 69490 
53 1431 51039 20 47761 876 33963 39064 45401 17 91071 30619 
54 1485 53955 22 05225 961 37019 43656 10425 20  39020 41915 
55 1540 56980 23 71600 1052 87644 48688 94800 23 15826 82540 

56 1596 60116 25 47216 1151 22140 54196 26576 26  24236 61996 
57 1653 63365 27 32409 1256 78141 60213 18633 29 67201 09245 
58 1711 66729 29 27521 1369 94637 66776 75401 33 47888 01789 
59 1770 70210 31 32900 1491 11998 73925 99700 37 69693 35430 
60 1830 73810 33 48900  1620 71998 81701 99700 42 36253 35430 

61 1891 77531 35 75881 1759 17839 90147 96001 47 51457 09791 
62 1953 81375 38 14209 1906 94175 99309 2 8833 53 19459 45375 
63 2016 85344 40 64256 2064 47136 1 09233 65376 59 44694 47584 
64 2080 89440 43 26400 2232 24352 1 19971 07200 66 31889 24320 
65 2145 93665 46 01025 2410 74977 1 31573 97825 73 86078 14945 

66 2211 98021 48 8852 1 2600 4971 3 1 44097 30401 82 12617 64961 
67 2278 1 02510 51  89284 2802 00834 1 57598 55508 91 17201 47130 
68 2346 1 07134 55 03716 3015 82210 1 72137 89076 1 01 05876 29754 
69 2 415 1 11895 58 32225 3242 49331 1 87778 20425 111 85057 92835 
70 2485 1 16795 61 75225 3482 59331 2 04585 20425 123 61547 92835 

71 2556 1 21836 65 33136 3736 71012 2 22627 49776 1 36 42550 76756 
72 2628 1 27020 69 06384 4005 44868 2 41976 67408 150 35691 46260 
73 2701 1 32349 72 95401 4289 43109 2 62707 39001 165 49033 72549 
74 2775 1 37825 77 00625 4589 29685 2 84897 45625 181 91098 62725 
75 2850 1 43450 81 22500 4905 70310 3 08627 92500 199 70883 78350 

76 2926 1 49226 85 61476 5239 32486 3 33983 17876 218 97883 06926 
77 3003 1 55155 9 0  18009 5590 85527 3 61051 02033 239 82106 87015 
78 3081 1 61239 94 92561 5961 00583 3 89922 76401 262 34102 87719 
79 3160 1 67480 99 85600 6350 50664 4 20693 32800 286 64977 43240 
80 3240 1 73880 104 97600 6760 1 0664 4 53461 32800 312 86417 43240 

81 3321 1 80441 110 29041 7190 57385 4 88329 17201 341 10712 79721 
82 3403 1 87165 115 80409 7642 69561 5 25403 15633 371 50779 51145 
83 3486 1 94054 121 52196 8117 27882 5 64793 56276 404 20183 24514 
84 3570 2 01110 127 44900  8615 15018 6 06614 75700 439 33163 56130 
85 3655 2 08335 133 59025 9137 15643 6 50985 28825 477 04658 71755 

86 3741 2 15731 139 95081 9684 1 6459 6 98027 99001 517 50331 06891 
87 3828 2 23300 146 53584 10257 06220 7 47870 08208 560 86593 07900 
88 3916 2 31 044 153 35056 10856 75756 8 00643 27376 607 30633 94684 
89 4005 2 38965 160 40025 11484 17997 8 56483 86825 657 00446 85645 
90 4095 2 47065 167 69025 12140 27997 9 15532 86825 710 14856 85645 

91 4186 2 55346 175 22596 12826 02958 9 77936 08276 766 93549 37686 
92 4278 2 63810 183 01284 13542 42254 10 43844 23508 827 57099 39030 
93 4371 2 72459 191 05641 14290 47455 11  13413 07201 892 27001 22479 
94 4465 2 81295 199 36225 15071 22351 11 86803 47425 961 25699 03535 
95 4560 2 90320 207 93600 15885 72976 12 64181 56800 1034 76617 94160 

96 4656 2 99536 216  78336 1 6735 07632 13 45718 83776 1113 04195 83856 
97 4753 3 08945 225 91009 17620 36913 14 31592 24033 1196 33915 88785 
98 4851 3 18549 235 32201 18542 73729 15  21984 3200 1 1284 9 2339 69649 
99 4950 3 28350 245 02500 19503 33330 16 17083 32500 1379 07141 19050 

100 5050 3 38350 255 02500 20503 33330 17 17083 32500 1479 07141 19050 



BERNOULLI AND EULER POLYNOMIALS, RIEMANN ZETA FUNCTION 815 
m 

SUMS OF POSITIVE POWERS L; kn Table 23.4 k�l 

m\n 7 8 9 
1 1 1 1 
2 129 257 513 
3 2316 6818 20196 
4 18700 72354 2 82340 
5 96825 4 62979 22  35465 

6 3 76761 21 42595 123 13161 
7 12 00304 79 07396 526 66768 
8 32 97456 246 84612 1868 84496 
9 80 80425 677 31333 5743 04985 

1 0  180 80425 1677 31333 15743 04985 

11  375  67596 3820 90214 39322 52676 
1 2  7 3 3  99404 8120 71910 90920 33028 
13  1361 47921 1 6278 02631 1 96965 32401 
14 2415 61425 31035 91687 4 03575 79185 
15 4124 20800 56664 82312 7 88009 38560 

16 6808 56256 99614 49608 14 75204 15296 
17 10911 94929 1 69372 07049 26 61 082 91793 
18 17034 14961 2 79571 67625 46 44675 82161 
19 25972 86700 4 49407 30666 78 71552 79940 
2 0  38772 86700 7 05407 30666 129 91552 79940 

21 56783 75241 10 83635 90027 209 34353 26521 
22 81727 33129 16 32394 63563 330 07045 44313 
23 1 15775 58576 24 15504 48844 510 18572 05776 
24 1 61640 30000 35 16257 63020 774 36647 46000 
25 2 22675 45625 50 42136 53645 1155 83620 11625 

26  3 02993 55801 71 30407 18221 1 698 78656 90601 
27 4 07597 09004 99 54702 54702 2461 34631 75588 
28 5 42526 37516 137 32722 53038 3519 19191 28996 
29 7 15025 13825 187 35186 65999 4969 90651 04865 
30 9 33725 13825 252 96186 65999 6938 20651 04865 

31 12 08851 27936 338 25097 03440 9582 16872 65536 
32 15 52448 66304 448 20213 31216 13100 60593 54368 
33 19 78633 09281 588 84299 49457 17741 75437 56321 
34 25 03866 59425 767 42238 54353 23813 45365 22785 
35 31 47259 56300 992 60992 44978 31695 01751 94660 

36 39 30901 20396 1274 72091 52434 41851 01318 63076 
37 48 80219 97529 1625 96886 06355 54847 18716 58153 
38 60 24375 80121 2060 74807 44851 71368 79729 21001 
39 73 96685 86800 2595 94900 05332 92241 63340 79760 
40 90 35085 86800 3251 30900 05332 1 18456 03340 79760 

41 109 82628 60681 4049 80152 34453 1 51194 22 684 73721 
42 132 88021 93929 5018 06672 30869 1 91861 36523 23193 
43 160 06208 05036 6186 88675 08470 2 42120 62642 60036 
44 191 98986 14700 7591 70911 33686 3 03932 81037 69540 
45 229 35680 67825 9273 22165 24311 3 79600 87463 47665 

46 272 93857 25041 11277 98287 56247 4 71819 89090 16721 
47 323 60088 45504 13659 11154 18008 5 83732 93821 19488 
48 382 30771 87776 16477 03958 47064 7 18993 48427 14176 
49 450 13002 60625 19800 33264 16665 8 81834 84406 24625 
50 528 25502 60625 23706 58264 1 6665 10 77147 34406 24625 
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m 
Table 23.4 SUM S OF POSITIVE POWERS L; kn 

k = l  

m\n 7 8 9 
51 617 99609 38476 28283 37709 87066 13 10563 86137 15076 
52 720 80326 41004 33629 34995 18522 15 88554 44973 50788 
53 838 27437 80841 39855 31899 29883 19 18530 80891 52921 
54 972 1 6689 90825 47085 51512 69019 23 08961 40014 66265 
55 1124 41042 25200 55458 90891 59644 27 69498 05854 50640 

56 1297 11990 74736 65130 64007 33660 33 11115 00335 95536 
57 1492 60965 67929 76273 55578 45661 39 46261 19889 79593 
58 1713 40807 35481 89079 86395 63677 46 89027 07286 24521 
59 1962 27322 20300 1 03762 90771 67998 55 55326 65472 79460 
60 2242 2 0922 20300 1 20559 06771 67998 65 63096 25472 79460 

61 2556 48350 56321 1 39729 79901 65279 77 3251 0 86401 1360 1 
62 2908 64496 62529 1 61563 80957 50175 90  86219 51863 77153 
63 3302 54303 01696 1 86379 38760 17696 1 06 49600 93432 30976 
64 3742 34768 12800 2 14526 88527 28352 124 51040 78527 12960 
65 4232 57047 03425 2 4639 1 36656 18977 145 22232 06906 03585 

66 4778 08654 04481 2 82395 42718 88673 168 98500 07044 03521 
67 5384 15770 09804 3 23002 19494 45314 196 19153 51006 98468 
68 6056 45658 28236 3 68718 51890 98690 227 27863 53971 28036 
69 6801 09190 80825 4 20098 35635 27331 262 73072 32327 04265 
70 7624 63490 80825 4 77746 36635 27331 303 08433 02327 04265 

71  8534 14692 39216 5 42321 71947 73092 348 93283 09511 53296 
72 9537 20822 43504 6 14542 13310 81828 400 93152 87653 82288 
73 10641 94807 62601 6 95188 14229 75909 459 80311 54736 50201 
74 11857 07610 35625 7 85107 61631 79685 526 34352 62487 29625 
75 13191 91497 07500 8 85220 53135 70310 601 42821 25280 26500 

76 14656 43442 79276 9 96524 01010 25286 686 01885 63746 04676 
77 1 6261 28675 46129 1 1  20097 63925 72967 781 17055 08237 76113 
78 18017 84364 01041 12 57109 07632 56103 888 03947 17370 60721 
79 19938 23453 87200 14 08819 95731 62664 1007 89106 77196 79040 
80 22035 38653 87200 15  76592 11731 62664 1142 1 0879 57196 79040 

81 24323 06578 42161 17  61894 13620 14505 1292 2 0343 1 0166 78161 
82 26815 92048 98929 19 66308 22206 69481 1459 82298 14263 86193 
83 29529 52558 88556 21 91537 44528 08522 1646 76323 66939 26596 
84 32480 42905 44300 24 39413 33638 91018 1 854 97898 52248 56260 
85 35686 19993 72425 27 11903 86142 81643 2 086 59593 15080 59385 

86 39165 47815 94121 3 0  11121 78853 47499 2343 92334 88197 23001 
87 42938 02610 81904 33 39333 46007 84620 2629 46750 30627 52528 
88 47024 78207 18896 36 98967 98488 39916 2945 94588 48916 18576 
89 51447 91556 14425 40 92626 86545 41997 3296 30228 85991 03785 
90 56230 88456 14425 45 23094 07545 41997 3683 72277 75991 03785 

91 61398 49475 50156 49 93346 60306 93518 4 1 11 65257 77288 92196 
92 66976 96076 73804 55 06565 47620 69134 4583 81394 10154 48868 
93 72993 96947 34561 60 66147 28587 19535 5104 22502 40039 36161 
94 79478 74541 53825 66 75716 22441 30351 5677 21982 62325 52865 
95 86462 11837 63200 73 39136 65570 20976 6307 46923 59571 62240 

96 93976 59315 74016 80  60526 2 3468 59312 7000 00323 17816 42496 
97 1 02056 42160 52129 88 44269 59412 36273 7760 23429 04362 07713 
98 1 10737 67693 76801 96 95032 61670 54129 8593 98205 25663 57601 
99 1 20058 33041 67500 106 17777 31113 33330 9507 49930 00499 98500 

100 1 30058 33041 67500 116  17777 31113 33330 10507 49930 00499 98500 
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SUM S  OF POSITIVE POWERS £:, kn Table 23.4 
k = l  

m\n 1 10 m\n 10 
1 1 51 613 38941 75112 62626 
2 1 025 52 757 94452 34603 19650 
3 60074 53 932 83199 38258 32699 
4 11 08650 54 1143 66451 30907 53275 
5 1 08 74275 55 1396 95967 52098 93900 

6 713 40451 56 1700 26516 43060 08076 
7 3538 15700 57 2062 29849 57628 99325 
8 14275 57524 58 2493 10270 26623 05149 
9 49143 41925 59 3004 21945 59629 46550 

10 1 49143 41925 60 3608 88121 59629 46550 

11 4 08517 66526 61 4322 22412 76258 29151 
12 1 0  27691 30750 62 5161 52 349 34941 69375 
13 24 06276 22599 63 6146 45378 53759 60224 
14 52 98822 77575 64 7299 37528 99828 07200 
15 110  65326 68200 65 8645 64962 44456 97825 

16 220 60442 95976 66 10213 98650 53564 93601 
17  422  20381 96425 67 12036 82430 99082 55050 
18 779 25054 23049 68 14150 74713 00654 65674 
19 1392 35716 80850 69 16596 94119 07202 25475 
20  2416  35716 80850 70 19421 69368 07202 25475 

21 4084 34526 59051 71 22676 93723 17301 06676 
22 6740 33754 50475 72 26420 84347 43545 94100 
23 10882 98866 64124 73 30718 46930 40581 51749 
24 17223 32676 29500 74 35642 45970 14140 29125 
25 26760 06992 70125 75 41273 81117 23612 94750 

26 40876 77949 2 3501 76 47702 70010 47012 36126 
27 61465 89270 18150 77 55029 38057 72874 36775 
28 91 085 56937 13574 78 63365 15640 85236 36199 
29 1 33156 29270 13775 79 72833 43249 1 1504 83400 
30 1 92205 29270 13775 80 83570 85073 11504 83400 

31 2 74168 12139 94576 81 95728 51619 02074 12201 
32 3 86758 11208 37200 82 1 09473 31932 38034 70825 
33 5 39916 01 061 0 1649 83 1 24989 36051 10093 24274 
34 7 46353 78601 61425 84 1 42479 48338 76074 16050 
35 10 22208 52136 77050 85 1 62166 92382 16796 81675 

36 13 87824 36537 40026 86 1 84297 08171 04827 52651 
37 18 68682 80261 57875 87 2 09139 42312 96263 21500 
:38 24 96503 98741 46099 88 2 36989 52073 05665 33724 
39 33 1 0544 59593 37700 89 2 68171 24066 05327 17325 
40 43 59120 59�93 37700 90 3 03039 08467 05327 17325 

41 57 01386 52694 90101 91 3 41980 69648 23434 62726 
42 74 09406 33911  67925 92 3 85419 54190 47066 76550 
43 95 70554 57044 52174 93 4 33817 77262 26359 94799 
44 122 90290 66428 70350 94 4 87679 28403 21259 64975 
45 156 95353 55588 85975 95 5 47552 97795 59638 55600 

46 199 37428 30416 62551 96 6 14036 24155 51139 60176 
47 251 97341 52774 92600 97 6 87778 65424 46067 86225 
48 316 89847 73860 37624 98 7 69485 93493 33614 75249 
49 396 69074 36836 49625 99 8 59924 14243 42419 24250 so 494 34699 36836 49625 100 9 59924 14243 42419 24250 
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Table 23.5 xnjn! 

n\x 2 3 4 5 

1 � 0 2. 0000 00000 0 3. 0000 00000 0) 4. 0000 00000 � 0� 5. 0000 00000 
2 0 2. 0000 00000 0 4. 5000 00000 0) 8.  0000 00000 1 1. 2500 00000 
3 � - � 

1. 3333 33333 0 4. 5000 00000 1� 1. 0666 66667 � 1 � 2. 0833 33333 
4 6. 6666 66667 0 3. 3750 00000 1 1. 0666 6666 7 1 2. 6041 66667 
5 - 1 2. 6666 66667 0 2. 0250 00000 0 8. 5333 33333 1 2. 6041 66667 

6 - 2 � 8. 8888 88889 0 1. 0125 00000 0 5. 6888 88889 � 1 2. 1 701 38889 
7 - 2 2. 5396 82540 - 1 4. 3392 85714 0 3. 2507 93651 1 1. 5500 99206 
8 - 3� 6. 3492 06349 - 1 1. 6272 32143 0 1. 6253 96825 0 9. 6881 2 0040 
9 - 3 1. 4109 34744 - 2 5. 4241 07143 - 1 7. 2239 85891 � 0 5. 3822 88911 

10 - 4 2. 8218 69489 - 2 1. 6272 32143 - 1 2. 8895 94356 0 2. 6911 44455 

11 � - 5) 5. 1306 71797 � - 3� 4. 4379 05844 � - 1 1. 0507 61584 0� 1. 2232 47480 
l 2  - 6) 8. 5511 19662 - 3 1. 1 094 76461 - 2 3. 5025 38614 - 1 5. 0968 64499 
13 � - 6� 1. 3155 56871 � - 4� 2. 5603 30295 � - 2 1. 0777 04189 - 1 � 1. 9603 32500 
14 - 7 1. 8793 66959 - 5 5. 4864 22060 - 3 3. 0791 54825 - 2 7. 0011  87499 
15 - 8 2. 5058 22612 - 5 1. 0972 84412 ( - 4 8. 2110 79534 - 2 2. 3337 29166 

16 r 9 3. 1322 78265 - 6 2. 0574 08273 - 4� 2. 0527 69883 - 3 7. 2929 03644 
17  -10 3. 6850 33252 - 7 3. 6307 20481 - 5 4. 8300 46785 - 3 2. 1449 71660 
18  -11 4. 0944 81392 - 8 6. 0512 00802 - 5� 1. 0733 43730 - 4 5. 9582 54611 
19 -12 4. 3099 80412 - 9 9. 5545 27581 - 6 2. 2596 71010 - 4 1. 5679 61740 
20 ( -13 4. 3099 80412 - 9 1. 4331 79137 - 7 4. 5193 42021 - 5 3. 9199 04350 

21 � -14) 4. 1047 43250 -10� 2. 0473 98767 - 8� 8. 6082 70516 ( - 6 9. 3331 05594 
22 -15r· 7315 84772 -11 2. 7919 0741 0 - 8 1. 5651 40094 r 6 2. 1211 60362 
23 � -16 3. 2448 56324 -12� 3. 6416 18361 - 9� 2. 7219 82772 - 7 4. 611 2  18179 
24 -17 2. 7040 46937 -13 4. 5520 22951 -10 4. 5366 37953 - 8 9. 6067 04540 
25 -18 2. 1632 37549 -14 5. 4624 27542 -11) 7. 2586 20725 - 8 1. 9213 40908 

26 ( -19! 1. 6640 28884 -15) 6. 3028 01010 � -11) 1. 1167 10881 � - 9 3. 6948 86361 
27 � -20 1. 2326 13988 -16 7. 0031 12233 -12r- 6543 86490 -10 6. 8423 82151 
28 -22 8. 8043 85630 -17 7. 5033 34535 -13 2. 3634 09271 -10 1. 2218 53955 
29 -23 6. 0719 90090  -18 7. 7620 70209 -14 3. 2598 74857 -11 2. 1 066 44751 
30 ( -24) 4. 0479 93393 -19 7. 7620 70209 ( -15 4. 3464 99809 ( -12 3. 5110  74585 

31 -25 2. 6116 08641 -20 7. 5116 80847 -16) 5. 6083 86851 -13 5. 6630 2 3524 
32 -26 1. 6322 55400 -21 7. 0422 00794 -17r. 0104 83563 -14 8. 8484 74256 
33 -28 9. 8924 56972 -22 6. 4020 00722 -18 8. 4975 55835 -14 1. 3406 77918 
34 -29 5. 8190 92337 -23 5. 6488 24167 -19 9. 9971 24511 -15 1.  9715 85173 
35 -30 3. 3251 95621 -24 4. 8418 49286 -19 1. 1425 28516 -16 2. 8165 50247 

36 ( -31 1. 8473 30901 r25 4. 0348 74405 � -20) 1. 2694 76128 � -17) 3. 9118 75343 
37 � -33 9. 9855 72435 -26 3. 2715 19788 -21� 1. 3724 06625 -18! 5. 2863 18031 
38 -34 5. 2555 64440 -27 2 . 5827 78780 -22 1. 4446 38553 -19 6. 9556 81620 
39 -35 2. 6951 61251 -28 1. 986 7 52907 -23 1. 4816 8056 7 -20 8. 9175 40538 
40 -36 1. 3475 80626 ( -29 1. 4900 64681 ( -24) 1. 4816 80567 ( -2 0  1. 1146 92567 

41 -38) 6. 5735 64027 -30 1. 0902 91230 � -251 1. 4455 42017 -21 1. 3593 81180 
42 -39 3. 1302 68584 -32 7. 7877 94498 -26 1. 3767 06683 -22 1. 6183 1 0928 
43 -40 1. 4559 38876 -33 5. 4333 44998 -27 1. 2806 57379 -23 1.  8817 56893 
44 -42 6. 6179 03984 -34 3. 7045 53408 � -28 1. 1642 33981 -24 2. 1383 60106 
45 -43 2. 9412 90659 -35 2. 4697 02272 -29 1. 0348 74650 -25 2. 3759 55673 

46 -44 1. 2788 22026 -36 1. 6106 75395 -31� 8. 9989 09998 -26 2. 5825 60514 
47 -46 5. 4417 95855 -37 1. 0280 90678 -32 7. 6586 46807 -27 2. 7474 04802 
48 -47 2. 2674 14939 -39 6. 4255 66735 -33 6. 3822 05673 -28 2. 8618 80003 
49 -49 9. 2547 54855 -40 3. 9340 20450 -34� 5. 2 099 63814 -29 2. 9202 85717 
50 -50 3. 7019 01942 -41 2. 3604 12270 -35 4. 1679 71052 -30 2. 9202 85717 

For x = 1, see Table 6.3. 
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n\x 6 
1 ( 0� 6. 0000 00000 
2 ( 1 1. 8000 0 0000 
3 � 1� 3. 6000 00000 
4 1 5. 400 0 00000 
5 ( 1 6. 4800 00000 

6 1 6. 4800 00000 
7 1 5. 5542 85714 
8 1 4. 1&57 14286 
9 1 2. 7771 42857 

10 1 1. 6662 85714 

11 ( 0 9, 0888 3 1169 
12 l 0 4. 5444 15584 
1 3  0 2. 0974 22577 
14 1 8, 9889 53903 
15 - 1 3. 5955 81561 

16 - 1 1. 3483 43085 
17  - 2 4. 7588 57949 
18 - 2 1 . 5862 85983 
19 - 3 5. 0093 24157 
20 - 3 1. 5027 97247 

21 - 4 4, 2937 06420 
22 - 4 1. 1710 1 0842 
23 - 5 3. 0548 10892 
24 - 6 7. 6370 27229 
25 - 6 1. 8328 86535 

26 � - 7 4. 2297 38158 
27 - 8 9. 3994 18128 
28 � - 8 2. 0141 61027 
29 - 9 4. 16 72 29712 
30  -10 8 .  3344 59424 

31 -10 1 .  6131 2 1179 
32 -11 3, 0246 02210 
33 -12 5, 4992 76746 
34 -13 9. 7046 06022 
35 -13 1 . 6636 46746 

36 -14 2 .  7727 445]8 
37 -15 4, 4963 42559 
38 -16 7. 0994 88251 
39 -16 1. 0922 2 8962 
40 -17 1. 6383 43442 

41 -18 2. 3975 75769 
42 -19 3. 4251 08242 
43 -20 4. 7792 2 0803 
44 -21 6. 5171 19277 
45 -22 8. 6894 92369 

46 -22 1 . 1334 12048 
47 -23 1. 4469 08998 
48 -24 1 .  8086 36247 
49 -25 2. 2146 56629 
50 -26 2. 6575 87955 

EULER POLYNOMIALS, RIEMANN ZETA FUNCTION 

7 
0) 7. 0000 00000 
1 ) 2. 4500 00000 
1� 5. 7166 6666 7 
2 1. 0004 1666 7 
2 1. 4005 83333 

2 1. 6340 13889 
2 1. 6340 1.3889 
2 1. 4297 62153 
2 1. 1120 37230 
1 7. 7842 60610 

1 ) 4. 9536 20388 

T. 8896 11893 
1 1. 5559 44865 
0 7. 7797 24327 
0 3. 6305 38019 

0 1. 5883 6038.3 
- 1 6. 5403 07461 
- 1 2. 5434 52902 
- 2 9. 3706 15953 
- 2 3. 2797 15584 

- 2 1. 0932 38528 
- 3 3. 4784 86225 
- 3 1. 0586 69721 
- 4 3. 0877 86685 
- 5 8. 6458 02719 

- 5 2. 3277 16117 
- 6 6. 0348 19562 
- 6 1. 5087 04890 
- 7 3. 6417 01460 

8 8. 4973 03406 

- 8 1. 9187 45930 
- 9 4. 1972 56723 
-10 8. 9032 71836 
-10 1. 8330 26554 
-11 3. 6660 53109 

-12 7. 1284 36600 
-12 1. 3486 23141 
-13 2. 4843 05785 
-14 4. 4590 10384 
-15 7. 8032 68172 

-15 1. 3322 65298 
-16 2. 2204 42163 
-17 3. 6146 73288 
-18 5. 7506 16595 
-19 8. 9454 03592 

-19 1. 3612 5 7068 
-20 2. 0274 04144 
-21 2, 9566 31044 
-22 4. 2237 58634 
-23 5. 9132 62088 

xnjn! 

8 
0� 8. 0000 00000 
1 3. 2000 00000 
1 8. 5333 33333 
2� 1. 7066 66667 
2 2. 7306 66667 

2 3. 6408 88889 
2 4, 1610 15873 
2 4. 1610 1587:3 
2 3. 6986 80776 
2 2. 9589 44621 

2 2. 1519 59724 
2 1. 4346 39816 
1 8. 8285 52715 
1 5. 0448 87266 
1 2. 6906 06542 

1 1. 3453 03271 
0 6, 3308 38922 
0 2. 8137 06187 
0 1. 1847 1 8395 

- 1 

- 1 
- 2 
- 2 
- 3 
- 3 

- 4 
- 4 
- 5 
- 5 
- 6 

- 6 
- 7 
- 8 
- 8 
- 9 

-10 
-10 
-11 
-12 
-12 

-13 
-14 
-14 
-15 
-16 ril 
-18 
-19 
-20 

4. 7388 73579 

1. 8052 8517'3 
6. 5646 73356 
2. 2833 64645 
7. 6112 15485 
2. 4355 88955 

7. 4941 19862 
2. 2204 79959 
6. 3442 28455 
1. 75 01  31987 
4. 6670 18633 

1. 2043 91905 
3. 0109 79763 
7, 2993 44881 
1. 7174 92913 
3. 9256 98087 

8. 7237 73527 
1. 8862 2 1303 
3. 9709 92217 
8. 1456 25061 
1. 6291 25012 

3. 1787 80512 
6. 0548 20022 
1. 1264 78144 
2. 0481 42079 
3. 6411 41474 

6. 3324 19956 
1. 0778 58716 
1. 7964 31193 
2. 9329 48887 
4. 6927 18219 

Table 23.5 

9 
0 � 9. 0000 00000 
1 4.  0500 00000 
2 ) 1 .  2150 00000 
2 � 2. 7337 50000 
2 4. 9207 50000 

2 7. 3811 25000 
2 9, 4900 17857 

· 3  1. 06 76 27009 
3 1. 06 76 27009 
2 9. 6086 43080 

2 7. 8616 17066 
2 5. 8962 12799 
2 4. 0819 93476 
2 2. 6241 38663 
2 1. 5744 83198 

1 8. 8564 67989 
1 4. 6887 18347 
1 2. 3443 59174 
1 1 . 1104 85924 
0 4. 9971 86659 

0 2. 1416 51425 
- 1 8. 7613 01286 
- 1 3. 4283 35286 
- 1 1. 2856 25732 
- 2 4. 6282 52636 

r ,  1. 6020 87451 
- 3 5. 3402 91503 
- 3 1. 7165 22269 
- 4 5. 3271 38076 

4 1. 5981 41423 

- 5 4. 6397 65421 
- 5 1. 3049 34025 
- 6 3. 5589 1 0976 
- 7 9. 4206 46701 
- 7 2. 4224 52009 

- 8 6. 0561 30022 
- 8 1. 4731 12708 
- 9 3. 4889 51151 
-10 8. 0514 25733 
-10 1. 8115 70790 

-11 3. 9766 18807 
-12 8. 5213 26015 
-12 1. 7835 33352 
-13 3. 6481 36402 
-14 7.  2962 72802 

-14 1. 4275 31635 
-15 2. 7335 71217 
-16 5. 1254 46032 
-17 9. 4140 84548 
-17 1. 6945 35219 
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Mathematical Properties 

In rnch sub-sec t ion of this chnptrr we use 
a fixed form a t  which rmphnsizrs t hr usr a n d  
mrt hods of rx t rndin� t h e  n<·contpn nying t n blrs .  
Thr form a t follows t h is form : 
I. Ddinitions 

A. Com binatorial 
B .  Generat in� funct ions 
C. Closed form 

11 .  Relations 
A. R(•currenccs 
B. Checks in computing 
C. Basic use in numerical an alysis 

III.  Asymptotic and Special Values 

In general t h e  n o t ations usrd are s tand ard . 
This includes t h e  diffrrence opera tor 6 defined on 
funct ions of :r by tlj(x) =J(x+ l ) -j(x) , tln+�f(:r) 
= Mtl"j(x) ) ,  t h e  Kronecker del t a  li ;h the Riemann 
zeta function t(8) and t he grea test common 
divisor symhol (m , n ) . The range of t he summands 
for a summat ion sign without l imits  is explained 
to t lH• right  of the formula .  

The notations which are not standard are those 
for the mult inomials which are arbitrary short
hand for use in this chapter, and those for the 
Stirling numbers which have never been stand
ardir.ed. A short t able of various notations for 
these n umbers follows : 

Notations for the Stirling Numbers 

Reference 

This chapter 
[24.2] Fort 

First Kind Second Kind 

[24.7] Jordan c•rn "· 
[24. 10] Moser and Wyman S': 

[24.9] :\Him�-Thomson 

[24.15] Riordan 

( n 1 ) B'"' 
m - 1 

n-rn 

s(n, m) 
[24 . 1 ]  Carlitz } 
[24.3] Gould 

( - 1 ) • - .. S, (n - l , n - m) 

Miksa 

(Unpublished 
tables) 

[24 . 1 7] Gupta 

S(n m + I , n) 

""' '"  �· 

* 

(�) B�::n:,' 
S(n, m) 

S2 (m, n - m) 

.. s,. 

u(n, m) 
We feel that a capital S is natural for Stirling 

numbers of the first kind ; it is infrequendy used 
for other notation in this context. But once it 
is used we have difficulty finding a suitable 
symbol for Stirling numbers of the second kind. 
The numbers are sufficiently important to warrant 

822 • S(•P pag� 11. 

n specia l and easily recogniznble sym hoi, and 
y<'t t h a t  symbol must h<' ensy to write .  \V!' have 
set t led on n s('J'i pt en pi tal fi5 without n ny certainty 
that  we have sett led t his quest ion permanently.  

W c frel t hat t he subscript-superscrip t  notation 
cmphasizcs t h c gencrnt ing func t ions (which are 
powcrs of mutuall�· inverse funct ions) from which 
most of the i mportan t relations flow. 

24.1.1 
24.1 .  Basic Numbers 
Binomial Coefficients 

I. Definitions 

A. (�) is t he number of ways of choosing m 

obje(' ts from n col lection of n d iRtinc t objects 
wit hout  l'(�ga rd to order. 

B. Generat ing functions 

n=O, 1 ,  . . .  

C .  Closed form 

(�) n! m) !=(n.:m) m ! (n 
n(n- 1) . . .  (n-m+ l) m! 
I I .  Relations 

A. Recurrences 

(n� l)=(�)+(m� l) 

B . 

=(:)+(�-=_11 )+ . . .  +C�m) 
Checks 

n ( r) (  .� ) e+s) �o m n- m = n. 

t (- 1 ) • -m ( r )=(r- 1 ) m =O m n 

en ) ( no) C' l  ) I d ) =.: • • •  \ll lO p m mo m 1  

n� m 

n � m � l  
n� m 

r+s� n 
r� n+ l  

11 a prime 
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where �0 ( - l)m (�)f(x-m) 

C. Numerical analysis 

t::."f(x) ="'f
0 

(- l) n-m (�)J(x+m) 

= ± (r) t::."Hf(x-r) 
k=O k 

=± C- 1) •-k (n-k- 1) t::.k f (x-s) 
k=O s-k 

III. Special Values 

(�)=(�)=1 
(2n)=2"(2n- 1) (2n - 3) . . .  3 · 1  

n n! 

24.1.2 Multinomial Coefficients 
I. Definitions 

A. (n; n1, n2, • • .  , nm) is the number of ways of putting n=n1 +nz+ . . . +nm different objects 
into m different boxes with nk in the k-th box, k= 1 ,  2, . . .  , m. 

(n; a1 ,  a2, • • •  , a,.) * is  the number of permutations of n=a1 +2a2 + . . .  +na,. symbols composed 
of ak cycles of length k for k = 1 ,  2 ,  . . .  , n. 

(n; a1 , a2 , • • •  , a,.) ' is the number of ways of partitioning a set of n=a1+2az+ . . .  + na,. dif
ferent objects into ak subsets containing k objects for k = 1 ,  2, . . .  , n. 

B. Generating functions 

C. Closed forms 

(n; n, , n2, . . .  , nm) =n!/n,!n2! . . .  nm! 

(n; al >  Uz, . . .  , a,.) *=n!/14ta1!242�! . . .  n4na,.! 

(n; a, , az, . . .  , a,.) ' =n!/(l !)alai ! (2!)aza2! . . .  (n!)4na,.! 

A. Recurrence 

B. Checks lm" all n; ;:;.: 1 ) 
* 2: (n; n" nz '  . . .  , nm) = m! 55�m> 

2: (n; ai , az , . . .  , a,.) *= (- 1)"-mS�m' 

2: (n; a1 , �, . . .  , a,.) ' =  ;o�m> 

II. Relations 

C. Numerical analysis (Faa di Bruno's formula) 

•see page 11. 

summed over a1+2a2+ . . .  +na,.=n 

and a,+a2 +  . . .  +a,.=m 

n1 +nz + ·  . . +nm= n  

a1 +2az + . . .  +na,.=n 

a1+2a2+ . . .  +na,.=n 
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P, 1 0 0 

p2 P, 2 

Pa p2 P, 

=�(-1)"-:Eat(n; a1 , � • . . .  , a,.)*Pf1P:2 . . .  P:n 

0 
n-1 

P,. P,._, Pn-2 P, 

summed over a1 +2a2+ . . .  +na,.=n; e.g. if Pk=�i-Jx1 for k=1 ,  2, . . .  , n then the determinant and 
sum equal n!�x1x2 . . .  x,., the latter sum denoting the n-th elementary symmetric function of x1 , x2, . . .  , x,. 
24.1.3 Stirling Numbers of the First Kind 

I. Definitions 

A. ( - 1)"-mS�m> is the number of permutations 
of n symbols which have exactly m cycles. 

B. Generating functions 
n 

x(x-1) . . .  (x-n+1)= � s�m>xm 
m=O 

/x /<1 

C. Closed form (see closed form for ;o�m>) 

s�m>=1!f <-1)k (n-1+kX 2n-m ) ;o�"::m+ k k=O n-m+k n-m-:k 
II. Relations 

A. Recurrences 

(m) S<m>= � (n) s< r> s<m- r> 
r " k=m-r k n-k k 

B. Checks 

n 
� (-1)"-mS�m>=n! 
maO 

n "" s<k+ llnk-m_s(m) ..:...... n+ !  - " k•m 

C. Numerical analysis 
dm ., s<m> _]_.. j(x)=m! L: -"-1 !l"f(x) 

IW'"" n-m n. 
if convergent. 

n>1 

III. Asymptotic& and Special Values 

S(m) (-1) " l
. n+m_ liD � - -2" ' m-+., m n. 
. 8��1 hm s<m>=-1 

n-+O> n " 

8�1>= (  -1) "-' (n-1) ! 

s�n-1)=-(�) 

for m=o(ln n) 

24.1.4 Stirling Numbers of the Second Kind 

I. Definitions 
A. ��m>is the number of ways of partitioning a 

set of n elements into m non-empty subsets. 
B. Generating functions 

n 
x"=� ��m>x(x-1) . . . (x-m+1) 

m-o 

\x \<m-1 
C. Closed form 
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A. Recurrences 

B. Checks 

" 

II. Relations 

C:: (r) C:: (m- r) "'"'n-k lfiilt 

L: (-1)"-mm! ��ml=1 
m•O 

n�m�r 

�·<m>==�(-1) t (
n- I+k

) (  
2n-m 

)
s<"J " � n-m+k n-m-k " m+k  

C. Numerical analysis 
"' Q;(m) Amj(z)=m! 2: -"'"'-"-j<"> (z) 

n-m n! if convergent 

III. Asyrnptotics and Special Values 

lim m-n ��m>=m!-1 
fi-"+ GII 

m2" ..::Z::(m) ....., _ lfii'K+m 2"n! 

24.2. Partitions 

for n=o(mt) 

24.2.1 Unrestricted Partitions 

·I. Definitions 

A. p(n) is the number of decompositions of n 
into integer summands without regard to order. 
E.g . ,  5=1 +4=2+3= 1+ 1 +3= 1+2+2= 1+ 1+  
1+2= 1 + 1+ 1 + 1+ 1  so that p(5)=7 . 

B.  Generating function 

C. Closed form 

.c:(n)=-1 i;{""kA,(n) d 
sinh{i�R} L.: 1r../2 k = t  dn fn_...!_ 'i 24 

where 

s(h, k) =�f ((�)) 
( (z) )=z- [x] -! if z is not an integer 

=0 if x is an integer 

II. Relations 

A. Recurrence 

p(n)= L; {-1)k- lp n--� ( 
3k2 ± k) 

3k'::l:k 2 1:$ -2- $n 

B. Check 

III. Asyrnptotics 

1 ,-M,.;n p(n)"" 4n{3
e 

p(0)=1 

24.2.2 Partitions Into Distinct Parts 

I. Definitions 

A. q(n) is the number of decompositions of n 
into distinct integer summands without regard to 
order. E.g. , 5= 1+4=2+3 so that q(5)=3. 

B. Generating function 
.. "' "' 

L; q(n)x"= II (l+z")= II (1-x2"- t) - t 
n=O n=l n=l 

C. Closed form 

1{ q (n) =�"f;t A2k-t (n) fnJo (2;�1/a�n+2�) 
where J0(x) is the Bessel function of order 0 and 
A2k-t (n) was defined in part I.C. of the previous 
subsection. 
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II. Relations 

A. Recurrences 

� (-1)�>q (n-3k2±k)=(-1)' if n=3r±r 
3kl±k 2 

o�-
2
- �n q(0)=1 

=0 otherwise 

q(n)=;tt { ul (k)-2u1 (�) } q (n-k) 
B. Check 

r-r L; (-1)"q(n- (3k2±k) )=1 if n=-2-o�ak•::l::k�n 

=0 otherwise . 
III. Asymptotics 

24.3. Number Theoretic Functions 

24.3.1 The Mobius Function 

I. Definitions 

A. �o�(n)=1 if n=1 
= ( -1 )�> if  n is the product of k distinct 

primes 
=0 if n is divisible by a square > 1. 

B. Generating functions .. 
L: �o�(n)n-•=1/r(s) 
n�1 

"' �o� (n)x" :E -- =x 
n-1 1-z" 

II. Relations 

A. Recurrence 
�o�(mn)=�o�(m)p.(n) if (m, n)=1 

B.  Check 
=0 if (m, n)>1 

C. Numerical analysis 
g(n) = � j(d:) for all n if and only if din' 

f(n) = � p.(d:)g(nfd) for all n 

g(n) =II f(d:) for all n if and only if 
d/n j(n) =II g(n/d)"<tl> for all n 

d/n 

g(x) = f j(x/n) for all x>O if and only if 
n-1 

[z] j(x)=:E p.(n)g(x/n) for all x>O 
n-1 

.. 
g(x) = :E f(nx) for all x >O if and only if 

n=1 .. 
j(x)= :E �o�(n)g(nx) for all x>O 

n=1 .. .. .. 
and if :E :E IJ(mnx) I= :E u0(n) IJ(nx) I converges. 

m-1 n=1 n=1 

The cyclotomic polynomial of order n is 
II (zil- 1)�"<"1a1 
din 

III. Asymptotics 

£ �o�(n)=O 
n = l  n 

£ �o�(n) lnn=-1 
n=1 n 

:E �o�(n) =O(ze-cv'iili) 
n�z 

24.3.2 The Euler Totient Function 

I. Definitions 

A. cp(n) is the number of integers not exceeding 
and relatively prime to n. 

B. Generating functions 

ob "" cp(n)z" _ X ::;. z-- ,11., � 1-x" - (1-x)2 !Vv� lxl<1 

C. Closed form 

cp(n)=nii (1-!) 
p/n p 

over distinct primes p dividing n. 
II. Relations 

A. Recurrence 

B. Checks 

cp(mn) =cp(m)cp(n) 

� cp(d:)=n d!ii' 

cp(n)=� 1-1 (�) d 
a<�><n> = 1 (mod n) 

III. Asymptotics 

I 

(m , n)= 1  

(a, n)= 1  
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24.3.3 Divisor Functions 
I. Definitions 

A. uk(n) is the sum of the k-th powers of the 
divisors of n. Often u0(n) is denoted by d(n): and 
u1(n) by u(n). 

B.  Generating functions 

± uk(n)n-•= .\(s) .\(s-k) f!lts>k+ 1 
n•l 

"' "' nkxn � uk (n)x"=� l �xn \x\< 1  

C .  Closed form 
1 p�<a1+Il _ l u.t(n) ="5: dk= ll .t 1 � ;�t Pt -

n. Relations 

A. Recurrences 

u.�;(mn)= u.�;(m)u.�;(n) (m, n) = 1 
u.t(np) = u.�;(n)u.�;(p) -pku.�;(n/p) 

III. Asymptotics 
1 n 

- L: u0(m) =ln n+2-y- l + O(n-i) n m-1 

p prime 

('Y=Euler's constant) 

24.3.4 Primitiv� Roots 

I. Definitions 

The integ�rs not exceeding and relatively prime 
to a fixed integer n form a group ; the group is 
cyclic if and only if n=2, 4 or n is of the form pk or 
2p" where p is an odd prime. Then g is a primitive 
root of n if it generates that group ; i .e . ,  if g, g2, • • •  , 
g"'<"J are distinct modulo n. There are r,o(r,o(n)) 
primitive roots of n. 

II .  Relations 

A. Recurrences . If g is a primitive root of a 
prime p and gP-1 ;;& 1 (mod p2) then g is a primitive 
root of p" for all k. If gP-1 = 1 (mod p2) then g+p 
is a primitive root of p" for all k. 

If g is a primitive root of pk then either g or 
g+p\ whichever is odd, is a primitive root of 2pk. 

B. Checks. If g is a primitive root of n then gk 
is a primitive root of n if and only if (k, r,o(n) ) = 1 ,  
and each primitive root of  n is of this form. 
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Table 24.1 

n\m 0 1 2 
1 1 f I 2 1 1 -
3 1 

' 4 1 4 
5 1 5 

6 1 6 0 
7 1 (j) @ 8 1 8 
9 1 9 36 

10 1 1 0  45 

11 1 11  55  
12  1 1 2  

� ·  13 1 13 
14 1 14 . 
1 5  1 1 5  105 

16 1 1 6  120  
17 1 17  136  
18 1 1 8  153 
19 1 19 171 
20  1 20  1 90 

2 1  1 21 210 
22 1 22  231 
23 1 23 253 
24 1 24 276 
25 1 25 3 0 0  ' 

26  1 2 6  325 
2 7  1 2 7  351 
28 1 28 378 
29 1 29 406 
30 1 3 0  435 

31 1 31 465 
32 1 32 496 
33 1 33 528 
34 1 34 561 
35  1 35 595 

36 1 36 630 
37 1 37  666 
38 1 3B 703 
39 1 39 741 
40 1 40 780 

41 1 41 820 
42 1 42 861 
43 1 43 9 03 
44 1 44 946 
45 1 45 990 

46 1 46 1035 
47 1 47 1 081 
48 1 4 8  1128 
49 1 49 1176 
50 1 50 1225 

COMBINATORIAL ANALYSIS 

BINOMIAL COEFFICIENTS (,::,) 
3 4 5 6 

1,., '-'\ �� � 
1 
4 ...... l 

� 5· 1 

tg) 15 - 6 1 

j 21• 7 

1i 
56·- 28 

� 
84 

21<l -

165 

� � • 220 
286 1287 
364 1001  2 002  3 0 03 
455 1365 � 5005 

560 1820 4368 BOOB 
680 2380 6188 1-Psr 
� 

3060 8568 ((! 5M') 
3876 11628 2"7T3T . 
4845 15504 38760 1 

1330 5985 20349 54264 
1540 7315 26334 74613 

' 1 771 8B5'5 33649 1 00947 
2 024 1 0626 42504 1 34596 
2300 f12650· 53130  1 77100 

2600 14951} 65780 2 30230 
2925 1 7550 80730 2 96010 
3276 20475 98280 3 76740 
3654 23751 1 18755 4 75020 
4060 27405 1 42506 5 93775 

4495 31465 1 69911 7 36281 
4960 35960 2 01376 9 06192 
5456 40920 2 37336 11  07568 
5984 46376 2 78256 13  44904 
6545 52360 3 24632 16 23160 

7140 58905 3 76992 19  47792 
7770 66045 4 35897 23 24784 
8436 13815 5 01942 27 60681 
9139 82251 5 75757 32 62623 
9880 91390 6 58008 3 8  38380 

1 0660 1 01270 7 49398 44 96388 
11480 1119.30 8 50668 52 45786 
12341 123410 9 62598 60 96454 
13244 135751 10 86008 70 59052 
14190 148995 12 21759 81 45060 

15180 163185 13 70754 93  66819 
16215 178365 15 33939 107 37573 
17296 194580  1 7  12304 122 71512 
1 8424 211876 19 06884 139 83816 
1 9600 230300 21 1 8760 158 90700 

7 8 
l 0 l 't  

1 
8 1 

3 6  9 
120  45  

330  165 
792- 495 

dillJ 1287  . 3003---
6435 64�5 

1 1440 �� 1 9448 
3 1 824 43758 
50388 75582 
77520 1 25970 �6ia�:) 2 o349o 

0544 3 19770 
2 45157 4 90314 
3 46104 7 35471 
4 80700 10 B1 575 

6 57800 15 62275 
8 88030 22 20075 

11  84040 31 081 05 
15 60780 42 92145 
20  35800 58 52925 

26 29575 7 8  B8725 
33 65B56 105 183 00 
42 7204B 138 84156 
53 79616 1 81 56204 
67 24520 235 35820 

B3 47680 302 60340 
1 02 95472 3B6 08020 
1 2 6  20256 489 03492 
153 80937 615 23748 
186 43560 769 04685 

224 81940 955 48245 
269 7 8328 1180 30185 
322 241 14 1450 08513 
383 20568 1772 32627 
453 79620 2155 53195 

535 24680 2609 32815 
628 91499 3144 57495 
736 29072 3773 48994 
859 00584 4509 78066 
998 84400 5368 78650 

From Royal Society Mathematical Tables, vol. 3, Table of binomial coefficients. Cambridge Univ. 
Press, Cambridge, England, 1954 (with permission). 
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BINOMIAL COEFFICIENTS (�) Table 24.1 

n\m 9 10 11 12  13 

\J, 
tit 

9 1 
1 0  1 0  1 

1 1  55 11 1 
12  220 66 12 1 
13 715 286 78 .... 13 1 
14 2002 1 001 364 91 14 
1 5  5005 3 003 1365 455 105 

1 6  11440' ,; . 8608 4368 1820 560 
17 24310 19448 12376 6188 2380 
18 486ZO 43758- 31824 18564 8568 
19  92378 92378 75582 50388 27132 
2 0  1 61960 1 84756 1 (jn6o - 1 25970 77520 

21 2 93930 3 52716 3 5271 6 2 93930 2 03490 
22 4 97420 6 46646 7 05432 6 46646 - 4 97420 
23 8 1 7190 11  44066 13 52078 13 52Q78 11  44066 
24 13  07504 19 61256 24 96144 27 04156 24 96144 -
25 20 42975 32 68760 ' 44 57400 52 00300 52 00300 

26 31 24550 53 11735 77 26160 96 57700 1 04 00600 
2 7  46  86825 84 36285 130 37895 173 83860 200 ' 58300 
28 69 06900 131 231 1 0  214 74180 304 21 755 374 42160 
29 100 15005 200 3001 0 345 97290 518 95935 678 63915 
3 0  143  07150 300 45015 546 27300 864 93225 1197 59850 

31 201 60075 443 52165 846 72315  1411 20525 2062 53075 
32 280 48800 645 12240 1 290 24480 2257 92840 3473 73600 
33 385 671 00 925 61040 1 935 36720 3548 1 7320 5731 66440 
34 524 51256 1311 28140 2860 97760 5483 54040 9279 83760 
35  706  07460 1835 79396 4172 25900 8344 51800 14763 37800 

36 941 43280 2541 86856 6008 05296 12516 77700 23107 89600 
37  1244 03620 3483 30136 8549 92152 18524 82996 35624 67300 
38 1630 11640 4727 33756 12033 22288 27074 75148 54149 50296 
39 2119 15132 6357 45396 16760 56044 39107 97436 81224 25444 
40 2734 38880 8476 60528 23118  01440 55868 53480 1 20332 22880 

41 3503 43565 11210 99408 31594 61968 78986 54920 1 76200 76360 
42 4458 91810 14714 42973 42805 61376 1 1 0581 16888 2 55187 31280 
43 5639 21995 191 73 34783 57520 04349 1 53386 78264 3 65768 48168 
44 7089 30508 24812 56778 76693 39132 2 10906 82613 5 19155 26432 
45 8861 63135 31901 87286 1 01 505 95910 2 87600 21745 7 30062 09045 

46 11017 16330 40763 50421 1 33407 83196 3 89106 1 7655 10 17662 30790 
47 13626 49145 51780 66751 1 74171 33617 5 22514 00851 14 06768 48445 
48 16771 06640 65407 1 5896 2 25952 00368 6 96685 34468 19 29282 49296 
49 20544 55634 821 78 22536 2 91359 16264 9 22637 34836 26 25967 83764 
50 25054 33700 1 02722 78170 3 7353 7 38800 12  13996 51100 35 48605 18600 
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Table 24.1 

n\m 14 
14 1 
15  15 

16 120 
17 680 
18 :3060 
19 11628 
20 38760 

21 1 16280 
22 3 19770 
23 8 17190 
24 19 61256 
25 44 57400 

26 96 57700 -
27 200 58300 
28 401 16600 
29 775 58760 
30 1454 22675 

31 2651 82525 
32 4714 35600 
33 8188 09200 
34 13919 75640 
35 23199 59400 

36 37962 97200 
37 61070 86800 
38 96695 54100 
39 1 50845 04396 
40 2 32069 29840 

41 3 52401 52720 
42 5 28602 29080 
43 7 83789 60360 
44 11 49558 08528 
45 16 68713 34960 

46 23 98775 44005 
47 34 16437 74795 
48 48 23206 23240 
49 6 7 52488 72536 
50 93 78456 56300 

n\m 20 
20 1 

21 21 
22 231 
23 1 771 
24 1 0626 
25 53130 

26 2 30230 
27 8 88030 
28 31 08105 
29 100 15005 
30 300 45015 

31 846 72315  
32 2257 92840 
33 5731 66440 
34 13919 75640 
35 32479 43160 

36 73078 72110 
37 1 59053 68710 
38 3 35780 00610-
39 6 89232 64410 
40 13 78465 28820 

41 26 91289 37220 
42 51 37916 07420 
43 96 05669 18220 
44 176 10393 50070 
45 316 98708 30126 

46 560 82330 07146 
47 976 24 796 79106 
48 1 673 56794 49896 
49 2827  75273 46376 'so 4 712  92122 43960 

COMBINATORIAL ANALYSIS 

BINOMIAL COEFFICIENTS (�) 
15 16 17 

16 1 
136 1 7  1 
816 153 18  

3876 969 171 
15504 4845 1 140 

54264 20349 5985 
1 70544 74613 26334 
4 90314 2 45157 1 00947 

13  07504 7 35471 3 46104 
32 68760 20 42975 10 815-75 

77 26160 53 11735 31 24550 
1 73 83860 130 37895 84 36285 
374 42160- 304 21755 214 74:1.80 
775 58760 678 63915 518 95'>135 

1 551 17520 1454 22675 - 1197 591850 

3005 40195 3005 40195 2651 �525 

18 

1 
1 9  

190 

1330 
7315 

33649 
1 34596 
4 80700 

15  622 75 
46 86825 

131 23110  
345 97290 
864 93225 

. 2062 53075 

19 

1 
20 

210 
1540 
8855 

42504 
1 77100 

6 57800 
22 20075 
69 06900 

200 30010 
546 27300 

1411 20525 
5657 22720 6010 80390 5657 2'2720- 4714 33600 3473 73600 

10371 sana 11668 03110  11668 03110 10371 5�320 8188 09200 
18559 67520 22039 61430 23336 06220 22039 61430 - 18559 67520 
32479 43160 40599 28950 45375 67650 45375 67650 40599 28950 

55679 02560 73078 72110 85974 96600 90751 35300 85974 9660o-
93641 99760 1 28757 74670 1 59053 68710 1 76 726 31900 1 76 726 31900 

1 54 712 86560 2 22399 74430 2 87811 43380 3 35780 0061 0 3 53452 63800 
2 51408 40660 3 77112 60990 5 10211 17810 6 23591 43990 6 89232 64410 
4 02253 45056 6 28521 01650 8 87323 78800 11 33802 61800 13 12824 08400 

6 34322 74896 10 30774 46706 15 15844 80450 20 21126 40600 24 46626 70200 
9 86 724 27616 16 65097 21602 25 46619 27156 35  36971 21050 44 67753 10800 

15  15326 56696 26 51821 49218 42 11716 48758 60 83590 48206 80 04724 31850 
22 99116 17056 41 67148 05914 68 63537 97976 102 95306 96964 140 88314 80056 
34 48674 25584 64 66264 22970 110 30686 03890 171  58844 94940 243 83621 77020 

51 1 7387 60544 99 14938 48554 174 96950 26860 281 89530 98830 415 42466 71960 
75 16163 04549 150 32326 09098 274 11888 75414 456 86481 25690 697 31997 70790 

109 32600 79344 225 48489 13647 424 44214 84512 730 98370 011 04 1154 18478 96480 
157 55807 02584 334 81089 92991 649 92703 98159 1155 42584 85616 1885 16848 97584 
225 08295 75120 492 36896 95575 984 73793 91150 1805 35288 83 775 3040 59433 83200 

\� 22 23 24 25 
ft,O 

[\ �' 1 
22 1 

253 23 1 
2024 276 24 1 

12650 2300 300 25 

65780 14950 2600 325 26 
2 96010 80730 17550 2925 351 

11 84040 3 76740 98280 20475 3276 
42 92145 15 60780 4 75020 1 18755 23751 

143 07150 58 52925 20 35800 5 93775 1 42506 

443 52165 201 60075 78 88725 26 29575 7 36281 
1290 24480 645 12240 280 48800 105 18300 33 65856 
3548 17320 1935 36720 925 61040 385 67100 138 84156 
9279 83760 5483 54040 2860 97760 1311 28140 524 51256 

23199 59400 14763 37800 8344 51800 4172 25900 1835 79396 

55679 02560 37962 97200 23107 89600 12516 77700 6008 05296 
1 28757 74670 93641 99760 61070 86800 35624 67300 18524 82996 
2 87811 43380 2 22399 74430 1 54 712 86560 96695 541 00 54149 50296 
6 23591 43990 5 10211 17810 3 77112 60990 2 51408 40660 1 50845 04396 

13 12824 08400 - 11 33802 61800 8 87323 78800 6 28521 01650 4 02253 45056 

26 91289 37220 24 46626 70200 20 21126 40600 15 15844 80450 10  30774 46706 
53 82578 74440 51 37916 07420- 44 67753 10800 35  36971 21050 25 46619 27156 

1 05 20494 81860 105 20494 81860 96 05669 18220 80 04724 31850 60 83590 48206 
201 26164 00080 210 40989 63 720 201 26164 00080-- 176 10393 50070 140 88314 80056 
3 77 36557 50150 411 67153 63800 411 67153 63800 3 77 36557 50150 316 98708 30126 

694 35265 80276 789 03711 13950 823 34307 2 7600 789 03711 13950r 694 35265 80276 
1255 17595 87422 1483 38976 94226 1612 38018 41550 1612 38018 41550 1483 38976 94226 
2231 42392 66528 2738 !i6572 81648 3 095 76995 35776 3224 76036 83100 3095 76995 35776> 
3904 99187 16424 4969 98965 48176 5834 33568 1 7424 6320 53032 18876 6320 53032 18876 
6732 74460 62800 8874 98152 64600 1 0804 32533 6i600 12154 86600 36300 12641 06064 37752 
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Multinomials and Partitions Table 24.2 

11"= 1al, 2a2, . . .  , nan, n=a,+2a2+ . . .  +nan , m=a,+�+ . . .  +an 
M1= (n; n11 � • . . .  , nm) =n!/(1!)a' (2!)a2 . . .  (n!)an 
M2= (n ; a11 � • .  . .  , an) *=n!/1 a,a,!2a2a2! . . .  nanan! 
M3= (n ; a11 � • .  . . , an) '=n!/(1!)aia, ! (2!)��! . .  (n!)anan! 

n m 11" M, M2 Ma n m 11" M, M2 Ma 
1 1 1 1 1 1 8 1 8 1 5040 1 

2 1 ,  7 8 5760 8 
2 1 2 1 1 1 2, 6 28 3360 28 

2 12 2 1 1 3, 5 56 2688 56 
42 70 1260 35 

3 12, 6 56 3360 28 
3 1 3 1 2 1 1 , 2, 5 168 4032 168 

2 1 ,  2 3 3 3 1 , 3, 4 280 3360 280 
3 13 6 1 1 22, 4 420 1260 210 

2, 32 560 1 120 280 
4 1 4 1 6 1 4 13, 5 336 1344 56 

2 1 ,  3 4 8 4 12, 2, 4 840 2520 420 
22 6 3 3 12, 32 1 120 1 120 280 

3 12, 2 12 6 6 1 , 22, 3 1680 1680 840 
4 1' 24 1 1 24 2520 105 105 

5 1', 4 1680 420 70 
5 1 5 1 24 1 13, 2, 3 3360 1 120 560 

12, 23 5040 420 420 2 1, 4 5 30 5 6 15, 3 6720 1 12 56 2, 3 10 20 10 1\ 22 10080 210 210 3 12, 3 20 20 10 7 16, 2 20160 28 28 1, 22 30 15 15 8 18 40320 1 1 4 13, 2 60 10 10 
5 15 120 1 1 9 1 9 1 40320 1 

2 1 , 8 9 45360 9 
6 1 6 1 . 120 1 2, 7 36 25920 36 

3, 6 84 20160 84 2 1, 5 6 144 6 4, 5 126 18144 126 2, 4 15 90 15 3 12, 7 72 25920 36 32 20 40 10 1 ,  2 , 6 252 30240 252 3 12, 4  30 90 15 1 , 3, 5  504 24192 504 1, 2, 3 60 120 60 1 , 42 630 1 1340 315 23 90 1 5 15 22, 5 756 9072 378 4 13, 3 120 40 20 2, 3, 4 1260 15120 1260 12, 22 180 45 45 33 1680 2240 280 5 1\ 2 360 15 1 5 4 13, 6 504 10080 84 6 16 720 1 1 P, 2, 5 1512 18144 756 
12, 3, 4 2520 15120 1260 

7 1 7 1 720 1 1 ,  22, 4  3780 1 1340 1890 
2 1 ,  6 7 840 7 1 ,  2, 32 5040 10080 2520 

2, 5 21 504 21 23, 3 7560 2520 1260 
3, 4 35 420 35 5 1\ 5 3024 3024 126 

3 12, 5 42 504 21 13, 2, 4 7560 7560 1260 
1, 2, 4 105 630 105 13, 32 10080 3360 840 
1, 32 140 280 70 12, 22, 3 15120 7560 3780 
22, 3 210 210 105 1 ,  24 22680 945 945 

4 13, 4 210 210 35 6 15, 4 15120 756 126 
12, 2, 3 420 420 210 1\ 2, 3 30240 2520 1260 
1, 23 630 105 105 13, 23 45360 1260 1260 

5 1\ 3 840 70 35 7 16, 3 60480 168 84 
13, 22 1260 105 105 15, 22 90720 378 378 

6 15, 2 2520 21 21 8 17, 2 181440 36 36 
7 17 5040 1 1 9 J9 362880 1 1 
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Table 24.2 Multinomials and Partitions 

n m 7r M! M2 M3 n m 7r M! M2 M3 
10 1 10 1 362880 1 10 23, 4 18900 18900 3150 

2 1 , 9 10 403200 10 22, 32 25200 25200 6300 
2, 8 45 226800 45 5 1\ 6 5040 25200 210 
3, 7 1 20 172800 120 13, 2, 5 15 120 60480 2520 
4, 6 210 151200 210 13, 3 , 4 25200 50400 4200 
52 252. 72576 126 F, 22, 4 *37800 *56700 9450 

3 12, 8 90 226800 45 F, 2, 32 50400 50400 12600 
1, 2, 7 360 259200 360 1 , 23, 3 75600 25200 12600 
1 , 3 , 6 840 201600 840 25 1 13400 945 945 
1, 4, 5 1260 181440 1260 6 15, 5 30240 6048 252 
22, 6 1260 75600 630 1\ 2, 4 75600 18900 3150 
2, 3, 5 2520 * 120960 2520 14, 32 100800 8400 2100 
2, 42 3150 56700 1575 13, 22, 3  151200 25200 12600 
32, 4 4200 50400 2100 12, 24 226800 4725 4725 

4 13, 7 720 86400 120 7 16, 4 151200 1260 210 
12, 2 , 6 2520 151200 1260 15, 2, 3 302400 5040 2520 
12, 3, 5 5040 120960 2520 1\ 23 453600 3150 3150 
12, 42 6300 56700 1575 8 F, 3 604800 240 120 
1 , 22, 5 7560 90720 3780 16, 22 9072JO 630 630 
1, 2, 3, 4 12600 151200 12600 9 18, 2 1814400 45 45 
1, 33 16800 22400 2800 10 po 3628800 1 1 

•See page n. 
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STIRLING NUMBERS OF THE FIRST KIND s(m) Table 24.3 

n\m 
1 2 3 4 5 
6 7 8 9 1 0 
1 1 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 

n\m 
4 5 
6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 

1 1 -1 2 -6 24 
-120 720 -5040 40320 -3 62880 

36 28800 -399 16800 4790 01600 - 62270 20800 8 71782 91200 
-130 76743 68000 2092 27898 88000 - 35568 74280 96000 6 40237 37057 28000 -121 64510 04088 32000 

2432 90200 81766 40000 - 51090 94217 17094 40000 11 24000 72777 76076 80000 -258 52016 73888 49766 40000 6204 48401 73323 94393 60000 � s\.\) ... � .. \ 
L N'v - e  
WI,::. \ 

4 

1 -10 .  
85 -735, 6769 - 67284 7 23680 

-84 09500 1052 58076 - 14140 14888 2 03137 53096 -31 09892 60400 
505 69957 03824 -8707 77488 75904 1 58331 39757 27488 -30 32125 40077 19424 610 11607 57404 91776 

21 - 12870 93124 51509 88800 22 2 84093 31590 18114 68800 23 -65 48684 85270 30686 97600 24 1573 75898 28594 15107 32800 25 -39365 61409 13866 31181 31200 

/ 

2 

1 -3 
H -50 
274 -1764 13068 -1 09584 10 26576 

-106 28640 1205 43840 - 14864 42880 1 98027 59040 -28 34656 47;360 
433 91630 01600 -7073 42823 93600 1 22340 55905 79200 -22 37698 80585 21600 431 56514 68176 38400 

n 

) -;J.-, I .--

j !, · 3 

1 
-4) 35 

-225 1624 - 13132 1 18124 -11 72700 
127 53576 -1509 17976 19315 59552 -2 65967 17056 39 21567 97824 

-616 58176 14720 10299 22448 37120 -1 82160 24446 24640 34 01224 95938 22720 -668 60973 03411 53280 
-8752 94803 67616 00000 13803 75975 36407 04000 1 86244 81078 01702 40000 -2 98631 90286 32163 84000 -41 48476 77933 54547 20000 67 56146 67377 09306 88000 965 38966 65249 30662 40000 -1595 39850 27606 68605 44000 -23427 87216 39871 85664 00000 39254 95373 27809 77192 96000 L,s<;._�)�o) 7�011.6'12>43 

-� �tn< ! ! 
5 

1 
( .. ) I -15 

J . I 175 -1960 22449 -2 69325 
34 16930 -459 95730 6572 06836 - 99577 03756 15 97216 05680 

-270 68133 45600 4836 60092 33424 - 90929 99058 44112 17 95071 22809 21504 -371 38478 73452 28000 
8037 81182 26450 51776 -1 81664 97952 06970 76096 42 80722 86535 71471 42912 -1050 05310 75591 74529 84576 26775 03356 42796 03823 62624 

6 

1 -21 322 -4536 63273 
-9 02055 133 39535 -2060 70150 33361 18786 -5 66633 66760 

100 96721 07080 -1886 15670 58880 36901 26492 34384 -7 55152 75920 63024 161 42973 65301 18960 
-3599 97951 79476 07200 83637 38169 95448 02976 -20 21687 37691 06827 41568 507 79532 53430 28501 98976 -13237 14091 57918 58577 60000 

From unpublished tables of Francis L. Miksa, with permission. 
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Table 2'1 .3 STIRLJN(; NUMBERS CW THE FIRST KIND s(m) n 
n\m 7 8 9 
7 1 
8 -28 l 
9 546 -36 1 

1 0  -9450 870 -45 

11 1 57773 - 18150 1320 
12 -26 37558 3 57423 - 32670 
13 449 90231 -69 26634 7 49463 
1 4  -7909 43153 1350 36473 -166 69653 
15 1 44093 22928 - 26814 53775 3684 11615 

1 6  - 2 7  28032 1 0680 5 46311 29553 - 82076 28000 
1 7  537 45234 77960 -114 69012 83528 1 8  5953l 77553 
18 - 11022 84661 842 00 2487 18452 97936 -430 81053 01929 
19 2 35312 50405 49984 - 55792 1681 5 47048 10241 77407 32658 
20 -52 26090 33625 12 720 12 95363 69899 43896 -2 50385 87554 67550 

21 1 2 06 64780 37803 73360 -311 33364 3161 3 90640 63 03081 20992 94896 
22 - 28939 58339 73354 47760 7744 65431 01695 76800 -1634 98069 72465 83456 
23 7 20308 21644 09246 53696 -1 99321 97822 10661 37360 43714 22964 95944 12832 
24 -185 88776 35505 19497 76576 53 04713 71552 54458 12976 -12 04749 26016 17376 32496 
25 4969 10165 05554 96448 36800 -1 459 01905 52766 26492 88000 342 18695 95940 71489 92880 

n\m ] () I I  1 2  
1 0  

1 1  -55 1 
1 2  1 9 2 5  -66 1 
13 - 55770 2717 -78 
14 14 74473 - 91091 3731 
15 -37:3 12275 2 7  49747 -1 43325 

16 9280 95740 -785 58480 48 99022 
17 -2 30571 59840 21850 31420 -1 569 52432 
18 57 79248 94833 -6 02026 93980 48532 22764 
19 -1471 07534 08923 166 15733 86473 -14 75607 03732 
20 38192 20555 02195 -4628 06477 51910 446 52267 57381 

21 -10 14229 98655 11450 1 30753 50105 40395 - 13558 51828 99530 
22 276 01910 92750 35346 -37 60053 50868 59745 4 15482 38514 30525 
23 -7707 401 1 0  12973 61068 1103 23088 11859 49736 -129 00665 98183 31295 
24 2 20984 45497 94337 17396 - 33081 71136 85742 04996 4070 38405 70075 69521 
25 -65 08376 17966 81468 50000 1 0  14945 52782 52146 37300 -1 30770 92873 67558 73500 

n\m 1 3  1 4  1 5  1 6 
1 3  1 
14 -91 1 
1 5  5005 -105 

16 -2 18400 6580 -120 1 
17 83 94022 -3 23680 8500 -136 

18 -2996 50806 138 96582 -4 68180 10812 

19 1 02469 3 7272 -5497 89282 223 23822 -6 62796 

20 -34 22525 1 1 900 2 06929 33630 -9739 41 900 349 16946 

21 1 1 3 1  02769 95381 -75 61111 84500 4 01717 71630 - 16722 80820 

22 - 37310 09998 02531 2718 86118 69881 -159 97183 88730 7 52896 68850 

23 12 36304 58470 86207 - 97125 04609 39913 6238 24164 21941 -325 60911 03430 

24 -413 3 5671 43013 14056 34 70180 64487 04206 -2 40604 60386 44556 1 3 727 251 1 8  00831 

25 13990 94520 02391 06865 -1246 20006 90702 1 5 0 00 92 44691 13761 73550 -5 70058 632 1 8  64500 

n\m 1 7  1 8  1 9  20 2 1  2 2  23 24 25 
1 7  1 
1 8  -153 1 
1 9  13566 -171 1 
2 0  -9 20550 16815 -190 

21 533 27946 -12 56850 20615 -210 1 

2 2  27921 67686 797 2 1 796 -16 89765 25025 -231 1 

23 1 3  6 7173 57942 - 45460 47198 1 168 96626 -22 40315 30107 -253 1 
24 -640 05903 36096 24 12764 43496 - 72346 69596 1684 23871 -29 3 2 776 35926 -276 1 

25 29088 66798 67135 -1219 12249 80000 41 49085 13800 -1 12768 42500 2388 1 0495 -37 95000 42550 -300 
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STI ItLIM; M 1\IBEitS OF T i l E  SECOND KIND i[,(m) Table 2 1 . 1  
n 

"\ Ill l 

6 
7 
8 
9 

1 0  

11 
1 2  
13 
1 4  
1 5  

1 6  
1 7  
18 
19 
20 

21 
22 
2) 
24 
25 

u\ nr 
1 
8 
9 

1 0  

l l  
12 
13 
1 4  
1 5  

1 6  
1 7  
18 
19 
20 

21 
22 
23 

2 
1 
3 
7 

1 5  

3 1  
63 

127 
2 5 5  
511 

1 023 
2047 
4095 
8191 

16383 

32767 
65535 

1 31071 
2 62143 
5 24287 

1 0  48575 
20 97151 
41 94303 
83 88607 

' 16 7 77215 

:J 

1 
6 

2 �  

9 0  
3 0 1  
966 

3025 
9330 

28501 
86526 

2 61625 
7 88970 

23 75101 

7 1  41686 
214 57825 
644 39010 

1934 48101 
5806 00446 

17423 43625 
52280 79450 

1 56863 35501 
4 70632 00806 

1 4  11979 91025 

7 
1 

28 
462 

5880 

63987 
6 27396 

5 7  !5424 
493 29280 

4087 41333 

32818 82604 
2 57081 04786 

19 74624 63400 

1 
1 0  

6 5  
350 

1701 
7770 

34105 

1 45750 
6 11501 

2 5  32530 
103 91745 
423 55950 

1717 98901 
6943 37290 

27988 06985 
1 12 596 66950 
4 52321 15901 

1 8  15090 70050 
72 77786 23825 

291 63425 74750 
1168 105&6 34501 
4677 12897 38810 

a 
1 

36 
750 

11880 
1 59027 

1 8  99612 
209 12320 

2166 27840 

21417 64053 
2 04159 95028 

18 90360 65010 
149 29246 34839 170 97510 03480 

1114 35540 45652 1517 09326 62679 

8231 09572 14948 13251 10153 47084 
60276 23799 67440 1 14239 90799 91620 

4 38264 19991 17305 9 74195 50199 00400 

\ !) 
<.--¥' q �\ / (}' '?J 

1 5  
140 

1050 
6951 

42525 

2 46730 
13 79400 
7 5  08501 

400 75035 
2107 66920 

10961 90550 
56527 51651 

2 89580 95545 
1 4  75892 84710 
74 92060 90500 

379 12625 68401 
1913 78219 12055 
9641 68881 84100 

48500 07834 95250 
2 43668 49741 10751 

9 

I 
4 5  

1 1 55 
22275 

3 59502 
51 35130 

6 71 28490 

8207 84250 
95288 22303 

10 bl753 95755 
114 46146 26805 

1201 12826 44725 

12327 24764 65204 
1 24196 33035 33920 

12 32006 88117 96900 
24 31 '67746 38518 04540 82 31828 21 583 20505 120 62257 43260 72500 
25 227 83248 29987 16310 690 22372 11183 68580 116 7 9214i 10929 73005 

11\ Ill ] ]  1 2  1 3  
11 I 
1 2  66 1 
1 3  2431 78 1 
1 4  66066 3367 91 
15 1 4  79478 06470 4550 

1 6  2 8 9  36908 27 57118 1 65620 
1 7  5120 60978 620 22324 49 10178 
1 8  83910 04908 12563 28866 1258 54638 
1 9  1 2  94132 17791 2 34669 51300 28924 39160 
20 190 08424 29486 41 10166 33391 6 10686 60380 

21 2682 68516 89001 683 30420 30178 120 49092 18331 
22 36628 25008 70286 10882 33560 51137 2249 68618 68481 
23 4 86425 13089 51100 1 67216 27734 83930 40128 25603 41390 
24 63 10016 5695 7 75560 24 93020 45907 58260 6 88883 60579 22000 
2 5  802 35590 44384 62660 362 26262 07848 74680 114 48507 334:37 44260 

II Ill 1. )  1 6  1 7  
1 5  

16 120 1 
1 7  7820 136 1 
1 8  3 67200 9996 153 
19 139 16778 5 27136 12597 
2 0  4523 29200 223 -50954 7 41285 

6 

1 
21 

266 
2646 

22827 

1 79487 
13 23652 
93 21312 

634 36373 
4206 93273 

27349 26558 
1 75057 49898 

1 1  06872 51039 
69 30816 01779 

430 60788 95384 

2658 56 794 62804 
16330 53393 45225 
99896 985 7 9  83405 

6 0902� 60360 84530 
3 7  02641 70000 02430 

J () 

55 
1705 

39325 
7 52752 

126 62650 

193 7 54990 
27583 34150 

3 71121 63803 
47 72970 33785 

591 75849 64655 

7118 71322 91275 
83514 37993 77954 

9 59340 12973 13460 
108 25408 17849 31500 

1203 16339 21753 87500 

J I 

1 
lOS 

6020 
2 49900 

84 08778 
2435 77530 

63025 24580 

14 93040 04500 329 51652 81331 
6862 91758 07115 

1 36209 10216 41000 
25 95811 03608 96000 

1 8  1 9  

1 
171 1 

15675 190 

21 I 30874 62580 8099 44464 349 52799 10 23435 19285 
22 34 56159 43200 
23 847 94044 29331 
2 4  19582 02422 47080 
25 4 29939 46553 47200 

II Ill 
20 

211 

2 60465 74004 
76 23611 27264 

2067 71824 65555 
52665 51&16 95960 

2 1  

21 210 1 

14041 42047 
4 99169 88803 

161 09499 36915 
4806 333H 93110 

22 

22 23485 231 1 

533 74629 
23&48 85369 

9 24849 25445 
327 56785 94925 

23 18 59550 28336 253 1 

13 89850 
797 81779 

38807 39170 
1& 62189 &9675 

2 -,, 

24 1169 72779 24 54606 33902 276 1 
25 62201 94750 1685 19505 32 00450 40250 300 

From unpublished tables of Francis L. Miksa, with permission. 

•see page 11. 
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Tahl•• 2 1 .5 Nl'MBER OF PARTITIONS AND PARTITIOI'iS ll'iTO UISTINCT PARTS 

/{") 'J(n) 1 /  f1(n) '!(") II f{n) '/(11) II /1(11) '!(II ) 
0 1 50 2 04226 3658 1 00 1 905 69292 4 44793 1 5 0  4 08532 35313 194 06016 
1 1 1 51 2 39943 4097 101 2144 81126 4 83330 1 51 4 50606 24582 207 92120 
2 2 1 52 2 81589 4582 102 2412 65379 5 25016 1 52 4 96862 88421 222 72512 
3 3 2 53 3 29931 5120 1 03 2712 48950 5 70078 1 5 3  5 4 7703 36324 238 53318 
4 5 2 54 3 86155 5718 1 04 3048 01365 6 18784 1 54 6 03566 73280 255 40982 

5 7 3 55 4 51276 6378 1 0 5  3 4 2 3  25709 6 71418 1 5 5  6 64931 82097 273 42421 
6 1 1  4 56 5 26823 7108 106 3842 76336 7 28260 156 7 32322 43759 292 64960 
7 1 5  5 57 6 14154 7917 107 4311 49389 7 89640 157 8 06309 64769 313 16314 
8 22 6 58 7 15220 8808 1 08 4835 02844 8 55906 158 8 87517 78802 335 04746 
9 30 8 59 8 31 820 9792 109 5419 46240 9 27406 1 59 9 76627 28555 358 39008 

10 42 10 60 9 66467 10880 llO 6071 63746 10 04544 1 60 10 74381 59466 383 28320 
11 56 12 61 11 21505 12076 111 6799 03203 10 87744 161 11 81590 68427 409 82540 
1 2  77 1 5  62 13 00156 13394 112 7610 02156 1 1  77438 1 62 12 99139 04637 438 12110 
l 3  1 0 1  18 63 1 5  05499 14848 1 1 3  8 5 1 3  76628 12 74118 1 6 3  14 27989 95930 468 28032 
1 4  1 3 5  2 2  64 1 7  41630 16444 114 9520 50665 13 78304 1 64 15 69194 75295 500 42056 

15 176 2 7  65 20 12558 18200 ll5 10641 44451 14 90528 165 17 23898 00255 534 66624 
16 231 32 66 2 3  23520 20132 1 1 6  1 1 889 08248 16 1 1 3 88 1 66 18 93348 22579 571 14844 
17 2 9 7  3 8  67 26 79689 22250 1 1 7  13277 1 0076 1 7  41521 1 67 20 78904 201 02 610 00704 
18 385 46 68 30 87735 24576 1 1 8  1 4 8 2 0  74143 1 8  81578 1 68 22 82047 32751 651 39008 
19 4YO 54 69 35 54345 27130 119 16536 68665 2 0  32290 1 69 25 04389 25115 695 45358 

20 627 64 7 0  40 87968 29927 120 18443 49560 21 94432 170 27 47686 17130 742 36384 
21 792 76 71 46 97205 32992 121 20561 48051 2 3  68800 1 71 30 13848 02048 792 296 76 
22 1 0 02 89 72 53 92783 36352 122 22913 20912 25 56284 172 33 04954 99613 845 43782 
23 1255 1 04 73 61 85689 40026 123 25523 38241 2 7  57826 1 73 36 23268 59895 901 98446 
24 1 575 122 74 70 89500 44046 124 28419 40500" 29 74400 1 74 39 71250 74750 962 14550 

25 1 958 142 75 81 18264 48446 125 31631 27352 32 07086 175 43 51576 97830 1 0 2 6  14114 
26 2436 1 65 76 92 89091 53250 126 35192 22692 34 57027 176 47 67158 57290 1 094 20549 
27 3 010 192 77 1 06 19863 58499 127 391 3 8  64295 37 25410 177 52 21158 31195 1 1 6 6  58616 
28 3 718 222 78 121 32164 64234 128 43510 78600 40 13544 178 57 17016 05655 1243 54422 
29 4565 256 79 138 48650 70488 129 48352 71870 43 22816 179 62 58467 531 2 0  1325 35702 

30 5604 296 80 157 96476 77312 1 3 0  5 3  7 1 3  15400 46 54670 180 68 49573 90936 1412 31780 
31 6842 340 81 180 04327 84756 131 59645 39504 5 0  1 0688 181 74 94744 11781 1 504 73568 
32 8349 390 82 205 06255 92864 132 66208 3 0889 53 92550 1 82 81 98769 08323 1 60 2  93888 
33 1 0143 448 83 233 38469 1 0 1698 133 73466 29512 58 02008 183 89 66848 17527 1 707 27424 
34 12310 512 84 265 43660 111322 134 81490 40695 62 40974 184 98 04628 80430 1818 1 0744 

35 14883 585 85 3 01 67357 121 792 135 90358 3607 6  67 11480 185 107 18237 74337 1 93 5  82642 
36 1 7977 668 86 342 62962 133184 136 1 00155 81680 72 1 5 644 186 1 1 7  14326 92373 2 060 84096 
37 21637 760 87 388 87673 145578 1 3 7  1 1 0976 45016 77 55776 1 87 1 2 8  00110 42268 2193 583 1 5  
38 26015 864 88 441 08109 1 59046 138 1 22923 41831 83 34326 188 1 3 9  83417 45571 2 33 4  51 098 
39 31185 982 89 499 95925 173682 139 1 36109 49895 89 53856 189 1 52 72735 99625 2484 10816 

40 37338 1113 90 566 34173 189586 140 1 50658 781 3 5  96 17150 190 1 66 77274 04093 2642 88462 

41 44583 1260 91 641 12359 2 06848 141 1 66706 89208 1 03 27156 1 91 1 82 07011 00652 2 81 1 38048 

42 53174 1 426 92 725 33807 225585 142 1 84402 93320 110 86968 1 92 1 98 72768 56363 2990 16608 

43 63261 1 6 1 0  93 820 10177 245920 143 2 03909 82757 1 1 8  99934 1 93 2 1 6  86271 05469 3 1 79 84256 

44 75175 1 81 6  94 926 6972 0 267968 144 2 25406 54445 127 69602 1 94 2 36 60227 41845 3381 0463 0 

45 891 34 2 048 95 1 046 51419 291874 145 2 49088 58009 136 99699 1 95 258 08402 1 2973 3594 44904 

46 1 05558 2304 96 1 1 81 14304 31 7788 146 2 75170 52599 146 94244 1 9 6  281 45709 87591 3820 75868 

47 124754 2590 97 1332 30930 345856 147 3 03886 71978 1 5 7  57502 1 97 3 06 88298 78530 4060 72422 

48 147273 2910 98 1 501 981 3 6  376256 148 3 35494 1 9497 168 93952 1 98 334 53659 83698 4315 13602 

49 173525 3264 99 1 692 29875 409174 149 3 70273 55200 1 81 0841 8 1 99 364 60724 32125 4584 82688 

50 2 04226 3658 1 0 0  1 9 0 5  69292 444793 150 4 08532 35313 1 94 06016 200 3 9 7  29990 29388 4870 67746 

Values of 11( 11 )  from H. Gupta, A table of partitions, Proc. London Math. Soc. 39, 142-149, 1935 and II. 4 2, 546-549, 1937 

(with permission) .  
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COMBINATORIAL ANALYSIS 837 
NUMBER OF PARTITIONS A ND PARTITIONS INTO DISTINCT PARTS Table 24.5 

n p(n) q(n) n p(n) q(n ) 
200  397  29990 29388 4870 67746 250 23079 35543 64681 851 92 80128 
2 01 4.32 83636 58647 5 1 73 616 70 251 24929 14511  68559 89949 26602 
202  471 45668 86083 5494 62336 252 26923 27012 52579 94961 58208 
2 03 5 1 3  42 052 87973 5834 73184 253 29072 69579 16112  1 00243 00890 
2 04 559 00883 1 7495 6195 03296 254 31389 1 9913 06665 1 05807 47264 

2 0 5  6 0 8  52538 59260 6576 67584 255  33885 42642 48680 1 1 1 669 59338 
206 662 29877 08040 6980 87424 2 5 6  36574 95668 70782 1 1 7844 71548 
2.07 720 68417  06490 7408 90786 257  39472 367&6 55357 1 24348 95064 
2 08 784 06562 26137 7862 1 2446 258 42593 30844 09356 1 31199 2 0928 
2 09 852 85813 02375 8341 94700 259 45954 57504 48675 1 38413 23582 

210  927  51025 75355 8849 87529 260 49574 1 9347 60846 1 46009 65705 
211  1 008 50658 85767 9387 48852 261 53471 50629 08609 1 54008 01856 
212  1096  3 7072 05259 9956 45336 262 57667 26749 4 71 68 1 62428 82560 
213 1 1 91 66812 36278 1 0558 52590 263 62183 741 65 09615 1 71293 59744 
214 1 295  00959 25895 11195  55488 264 67044 81230 601 70 1 80624 90974 

2 1 5  1407  05456 99287 1 1 869 49056 265 72276 09536 90372 1 90446 44146 
2 1 6  1 5 2 8  5 1 5 1 2  48481 1 2 582 38720 266 77905 06295 62167 2 00783 03620 
2 1 7  1 66 0  1 5981 07914 13336 4 0710 267 83961 1 7303 66814 2 1 1 660 75136 
218  1802 81825 1 6671 14133 83026 268 90476 01 083 16360 2 23106 91192 
219 1957 38561 61145 14977 05768 269 97483 43699 44625 2 35150  1 7984 

220  2124  82790 09367 1 5868 6 1606 2 70 1 05019 74899 3 1 1 1 7  2 47820 61 070 
2 21 2306 18711 73849 1 6811  1 6852 271 1 13123 85039 38606 2 61149 71540 
222 2 5 02 5 8737 60111 1 7807 51883 272  1 21837 43498 44333 2 751 70  53882 
223 2715 24089 25615 1 8860 61684 273 1 31205 1 8008 16215  2 8991 7 72486 
224 2945 45499 41 750 1 99 73 57056 274 1 41274 95651 73450 3 05427 58738 

225  3194  63906 96157 2 1 149 65120 275  1 52098 04928 5 1 1 75 3 21738 19904 
226  3464  31263 22519  22392  2 9960 276  1 63729 39693 37171 3 38889 46600 
2 2 7  3 7 5 6  11335 82570 23705 1 3986 277 1 76227 84330 57269 3 56923 20960 
228 4071 80636 27362 2 5091 98528 278 1 89656 41035 91584 3 75883 26642 
229 4413 29348 84255 26556 84608 2 79 2 04082 58525 75075 3 95815 5 7440 

2 3 0  4782 62397 45920 28103 94454 280 2 19578 631 1 6  82516 4 16768 2 6624 
231 5182 0051 8 38712 29737 72212 281 2 36221 91453 37711 4 38791 7824 0 
232  5613 81486 70947 3 1462 84870 282 2 54095 25900 45698 4 61938 97032 
233 6080 61354 38329 33284 2393 6  283 2 73287 3183 5  47535 4 86265 19094 
234 6585 15859 70275 3 5207 06304 284 2 93892 97939 29555 5 1 1828 44672 

2 3 5  7 1 3 0  41855 14919 3 7236 75326 285 3 16013 78671 48997 5 38689 49522 
236 7719 58926 63512 3 9379 02688 286 3 39758 40119 86773 5 66911 9 7084 
2 3 7  835 6  1 1039 25871 4 1 63 9  89458 287 3 65243 08360 71 053 5 96562 52987 
238 9043 68396 68817 44025 67324 288 3 92592 21614 89422 6 27710 98024 
239 9786 29337 03585 46543 00706 289 4 21938 85285 87095 6 60430 42088 

240 1 05 88 2 2467 22733 49198 87992 290 4 53425 31269 00886 6 94797 40554 
241 1 14 54 08845 53038 52000 62976 291 4 87203 80564 72084 7 3 0892 0912 0  
242 1 2388 84430 77259 54955 97248 292 5 23437 1 0697 53672 7 68798 3 9 744 
243 13397 82593 44888 58073 01632 293 5 62299 26919 50605 8 08604 19136  
244  1 4486 76924 96445 61360 2 7874 294 6 03976 3 8820 95515  8 50401  45750  

245  1 5661 841 2 5  27946 64826 71322 295 6 48667 41270 79088 8 94286 47940 
246 1 6929 67223 91554 68481 72604 296 6 96585 01441  95831 9 40360 04868 
247  1 82 97 38898 54026 72335 1 9619 297 7 47956 50785 10584 9 88727 65938 
248 1 9772 65166 81672 76397 50522 298 8 03024 83849 43040 1 0  3 9499 71456 
249 21363 69198 20625 80679 55712 299 8 62049 62754 65025 10  92791 76298 

2 5 0  23079 35543 64681 85192 80128 300 9 25308 29367 23602 11 48724 72064 



838 COMBINATORIAL ANALYSIS 

Table 24.5 NUMBER OF PARTITIONS AND PARTITIONS INTO DISTINCT PARTS 

11 p(n) q(n) n p(n) q(n) 
300 9 25308 29367 23602 11 48724 72064 350 279 36332 84837 02152 126 91829 24648 
301 9 93097 23924 03501 12 07425 10607 351 298 33006 30627 58076 132 93477 19190 
302 10 65733 12325 48839 12 69025 30816 352 318 55597 37883 29084 139 22769 71520 
303 11 43554 20778 22104 13 33663 83848 353 340 12281 00485 77428 145 80938 18816 
304 12 26921 80192 29465 14 01485 59930 354 363 11751 20481 10005 152 69267 15868 
305 13 16221 78950 57704 14 72642 18618 355 387 63253 29190 29223 159 89096 56578 
306 14 11866 26652 80005 15 47292 17536 356 413 76618 09333 42362 167 41824 09148 
307 15 14295 27388 57194 16 25601 42890 357 441 62298 19293 58437 175 28907 55072 
308 16 23978 65358 29663 17 07743 43642 358 471 31406 42683 98780 183 5186 7 38752 
309 17 41418 01331 47295 17 93899 64242 359 502 95756 65060 00020 192 12289 32216 
310 18 67148 82996 00364 18 84259 79304 360 536 67907 03106 91121 201 11827 04478 
311 20 01742 67625 76945 19 79022 32212 361 572 61205 88980 37559 210 52205 02772 312 21 45809 60373 52891 20 78394 72390 362 610 89840 37518 84101 220 35221 50410 313 23 00000 66554 87337 21 82593 94656 363 651 68887 99972 06959 230 62751 50210 314 24 65010 61508 30490 22 91846 82870 364 695 14371 34589 46040 241 36750 01278 
315 26 41580 76335 66326 24 06390 52286 365 741 43315 98840 81684 252 59255 33946 316 28 30502 03409 96003 25 26472 94208 366 790 73811 96494 11319 264 32392 51488 317 30 32618 19898 42964 26 52353 25352 367 843 25078 85625 28427 276 58376 86784 318 32 48829 33514 66654 27 84302 35904 368 899 17534 83960 88349 289 39517 78822 319 34 80095 48694 40830 29 22603 40224 369 958 72869 79123 38045 302 78222 57408 
320 37 27440 57767 48077 30 67552 32574 370 1022 14122 83673 45362 316 77000 44480 
321 39 91956 55269 99991 32 19458 41664 371 1089 65764 44243 99782 331 38466 77248 
322 42 74807 80359 54696 33 78644 88192 372 1161 53783 48499 62850 346 65347 41118 
323 45 77235 85435 78028 35 45449 47722 373 1238 05779 41191 25085 362 60483 21048 
324 49 00564 36352 37875 37 20225 12608 374 1319 51059 97274 73500 379 26834 76992 
325 52 46204 42288 28641 39 03340 57172 375 1406 20744 65614 84054 396 67487 30794 326 56 15660 21128 74289 40 95181 08690 376 1498 47874 35905 81081 414 85655 73659 327 60 10534 98396 66544 42 96149 17632 377 1596 67527 44907 56791 433 84690 00206 328 64 32537 46091 14550 45 06665 31450 378 1701 16942 79758 13525 453 68080 55808 329 68 83488 59460 73850 47 27168 74732 379 1812 35649 97394 72950 474 39464 06976 
330 73 65328 78618 50339 49 58118 28759 380 1930 65607 23504 65812 496 02629 40968 331 78 80125 53026 66615 51 99993 15040 381 2056 51347 53366 33805 518 61523 80864 332 84 30081 56362 25119 54 53293 85792 382 2190 40133 24237 65131 542 20259 26436 333 90 17543 49805 49623 57 18543 13990 383 2332 82119 85438 92336 566 83119 27092 334 96 45011 01922 02760 59 96286 87918 384 2484 30529 42654 18180 592 54565 72864 
335 103 15146 63217 35325 62 87095 13216 385 2645 41834 06887 63701 619 39246 14094 
336 110 30786 04252 92772 65 91563 14788 386 2816 75950 32179 42792 647 42001 16480 
337 117 94949 15461 13972 69 10312 43770 387 2998 96444 77364 52194 676 67872 37064 338 126 10851 78337 96355 72 43991 92576 388 3192 70751 84335 32826 707 22110 32064 339 134 81918 06233 01520 75 93279 10200 389 3398 70404 13581 60275 739 10183 03854 
340 144 11793 65278 73832 79 58881 23110 390 3617 71276 38676 04423 772 37784 71936 341 154 04359 73795 76030 83 41536 64940 391 3850 53843 46674 29186 807 10844 79444 342 164 63747 91657 61044 87 42016 06890 392 4098 03453 56265 94791 843 35537 42947 343 175 94355 98104 22753 91 61123 94270 393 4361 10617 07622 84114 881 18291 29614 344 188 00864 70522 92980 95 99699 92704 . 394 4640 71312 46996 23515 920 65799 74150 
345 200 88255 62876 83159 100 58620 35461 395 4937 87309 67881 91655 961 85031 43424 346 214 61829 97432 86299 105 38799 77632 396 5253 66512 44169 75163 1 004 83241 32444 347 229 27228 68712 17150 110 41192 60918 397 5589 23320 25954 04488 1049 67982 04736 348 244 90453 74553 82406 115 66794 79970 398 5945 79011 47078 74597 1096 47115 85280 349 261 57890 73511 44125 121 16645 56454 399 6324 62148 25042 94325 1145 28826 89344 
350 279 36332 84837 02152 126 91829 24648 400 6727 09005 17410 41926 1196 21634 00706 



COMBINATORIAL ANALYSIS 839 

NUMBER OF PARTITIONS AND PARTITIONS INTO DISTINCT PARTS Table 24.5 
II Ji(ll) q(n) T! p(n) q(n) 
400 6727 09005 17410 41926 1196 21634 00706 450 1 34508 18800 15729 23840 9893 14440 61528 401 7154 64022 26539 42321 1249 34404 08000 451 1 42573 13615 53474 04229 10307 93957 13070 402 7608 80284 33398 79269 1304 76365 81998 452 1 51112 26207 19173 13678 10739 65687 10144 403 8091 20027 64844 65581 1362 57124 07808 453 1 60152 90524 45537 15585 11188 96810 43072 404 8603 55175 93486 55060 1422 86674 81438 454 1 69723 95104 64580 40965 11656 57102 54336 
405 9147 67906 88591 17602 1485 75420 52794 455 1 79855 91645 39582 67598 12143 19032 12544 406 9725 51251 37420 21729 1 551 34186 29884 456 1 90581 04044 26519 31034 12649 57862 22432 407 10339 09726 71239 47241 1619 74236 54282 457 2 01933 37928 51146 88629 13176 51755 08648 408 10990 60006 37759 26994 1691 07292 29128 458 2 13948 90703 27330 69132 13724 81881 00782 409 11682 31627 71923 17780 1765 45549 15430 459 2 26665 62143 58313 45565 14295 32530 93376 
410 12416 67740 31511 90382 1843 01696 07104 460 2 40123 65561 39251 92081 14888 91233 20640 
411 13196 25896 69254 35702 1923 88934 65516 461 2 54365 39575 85741 99975 15506 48874 75476 412 14023 78888 35188 47344 2008 20999 30208 462 2 69435 60521 29549 94471 16148 99826 46592 413 14902 15629 03099 48968 2096 12178 16576 463 2 85381 55524 19619 86287 16817 42073 15550 414 15834 42088 44881 87770 2187 77334 80960 . · 464 3 02253 16287 25766 36605 17512 77348 45952 
415 16823 82278 71392 35544 2283 31930 70488 465 3 20103 13615 29932 90544 18236 11274 38194 416 17873 79296 96898 76004 2382 92048/69148 466 3 38987 12724 95254 32549 1 8988 53505 94524 417 18987 96426 73316 64557 2486 74411 20078 467 3 58963 89376 81628 76613 19771 17881 29024 418 20170 18301 88059 33659 2594v %435 42056 468 3 80095 46876 31205 98477 20585 22576 95744 419 21424 52136 02556 36320 .2707 76199 52640 469 4 02447 33986 17114 75160 21431 90268 83034 
420 22755 29021 65800 25259 2825 32529 77152 470 4 26088 63801 56524 13417 22312 48299 10884 
421 24167 05302 14413 63961 2947 84998 62528 471 4 51092 33635 50960 99864 23228 28849 04960 422 25664 64021 38377 14846 3075 53960 09352 472 4 77535 45970 81641 15593 24180 69117 98586 423 27253 16454 62304 21739 3208 60580 00384 473 5 05499 30531 42046 29558 25171 11509 01902 424 28938 03725 70847 98150 3347 26867 45954 474 5 35069 67535 16072 62125 26201 03821 12696 
425 30724 98514 70950 51099 3491 75707 60097 475 5 66337 12186 58055 99675 27271 99448 23232 
426 32620 06861 74102 32189 3642 30895 45254 476 5 99397 20478 23018 52926 28385 57585 65430 427 34629 70071 39035 75934 3799 17171 07136 477 6 34350 76365 37870 28583 29543 43443 69603 428 36760 66724 18315 27309 3962 60256 14146 478 6 71304 20389 67318 07232 30747 28468 94368 429 39020 14800 02372 59665 4132 86891 79000 479 7 10369 79823 66282 38005 31998 90573 73738 
430 41415 73920 71023 58378 4310 24877 85006 480 7 51666 00419 49931 25591 33300 14373 57056 I 
431 43955 47717 05181 16534 4495 03113 72460 481 7 95317 79841 47582 32180 34652 91433 03468 

( 
432 46647 86328 42292 67991 4687 51640 62334 482 8 41457 02874 28236 49455 36059 20520 80640 433 49501 89040 94051 50715 4888 01685 40672 483 8 90222 78495 19280 88294 37521 07873 43946 
434 52527 07072 91082 40605 5096 85706 20480 484 9 41761 78911 49976 98055 39040 67468 62530 
435 55733 46514 46362 86656 5314 37439 57460 485 9 96228 80660 85734 11012 40620 21308 45496 
436 59131 71430 91696 18645 5540 91949 44512 486 10 53787 07886 24553 46513 42261 99712 45764 
437 62733 07137 60430 79215 5776 85678 02880 487 11 14608 77893 64264 84248 43968 41621 12802 
438 66549 43656 69662 97367 6022 56498 45546 488 11 78875 49115 57358 02646 45741 94910 51264 
439 70593 39364 65621 35510 6278 43769 39520 489 12 46778 71600 12729 19665 47585 16717 64998 
440 74878 24841 94708 86233 6544 88391 85792 490 13 18520 40161 22702 33223 49500 73777 62304 
441 79418 06934 64434 02240 6822 32867 92200 491 13 94313 50322 44478 16939 51491 42772 84172 
442 84227 73040 77294 99781 7111 21361 67457 492 14 74382 57204 03639 53132 53560 10694 36938 
443 89322 95632 13536 45667 7411 99762 56080 493 15 58964 37499 49778 06173 55709 75216 10170 444 94720 37025 78934 71820 7725 15750 89318 494 16 48308 54706 61724 38760 57943 45082 47040 
445 1 00437 54417 17528 47604 8051 18865 81728 495 17 42678 27774 77609 81187 60264 40509 50309 446 1 06493 05190 52391 18581 8390 60575 94564 496 18 42351 03350 31598 91466 62675 93600 10788 
447 1 12906 52519 91961 03354 8743 94352 40798 497 19 47619 31798 76580 64007 65181 48774 31176 
448 1 19698 71278 27202 05954 9111 75744 62854 498 20 58791 47204 28849 01563 67784 63214 30326 
449 1 26891 54269 09814 18000 9494 62459 05984 499 21 76192 51543 92874 61625 70489 07325 21792 
450 1 34508 18800 15729 23840 9893 14440 61528 500 23 00165 03257 43239 95027 73298 65212 45024 



840 COMBINATORIAL ANALYSIS 

Table 2'1.6 ARITHMETIC FUNCTIONS 

n <'(n) <1() O" J n <'(n) <11) O" J  n <'(n) ao 0"1 n <'(n) O"Q O" J  n <'(n) o-o "l 1 1 1 1 51 32 4 72 101 100 2 102 151 150 2 152 201 132 4 272 2 1 2 3 52 24 6 98 102 32 8 216 152 72 8 300 202 100 4 306 3 2 2 4 53 52 2 54 103 102 2 104 153 96 6 234 203 168 4 240 4 2 3 7 54 18 8 120 104 48 8 210 154 60 8 288 204 64 12 504 5 4 2 6 55 40 4 72 105 48 8 192 155 120 4 192 205 160 4 252 
6 2 4 12 56 24 8 120 106 52 4 162 156 48 12 392 206 102 4 312 7 6 2 8 57 36 4 80 107 106 2 108 157 156 2 158 207 132 6 312 8 4 4 15 58 28 4 90 108 36 12 280 158 78 4 240 208 96 10 434 9 6 3 13 59 58 2 60 109 108 2 110 159 104 4 216 209 180 4 240 10 4 4 18 60 16 12 168 110 40 8 216 160 64 12 378 210 48 16 576 
11 10 2 12 61 60 2 62 111 72 4 152 161 132 4 192 211 210 2 212 12 4 6 28 62 30 4 96 112 48 10 248 162 54 10 363 212 104 6 378 13 12 2 14 63 36 6 104 113 112 2 114 163 162 2 164 213 140 4 288 14 6 4 24 64 32 7 127 114 36 8 240 164 80 6 294 214 106 4 324 15 8 4 24 65 48 4 84 115 88 4 144 165 80 8 288 215 168 4 264 
16 8 5 31 66 20 8 144 116 56 6 210 166 82 4 252 216 72 16 600 17 16 2 18 67 66 2 68 117 72 6 182 167 166 2 168 217 180 4 256 18 6 6 39 68 32 6 126 118 58 4 180 168 48 16 480 218 108 4 330 19 18 2 20 69 44 4 96 119 96 4 144 169 156 3 183 219 144 4 296 20 8 6 42 70 24 8 144 120 32 16 360 170 64 8 324 220 80 12 504 
21 12 4 32 71 70 2 72 121 110 3 133 171 108 6 260 221 192 4 252 22 10 4 36 72 24 12 195 122 60 4 186 172 84 6 308 222 72 8 456 � 23 22 2 24 73 72 2 74 123 80 4 168 173 172 2 174 223 222 2 224 "- 24 8 8 60 74 36 4 114 124 60 6 224 174 56 8 360 224 96 12 504 25 20 3 31 75 40 6 124 125 100 4 156 175 120 6 248 225 120 9 403 
26 12 4 42 76 36 6 140 126 36 12 312 176 80 10 372 226 112 4 342 27 18 4 40 77 60 4 96 127 126 2 128 177 116 4 240 227 226 2 228 28 12 6 56 78 24 8 168 128 64 8 255 178 88 4 270 228 72 12 560 29 28 2 30 79 78 2 80 129 84 4 176 179 178 2 180 229 228 2 230 30 8 8 72 80 32 10 186 130 48 8 252 180 48 18 546 230 88 8 432 
31 30 2 32 81 54 5 121 131 130 2 132 181 180 2 182 231 120 8 384 32 16 6 63 82 40 4 126 132 40 12 336 182 72 8 336 232 112 8 450 33 20 4 48 83 82 2 84 133 108 4 160 183 120 4 248 233 232 2 234 34 16 4 54 84 24 12 224 134 66 4 204 184 88 8 360 234 72 12 546 35 24 4 48 85 64 4 108 135 72 8 240 185 144 4 228 235 184 4 288 
36 12 9 91 86 42 4 132 136 64 8 270 186 60 8 384 236 116 6 420 37 36 2 38 87 56 4 120 137 136 2 138 187 160 4 216 237 156 4 320 38 18 4 60 88 40 8 180 138 44 8 288 188 92 6 336 238 96 8 432 39 24 4 56 89 88 2 90 139 138 2 140 189 108 8 320 239 238 2 240 40 16 8 90 90 24 12 234 140 48 12 336 190 72 8 360 240 64 20 744 
41 40 2 42 91 72 4 112 141 92 4 192 191 190 2 192 241 240 2 242 42 12 8 96 92 44 6 168 142 70 4 216 192 64 14 508 242 110 6 399 43 42 2 44 93 60 4 128 143 120 4 168 193 192 2 194 243 162 6 364 44 20 6 84 94 46 4 144 144 48 15 403 194 96 4 294 244 120 6 434 45 24 6 78 95 72 4 120 145 112 4 180 195 96 8 336 245 168 6 342 
46 22 4 72 96 32 12 252 146 72 4 222 196 84 9 399 246 80 8 504 47 46 2 48 97 96 2 98 147 84 6 228 197 196 2 198 247 216 4 280 48 16 10 124 98 42 6 171 148 72 6 266 198 60 12 468 248 120 8 480 49 42 3 57 99 60 6 156 149 148 2 150 199 198 2 200 249 164 4 336 50 20 6 93 100 40 9 217 150 40 12 372 200 80 12 465 250 100 8 468 
From British Association for the Advancement of Science, Mathematical Tables, vol. VIII, Number-divisor 
tables. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1940 (with permission) . 
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COMBINATQRIAL ANALYSIS 841 

ARITHMETIC FUNCTIONS Tabl<' 24.6 

Tl ,.(n) 0"() " I  Tl .. (n) "O "I Tl ,.(n) 0"() "I Tl ,.(n) 0"(1 "I Tl .. (n) "O "I 
251 250 2 252 301 252 4 352 351 216 8 560 401 400 2 402 451 400 4 504 
252 72 18 728 302 150 4 456 352 160 12 756 402 132 8 816 452 224 6 798 
253 220  4 288 3 03 200 4 408 353 352 2 354 403 360 4 448 453 3 00 4 608 
254 126 4 384 304 144 10 620 354 116 8 720 404 200 6 714 454 226 4 684 
255 128 8 432 305 240 4 372 355 280 4 432 405 216 10 726 455 288 8 672 

256 128 9 511 306 96 12 702 356 176 6 630 406 168 8 720 456 144 16 1200 
257 256 2 258 3 07 306 2 308 357 192 8 576 407 360 4 456 457 456 2 458 
258 84 8 528 3 08 120 12  672 358 178 4 540 408 128 16 1080 458 228 4 690 
259 216 4 304 309 204 4 416 359 358 2 360 409 408 2 410 459 288 8 720 
260 96 12 588 310 120 8 576 3 60 96 24 1170 410 160 8 756 460 176 12  1008 

261 168 6 390 311 310 2 312 361 342 3 381 411 272 4 552 461 460 2 462 
262 130 4 396 312 96 16 840 362 180 4 546 412 2 04 6 728 462 120 16 1152 
263 262 2 264 313 312 2 314 363 220  6 532 413 348 4 480 463 462 2 464 
264 80 16 720 314 156 4 474 364 144 12 784 414 132 12 936 464 224 10 930 
265 208 4 324 315 144 12 624 365 288 4 444 415 328 4 504 465 240 8 768 

266 108 8 480 316 156 6 560 366 120 8 744 416 192 12 882 466 232 4 702 
267 176 4 360 317 316 2 318 3 67 366 2 368 417 276 4 560 467 466 2 468 
268 132 6 476 318 104 8 648 368 176 10 744 418 180 8 720 468 144 18 1274 
269 268 2 270 319 280 4 360 369 240 6 546 419 418 2 420 469 396 4 544 
270 72 16 720 320 128 14 762 370 144 8 684 420 96 24 1344 470 184 8 864 

271 270 2 272 321 212 4 432 371 312 4 432 421 420 2 422 471 312 4 632 
2 72 128 10 558 322  132 8 576 372 120 12  896 422 210 4 636 472 232 8 900 
2 73 144 8 448 323 288 4 360 373 372 2 374 423 276 6 624 473 420 4 528 
274 136 4 414 3 24 1 08 15 847 374 160 8 648 424 208 8 810 474 156 8 960 
275 200 6 372 325 240 6 434 375 200 8 624 425 320 6 558 475 360 6 620 

276 88 12 672 326  162 4 492 3 76 184 8 720 426 140 8 864 476 192 12 1008 
277 276 2 278 327 216 4 440 377 336 4 420 427 360 4 496 417 312 6 702 
2 78 138 4 420 328  160 8 630 378 108 16 960 428 212  6 756 478 238 4 720 
2 79 180 6 416 329 276 4 384 379 378 2 380 429 240 8 672 479 478 2 480 
280 96 16 720 330 80 16 864 3 80 144 12 840 430 168 8 J92 480 128 24 1512 

281 280 2 282 331 330 2 332 381 252 4 512 431 430 2 432 481 432 4 532 
2 82 92 8 576 332 164 6 588 382 190 4 576 432 144 20  1240 482 240 4 726 
283 282 2 284 333 216 6 494 3 83 382 2 3 84 433 432 2 434 483 264 8 768 
284 140 6 504 334 166 4 504 384 128 16 1020 434 180 8 768 484 220  9 931 
285 144 8 480 335 264 4 408 3 85 240 8 576 435 224 8 720 485 384 4 588 

286 120 8 504 336 96 20 992 386 192 4 582 436 216 6 770 486 162 12  1092 
287 240 4 336 337 336 2 338 3 87 252 6 572 437 396 4 480 487 486 2 488 
288 96 18 819 338 156 6 549 388 192 6 686 438 144 8 888 488 240 8 930 
289 272 3 307 339 224 4 456 3 89 388 2 390 439 438 2 440 489 324 4 656 
290 112 8 540 340 128 12 756 390 96 16 -1008 440 160 16 1080 490 168 12  1026 

291 192 4 392 341 300 4 384 391 352 4 432 441 252 9 741 491 490 2 492 
292 144 6 578 342 1 08 12 780 392 168 12  855 442 192 8 756 492 160 12  1176 
293 292 2 294 343 294 4 400 393 260 4 528 443 442 2 444 493 448 4 540 
294 84 12  684 344 168 8 660 394 196 4 594 444 144 12 1064 494 216 8 840 
295 232 4 360 345 176 8 576 395 312 4 480 445 352 4 540 495 240 12  936 

296 144 8 570 346 172 4 522 396 120 18 1092 446 222  4 672 496 240 10 992 
297 180 8 480 347 346 2 348 397 396 2 398 447 296 4 600 497 420 4 576 
298 148 4 450 348 112 12  840 398 198 4 600 448 192 14 1016 498 164 8 1008 
299 264 4 336 349 348 2 350 399 216 8 640 449 448 2 450 499 498 2 500 
300 80 18 868 350 120 12  744 400 160 15 961 450 120  18 1209 500 200  12  1092 



842 COMBINATORIAL, ANALYSIS 

Table 24.6 ARITHMETIC FUNCTIONS 

n lf'(n) ao U J n lf'(n) ao a! n lf'(n) ao UJ n lf'(n) uo UJ n lf'(n) ao UJ 
501 332 4 672 551 504 4 600 601 600 2 602 651 360 B 1024 701 700 2 702 
502 250 4 756 552 176 16 1440 602 252 B 1056 652 324 6 114B 702 216 16 16BO 
503 502 2 504 553 46B 4 640 603 396 6 BB4 653 652 2 654 703 64B 4 760 
504 144 24 1560 554 276 4 B34 604 300 6 1064 654 216 B 1320 704 320 14 1524 
505 400 4 612 555 2BB B 912 605 440 6 79B 655 520 4 792 705 36B B 1152 

506 220 B B64 556 276 6 9BO 606 200 B 1224 656 320 10 1302 706 352 4 1062 
507 312 6 732 557 556 2 55B 6 07 606 2 60B 657 432 6 962 707 600 4 B16 
50B 252 6 B96 55B 1BO 12 124B 60B 2BB 12 1260 65B 276 B 1152 70B 232 12 16BO 
509 50B 2 510 559 504 4 616 6 09 336 B 960 659 65B 2 660 709 70B 2 710 
510 12B 16 1296 560 1 92 20 14BB 610 240 B 1116 660 160 24 2016 710 2BO B 1296 

511 432 4 592 561 320 B B64 611 552 4 672 661 660 2 662 711 46B 6 1040 
512 256 10 1023 562 2BO 4 B46 612 192 1B 163B 662 330 4 996 712 352 B 1350 
513 324 B BOO 563 562 2 564 613 612 2 614 663 3B4 B 100B 713 660 4 76B 
514 256 4 774 564 1B4 12 1344 614 306 4 924 664 32B B 1260 714 192 16 172B 
515 40B 4 624 565 44B 4 6B4 615 320 B 100B 665 432 B 960 715 4BO B 100B 

516 16B 12 1232 566 2B2 4 B52 616 240 16 1440 666 216 12 14B2 716 356 6 1260 
517 460 4 576 567 324 1 0  96B 617 616 2 61B 667 616 4 720 717 476 4 960 
51B 216 B 912 56B 2BO B l OBO 61B 204 B 124B 66B 332 6 1176 71B 35B 4 10BO 
519 344 4 696 569 56B 2 570 619 61B 2 620 669 444 4 B96 719 71B 2 720 
520 192 16 1260 570 1 44 16 1440 620 240 12 1344 670 264 B 1224 720 192 30 241B 

521 520 2 522 571 570 2 572 621 396 8 960 671 600 4 744 721 612 4 832 
522 16B 12 1170 572 240 12 1176 622 310 4 936 672 192 24 2016 722 342 6 1143 
523 522 2 524 573 3BO 4 76B 623 52B 4 720 673 672 2 674 723 4BO 4 96B 
524 260 6 924 574 240 B lOOB 624 192 20 1736 674 336 4 1014 724 360 6 1274 
525 240 12 992 575 440 6 744 625 500 5 7Bl 675 360 12 1240 725 560 6 930 

526 262 4 792 576 192 21 1651 626 312 4 942 676 312 9 12Bl 726 220 12 1596 
527 4BO 4 576 577 576 2 57B 627 360 B 960 677 676 2 678 727 726 2 728 
528 160 20 14B8 57B 272 6 921 628 312 6 1106 678 224 B 136B 72B 2BB 16 16BO 
529 506 3 553 579 3B4 4 776 629 576 4 6B4 679 576 4 7B4 729 4B6 7 1093 
530 208 B 972 5BO 224 12 1260 630 144 24 1872 680 256 16 1620 730 2BB B 1332 

531 34B 6 7BO 581 492 4 672 631 630 2 632 6B1 452 4 912 731 672 4 792 
532 216 12 1120 582 192 8 1176 632 312 8 1200 682 300 8 1152 732 240 12 1736 
533 480 4 588 583 520 4 648 633 420 4 B48 6B3 682 2 6B4 733 732 2 734 
534 176 B 1080 584 288 B 1110 634 316 4 954 684 216 18 1820 734 366 4 1104 
535 424 4 64B 5B5 288 12 1 092 635 504 4 768 685 544 4 B2B 735 336 12 1368 

536 264 8 1020 586 292 4 882 636 208 12 1512 6B6 294 B 1200 736 352 12 1512  
537 356 4 720 5B7 5B6 2 588 637 504 6 79B 687 456 4 920 737 660 4 B16 
53B 26B 4 810 5B8 16B lB 1596 638 280 B 1080 6B8 336 10 1364 738 240 12 1638 
539 420 6 6B4 589 540 4 640 639 420 6 936 6B9 624 4 756 739 738 2 740 
540 144 24 16BO 590 232 B 1080 640 256 16 1530 690 176 16 1728 740 2B8 12 1596 

541 540 2 542 591 392 4 792 641 640 2 642 691 690 2 692 741 432 B 1120 
542 270 4 816 592 2BB 10 1178 642 212 8 1296 692 344 6 121B 742 312 B 1296 
543 360 4 728 593 592 2 594 643 642 2 644 693 360 12 124B 743 742 2 744 
544 256 12 1134 594 1BO 16 1440 644 264 12 1344 694 346 4 1044 744 240 16 1920 
545 432 4 660 595 384 B 864 645 336 B 1056 695 552 4 B40 745 592 4 900 

546 144 16 1344 596 296 6 1050 646 2B8 B 1080 696 224 16 lBOO 746 372 4 1122 
547 546 2 54B 597 396 4 BOO 647 646 2 64B 697 640 4 756 747 492 6 1092 
54B 272 6 966 59B 264 8 1008 648 216 20 1Bl5 698 34B 4 1050 74B 320 12 1512 
549 360 6 B06 599 59B 2 600 649 5BO 4 720 699 464 4 936 749 636 4 B64 
550 200 12 1116 600 160 24 1860 650 240 12 1302 700 240 18 1736 750 200 16 1872 
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ARITHMETIC FUNCTIONS Tahlc 24.6 
n tP(n) ao U t n 'P(n) ao Ut n <P(n) ao Ut n <P(n) ao O't n <P(n) ao O't 
751 750 2 752 801 528 6 1170 851 792 4 912 901 832 4 972 951 632 4 1272 752 368 10 1488 802 400 4 1206 852 280 12 2016 902 400 8 1512 952 384 16 2160 753 500 4 1008 803 720 4 888 853 852 2 854 903 504 8 1408 953 952 2 954 754 336 8 1260 804 264 12 1904 854 360 8 1488 904 448 8 1710 954 312 12 2106 755 600 4 912 805 528 8 1152 855 432 12 1560 905 720 4 1092 955 760 4 1152 
756 216 24 2240 806 360 8 1344 856 424 8 1620 906 300 8 1824 956 476 6 1680 757 756 2 758 807 536 4 1080 857 856 2 858 907 906 2 908 957 560 8 1440 758 378 4 1140 BOB 400 8 1530 858 240 16 2016 90B 452 6 1596 958 478 4 1440 759 440 8 1152 809 808 2 810 859 858 2 860 909 600 6 1326 959 816 4 1104 760 28B 16 1BOO 810 216 20 2178 860 336 12 1B48 910 288 16 2016 960 256 28 304B 
761 760 2 762 811 810 2 812 861 480 8 1344 911 910 2 912 961 930 3 993 762 252 8 1536 812 336 12 1680 862 430 4 1296 912 288 20 2480 962 432 8 1596 763 648 4 880 813 540 4 1088 863 862 2 864 913 820 4 1008 963 636 6 1404 764 380 6 1344 814 360 8 1368 864 288 24 2520 914 456 4 1374 964 480 6 1694 765 384 12 1404 815 648 4 984 865 688 4 1044 915 480 8 1488 965 768 4 1164 
766 382 4 1152 816 256 20 2232 866 432 4 1302 916 456 6 1610 966 264 16 2304 767 696 4 840 817 756 4 880 867 544 6 1228 917 780 4 1056 967 966 2 968 768 256 18 2044 818 408 4 1230 868 360 12 1792 918 288 16 2160 968 440 12 1995 769 768 2 770 819 432 12 1456 869 780 4 960 919 918 2 920 969 576 8 1440 770 240 16 1728 820 320 12 1764 870 224 16 2160 920 352 16 2160 970 384 8 1764 
771 512 4 1032 821 820 2 822 871 792 4 952 921 612 4 1232 971 970 2 972 772 384 6 1358 822 272 8 1656 872 432 8 1650 922 460 4 1386 972 324 18 2548 773 772 2 774 823 822 2 824 873 576 6 1274 923 840 4 1008 973 828 4 1120 774 252 12 1716 824 408 8 1560 874 396 8 1440 924 240 24 2688 974 486 4 1464 775 600 6 992 825 400 12 1488 875 600 8 1248 925 720 6 1178 975 480 12 1736 
776 384 8 1470 826 348 8 1440 876 288 12 2072 926 462 4 1392 976 480 10 1922 777 432 8 1216 827 826 2 828 877 876 2 878 927 612 6 1352 977 976 2 978 778 388 4 1170 828 264 18 2184 878 438 4 1320 928 448 12 1890 978 324 8 1968 779 720 4 840 829 828 2 830 879 584 4 1176 929 928 2 930 979 880 4 1080 780 192 24 2352 830 328 8 1512 880 320 20 2232 930 240 16 2304 980 336 lB 2394 
781 700 4 864 831 552 4 1112 881 880 2 882 931 756 6 1140 981 648 6 1430 782 352 8 1296 832 384 14 1778 882 252 18 2223 932 464 6 1638 982 490 4 1476 783 504 8 1200 833 672 6 1026 883 882 2 884 933 620 4 1248 983 982 2 984 784 336 15 1767 834 276 8 1680 884 384 12 1764 934 466 4 140'4 984 320 16 2520 785 624 4 948 835 664 4 1008 885 464 8 1440 935 640 8 1296 985 784 4 1188 
786 260 8 1584 836 360 12 1680 886 442 4 1332 936 288 24 2730 986 448 8 1620 787 786 2 78a a37 540 a 12ao aa7 886 2 888 937 936 2 938 987 552 a 1536 788 392 6 1386 838 418 4 1260 888 288 16 2280 938 396 8 1632 988 432 12 1960 789 524 4 1056 839 838 2 840 889 756 4 1024 939 624 4 1256 989 924 4 1056 790 312 8 1440 a4o 192 32 2880 890 352 8 1620 940 368 12 2016 990 240 24 2a08 
791 672 4 912 841 a12 3 871 891 540 10 1452 941 940 2 942 991 990 2 992 792 240 24 2340 a42 420 4 1266 a92 444 6 1568 942 312 8 1a96 992 4aO 12 2016 793 720 4 a6a a43 560 4 112a 893 828 4 960 943 880 4 1008 993 660 4 1328 794 396 4 1194 844 420 6 1484 894 296 8 1800 944 464 10 1860 994 420 8 1728 795 416 8 1296 845 624 6 109a 895 712 4 1080 945 432 16 1920 995 792 4 1200 
796 396 6 1400 a46 276 12 la72 896 384 16 2040 946 420 a 1584 996 328 12 2352 797 796 2 798 847 660 6 1064 897 528 8 1344 947 946 2 948 997 996 2 998 798 216 16 1920 a48 416 10 1674 898 448 4 1350 94a 312 12 2240 99a 49a 4 1500 799 736 4 864 849 564 4 1136 899 840 4 960 949 864 4 1036 999 648 8 1520 800 320 1a 1953 a 50 320 12 1674 900 240 27 2�21 950 360 12 1860 1000 400 16 2340 
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50 
51 
52 
53 
54 

5 5  
5 6  
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
6 7  
68 
69 

70 
71 
72 
73 
7 4  

75 
7 6  
77 
78 
79 

80 
8 1  
82 
83 
84 

22-58 
2-3-5- 1 7  
23-5- 1 3  
2 -5-53 
22-33-5 

2-52- 1 1  
24-5-7 

2-3-5- 1 9  
22-5-29 
2-5-59 

23-3-5' 
2-5-61 
22-5-31 
2-32-5-7 

27-5 

2-52-1 3  
22-3 · 5 · 1 1  

2 - 5-67 
23-5- 1 7  

2-3-5-23 

22-52-7 
2-5-71 
24-32-5 
2-5-73 

22·5·37 

2-3-53 
23-5-1 9  

2-5-7-1 1  
22·3·5- 1 3  

2 -5-79 

2•·52 
2-34-5 

22-5-41 
2-5-83 

23·3·5·7 

85 2-52 -1 7  
8 6  22·5-43 
87 2·3·5-29 
88 24 ·5·1 1  
89 2 -5-89 

90 22-32·52 
9 1  2-5 -7 - 1 3  
92 23·5·23 
93 2·3·5·31 
94 22·5-47 

95 2-52. 19 
96 26-3·5 
97 2-5-97 
98 22·5·72 
99 2·32·5· 1 1  

3 - 1 67 
7-73 
521 

32-59 
541 

1 9-29 
3· 1 1 -1 7  

571 
7-83 

3 - 1 97 

601 
1 3 · 47 
33-23 
631 
641 

3·7-31 
661 

1 1 -61 
3-227 

691 

701 
32.79 
7 · 1 03 
1 7·43 

3 - 1 3 - 1 9  

751 
761 

3-257 
1 1 -7 1  
7 - 1 1 3  

32-89 
8 1 1  
821 

3-277 
292 

23-37 
3-7 -41  
1 3 - 67 
881 
34· 1 1  

1 7-53 
9 1 1  

3-307 
72. 1 9  
941 

3-3 1 7  
3 1 2  
97 1  

32· 1 09 
991 

2·251 
29 

2-32-29 
22·7·1 9  
2·271 

23-3-23 
2·281 

22·1 1 - 1 3  
2-3-97 
24-37 

2-7-43 
22-32 · 1 7  

2-3 1 1  
23-79 

2-3-107 

22- 163 
2-331 
25·3·7 

2 - 1 1 -3 1  
22- 1 73 

2-33-1 3  
23·89 
2 - 1 92 

22·3·61 
2 -7-53 

24·47 
2-3-127 
22-193 

2-1 7-23 
23·32 . 1 1  

2·401 
22.7-29 
2-3-137 

26-1 3  
2-421 

22·3·71 
2-431 
23.1 09 
2 -32-72 
22-223 

2 · 1 1 ·4 1  
24-3- 1 9  
2-461 
22-233 

2·3- 1 5 7  

23.7 - 1 7  
2 · 13 ·37 

22.35 
2-491 
25-31 

503 
38- 1 9  
523 

1 3-41  
3 - 1 8 1  

7-79 
563 

3 - 1 9 1  
1 1 - 53 

593 

32-67 
6 1 3  
7-89 

3-2 1 1  
643 
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3 - 1 3 · 1 7  

673 
683 

32-7 - 1 1  

1 9-37 
23-31 
3-241 

733 
743 

3-251 
7- 109 

773 
33-29 
1 3 - 6 1  

1 1 - 73 
3-271 

823 
72- 1 7  
3-281 

853 
863 

32-97 
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19-47 

3- 7-43 
1 1 -83 
1 3 · 7 1  
3-31 1 
23-41 
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32- 10 7  
7 - 1 39 

983 
3·331 

23-32-7 
2-257 
22- 1 3 1  
2-3-89 
25. 1 7  

2-277 
22·3·47 
2-7·41 
23.73 

2-33-1 1  

22- 1 5 1  
2·307 

2'- 3 · 1 3  
2-3 1 7  

22.7-23 

2-3- 109 
23-83 
2-337 

22-32 .19 
2-347 

26·l l  
2-3- 7 - 1 7  

22. 1 8 1  
2-367 

23-3·31 

2 - 1 3-29 
22- 1 9 1  

2-32.43 
24-72 

2-397 

22-3·67 
2- 1 1 -37 
23- 1 03 

2-3- 139 
22- 2 1 1  

2-7 -61 
25-33 

2 - 1 9-23 
22- 1 3 - 1 7  
2 -3 - 1 49 

23- 1 1 3  
2 - 457 

22·3·7·1 1  
2-467 
24-59 

2·32·53 
22 · 24 1  
2-487 

23-3-41 
2-7-71 

5- 101  
5- 1 03 

3-52-7 
5 - 1 07 
5- 109 

3·5-37 
5- 1 1 3  
52-23 

32·5- 1 3  
5 -7- 1 7  

5 · 1 1 2  
3 ·5-41 

5• 
5-127 
3·5-43 

5 - 1 3 1  
5-7- 1 9  
33·52 

5- 137 
5- 1 39 

3-5-47 
5· 1 1 · 1 3  

52-29 
3·5·72 
5 - 1 49 

.'i-151 
32·5- 1 7  

52-31 
5-157 
3-5-53 

5-7-23 
5 - 1 63 

3 - 52 .1 1  
5·167 
5 - 1 32 

32-5- 1 9  
5-173 

53.7 
3-5-59 
5·1 79 

5 - 1 81 
3-5-I:H 
52-37 

5 · 1 1 - 1 7  
33·5·7 

5 - 1 9 1  
5-193 

3 - 52. }3 
5- 1 97 
5 - 1 99 

2 · 1 1 -23 
22·3·43 
2-263 
23-67 

2-3- 7 -13  

22-1 39 
2-283 
26-32 
2·293 
22. 1 49 

2-3-101 
23-7- 1 1  
2 - 3 1 3  

22-3-53 
2 - 1 7 - 1 9  

24-41  
2-32-37 
22· 132 

2-73 
23-3-29 

2·353 
22 - 1 79 

2-3· 1 12 
25.23 
2-373 

22·33. 7 
2·383 
23-97 

2-3- 1 3 1  
22 . 1 99 

2 - 13-31  
24 · 3 - 1 7  
2 -7-59 

22· 1 1 - 1 9  
2-32-47 

23. 1 07 
2 - 433 

22-3-73 
2 - 443 

27.7 

2-3- 1 5 1  
22-229 
2 - 463 

23.32 . 1 3  
2 · 1 1 -43 

22-239 
2-3-7-23 

24-61 
2 - 1 7-29 
22·3-83 

3 - 1 32 
1 1 -47 
17-31  
3 · 1 79 

547 

557 
34-7 
577 
587 

3 - 1 99 

607 
617 

3 - 1 1 - 19 
7:1.13 
647 

32-73 
23-29 

677 
3-229 
1 7 - 4 1  

7 - 1 0 1  
3-239 

727 
1 1 -67 
32-83 

757 
1 3 -59 
3-7-37 

787 
797 

3-269 
19-43 
827 

33-3 1  
7- 1 12 

857 
3 - 1 72 
877 
887 

3 · 1 3-23 

907 
7 - 1 3 1  
32 . 103 

937 
947 

3· 1 1 -29 
967 
977 

3·7-47 
997 

22.1 2 7  
2-7-37 

24 -3· 1 1  
2-269 
22- 1 3 7  

2-32·31 
23·'i 1 
2 - 1 72 

22·3·72 
2 · 13 ·23 

25.1 9  
2-3- 1 03 
22· 1 57 

2 - 1 1 -29 
23-34 

2 - 7- 4 7  
22- 1 67 

2 - 3- 1 1 3  
24-43 
2-349 

22-3-59 
2-359 

23.7 - 1 :� 
2·32 -41  

22. 1 1 - 1 7  

2-379 
28-3 

2- 389 
22- 1 97 

2 -3 -7 -19 

23. 101 
2-409 

22-32-23 
2-419 
24-53 

2·3· 1 1 · 1 3  
22.7 ·31 
2-439 

23-3-37 
2-449 

22.227 
2-33-17 
25-29 

2-7 -67 
22·3-79 

2-479 
23. } }2 

2-3- 1 63 
22 -1 3-19 

2·499 

509 
3 - 1 73 

232 
72- 1 1  
32·61 

1 3·43 
569 

3 · 1 93 
19-31 

599 

3-7-29 
619 

1 7-37 
32-71 
1 1 -.59 

659 
3-223 
7-97 

1 3·53 
3-233 

709 
719 
36 

739 
7·107 

3 - 1 1 ·23 
769 

1 �) -41 
3- 26:{ 
17 -47 

809 
32 .7·13 

829 
839 

3-283 

859 
1 1 ·79 
3 ·293 
7- 127 
2!1-31 

32- 101 
919 
929 

3 - :H 3  
13-73 

7- 1 37 
:3 - 1 7· 1  9 

1 1 -89 
n - 43 
33-a7 

50 Cll 
5 1  g 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
\1 1 
92 
93 
H4 



.... � 
� 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N g l»  o tr -� 
� 

100 23-53 7 - 1 1 - 1 3  2-3 - 1 67 1 7- 59 22-251 3-5-67 2-503 1 9-53 24-32-7 1 009 100 � 

101 2-5· 1 0 1  3-33 7  22- 1 1 -23 1 013 2-3-132 5 - 7- 29 23.1 2 7  32- 1 1 3  2-509 1019 101 � 

102 22·3·5-17 1 021 2-7-73 3 - 1 1 -31 210 52-41 2-33-1 9  13-79 22·257 3-73 102 

1 03 2-5- 103 1 031 23-3-43 1 033 2 - 1 1 -47 32-5-23 22-7-37 1 7 - 6 1  2-3-173 1039 103 

1 04 24.1:) - 1 3  3-347 2-521 7 - 1 49 22-32-29 5· 1 1 - 1 9  2-523 3-349 23- 131 1049 104 

105 2-3·52·7 1 051 22-263 34. 1 3  2 - 1 7-31 5-21 1 25·3 · 1 1  7 - 1 5 1  2-232 3-353 1 05 

106 22-5-53 1 06 1  2-32-59 1 063 23-7- 1 9  3-5·71 2-13-41 1 1 -97 22-3-89 1069 106 

107 2-5· 1 07 32-7-1 7  24-67 29-37 2-3-1 79 52-43 22-269 3-359 2-72- 1 1  13-83 1 07 

1 08 23-33·5 23-47 2-541 3· 193 22-271 5·7·31 2·3·181 1087 26- 1 7  32 · 1 12 108 

109 2-5·109 1091 22-3-7- 1 3  1 093 2-547 3-5-73 23- 137 1097 2-32-61 7- 157 109 

1 10 22·52· 1 1  3-367 2 - 1 9-29 1 1 03 24·3-23 5 - 13 · 1 7  2·7-79 33.41 22·277 1 1 09 1 1 0  

1 1 1  2·3·5·37 1 1 -101 23.139 3-7-53 2-557 5-223 22 -32-31 1 1 1 7  2 - 1 3-43 3-373 1 1 1  

1 12 2•·5·7 19-59 2·3· 1 1 · 1 7  1 1 23 21-281 32-53 2-563 72-23 23-3-47 1 129 1 1 2  

1 1 3  2-5·1 1 3  3-13-29 22-283 1 1 ·1 03 2-34-7 5-227 24-71 3-379 2-569 1 7-67 1 1 3  

1 1 4  22· 3·5 - 1 9  7 - 1 63 2-571 32- 1 27 23- 1 1 ·1 3  5-229 2-3- 1 91 3 1 -37 22-7-41 3-383 1 1 4 

1 1 5 2·52-23 1 151 27.32 1 153 2·577 3·5·7- 1 1  22.1 72 1 3 - 89 2-3- 1 93 19·61 1 1 5  

1 1 6  23·5·29 33·43 2-7-83 1 16 3  22·3-97 5-233 2- 1 1 -53 3-389 24-73 7 - 1 67 1 1 6  Q 

1 1 7  2·31-5· 1 3  1 171 22-293 3 - 17-23 2-587 52-47 23-3-72 1 1 - 1 0 7  2 - 1 9-31 32· 1 3 1  1 1 7  0 

1 1 8 22-5-59 1 181 2-3- 1 97 7 - 1 32 2"-37 3 - 5· 79 2·593 1187 22-33· 1 1  29-41 1 1 8  � 

1 1 9 2-5·7-17 3-397 23-1 49 1 193 2-3-199 5-239 22-13-23 3'·7·1 9  2-599 1 1 - 109 1 1 9  � tl;j 
I» z 

1 20 24·3·52 1201 2-601 3-401 2'-7-43 5-241 2 ·32-67 17-71 23- 1 5 1  3 - 13-:n 120 (') 
� P+ 

1 2 1  2 - 5- 1 12 7-173 22-3-101 1213 2-607 35-5 26. 1 9  1 217 2-3-7-29 23-53 1 2 1  0 

122 22-5-61 3-1 1 -37 2-13-47 1223 23-32 - 1 7  52-72 2-61 3 3-409 22-307 1229 1 22 :::!. � 

1 23 2-3·5·41 1231 24.7-1 1  32-137 2-617 5 - 1 3 - 1 9  22-3-103 1237 2-619 3-7-59 1 23 1:'1 .... 
I» � 

1 24 23·5-31 1 7-73 2-33-23 1 1- 1 1 3  22-31 1 3-5·83 2·7·89 29-43 25·3- 1 3  1249 124 .... .... 

1 25 2-5• 32-139 22-313 7- 1 79 2-3· 1 1 · 1 9  5-251 23- 15 7  3·41 9  2 - 1 7-37 1259 125 8 
� 126 22-32-5-7 1 3-97 2-631 3-421 24.79 5- 1 1 ·23 2-3-2 1 1  7 - 1 81 22-31 7 3•·47 126 IJl 

1 2 7  2-5-127 3 1 -41 23·3·53 1 9-67 2-72 -13 3-52 - 1 7  22- 1 1 -29 1277 2-32·71 1279 1 2 7  

1 2 8  28.5 3·7-61 2-641 1283 22·3-107 5-257 2-643 32· 1 1 · 1 3  23.7-23 1289 128 

129 2 - 3-5-43 1291 22. 1 7 - 1 9  3-431 2-647 5-7-37 24-34 1297 2 - 1 1 -59 3-433 129 re rJl 

1 30 22 · 52- 1 3  1 301 2-3-7-31 1303 23- 1 63 32-5-29 2-653 1 307 22-3-109 7-1 1 - 1 7  130 

1 3 1  2-5-131 3-1 9-23 25-41 13- 101 2-32-73 5-263 22·7·47 3-439 2-659 1319 131 

1 32 23-3-5- 1 1  1 321 2-661 33-72 22-331 52-53 2-3· 1 3 - 1 7  1 327 24-83 3-443 132 

1 33 2·5·7- 1 9  1 }3 22-32-37 3 1 -43 2-23-29 3 - 5-89 23-1 67 7-191 2-3-223 13-103 133 

1 34 22·5-67 32.1 49 2 - 1 1 -6 1  17-79 26·3·7 5-269 2-673 3·449 22-337 19·71 134 

1 35 2-33-52 7-193 23. 1 32 3- 1 1 -41 2-677 5-271 22·3· 1 13 23-59 2-7-97 32- 1 5 1  1 35 

1 36 2'-5·1 7  1361 2-3·227 29-47 22·1 1·31 3-5·7-13 2·683 1 367 23-32 . 1 9  372 136 

1 37 2-5-137 3·457 22· 73 1373 2-3-229 53- 1 1  25.43 3'·1 7  2 - 1 3- 53 7- 197 1 3 7  

1 38 22-3-5-23 1381 2-691 3-461 23-173 5-277 2·32·7 - 1 1  1 9-73 22-347 3-463 138 

139 2-5-139 13- 107 2'-3-29 7 - 1 99 2 - 1 7-41 32-5-31 22-349 1 1- 1 27 2·3-233 1399 1 39 

140 2'·52·7 3-467 2-701 23-61 22-33- 1 3  5-281 2 - 1 9-37 3- 7-67 27- 1 1  1409 140 

141 2 -3-5-47 1 7-83 22-353 32- 1 57 2-7-101 5-283 23-3-59 1 3- 109 2-709 3-1 1 -43 141 

142 22·5-71  72·29 2·32·79 1423 2'·89 3 - 52 . 1 9  2-23-3 1  1427 22-3-7- 1 7  1429 142 

143 2 · 5· 1 1 - 1 3  33-53 23- 1 79 1433 2-3-239 5-7·4 1  22-359 3·479 2-719 1439 143 

144 25-32.5 1 1 - 13 1  2-7- 1 03 3-13-37 22. 1 93 5 - 1 72 2-3-241 1447 23· 181 32-7-23 144 

1 45 2-52-29 1451 22-3 - 1 12 1453 2-727 3 - 5-97 2'·7-1 3  3 1 -47 2-36 1459 145 

1 46 22·5·73 3-487 2- 1 7-43 7 - 1 1 - 1 9  23-3·61 5-293 2-733 32. 163 22-367 1 3- 1 13 146 

1 47 2-3·5·72 1471 26·23 3-491 2 - 1 1 -67 52-59 22-32-41 7 - 2 1 1  2-739 3-17-29 1 47 

148 23-5-37 1481 2-3- 1 3· 1 9  1483 22·7-53 33-5· 1 1  2-743 1 487 2'-3-31 1489 148 :; 

1 49 2 - 5- 149 3-7·71 22.373 1493 2-32-83 5· 13-23 2•- 1 1 - 1 7  3-499 2-7·107 1499 1 49 ;g 



1 50 23-3-9 19-79 2-751 32-167 26·47 5-7-43 2-3-251 1 1- 1 37 22-13-29 3-503 1 50 ..... 

1 5 1  2-5- 151 151 1 2'·33-7 17-89 2·757 3·5· 101 22-379 37-41 2-3 · 1 1 ·23 72-31 151 § 
1 52 2'·5·19 32.132 2-'161 1523 2'·3- 127 52-61 2·7- 109 3·509 23- 1 9 1  1 1 · 1 39 1 52 

1 53 2.32·5-17 1 531 22·383 3-7-73 2 - 1 3-59 5-307 29-3 29·53 2-769 3'·19 1 53 

1 54 2'·5·7· 1 1 23-67 2-3·257 1543 23·193 3-5· 103 2-773 7·13·1 7  22-32.43 1549 154 

1 55 2·52-31 3-.1 1 -47 2'-97 1 553 2-3-7·37 5·3 1 1  22.\389 32-173 2-19-41 1559 1 55 

1 56 23·3·5·13 7·223 2 · 1 1 -71 3-521 22. 1 7-23 5-313 2·33.29 1567 25.72 3-523 156 

1 57 2·5- 1 57 1571 22·3·131 1 1'-13 2-787 32·52·7 23-197 19-83 2-3-263 1579 1 57 

1 58 22-5·79 3-17-31 2-7- 1 1 3  1583 2•·32. 1 1  5-317 2- 1 3-61 3-232 22-397 7-227 1 58 

1 59 2·3·5·53 37·43 2'·199 38-59 2-797 5· 1 1 ·29 22·3·7·19 1 597 2 · 1 7-47 3 - 13·41 1 59 

160 26-& 1601 2-32·89 7 -229 22-401 3·5·107 2- 1 1 -7 3  1607 23·3-67 1609 160 

1 6 1  2·5·7-23 32· 1 79 22.13·31 1613 2·3·269 5·17-19 24. 101 3.72- 1 1  2·809 1619 161 

162 22·34·5 1621 2·811 3·541 23-7·29 53· 13 2·3·271 1 627 22· 1 1 -37 32-1 81 162 

163 2-5- 163 7-233 26·3· 11 23-71 2-19·43 3-5· 109 22·409 1637 2-32.7 - 1 3  1 1 -149 163 

1 6 4  23-5-41 3-547 2-821 31 -53 22·3-137 5-7-47 2-823 33-6 1 2qo3 1 7-97 164 

165 2-3·52· 1 1  13- 127 22-7-59 3· 19-29 2-827 5-331 23-32-23 1657 2-829 3-7-79 165 

1 66 22·5·83 1 1 · 15 1  2-3-277 1663 27. 13 32·5-37 2-72-1 7  1667 22-3- 139 1 669 166 

167 2-5-1 67 3·557 28· 1 1 · 1 9  7-239 2-38-31 52·67 22-419 3 · 13·43 2·839 23·73 167 

168 24·3·5·7 412 2-292 32· 1 1 - 1 7  22-421 5-337 2-3-281 7-241 23· 2 1 1  3- 563 168 c 

169 2·5·132 1 9·89 22-32·47 1693 2·7-1 12 3-5· 1 13 25-53 1 697 2-3·283 1 699 169 

� 
1 70 22·52 ·17 36·7 2·23·37 13·13 1 23·3·71 5 · 1 1 -3 1  2-853 3-569 22·7·61 1709 170 

1 7 1  2-32·5·19 29·59 2'·107 3·571 2-857 5·73 22·3· 1 1 · 13 1 7· 101 2-859 32- 19 1  171  1'1\j � 

1 72 23·5-43 1721 2·3-7·41 1723 22-431 3-52-23 2-863 1 1 · 157 26-33 7-13-19 172 
= 

� I') 

173 2-5-1 73 3-577 22-433 1 733 2·3-172 5·347 23.7-31 32·193 2- 1 1 -79 37·47 1 73 .. 
Q 

1 7 4  22·3·5-29 1 741 2-13-67 3-7-83 24· 109 5·349 2-32·97 1747 22·1 9 -23 3 · 1 1 ·53 174 ;:!. t:C 
toil � 

1 7 5  2·53-7 17- 103 23·3·73 1753 2-877 33·5· 13 22·439 7-251 2-3·293 1759 1 75 = ... 

1 7 6  2&·5 · 1 1  3 · 587 2·881 41- 43 22-32·'72 5-353 2-883 3-19-31 23- 13- 1 7  29-61 176 .... 

� 1 77 2·3·5·59 7 - 1 1-23 22-443 32-1 97 2-887 52·71 24-3-37 1777 2-7- 127 3-593 1 77 8 
1 7 8  22·5·89 13- 137 2·34- 1 1  1783 23-223 3·5·7·17 2 · 19-47 1787 22-3· 149 1789 1 78 IJl 

1 7 9  2-5-179 32·199 28.7 1 1 - 1 63 2-3-13-23 5·359 22-449 3-599 2-29-31 7-257 179 
� 

1 80  23-32.& 1801 2- 17-53 3-60 1  22· 1 1 ·4 1  5-192 2-3·7·43 13· 139 2'· 1 13 33.67 1 80 r:p. 

1 81 2-5-181 1811 22-3 - 151 72·37 2 -907 3-5-1 12 2'-227 23-79 2-32-101 1 7 · 107 1 81 

1 82 22-5-7-13 3-607 2-9 1 1  1 823 25·3· 1 9  52.73 2 · 1 1 ·83 32.7-29 22-457 31·59 182 

1 83 2-3·5·61 1831 23-229 3- 13-47 2·7· 131 5-367 22-33 . 1 7  1 1 - 16 7  2-9 19 3·613 183 

1 84 2•-5-23 7-263 2-3-307 19-97 22·461 32·5-41 2-13-71 1 847 23-3-7- 1 1  432 1 84 

1 85 2·52-37 3·61 7 22-463 1 7 - 109 2-32-103 5-7·53 26-29 3-619 2·929 1 1 - 132 1 85 

1 86 22-3-5-31 1861 2-72- 1 9  34-23 23-233 5-373 2-3-31 1 1867 22·467 3·7·89 1 86 

1 87 2-5· 1 1 · 1 7  1871 2'-32· 13 1873 2-937 3-54 22·7-67 1877 2-3-3 1 3  1879 187 

1 88 23·5·47 32. 1 1 · 19 2-941 7·269 22·3- 157 5-13-29 2-23-41 3 - 1 7 -37 2•·59 1889 1 88 

1 89 2-33·5·7 3 1 -6 1  22· 1 1 ·43 3-631 2-947 5·379 23-3-79 7-271 2 ·13-73 32- 2 1 1  189 

1 90 22-52- 19 1 901 2·3·317 1 1-173 24-7- 1 7  3-5- 127 2-953 1 907 22-32·53 23-83 190 

1 9 1  2-5·191 3-7'- 1 3  23.239 1 91 3  2-3 · 1 1 ·29 5·383 22.479 33·71 2-7-137 19- 101 191 

192 27·3-5 1 7 - 1 1 3  2·312 3-641 22- 13-37 52·7 · 1 1  2-32-107 41 -47 23 -241 3-643 192 

1 93 2-5·193 1931 22·3·7·23 1 933 2·967 32-5 -43 2'· 1 12 13- 149 2-3- 1 7 - 1 9  7-277 193 

194 22-5-97 3-647 2-971 29·67 23-35 5-389 2·7-139 3 · 1 1 ·59 22.487 1949 194 

1 9 5  2·3·52·13 1951 26.6 1  3'·7·31 2-977 5-17-23 22·3· 1 63 19- 103 2· 1 1 ·89 3 -653 195 =' 

1 96 23·5·12 37-53 2-32. 109 13·151 22-491 3-5- 131  2-983 7·281 24-3·41 1 1- 179 196 e: � 

1 97 2·5·197 33·73 22·17-29 1973 2-3-7-47 52-79 23.13-19 3 -659 2-23-43 1979 197 ..... IS:> 00 

1 9 8  22-3'·5· 1 1  7-283 2-991 3 · 66 1  26.31 5-397 2-3-331 1 987 22.7-71  32. 13 - 1 7  1 9 8  :c .. � 

199 2-5-199 1 1 -1 8 1  23-3-83 1 993 2-997 3-5·7- 19 22·499 1 997 2-33·37 1999 199 ;g :.... � 



"" .-.3  00 0 =  � 
N 0 2 3 4 5 6 7 8 9 N � t:T'  00 -

til 
N) 

200 24.53 3·23-29 2·7· 1 1 - 13 2003 22·3· 167 5-401 2- 17-59 32·223 23-251 72-41 200 .... 
201 2·3·5-67 2011 22·503 3- 1 1 ·61 2·19-53 5- 13·31 25-32·7 2017 2·1009 3·673 201 :.... 
202 22·5· 101 43-47 2·3·337 7- 172 23· 1 1 ·23 34.52 2·1013 .2027 22·3· 132 2029 202 
203 2·5·7·29 3·677 24· 127 19- 107 2-32· 113 5- 1 1 -37 22·509 3·7-97 2-1019 2039 203 
204 23·3·5· 17 13- 157 2· 1021 32·227 22·7·73 5-409 2·3· 1 1 ·31 23·89 211 3·683 204 
205 2·52·41 7-293 22·33. 19 2053 2·13-79 3·5· 137 23-257 1 12 -17 2·3-73 29-71 205 
206 22·5- 103 32·229 2· 1031 2063 24·3·43 5·7·59 2- 1033 3·13·53 22· 1 1 ·47 2069 206 
207 2·32·5·23 19· 109 23·7·37 3·691 2·17·61 52·83 22·3· 173 31·67 2·1039 33.7· 1 1  207 
208 25·5· 13 2081 2·3·347 2083 22-521 3·5· 139 2·7· 149 2087 2•·32·29 2089 208 
209 2·5· 1 1 · 19 3· 17-41 22·523 7· 13·23 2·3·349 5·419 24· 131 32·233 2·1049 2099 209 
210 22·3·52·7 1 1- 191 2·1051 3·701 23·263 5-421 2·34· 13 72.43 22· 17·31 3· 19-37 210 
211 2·5·211 2111 26·3· 1 1  2113 2·7· 151 32·5·47 22·232 29-73 2·3·353 13-163 211 
212 2•·5·53 3·7- 101 2· 1061 1 1· 193 22·32·59 53- 17 2· 1063 3·709 24·7- 19 2129 212 
213 2·3·5·71 2131 22· 13-41 33.79 2· 1 1·97 5·7·61 23·3·89 2137 2· 1069 3·23·31 213 
214 22·5· 107 2141 2·32·7· 17 2143 25·67 3·5· 1 1· 13 2·29·37 19· 1 13 22·3·179 7·307 214 
215 2·52.43 32-239 2•·269 2153 2·3·359 5·431 22·72· 1 1  3·719 2· 13·83 17·127 215 
216 24·33·5 2161 2·23·47 3·7· 103 22·541 5·433 2-3- 192 1 1· 197 2'·271 32·241 . 216 C":l 

217 2·5·7·31 13· 167 22·3·181 41·53 2-1087 3·52·29 27· 17 7·31 1 2·32. l P 2179 217 0 

218 22·5·109 3·727 2· 1091 37·59 23·3·7· 13 5· 19·23 2· 1093 37 22-547 11 - 199 218 � t:t! 
219 2·3·5-73 7·313 2'· 137 3· 17·43 2· 1097 5·439 22.32 .61 133 2·7· 157 3·733 219 � z 
220 23·52· 1 1  31·71 2·3·367 2203 22-19·29 32·5· 72 2· 1 103 2207 25·3·23 472 220 � > 
221 2·5· 13· 17 3· 1 1·67 22·7-79 2213 2·33·41 5-443 23-277 3·739 2·1 109 7-317 221 .... � Q 0 
222 22·3·5-37 2221 2· 1 1 - 101 32. 13-19 24· 139 52·89 2·3·7·53 17·131 22·557 3-743 222 '"I ::1."1 .... 

223 2·5·223 23·97 23-32·31 7· 1 1·29 2· 1 117 3·5· 149 22·13-43 2237 2-3·373 2239 223 N .... 
Ill E: 224 26·5·7 33·83 2· 19-59 2243 22·3· 1 1 · 17 5·449 2- 1 123 3·7·107 23·281 13· 173 224 .... .... 

225 2·32·53 2251 22·563 3·751 2-72·23 5·1 1·41 24·3·47 37·61 2· 1 129 32·251 225 8 � 226 22·5· 1 13 7· 17· 19 2·3· 13·29 31 -73 2•·283 3-5-151 2· 1 1 · 103 2267 22·3'·7 2269 226 [/1 

227 2·5·227 3·757 25·71 2273 2·3·379 52·7· 13 22·569 32· 1 1 ·23 2·17·67 43·53 227 E;; 228 23·3·5·19 2281 2·7· 163 3·761 22·571 5·457 2-32·127 2287 24· 1 1 · 13 3·7· 109 228 r:n 
229 2·5·229 29·79 22·3· 191 2293 2-31·37 3•·5- 17 2'·7·41 2297 2·3·383 1 12· 19 229 .... 

r:n 

230 22·52·23 3· 13·59 2-1151 72·47 28.32 5·461 2· 1 153 3·769 22·577 2309 230 
231 2·3·5·7· 1 1  2311 22·172 32·257 2·13·89 5·463 22·3·193 7-331 2·19-61 3·773 231 
232 24·5·29 1 1·211 2·33.43 23· 101 22.7·83 3·52·31 2· 1 163 13- 179 23·3·97 17· 137 232 
233 2·5·233 32·7·37 22· 1 1 ·53 2333 2·3·389 5-467 25-73 3- 19·41 2·7- 167 2339 233 
234 22·32·5· 1 3  2341 2· 1 171 3· 1 1 ·71 2•·293 5·7·67 2·3· 17·23 2347 22-587 34·29 234 
235 2-52·47 2351 24· 3·72 13·181 2· 1 1· 107 3·5· 157 22· 19-31 2357 2-32· 131 7·337 235 
236 2'·5·59 3·787 2- 1 181 17· 139 22·3· 197 5· 1 1-43 2-7· 132 32·263 26-37 23- 103 236 
237 2·3·5·79 2371 22·593 3·7· 1 13 2· 1 187 5•· 19 2'·3'· 1 1  2377 2·29·41 3·13·61 237 
238 22·5·7· 17 2381 2·3·397 2383 24·149 32·5·53 2-1 193 7· 1 1 -31 22·3·199 2389 238 
239 2·5·239 3-797 2'·13-23 2393 2·32·7· 19 5·479 22·599 3-17·47 2· 1 1· 109 2399 239 
240 25·3·52 7• 2-1201 33·89 22·601 5· 13-37 2·3-401 29-83 2•-7-43 3· 1 1 -73 240 
241 2·5·241 2411 22-32·67 19· 127 2· 17·71 3·5·7·23 24· 151 2417 2·3· 13·31 41·59 241 
242 22·5· 1 12 32·269 2-7- 173 2423 23·3· 101 52·97 2·1213 3·809 22·607 7·347 242 
243 2·35·5 1 1 -13 -17 27· 19 3·81 1 2-1217 5·487 22·3·7-29 2437 2-23-53 32·271 243 
244 23·5·61 2441 2·3· 1 1 ·37 7-349 22·13·47 3·5· 163 2-1223 2447 24-32 -17 31 -79 244 
245 2·52·72 3· 19·43 22.613 1 1 ·223 2·3·409 5·491 23-307 33.7· 13 2· 1229 2459 245 
246 22·3·5·41 23·107 2·1231 3-821 25.7- 1 1  5· 17·29 2·32· 137 2467 22-617 3·823 246 
247 2·5· 13 -19 7·353 23·3· 103 2473 2·1237 32·52 .1 1 22·619 2477 2·3·7·59 37·67 247 
248 24-5-31 3·827 2· 17-73 13·191 22-33-23 5-7·71 2- 1 1· 1 13 3·829 23·311 19· 131 248 1-:l 

249 2·3·5·83 47-53 22·7·89 32·277 2·29·43 5-499 26·3·13 1 1 ·227 2-1249 3·72· 17 249 � <I:> 



250 22- 54 4 1 -6 1  2-32 - 1 39 2503 23·31 3  3-5- 1 67 2-7- 1 79 23- 1 09 22-3 · 1 1 · 1 9  1 3- 193 250 I>:) 

2 51 2-5-251 34-31 24- 1 57 7-359 2-3-419 5-503 22· 17-37 3-839 2 - 1 259 1 1 -229 251 Ql 

252 23·32 - 5-7 2521 2 - 1 3-97 3-292 22·631 52.101  2-3-421 7- 1 92 25.79 32-281 252 8 

2 5 3  2 · 5· 1 1 ·23 2531 22·3·21 1  1 7 · 1 49 2 - 7- 1 8 1  3·5· 1 32 23-317 43-59 2-33·47 2539 253 

254 22-5- 1 27 3-7- 1 12 2-31 -41 2543 24·3·53 5-509 2 - 1 9-67 32-283 22.72 · 1 3  2549 254 

255 2·3·52· 1 7  2551 23- l l -29 3-23-37 2- 1277 5-7-73 22-32 - 7 1  2557 2- 1279 3-853 255 

256 29-5 1 3 - 1 97 2-3-7-61 1 1-233 22-641 33·5- 1 9  2·1 283 1 7 - 1 5 1  23-3-1 07 7-367 256 

257 2-5-257 3 - 85 7  22.643 3 1-83 2-32· 1 1 - 13 52-103 24.7-23 3-859 2 - 1 289 2579 257 

258 22-3-5-43 29-89 2-1291 32·7-41 23· 1 7- 1 9  5- 1 1-47 2-3-431 1 3 - 1 99 22-647 3-863 258 

259 2-5-7-37 2591 25-34 2593 2 - 1 297 3-5- 1 73 22-1 1 -59 72-53 2-3-433 23- 1 1 3  259 

260 23-52 ·13 32.1 72 2 - 1301 1 9 - 1 3 7  22·3 ·7·31 5-521 2-1 303 3 - 1 1 -79 24- 1 63 2609 260 

261 2-32·5-29 7 - 373 22-653 3 - 1 3 -6 7  2- 1 307 5-523 23·3· 1 09 2617 2-7· 1 1 · 1 7  33-97 261 

262 22-5- 1 3 1  2621 2-3 - 1 9·23 43-61 26-41 3-53·7 2 - 1 3- 1 01 37-71 22-32.73 1 1 -239 262 

263 2 - 5-263 3-877 23-7-47 2633 2-3-439 5-17-31 22-659 32-293 2 - 1 3 1 9  7 - 13-29 263 

2 64 24-3·5·1 1  1 9 - 1 3 9  2-1321 3-881 22-661 5-232 2-33.72 2647 23-331 3 - 883 264 

265 2-52-53 1 1 -241 22-3 · 1 3 · 1 7  7-379 2- 1 32 7  32-5-59 25-83 2657 2-3-443 2659 265 

266 22- 5·7- 1 9  3- 887 2-1 1' 2663 23-32-37 5 - 1 3-41 2-31 -43 3-7-127 22·23-29 1 7 - 1 57 266 

267 2 ·3·5·89 2671 24· 1 67 35· 1 1  2·7·1 91 52 - 107 22·3·223 2677 2 - 1 3· 1 03 3 - 1 9-47 267 

268 23·5-67 7-383 2-32.}49 2683 22- 1 1 -61 3·5- 1 79 2 - 17-79 2687 27-3-7 2689 268 c 
269 2-5-269 32· 13-23 22-673 2693 2-3-449 5-72.1 1  23-337 3 -29-31 2- 1 9-71 2699 269 0 

270 22-33-52 37-73 2-7- 1 93 3 - 1 7- 53 

a:: 
24-132 5-541 2 - 3- 1 1-41 2707 22-677 32·7-43 270 = 

271 2-5-271 271 1 23·3- 1 1 3  271 3  2-23-59 3-5- 181 22·7·97 1 1 - 1 3- 19 2-32- 1 5 1  271 9  271 "!'j 

� 272 2•-5- 1 7  3 - 90 7  2-1361 7-389 22-3-227 52-109 2-29-47 33- 1 0 1  23· 1 1 · 3 1  2729 272 = (":1 

273 2·3·5·7·1 3  2731 22-683 3-9 1 1  2- 1367 5-547 24-32 - 1 9  7-17-23 2-372 3-1 1 - 83 273 '"" 

274 22- 5 · 1 37 2741 2-3-457 13-21 1  23-73 32-5-61 2-1 373 41-67 22·3-229 2749 274 
0 "'l !:1:1 .... ...... N � 

275 2-5•-u 3 - 7- 1 3 1  26.43 2753 2-3•· 1 7  5 - 1 9·29 22.} 3-53 3-9 1 9  2 - 7- 1 97 3 1 -89 275 = ... 

276 23-3·5-23 1 1 -251 2- 1381 32-307 22-691 5-7-79 2-3-461 2767 24- 1 73 3 - 1 3- 7 1  276 .... 

� 
0 

277 2 - 5-277 1 7- 163 22·32·7· 1 1  47-59 2 - 1 9-73 3 - 52 -37 23·347 2777 2 -3-463 7 - 397 277 = 

278 22-5- 139 33- 103 2- 13- 107 1 12-23 25-3-29 5-557 2-7- 1 99 3-929 22 · 1 7·41 2789 278 iJl 

279 2-32·5·31 2791 23-349 3 - 72 - 1 9  2· 1 1 · 1 27 5 - 1 3-43 22·3-233 2797 2 - 1 399 32-3 1 1  279 ><I 00 

280 24·52-7 2801 2-3-467 2803 22-701 3-5· 1 1 · 1 7  2-23-61  7-401 23-33- 1 3  532 280 
...... 00 

281 2 - 5-281 3-937 22·19-37 29-97 2-3·7-67 5-563 28· 1 1  32-31 3  2 - 1 409 2819 281 

282 22-3-5-47 7- 1 3 - 3 1  2- 1 7-83 3-941 23·353 52- 1 1 3  2-32 · 1 57 1 1 ·257 22-7-101 3-23-41 282 

283 2-5·283 1 9- 149 24-3-59 2833 2 · 1 3 -1 09 34·5·7 22-709 2837 2-3 - 1 1 -43 1 7 · 1 6 7  283 

284 23- 5- 7 1  3-947 2-72.29 2843 22-32-79 5- 569 2-1 423 3-13-73 25.89 7 - 1 1 -37 284 

285 2-3·52 -1 9  2851 22-23-31 32-31 7  2 - 1 427 5-571 23-3-7- 1 7  2857 2-1429 3 · 953 285 

286 22·5· 1 1 · 1 3  2861 2·33-53 7-409 24- 1 79 3-5-191 2 - 1433 47-61 22-3-239 1 9- 1 5 1  286 

287 2-5·7·41 32· 1 1-29 23-359 1 32· 1 7  2-3-479 5•-23 22-719 3-7- 1 3 7  2 - 1 439 2879 287 

288 26-32-5 43-67 2 · 1 1 - 13 1  3-312  22 · 7 - 1 03 5-577 2-3-1 3-37 2887 2&. 1 92 33. 10 7  288 

289 2-5- 1 72 72-59 22-3-241 1 1 ·263 2- 1 447 3-5-193 24. 1 81 2897 2-32·7-23 1 3-223 289 

290 22-52·29 3-967 2- 1451 2903 23-3 · 1 12 5-7-83 2- 1453 32- 17- 19 22.727 2909 290 

291 2-3-5-97 4 1 · 7 1  25.7 - 1 3  3 -971 2-31 -47 5- 1 1-53 22-36 2917 2- 1459 3-7-139 291 

292 23-5-73 23-127 2- 3-487 37-79 22 - 17-43 32·52 - 1 3  2-7-1 1 - 1 9  2927 24 -3-61 29·101 292 

293 2·5-293 3-977 22-733 7-4 1 9  2-32- 1 63 5-587 23-367 3- 1 1 -89 2 - 13- 1 1 3 2939 293 

294 22·3·5-72 1 7 - 1 73 2- 1471 33- 109 27-23 5-19-31 2-3·491 7-421 22- 1 1- 67 3 - 983 294 
o-3 

295 2-52-59 1 3-227 23-32-41 2953 2 - 7-2 1 1  3 -5-197 22-739 2957 2-3 - 1 7-29 1 1 -269 295 = 

296 24-5-37 32.7-47 2- 1481 2963 22- 3 - 1 3 · 1 9  5·593 2- 1483 3-23-43 23.7-53 2969 296 e:: ('b 
297 2-33·5· 1 1  2971 22-743 3-991 2- 1487 52·7- 1 7  25·3·31 13-229 2-1 489 32-331 297 I>:) Nl 00 
298 22·5·149 1 1 -271 2-3-7-71 19-157 23-373 3-5-199 2-1493 29-1 03 22-32-83 72·61 298 <.0 ;;;... � 
299 2-5- 1 3 -23 3-997 2'· 1 1 - 1 7  41 ·73 2 ·3·499 5-599 22 .7·107 34-37 2 - 1499 2999 299 � :..:. 1'.0 



� t-3  00 
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N o fll 8 O t:r'  -('II 

t.:l 

300 23·3·53 3001 2·19-79 3·7· 1 1 · 13 22-751 5-601 2-32 - 167 31 -97 26-47 3-17-59 300 .,.. 
301 2·5·7·43 301 1  22.3-251 23· 131 2 -11 · 137 32·5-6i' 23.13·29 7·431 2·3·503 3019 301 ...:t 

302 22·5·151 3· 19·53 2·1511 3023 2•-38·7 52 · 1 12 . 2·17·89 3·1009 22.757 13-233 302 
303 2·3·5· 101 7-433 23·379 32·337 2·37·41 5-607 22·3· 1 1 ·23 . 3037 2-72·31 3·1013 303 
304 26·5·19 3041 2·32-132 17· 179 22·761 3·5·7·29 2·1523 11 -277 28·3·127 3049 304 
305 2·52·61 33- 113 22.7·109 43·71 2·3·509 5· 13-47 24.191 3-1019 2·11 · 139 7-19-23 305 
306 22·32-5-17 3061 2·1531 3- 1021 23-383 5·613 2-3-7·73 3067 22. 13·59 32. 1 1 ·31 306 
307 2·5·307 37-83 210.3 7·439 2·29·53 3·52-41 22.769 17·181 2-34 -19 3079 307 
308 23·5·7· 1 1  3-13-79 2-23·67 3083 22·3·257 5-617 2·1543 32-73 24.193 3089 308 
309 2·3·5·103 1 1 ·281 22·773 3·1031 2·7· 13·17 5·619 23·32 .43 19· 163 2-1549 3·1033 309 
310 22·52·31 7·443 2·3· 11 ·47 29- 107 25·97 33·5-23 2-1553 13·239 22·3·7-37 3109 310 
31 1  2-5-311 3-17·61 28·389 1 1 ·283 2·32·173 5-7·89 22. 19-41 3-1039 2-1559 3119 31 1 
312 24·3·5·13 31%1 2·7-223 32-347 22· 1 1 ·71 56 2·3·521 53·59 23. 17·23 3·7·149 312 
313 2·5·313 31 · 101 22·33-29 13·241 2-1567 3·5·1 1 · 19 26-72 3137 2·3-523 43·73 313 
314 22·5·157 32·349 2· 1571 7·449 23·3·131 5· 17·37 2·112 -13 3- 1049 22·787 47-67 314 
315 2-32·52·7 23- 137 2•·197 3· 1051 2·19-83 5·631 22·3·263 7·11 ·41 2·1579 36. 13 315 
316 23-5·79 29·109 2-3-17-31 3163 22·7- 113 3·5-21 1 2·1583 3167 25·32 . 11 3169 316 c 
317 2-5·317 3·7- 151 22· 13·61 19- 167 2·3·232 52·127 23-397 32·353 2·7·227 1 1 - 172 317 � 
318 22-3·5·53 3181 2·37·43 3- 1061 24. 199 5·72 -13 2·33·59 3187 22·797 3- 1063 318 t:D 
319 2·5· 1 1 ·29 3191 23·3-7-19 31 · 103 2-1597 32·5·71 22·17·47 23·139 2·3·13·41 7·457 319 � !2l 
320 27.52 3 ·11·97 2·1601 3203 22·32·89 5·641 2·7·229 3· 1069 23·401 3209 320 � � 321 2-3·5·107 132 -19 22. 1 1 ·73 33·7·17 2-1607 5-643 2•·3·67 3217 2-1609 3·29·37 321 ... 

322 22·5·7-23 3221 2·32·179 1 1 -293 23-13·31 3-52-43 2·1613 7·461 22.3·269 3229 322 §. e! 
323 2·5- 17·19 32·359 25. 101 53-61 2·3·72 · 1 1 5-647 22·809 3·13·83 2·1619 41 -79 323 N s:o � 
324 23-34·5 7·463 2· 1621 3·23-47 22·811 5- 1 1 ·59 2·3·541 17·191 24.7·29 32. 192 324 ... ... 
325 2·53- 13 3251 22·3·271 3253 2-1627 3·5·7·31 23· 1 1 ·37 3257 2·32. 181 3259 325 8 � 326 22·5· 163 3· 1087 2·7·233 13·251 26·3·17 5·653 2-23·71 33. 1 1' 22· 19-43 7-467 326 CJl 

327 2·3·5·109 3271 23.409 3- 1091 2-1637 52.131 22·32.7·13 29-113 2 ·11 · 149 3·1093 327 
328 24·5-41 17-193 2·3·547 72-67 22-821 32·5·73 2·31 ·53 19·173 23·3·137 1 1- 13-23 328 � 

329 2-5·7·47 3· 1097 22-823 37·89 2·33·61 5-659 25.103 3-7- 157 2·17·97 3299 329 r:e 
Ul 

330 22·3·52. 1 1  3301 2·13·127 32·367 23-7·59 5·661 2-3-19·29 3307 22·827 3·1 103 330 
331 2·5·331 7·11 ·43 24-32-23 3313 2·1657 3·5- 13-17 22-829 31 -107 2·3·7·79 3319 331 
332 23-5-83 34.41 2 ·11 ·151 3323 22·3·277 52·7-19 2·1663 3-1 109 28.13 3329 332 
333 2·32·5·37 3331 22.72. 17 3-1 1 · 101 2·1667 5·23·29 23·3-139 47·71 2·1669 32·7·53 333 
334 22·5· 167 13·257 2-3-557 3343 24· 1 1 · 19 3·5·223 2·7-239 3347 22·33·31 17-197 334 
335 2·52·67 3 -1117 23·419 7·479 2·3·13-43 5· 1 1 ·61 ,22.839 32·373 2-23·73 3359 335 
336 25·3·5·7 3361 2·412 3·19·59 22·292 5-673 2-32. 1 1 - 17 7·13·37 23.421 3 ·1123 336 
337 2-5-337 3371 22·3·281 3373 2·7-241 33-53 24-21 1 1 1 ·307 2·3·563 31 · 109 337 
338 22·5·132 3-72-23 2·19·89 17-199 23·32·47 5·677 2·1693 3·1 129 22·7· 1 12 3389 338 
339 2·3·5· 1 13 3391 26-53 32. 13·29 2·1697 5-7·97 22.3·283 43-79 2·1699 3·11 - 103 339 
340 28·52 -17 19·179 2-35·7 41 ·83 22.23-37 3·5·227 2·13·131 3407 24·3-71 7-487 340 
341 2·5· 1 1 ·31 32-379 22·853 3413 2·3·569 5·683 23.7·61 3-17·67 2·1709 13·263 341 
342 22·32 ·5·19 1 1 ·311 2-29·59 3·7-163 25.107 52. 137 2·3·571 23-149 22·857 33-127 342 
343 2·5·73 47·73 23·3·1 1 ·13 3433 2-17- 101 3-5-229 22·859 7·491 2-32 -191 19-181 343 
344 24·5·43 3-31·37 2· 1721 1 1 ·313 22·3·7·41 5-13·53 2·1723 32-383 23-431 3449 344 
345 2·3·52·23 7·17-29 22·863 3·1151 2·11 · 157 5-691 27.33 3457 2-7·13-19 3 ·1153 345 
346 22-5- 173 3461 2·3·577 3463 23-433 32·5·7· 1 1  2·1733 3467 22·3·172 3469 346 
347 2·5·347 3-13·89 2f.7·31 23-151 2·32.193 52·139 22·1 1 ·79 3·19·61 2·37-47 12·71 347 
348 23-3-5-29 592 2· 1741 34.43 2'·13-67 5·17-41 2·3·7-83 1 1 -317 23·109 3 -1163 348 Cl:l 

349 2·5·349 3491 22.32·97 7-499 2·1747 3·5·233 21. 19·23 13·269 2·3 ·11 ·53 3499 349 � CQ 



350 22-51·7 32-389 2 - 1 7-103 3 1 - 1 1 3  24-3-73 5-701 2-1 753 3-7- 1 67 22-877 1 12·29 350 g; 

3 5 1  2-33-5·13 351 1 23·439 3-1 1 71 2-7-251 5 - 19-37 22-3·293 3517 2 - 1 759 32- 1 7-23 351 0 

352 26-5-1 1  7-503 2-3-587 1 3 ·2 71 22-881 3-52·47 2-41 -43 3527 23-32·72 3529 352 ° 

3 5 3  2-5-353 3- 1 1 - 107 22-883 3533 2-3-19·31 5-7-101 24. 13- 1 7  33-1 3 1  2-29·61 3539 353 

354 22-3·5·59 3541 2-7- 1 1 -23 3 - 1 1 8 1  23-443 5-709 2-32 - 1 9 7  3547 22.887 3-7-132 354 

3 5 5  2-52-71 53-67 25·3-37 1 1· 1 7- 19 2 - 1777 32-5·79 22-7-127 3557 2-3-593 3559 355 

3 5 6  23-5-89 3- 1 1 87 2-13-137 7-509 22-3•-1 1 5-23-31 2 - 1 783 3-29-41 2•-223 43- 83 356 

3 5 7  2-3-5-7- 1 7  3571 22-19-47 32-397 2-1787 52-1 1 - 1 3  23-3-149 72-73 2 - 1 789 3- 1 1 93 357 

358 22-5-179 3581 2-32-199 3583 29-7 3-5-239 2 · 1 1 - 1 63 1 7 -21 1 22· 3 - 1 3 -23 37-97 358 

359 2-5-359 33·7 · 1 9  2'-449 3593 2·3-599 5-719 22-29-31 3- 1 1 - 109 2 -7-257 59·61 359 

360 2'·32-52 1 3-277 2-180 1  3 - 1 20 1  22-1 7-53 5-7- 103 2-3-601 3607 2'· 1 1 -41 32.401 360 

361 2·5·192 23- 1 57 22-3·7-43 3613 2· 13- 139 3-5-241 25- 1 13 36 1 7  2-33-67 7- 1 1 -47 361 

362 22-5- 1 8 1  3-17-71 2- 181 1 3623 23·3-1 5 1  53-29 2-72-37 32.1 3-31 22-907 19-191  362 

363 2-3·5·112  3631 24-227 3-7- 1 73 2·23-79 5-727 22-32-1 0 1  3637 2-17- 107 3 - 1 2 1 3  363 

364 2'·5·7- 1 3  1 1 -331 2-3·607 3643 22-911  38./j 2 - 1 823 7-521 2&· 3 · 1 9  4 1 - 89 364 

365 2-52-73 3 - 1 2 1 7  22- 1 1 ·83 13-281 2-32-7-29 5-17-43 28.457 3-23-53 2-31 ·59 3659 365 

366 22-3·5-61 7-523 2 - 1 83 1  32·1 1 -3 7  2'-229 5-733 2·3-1 3-47 19-193 22- 7 - 1 3 1  3 - 1 223 366 

367 2-5-367 3671 28-33-1 7  3673 2 - 1 1 - 1 67 3-52-72 22-9 1 9  3677 2-3-613 1 3-283 367 

368 25-5-23 32-409 2-7·263 29- 1 27 22-3-307 5-1 1 -67 2-19-97 3 - 1 229 23-461 7 - 1 7-31 368 

369 2·32-5·41 3691 22- 13-71 3-1231 2 · 1 847 5·739 24-3-7- 1 1  3697 2 · 432 33· 137 369 c 0 

370 22·52-37 3701 2-3·617 7-232 23-463 3-5-13- 1 9  2- 1 7 - 109 1 1 -337 22-32.103 3709 370 
� � 

371 2-5·7·53 3- 1237 27-29 47- 7 9  2-3·619 5·743 22·929 32.7- 59 2- 1 1- 1 32 3719 371 � z 
372 23-3-5-31 6 12 2· 186 1  3-1 7·73 22-72 - 1 9  52-149 2-34-23 3727 24-233 3-1 1 - 1 13 372 = (') � 
373 2-5-373 7-13-41 22-3-3 1 1  3733 2- 1 867 32·5·83 23-467 37-101 2·3·7-89 3739 373 � 
374 22·5· 1 1 · 1 7  3-29-43 2 - 1 87 1  1 9- 197 25-32 . 1 3  5-7-107 2-1873 3 · 1 249 22·937 23- 163 374 

0 
.... ::0 
N � 

375 2-3-54 1 12-31 21-7·67 33-1 39 2 - 1 877 5-751 22-3-313 1 3 - 1 72 2 - 1 879 3·7·179 375 = ... 

376 Z.-5·47 3761 2-32· 1 1 · 19 53-7 1  22-941 3·5-251 2-7-269 3767 2•-3 - 1 57 3769 376 .... � 
� 377 2-5-1 3-29 32·41 9  22-23-41 73- 1 1  2-3-1 7-37 52· 1 5 1  26-59 3· 1259 2 - 1 889 3779 377 1:1 

378 22-33·5-7 19- 1 99 2-31-61 3- 1 3-97 23- 1 1 -43 5·757 2-3-63 1  7-541 22-947 32·421 378 fSJ 

379 2-5-379 1 7-223 2'-3-79 3793 2-7-271 3-5- 1 1 -23 22- 13-73 3797 2-32.21 1 29· 1 3 1  379 � 
380 23-52.19 3 - 7 - 1 8 1  2 - 1 901 3803 22 ·3·31 7  5·761 2-1 1 - 1 73 34-47 25-7-17 13-293 380 

re l'/2 

3 8 1  2-3-5-1 27 37- 103 22-953 3·31-41 2- 1907 5-7·109 23-32-53 1 1 -347 2-23-83 3-19·67 381 

382 22·5· 1 9 1  3821 2-3·72 -13 3823 24-239 32·52- 1 7  2-1913 43-89 22-3- 1 1 -29 7-547 382 

383 2-5·383 3 - 1 277 23-479 3833 2·33·71 5- 13·59 22.7- 137 3-1279 2· 1 9 - 1 0 1  11-349 383 

384 28·3-5 23- 1 67 2- 17-1 1 3  32-7-61 22·312 5-769 2·3-641 3847 23. 13·37 3·1 283 384 

385 2-52-7- 1 1  3851 22-32-107 3853 2·41 -47 3 · 5·257 24-241 7 - 1 9-29 2-3-643 1 7-227 385 

386 22-5- 193 33· 1 1 · 1 3  2 - 1 93 1  3863 23-3-7-23 5-773 2-1933 3·1289 22-967 53·73 386 

387 2-32-5.43 72·79 2&. 1 12 3-129 1  2 - 1 3 - 1 49 5•.31 22-3 · 1 7 - 1 9  3877 2·7-277 32·431 387 

388 23-5-97 3881 2-3-647 1 1 -353 22-971 3-5-7·37 2-29-67 132-23 2'-35 3889 388 

389 2·5-389 3 · 1297 22-7- 139 1 7-229 2-3 - 1 1 -59 5-1 9·41 23.487 32.433 2-1949 7-557 389 

390 22·3-52- 1 3  47-83 2 - 1 95 1  3-1301 26-61 5-1 1 ·71 2 - 32.7-31 3907 22-977 3-1303 390 

391 2·5-1 7 ·23 391 1  23-3- 1 63 7·13-43 2-19- 103 33-5-29 22-1 1 ·89 3917 2-3-653 3919 391 

392 Z.-5-72 3 - 1307 2-37-53 3923 :&2·32·109 52·157 2 - 1 3 - 1 5 1  3·7· 1 1 · 1 7  23·491 3929 392 

393 2-3·5·131 3931 22-983 32· 1 9-23 2-7-281 5-787 25·3-41 3 1 · 1 27 2- 1 1 - 1 79 3-13·101 393 

394 22-5- 1 97 7-563 2·35·73 3943 23·17-29 3·5-263 2 - 1 973 3947 22-3-7-47 1 1 -359 394 

395 2-52-79 32-439 24. 13-19 59-67 2·3·659 5-7·1 1 3  22-23·43 3-1319 2-1979 37- 107 395 =' t:T' 
396 21-32·5· 1 1  1 7-233 2-7-283 3·1321 22-991 5·13·61 2-3-661 3967 27.3 1  34-72 396 -� 
397 2-5·397 1 1 - 1 92 22-3-331 29·137 2-1987 3·52-53 23·7·71 4 1 -97 2-32. 1 3 - 1 7  23- 1 73 397 � t-::1 00 
398 22·5·199 3-132 7  2 - 1 1 - 1 8 1  7-569 24·3·83 5-797 2 - 1 993 32-443 22-997 3989 398 <.<:> ..... <:.n 

399 2-3·5-7- 1 9  1 3-307 21-499 3 · 1 1 '  2 ·1997 5·1 7·47 22-31-37 7 -571 2 · 1 99 9  3-31 -43 399 � :.:.  1-t. 



� � 00 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N o ll:! 
<::;l1 O O"  lS:l -� 

1:..:1 
400 25.53 4001 2·3·23·29 4003 22·7 · 1 1 · 13 32·5·89 2·2003 4007 23·::1 · 1 6 7  19·21 1 400 � 

401 2·5·401 3 · 7 · 1 9 1  22· 17·59 4013 2 ·32 .223 5 · 1 1 ·73 24 ·251 3 · 1 3 · 103 2 ·72·41 4019 401 � 

402 22 . 3·5·67 4021 2·201 1 33·1 49 23·503 52.7·23 2·3· 1 1 · 61 4027 22. 1 9·53 3·1 1-79 402 

403 2·5·13·31 29· 1 39 26·32·7 3 7 · 1 09 2·2017 3·5·269 22·1009 1 1 ·367 2·3·673 7·577 403 

404 23· 5 · 1 0 1  32·449 2 · 43-47 1 3· 3 1 1 22·3-337 5·809 2 · 7 · 1 72 3 · 1 9-71 24· 1 1 -23 4049 404 

405 2·34-52 4051 22 · 1013 3·7-1 93 2·2027 5 · 81 1 23 ·3-1 32 4057 2·2029 32. 1 1 .41 405 

406 22·5·7·29 3 1 · 1 3 1  2 ·3·677 17 -239 25· 127 3·5·271 2 · 1 9 · 1 07 72 ·83 22·32· 1 1 3 13·313 406 

407 2·5·1 1 ·37 3·23-59 23·509 4073 2-3·7·97 52· 1 63 22- 1 0 1 9  33· 1 5 1  2-2039 4079 407 

408 24·3·5·17  7-11 -53 2 · 1 3- 1 57 3-1361 22· 1021 5 · 1 9-43 2-32 · 227 6 1 ·67 23·7 ·73 3· 29-47 408 

409 2·5·409 4091 22·3· 1 1 · 3 1  4093 2-23·89 32·5·7·13 212 1 7·241 2·3·683 4099 409 

4 1 0 22 ·52 ·41 3 - 1367 2·7·293 1 1 ·373 23·33· 1 9  5-821 2 ·2053 3·372 22· 13·79 7·587 4 1 0  

41 1 2·3·5·1 37 4 1 1 1  24-257 32-457 2 · 1 !2 - 1 7  5 ·823 22·3·73 23·1 79 2 ·2 9· 71 3-1 373 41 1 

4 1 2  23·5 · 1 03 1 3 ·3 1 7  2·32-229 7 - 1 9 · 3 1  22 . 103 1 3· 53· 1 1 2 - 2063 4127 25·3· 43 4129 4 1 2  

4 1 3  2-5·7·59 35· 1 7  22.1033 4133 2 · 3 · 13 · 53 5 · 827 23· 1 1 · 47 3 -7 · 197 2-2069 4139 4 1 3  

4 1 4  22.32.5.23 4 1 · 1 0 1  2 · 1 9- 1 09 3· 1 3 81 24·7-37 5·829 2·3·691 1 1 - 1 3·29 22. 1 7-61 32·461 4 1 4  

4 1 5  2-52-83 7-593 23·3· 1 73 4153 2·31-67 3-5·277 22 · 1 039 4157 2·33·7· 1 1  4J59 4 1 5  

4 1 6  26·5-1 3  3 · 1 9.73 2-2081 23· 1 8 1  22·3·347 5·72 · 1 7  2·2083 32·463 2•.521 1 1 -379 4 1 6  0 
4 1 7 2·3·5· 1 39 43-97 22· 7· 1 49 3 · 1 3· 1 07 2·2087 52- 1 6 7  24-32- 29 4 1 77 2·2089 3 · 7- 1 99 4 1 7  0 

4 1 8  22·5·1 1 · 1 9 3 7- 1 1 3  2·3·1 7·41 47·89 23-523 33·5·31 2·7· 1 3·23 53·79 22·3-349 59·71 418 � 
4 1 9  2·5-4 1 9  3 · 1 1 - 12 7  25·1 3 1  7·599 2-32.233 5 - 839 22. 1 049 3·1399 2·2099 1 3 · 1 7 · 1 9  4 1 9  l'!j t:t! 

420 23.3·52.7 4201 2 · 1 1 · 1 9 1  32-467 22.1051 5·292 2·3 ,70 1  7 · 601 24·263 3 ·23·61 420 
11:1 � (') 

42 1  2-5·421 421 1  22-34 · 1 3  1 1 -383 2·72.43 3· 5·281 23. 17-31  4217 2 . 3 . 1 9·37 4219 421 
.... � Q 0 

422 22·5·2 1 1  32·7·67 2-2 1 1 1  4 1 · 1 03 27 ·3· 1 1 52· 1 32 2·2 1 1 3  3 · 1 409 22. 7 · 1 5 1  4229 422 .., l:tl ... 
423 2.32.5.47 4231 23·232 3 - 1 7·83 2·29·73 5·7· 1 12 22·3·353 19·223 2 · 13 ·1 63 33· 1 5 7  423 N ..... 

Ill > 
424 24· 5·53 4241 2·3·7-101 4243 22 . 1061 3·5·283 2 · 1 1 · 1 93 3 1 - 137 23 ·32-59 7 ·607 424 .... t" .... 
425 2·53-1 7  3 - 1 3 -109 22 · 1 063 4253 2·3 ·709 5·23·37 25 ·7 ·19 32-1 1 -43 2 · 2 1 29 4259 425 g � 
426 22·3·5·71 4261 2·2131  3·72·29 23· 13-41 5 · 853 2·33.79 1 7-251 22- 1 1 ·97 3· 1423 426 fll > 
427 2 ·5 ·7· 6 1  4271 24·3·89 4273 2·2137 32· 52 · 1 9  22 · 1 069 7 · 1 3·47 2·3·23-31 1 1 ·389 427 � 
428 23 ·5· 107 3 - 1 427 2·2141 4283 22.32.7.17 5 · 857 2 ·2 143 3- 1 429 26 ·67 4289 428 Ul 
429 2·3·5· 1 1 · 1 3  7-61 3  22·29·37 34-53 2-19- 1 1 3  5 · 859 23· 3 · 1 79 4297 2· 7 ·307 3·1 433 429 ..... Ul 

430 22·52·43 1 1 · 1 7 -23 2 ·32·239 13·331 24·269 3-5·7·41 2·2 1 53 59·73 22·3·359 3 J . 1 39 430 

431 2·5·431 32.479 23.72 . 1 1  19-227 2·3·719 5 · 863 22. 1 3-83 3·1 439 2 · 1 7 · 1 27 7·617 431 

432 25·33·5 29· 1 49 2-2161 3· 1 1 · 1 3 1  22·23·47 52· 173 2 ·3·7· 103 4327 23.541 32 -1 3·37 432 

433 2·5·433 6 1 · 7 1  22·3·1 92 7·6 1 9  2-1 1 - 1 97 3 ·5-1 72 24·27 1 4337 2·32· 24 1  4339 433 

434 22 ·5·7·3 1  3·144 7  2 · 1 3· 1 67 43-1 01 23·3·181 5- 1 1 - 79 2-41 -53 33·7·23 22· 1 087 4349 434 

435 2·3·52·29 1 9· 229 28. 1 7 3· 1451 2·7·31 1  5 · 1 3·67 22.32 . 1 12 4357 2·2 1 79 3 · 1 453 435 

436 23· 5 · 1 09 72·89 2·3-727 4363 22 .1 091 32·5·97 2·37-59 1 1 ·397 24·3 ·7· 1 3  1 7·257 436 

437 2·5-19·23 3·31 ·47 22. 1 093 4373 2-37 54·7 23·547 3 · 1 459 2·1 1 · 1 99 29· 1 5 1  437 

438 22 ·3·5·73 13·337 2·7-313 32.487 25- 1 3 7  5·877 2·3·1 7·43 4 1 · 107 22· 1 097 3·7· 1 1 · 1 9  438 

439 2 ·5·439 4391 23·32 ·61 23- 1 91 2- 1 33 3·5·293 22·7· 1 5 7  4397 2 ·3· 733 53·83 439 

440 24·52·1 1  33· 1 63 2·3 1 · 71 7- 1 7·37 22·3·367 5·881 2-2203 3-13· 1 1 3  23- 1 9·29 4409 440 

4 4 1  2·32·5-72 1 1 · 401 22 · 1 1 03 3 · 1 4 7 1  2·2207 5·883 26·3 ·23 7·631 2 · 472 32·491 441 

442 22·5 · 1 3 · 1 7  4421 2·3 · 1 1 ·67 4423 23·7·79 3-52·59 2· 22 13 1 9·233 22·33·41 43- 103 442 

44 3  2·5-443 3·7-21 1 24-277 1 1 · 13·31  2·3·739 5 · 887 22· 1109 32· 1 7 ·29 2·7·31 7  23- 1 93 443 

444 23·3·5·37 4441 2 -222 1  3-1 481 22. 1 1 · 1 0 1  5-7·127 2·32 · 1 3· 1 9  4447 25. 1 39 3·1 483 444 

445 2·52·89 4451 22·3-7-53 6 1 - 73 2 - 1 7- 1 3 1  34· 5· 1 1  2 3·557 4457 2-3-743 73· 1 3  445 

446 22·5·223 3 - 1 487 2 · 23·97 4463 24 ·32 ·3 1  5· 1 9·47 2·7· 1 1 ·29 3· 1489 22. 1 1 1 7 4 1 · 1 09 446 

447 2 ·3 · 5 · 1 49 1 7·263 23. 1 3 ·43 32 ·7·7 1 2 ·2237 52. 1 79 22·3·373 1 12·37 2-2239 3· 1493 447 

448 27·5·7 4481 2·33· 83 4483 22. 1 9 · 59 3·5· 1 3·23 2-2243 7·641 23·3 · 1 1 · 17 672 448 t 
449 2·5·449 32.499 22·1 123 4493 2·3·7· 1 07 5-29-3 1  24 ·28 1  3- 1 499 2 · 1 3 - 1 73 1 1 -409 449 ;g 



450 22-32-58 7-643 2·2251 3· 19-79 23-563 5-1 7-53 2-3·751 4507 ZZ-72-23 33- 167 450 lfo. 

451 2·5· 11 -41 1 3-347 25·3-47 4513 2-37-61 3-5·7-43 22- 1 129 4517 2·3'·251 45 19 451 g; 
452 23·5· 1 13 3- 1 1 - 137 2·7·17-19 4523 22·3·13-29 52· 181 2-31 -73 32·503 24-283 7-647 452 ° 

453 2·3·5· 151 23- 197 22· 11 - 103 3 - 1 5 1 1  2-2267 5-907 23-34-7 1 3-349 2-2269 3- 17·89 453 

454 22·5·227 1 9·239 2-3-757 7 · 1 1·59 26-71 32·5·101 2-2273 4547 22-3-379 4549 454 

455 2-52.7-13 3·37·41 £3·569 29- 1 57 2-32 - 11 -23 5-91 1 22·17-67 3-72-31 2-43-53 47-97 455 

456 24·3·5·19 4561 2·2281 33-132 22.7-163 5·11 ·83 2·3·761 4567 23-571 3 -1523 456 

457 2-5·457 7-653 22-32-127 17-269 2-2287 3·52·61 25- 1 1 -13 23-199 2·3-7- 1 09 1 9-241 457 

458 22·5·229 32-509 2-29-79 4583 23-3- 1 91 5·7- 131  2-2293 3 - 1 1 - 139 22-31-37 13-353 458 

459 2-33-5- 1 7  4591 24.7-41 3 -1531 2-2297 5-919 22·3-383 4597 2 - 1 12 - 19  32-7·73 459 

460 23-52-23 43-107 2·3·13-59 4603 22. 1 1 51 3-5-307 2-72-47 1 7-271 29-32 1 1 -419 460 

461 2-5-461 3·29-53 22- l l53 7-659 2-3-769 5·13-71 23·577 35. 1 9  2-2309 31 - 149 461 

462 22·3·5· 7 · 1 1  4621 2-231 1 3·23-67 24-172 53·37 2-32-257 7-661 22. 13-89 3-1543 462 

463 2·5·463 1 1 -421 23·3-193 41 -113  2-7-331 32·5·103 22. 1 9-61 4637 2-3-773 4639 463 

464 25·5·29 3-7-13-17 2 - 1 1 -2 1 1  4643 22-33·43 5-929 2-23-101 3 -1549 23-7-83 4649 464 

465 2-3-52-31 4651 22-1 163 32·1 1 -47 2-13-179 5-72-19 24-3-97 4657 2 - 17 - 137 3 -1553 465 

466 22·5·233 59-79 2-32-7-37 4663 23. 1 1 ·53 3·5-31 1 2-2333 1 3-359 22-3-389 7-23-29 466 

467 2-5-467 33· 173 26·73 4673 2·3-19-41 52· 1 1 - 1 7  22-7- 167 3-1 559 2-2339 4679 467 

468 23-32·5-13 3 1 -151  2-2341 3-7-223 22-1 171 5-937 2-3- 1 1 -71 43- 109 24-293 32-521 468 

469 2-5-7-67 4691 22·3- 17-23 13-192 2-2347 3·5-313 23·587 7 - 1 1 -61 2 -34-29 37- 127 469 Q 0 

470 22-52-47 3-1567 2-2351 4703 25·3·72 5-941 2-13 -181 32-523 22- 1 1 - 107 1 7-277 470 
rs: as 

471 2-3·5·1 57 7-673 23.19-31 3-1571 2-2357 5-23-41 22-32 -131 53-89 2-7-337 3·1 12 -13 471 � � 
472 24-5-59 4721 2 -3-787 4723 22.1 1 81 33-52.7 2-17-1 39 29- 163 2•-3- 197 4729 472 � 

473 2·5· 1 1 -43 3 · 19·83 22·7- 1 32 4733 2-32-263 5-947 27-37 3-1579 2-23 - 103 7-677 473 ... � 0 
474 22·3·5-79 1 1 -431 2-2371 32-1 7-31 23-593 5- 13-73 2-3·7- 1 13 47-101 22- 1 1 87 3 -1583 474 '"' � ... .... IS � 
475 2-53.19 4751 24-33· 1 1  72-97 2-2377 3·5·317 22-29-41 67-71 2-3- 13·61 4759 475 Ill ... 

476 2•-5-7- 1 7  32-232 2 ·2381 1 1 -433 22-3-397 5-953 2-2383 3-7-227 25. 1 49 19·251 476 ... 0 � 477 2-32·5-53 1 3-367 22. 1 1 93 3-37-43 2-7· 1 1-31 52 -191 23-3-1 99 17 -281 2 -2389 34·59 477 := 

478 22-5·239 7-683 2-3-797 4783 24-13-23 3-5· 1 1 ·29 2-2393 4787 22-32·7-19 4789 478 (IJ 

479 2-5·479 3-1597 23-599 4793 2-3-1 7-47 5-7- 1 37 22- 1 1 · 109 32- 1 3-41 2-2399 4799 479 � 
(]1 

480 26.3-52 4801 2-74 3-1601 22.1201 5-312 2-33-89 1 1 - 19-23 23-601 3-7·229 480 
..... 
(]1 

481 2·5-13-37 1 7-283 22·3-401 4813 2-29-83 32·5-107 24.7-43 4817 2-3· 1 1 -73 61 -79 481 

482 22-5-241 3 -1607 2-2411 7-13-53 23-32-67 52·193 2 - 19- 127 3- 1609 22. 17-71 1 1 ·439 482 

483 2-3-5-7-23 4831 25- 151  33-179 2-2417 5-967 22-3-13-31 7-691 2-41 -59 3-1 613 483 

484 23-5 -112 47-103 2-32-269 29-1 67 22.7-173 3·5- 17-19 2-2423 37-131 24-3-101 1 3·373 484 

485 2-52-97 32-72· 1 1  22.1213 23-2 1 1  2-3-809 5-971 23-607 3-1619 2-7-347 43·1 13 485 

486 22-35-5 4861 2-11 - 13 -17 3- 1621 28. 1 9  5-7- 139 2-3-81 1 3 1 - 1 57 22· 1217 32·541 486 

487 2 -5·487 4871 23·3-7-29 1 1 -443 2-2437 3·53- 13 22·23-53 4877 2-32-271 7- 1 7-41 487 

488 24-5-61 3-1627 2-2441 1 9-257 22-3- 1 1 -37 5-977 2-7-349 33- 181 23- 13-47 4889 488 

489 2-3-5-1 63 67-73 22-1223 3-7-233 2-2447 5·1 1 ·89 25·32·17 59-83 2-31 - 79 3-23-71 489 

490 22-52-72 132-29 2-3-19·43 4903 23-613 32·5-109 2 -11 -223 7-701 22·3·409 4909 490 

491 2·5·491 3-1 637 24-307 1 7• 2-33-7-13 5-983 22 · 1 229 3- 1 1 - 149 2-2459 4919 491 

492 28·3·5·41 7· 19-37 2-23-107 32-547 22- 1231 57-197 2-3-821 13-379 26.7· 1 1  3-31-53 492 

493 2-5-1 7-29 4931 22·32-137 4933 2-2467 3-5-7-47 23-617 4937 2-3-823 1 1 ·449 493 

494 22·5·13·19 34-61 2-7-353 4943 24·3·103 5-23-43 2-2473 3-17-97 22-1237 72 · 101 494 � 
495 2-32·52 · 11  4951 23-619 3·13-127 2-2477 5-991 22·3·7-59 4957 2-37-67 32. 1 9-29 495 Ill 

496 25·5-31 1 12-41 2·3-827 7-709 22-17-73 3-5·331 2 -13 -191  4967 23·33·23 4969 496 5t � 
497 2-5·7-71 3-1657 22- 1 1 · 1 13 4973 2-3-829 52.199 24-311  32.7-79 2 - 19-131 13·383 497 lfo. �  

498 22·3·5-83 1 7-293 2·47·53 3· 1 1 · 151  23-7-89 5-997 2-32-277 4987 22-29-43 3 -1663 498 <0 .... 00 
499 2-5·499 7-23-31 27-3-13 4993 2- 1 1 ·227 33·5-37 ZZ- 1 249 19-263 2-3-72- 1 7  4999 499 � � 01 � 



CJt ..,  00 O r;  01 
N 0 2 3 4 5 6 7 8 9 N 8 tr � -� 

N 
500 23-54 3-1667 2·41·61 5003 22-32· 139 5·7 · 1 1 - 13 2·2503 3- 1669 24·313 5009 500 .... 

501 2-3-5-167 501 1  22·7-179 32-557 2-23 - 109 5- 1 7-59 23·3· 1 1 ·1 9 29-1 73 2-1 3 · 1 93 3-7-239 501 :.... 
502 22-5-251 5021 2-3•-31 5023 25.1 57 3 ·52-67 2-7-359 1 1 -457 22-3-419 47- 107 502 

503 2-5·503 32-13-43 23-17-37 7-719 2-3-839 5-19-53 22-1259 3-23-73 2- 1 1 - 229 5039 503 

504 24-32·5-7 7 12 2-2521 3-412 22-13-97 5- 1009 2-3-292 72-103 23-631 33· 1 1 - 17 504 

505 2·52·101 5051 22·3-421 31 -163 2·  7-192 3·5·337 26.79 13-389 2-32·281 5059 505 

506 22-5·1 1 - 23 3·7·241 2·2531 61 ·83 23·3·2 1 1  5-1013 2-17- 1 49 32-563 22·7·181 37·137 506 

507 2·3·5· 132 1 1 -461 24-317 3-19-89 2-43-59 52-7-29 22-33·47 5077 2-2539 3 -1693 507 

508 23-5·127 5081 2-3-7-1 12 13·17-23 22-31-4 1  32·5· 1 13 2-2543 5087 25-3-53 7-727 508 

509 2·5·509 3-1697 22-19-67 1 1 ·463 2-32-283 5- 1019 23-72- 1 3  3-1699 2-2549 5099 509 

5 1 0  22-3-52.1 7 5101 2-2551 36-7 2•- 1 1 -29 5· 1021 2-3-23-37 5107 22.1277 3- 13- 131  510 

5 1 1  2·5-7-73 19-269 23·32-71 5113 2- 2557 3·5· 1 1 ·3 1  22.1 279 7 - 17-43 2-3-853 5119 511  

512 210- 5  32·569 2-13·197 47·109 22-3·7·61 53·41 2 · 1 1 ·233 3- 1709 23·641 23·223 512 

513 2:3a.5.19 7·733 22-1283 3-29-59 2 - 17- 151 5- 13·79 24·3- 107 1 1 ·467 2-7-367 32-571 513 

5 14 22-5-257 53-97 2-3-857 37-139 23-643 3 -5-73 2-31 -83 5147 22-32· 1 1 - 13 19-271 514 

5 1 5  2-52-103 3-17-101  25.7-23 5153 2-3-859 5- 103 1 22.1 289 33-1 9 1  2-2579 7- 1 1 -67 5 1 5  

5 1 6  23-3·5-43 13-397 2·29-89 3- 1721 22- 1 29 1  5· 1033 2·32·7·41 5167 24- 17-19 3-1 723 516 n 
5 1 7  2-5-1 1-47 5171 2'·3-431 7-739 2-13-199 32-52-23 23-647 3 1 - 167 2-3-863 5179 5 1 7  � 
5 1 8  22-5-7-37 3- 1 1 · 157 2-2591 71 -73 26-34 5-17-61 2-2593 3·7·13-19 22· 1297 5189 518 

( 
tO 

5 1 9  2-3-5-1 73 29-179 23- 1 1 ·59 32·577 2-72-53 5·1039 z.i-3-433 5197 2-23- 1 13 3- 1733 519 z 
520 2•·52·1 3  7-743 2-32-1 72 1 ] 2.43 22- 1 30 1  3·5·347 2-19- 137 41- 1 27 23·3-7-31 5209 520 ... 

� 5 2 1  2-5·521 33-193 22- 1 303 13-40 1  2-3- 1 1 -79 5·7· 149 25- 163 3·37-47 2-2609 1 7-307 521 e 
5 22 22·32·5-29 23-227 2-7-373 3- 1741 23-653 52- 1 1 ·1 9  2-3- 13-67 5227 22-1307 32-7-83 522 ::!. t:d 
523 2-5·523 5231 24·3- 109 5233 2·2617 3 ·5-349 22·7· 1 1 - 1 7  5237 2-33-97 132-31 523 

N .... = � 
524 23-5- 131 3- 1747 2·2621 72-107 22-3·19-23 5-1049 2-43-61 32· 1 1 - 53 27-41 29- 181 524 C'. 

525 2·3-53-7 
3- 1 753 525 

e 

� 59-89 22- 13-101 3·17- 103 2 .37-71  5- 1051 23.32-73 7-751 2·1 1·239 = 
526 22·5·263 5261 2-3-877 19-277 24.7·47 34-5- 13 2-2633 23-229 22-3·439 1 1 -479 526 (ll 

527 2-5-17-31 3-7-251 23-659 5273 2-32·293 52-2 1 1  22- 1319 3- 1759 2-7- 1 3-29 5279 527 

528 26·3·5· 1 1  5281 2-19-139 32·587 22-1321 5·7· 1 5 1  2-3-881 1 7 ·3 1 1  23-661 3-41·43 528 ><l 

529 2·5·232 1 1 -13-37 22·33·72 67-79 2- 2647 3·5-353 24.331 5297 2·3-883 7-757 529 re Cll 
530 22-52-53 32.19·31  2 ·11 -241 5303 211·3· 1 3 · 1 7  5· 1 061 2-7-379 3-29·61 22-1327 5309 530 

5 3 1  2-32-5-59 47· 1 13 26-83 3-7· 11 ·23 2-2657 5- 1063 22-3-443 13-409 2-2659 33.197 531 

532 23-5·7- 1 9  1 7-313 2-3-887 5323 22-1 13 3-52-71 2-2663 7·761 24-32-37 732 532 

533 2-5-13- 4 1  3· 1777 22-31 -43 5333 2-3-7· 127 5 - 1 1 -97 23-23-29 32·593 2-17· 157 19-281 533 

534 22·3·5-89 7'-109 2-2671 3 · 13- 137 25- 1 67 5- 1069 2-35- 1 1  5347 22.7· 1 9 1  3- 1783 534 

5 3 5  2-52-107 5351 23-3·223 53- 101 2-2677 32·5·7 - 1 7  22. 13- 103 1 1 -487 2-3-19-47 23-233 535 

536 24-5·67 3-1787 2-7-383 3 1 · 173 22.32. 1 49 5-29-37 2-2683 3 · 1789 22· 1 1 - 6 1  7·13-59 536 

537 2·3·5·179 4 1 - 131 22-1 7-79 33·199 2-2687 53·43 28·3-7 19-283 2-2689 3 · 1 1 - 163 537 

538 22-5-269 5381 2-32- 13-23 7-769 23-673 3-5-359 2·2693 5387 22·3-449 1 7-317 538 

539 2-5-72- 1 1  32-599 24-337 5393 2-3-29-31 5- 13-83 22.19-71 3-7-257 2-2699 5399 539 

540 23-33 -52 1 1 -491 2-37-73 3 - 1 801 22.7-193 5-23-47 2 -3- 1 7-53 5407 2iq3z 32-601 540 

541 2·5·541 7 -773 22-3- 1 1 -41 541 3  2-2707 3-5·192 23 -677 5417 2-32-7-43 541 9  541 

542 22·5-271 3-13-139 2-27 1 1 1 1 - 17-29 24·3- 1 13 52-7-31 2-27 13 34-67 22-23-59 61 -89 542 

543 2·3·5·181 5431 23-7-97 3· 1 8 1 1  2- 1 1 · 13- 1 9  5- 1087 22-32. 1 5 1  5437 2-2719 3·72-37 543 

544 26·5· 1 7  5441 2-3-907 5443 22- 1361 3'-5-1 12 2-7-389 13-419 23-3-227 5449 544 

545 2-52-109 3-23-79 2'-29-47 7-19-41 2-33-101 5·1091 2f. l 1 -3 1  3·17- 107 2-2729 53- 103 545 

546 22·3·5·7·13 43- 127 2-2731 3�·607 23·683 5· 1093 2-3-9 1 1  7- 1 1 ·7 1  22- 1367 3-1 823 546 

547 2-5·547 5471 25.32.1 9  13-421 2-7- 17-23 3-5�-73 22-372 5477 2-3· 1 1 -83 5479 547 CJt 
548 23-5·137 33·7-29 2-2741 5483 22-3-457 5- 1097 2-13-21 1 3-31 -59 24-73 1 1 -499 548 � 
549 2-32·5·61 1 72-1 9  22-1373 3-1831 2-41-67 5·7 · 1 57 23-3·229 23-239 2-2749 32.}3-47 549 � 



550 22-53·1 1  5501 2·3-7- 1 3 1  5503 27·43 3-5·367
� 

2-2753 5507 22·34 . 1 7  7·787 550 01 

551  2·5·19·29 3 · 1 1 · 1 67 23· 13-53 37·149 2-3·9 1 9  5-1 103 22·7· 197  32-613 2-31 ·89 5519 551 g; 
552 24·3·5·23 5521 2·1 1 ·251 3·7·263 22· 1381 52.13·17 2·32-307 5527 23·691 3 ·19-97 552 ° 

553 2·5·7·79 5531 22-3-461 1 1· 503 2-2767 33·5·41 25· 1 73 72-1 1 3  2 -3- 13-71 29- 1 9 1  553 

554 22·5·277 3'· 1 847 2 · 17- 163 23·241 23·32·7· 1 1  5-1 109 2-47-59 3-432 22- 19-73 3 1 - 1 79 554 

555 2 ·3 ·52-37 7 - 13 ·61 2�-347 32 ·617 2-2777 5·1 1 · 101 22·3-463 5557 2-7·397 3-17- 109 555 

556 23·5·139 67-83 2-33.1 03 5563 22- 13- 107 3-5-7-53 2 - 112 -23 19-293 28-3-29 5569 556 

557 2·5·557 32-619 22·7- 1 99 5573 2-3-929 52·223 23.17 -41  3· 1 1 ·132 2-2789 7-797 557 

558 22-32·5-31 5581 2-2791 3·1861 24-349 5- 1 1 1 7 2-3-72-1 9  37-151 22-1 1 -127  35-23 558 

559 2-5- 13-43 5591 23·3·233 7 ·1 7-47 2-2797 3·5·373 22. 1 399 29- 193 2·32-31 1 1 1-509 559 

560 25-52·7 3 - 1 867 2-2801 1 3-431 22·3-467 5-1 9-59 2·2803 32.7-89 23.701 71 -79 560 

561 2·3·5·1 1 · 1 7  3 1 - 1 81 22-23-61 3 · 1 871  2-7-401 5-1 123 24-33· 1 3  41 - 137 2-532 3 - 1873 561 

562 22·5·281 7- 1 1 - 73 2-3-937 5623 23- 1 9-37 32-54 2 -29-97 17-331 22·3·7-67 1 3-433 562 

563 2-5-563 3- 1 877 29· 1 1  43· 1 31 2·32 -313 5·72·23 22·1 409 3 - 1879 2-281 9 5639 563 

564 23-3-5-47 5641 2-7-13-31 33- 1 1 - 1 9  22-1 7·83 5 -1 129 2 -3 -941 5647 24-353 3-7-269 564 

565 2-52-1 1 3 5651 22-32-157 5653 2- 1 1 -257 3-5· 13-29 23.7 -101 5657 2-3-23-41 5659 565 

566 22-5-283 32. 17-37 2 · 19 -149 7-809 25-3-59 5· 1 1 · 103 2·2833 3 - 1 889 22.13 -109 5669 566 

567 2-34·5·7 53-1 07 23-709 3-31-6 1  2-2837 52-227 22·3 ·1 1 -43 7 -811  2 - 17- 1 67 32-631 567 

568 24-5· 71 13 -19-23 2-3-947 5683 22-72-29 3-5-379 2-2843 1 12-47 23-32-79 5689 568 

569 2·5·569 3·7·2i 1 22· 1 423 5693 2·3· 13·73 5- 17·67 26·89 33-211 2·7· 1 1 -37 41·139 569 n 0 

570 22-3-52 . 19  5701 2·2851 3 - 1901 23-23-31 5-7 -163 2 -32-317 13-439 22-1 427 3 - 1 1 - 1 73 570 
� t:l:l 

571 2-5-571 5711 24-3 -7 - 17  29· 197 2-2857 32-5-127 22 · 1429 5717 2-3-953 7-1 9-43 571 � z 
572 23-5· 1 1 ·13  3-1907 2-2861 59·97 22-33-53 52-229 2-7-409 3-23-83 25-179  1 7-337 572 

Pol � 
� 

573 2-3 ·5·191 1 1 -521 22-1 433 32 -72 - 13 2-47-61 5-31-37 23·3-239 5737 2-19 -151  3-1913 573 ... C) 
574 22-5-7-41 5741 2-32· 1 1 ·29 5743 24-359 3-5-383 2- 132 -17  7-821 22-3-479 5749 574 ::!. � N ..... 

575 2-53-23 34-71  23·719 1 1 ·523 2·3·7-1 37 5- 1 151 22· 1 439 3 · 19- 101 2-2879 13·443 575 Pol E=i 
576 27-32-5 7-823 2 -43-67 3 - 1 7- 1 1 3  22- 1 1 - 131  5-1 153 2·3-312 73-79 23-7-103 32-641 576 a. 0 

� 577 2-5-577 2 9- 1 99 22·3 · 1 3-37 23-251 2-2887 3-52·7·1 1  24 . 1 92 53- 109 2-33- 107 5779 577 = 
578 22-5- 172 3-41 -47 2-72-59 5783 23-3-241 5-13-89 2- 1 1 ·263 32-643 22 · 1 447 7-827 578 1ll 

579 2-3-5- 193 5791 25- 181  3- 1 931  2-2897 5-19-61 22 -32 ·  7-23 1 1 - 17·31 2-13-223 3 -1933 579 
;j 

580 23-52·29 5801 2-3-967 7-829 22- 1451 33-5-43 2-2903 5807 2'-3 - 1 12 37- 157 580 
.... r:JJ 

581 2·5·7-83 3 - 1 3 - 1 49 22 - 1 453 5813 2-32. 17- 1 9  5 · 1 163 23-727 3-7-277 2-2909 l l - 232 581 

582 22·3-5-97 5821 2-41-71 32-647 26·7- 1 3  52-233 2-3-971 5827 22-31 -47 3-29-67 582 

583 2·5- 1 1 -53 73-1 7  23-38 1 9-307 2-29 1 7  3·5-389 22· 1 459 1 3-449 2·3·7 ·139 5839 583 

584 24-5·73 32· 1 1 · 59 2-23-1 27 5843 22-3..487 5-7- 167 2-37-79 3 - 1 949 23- 17-43 5849 584 

585 2.32·52-13 5851 22·7-1 1 - 19 3 - 1 951 2 -2927 5 - 1 1 7 1  25·3·61 5857 2-29- 101  33-7-31 585 

586 22·5-293 5861 2·3-977 1 1 - 13 -41  23-733 3-5-1 7 -23 2-7-419 5867 22·32 - 163 5869 586 

587 2-5-587 3 - 19- 103 2'-367 7-839 2-3· 1 1 · 89 53-47 22- 1 3 - 1 1 3  32-653 2-2939 5879 587 

588 23-3-5-72 5881 2-1 7- 173 3-37-53 22-1471  5· 1 1 - 107 2-33. 109 7·292 28-23 3·13-151 588 

589 2-5- 19-3 1 43- 137 22·3-491 71 -83 2 -7-421 32-5- 131  23- 1 1 - 67 5897 2-3-983 17-347 589 

590 22-52-59 3-7-281 2 -13-227 5903 24-32-41 5 - 1181  2-2953 3-1 1 - 1 79 22-7-21 1 1 9- 31 1  590 

591 2-3-5- 197 23-257 23-739 34-73 2-2957 5-7·1 32 22 -3 -17-29 6 1- 97 2-1 1 -269 3-1973 591 

592 25-."i-37 3 1 - 1 9 1  2-32·7·47 5923 22· 1 48 1  3·52·79 2·2963 5927 23·3· 1 3 - 1 9  72- 1 12 592 

593 2-5-593 32-659 22· 1 483 1 7-349 2-3-23-43 5- 1 1 87 24-7-53 3- 1979 2-2969 5939 593 

594 2?·33-5- 1 1  1 3-457 2-2971 3-7·283 23-743 5-29-41 2-3-991 19·3 1 3  22- 1 487 32-661 594 
""' 

595 2·52-7·17 1 1 -541 26·3·31 5953 2-13-229 3-5-397 22 · 1 489 7-23-37 2-32-331 59- 101 595 Pol t:r 
596 23-5-1 49 3 - 1 987 2 -1 1 -271 67-89 22·3-7-71 5-1 193 2 - 1 9 - 1 57 33.13 -17  24-373 47- 127 596 -(TI 
597 2-3·5· 1 99 7-853 22-1493 3· 1 1· 181 2-29-103 52-239 23-32-83 43- 139 2-72-61 3- 1993 597 01 N> 00 
508 22·5-1 3-23 5981 2·3·997 3 1 - 1 93 2°· 1 1 - 1 7  32·5· 7 ·19  2·41 -73 5987 22·3-499 53- 1 1 3  .'}98 <:0 .... C11 
599 2·5·599 3 - 1 997 23.7·107 1 3-461 2-34-37 5· 1 1 -109 22-1 499 3 - 1999 2-2999 7-857 599 $ � C11 



0> �  00 
7 

0 =  Cit N 0 2 3 4 5 6 8 9 N 8 =- O':l -� 
2-3001 22 - 1 9-79 5 - 120 1  

Nl 
600 24-3-53 1 7-353 32·23-29 2·3·7· 1 1 · 13  6007 23-751 3-2003 600 � 
601 2 -5-601 601 1 22-32 - 1 67 7-859 2 -31 -97 3-5-401 27-47 1 1 -547 2-3-17-59 1 3-463 601 � 
602 22 -5-7-43 33-223 2-301 1 19 -317  23-3-251 5'-241 2-23- 1 3 1  3-72.41  22- 1 1 - 137 6029 602 
603 2-32 -5-67 37- 1 63 24. 1 3-29 3·201 1 2 -7 -431  5- 1 7·71  22·3 ·503 6037 2-3019 32· 1 1 -61  603 
604 23·5- 1 51 7 -863 2-:3 - 19-53 6043 22· 1 5 1 1  3 -5 -13-31 2-3023 6047 25·33-7 23-263 604 

605 2·52· 1 12 3-2017 22· 17 -89 6053 2-3- 1 009 5-7- 173 23.757 32-673 2- 13-233 73-83 605 
606 22·3 ·.5 -101 1 1 - 1 9-29 2-7-433 3-43-47 24-379 5 - 1213  2-32-337 6067 22-37-41 3-7- 1 72 606 
607 2-5-607 13-467 23.3· 1 1 ·23 6073 2-3037 35-52 22.72-31 59· 103 2-3-1013 6079 607 
608 26-5- 1 9  3-2027 2-3041 7- 1 1 - 79 22.32 . 1 32 5- 1 2 1 7  2- 1 7- 1 79 3-2029 23.761 6089 608 
609 2-3·5·7-29 6091 22- 1 523 32-677 2· 1 1 -277 5-23-53 24-3- 127  7 - 13-67 2-3049 3- 1 9- 107 609 

6 10  22 ·52 -61 6101 2-33- 11 3  1 7-359 23.7 - 109 3-5· 1 1 -37 2-43-71 3 1 - 197 22·3·509 4 1 - 1 49 610 
6 1 1  2-5 - 13-47 32.7-97 25- 1 9 1  6 1 1 3  2-3- 1019 5 - 1223 22- 1 1 - 1 39 3-2039 2-7-19-23 29-21 1  61 1 
6 1 2  23-a2-5- 1 7  6121 2-3061 3 - 13- 157  22 - 1 531  53-72 2-3-1021 1 1 ·557 24-a83 33-227 612  
6 13  2-5 -613 6131 22-3-7-73 6133 2-3067 3-5-409 23- 13-59 17 - 1 92 2-32- 1 1 -31 7-877 613  
6 14  22-5-307 3-23-89 2-37-83 6143 211 -3 5 - 1 229 2-7-4a9 a2-683 22-29-53 1 1 - 13-43 614  

61 5 2-3·52 ·41 6151 23-769 3-7-293 2 - 17 - 18 1  5- 123 1  22 .34 . 1 9  47- 131  2-3079 3-2053 615  
6 16  24 ·5·7 · 1 1  6 1 - 101  2-3- 1 3-79 6163 22-2a-67 32-5-137 2-3083 i -881 23-3-257 3 1 - 1 99 616  (.'":) 
6 1 7  2-5 -617 3- 1 1?.- 17 22 - 1543 6173 2 -32-73 52- 13 - 19  25- 193 3-29-71 2-3089 37- 1 67 6 17  0 

� 
6 1 8  22·3·5- 103 7-883 2· 1 1 -281 33-229 23-773 5 - 1237 2-3·103 1  23-269 22-7- 13 - 1 7  3-2063 618  t:r:! 
619 2-5·619 4 1 - 1 5 1  24-32-43 1 1 -563 2 - 19 - 1 63 3·5·7-59 22 - 1549 6197 2-3-10a3 6199 619 "!!j .... 

Ill z 
620 23-52-31 32 - 13-53 2 -7 -443 6203 22-:n 1 -47 5 - 17-73 2-29- 107 3-2069 26-97 7 -887 620 � � ... 
621 2-33-5 -23 6211 22- 1 553 3 - 19 - 109 2 - 13-239 5- 1 1 - 1 13 23-3 -7-37 6217 2-3109 32 -69 1  621 0 0 
622 22 -5-31 1  6221 2-3- 17 -61  72- 127 24-389 3-52·83 2- 1 1 -283 13 ·479 22-32 . 173 6229 622 "" 1:0 ,.. . 
623 2-5 - 7-89 :3 -31 -67 23- 1 9-41 23-271 2 -3 - 1039 5-29-43 22- 1559 34.7 - 1 1  2-3 1 19  1 7-367 623 N .... 

= > 
624 25·3·5· 1 3  792 2 -3121  3-2081 22 -7 -223 5 - 1249 2·32·347 6247 23· 1 1 · 7 1  3-2083 624 ... t"' ,... 
625 2 -55 7 - 19-47 22·3·521 132·37 2 -53-59 32 -5 -139 24- 1 7-23 6257 2-3·7- 149 1 1 -569 625 0 � = 
626 22-5 -313 3-2087 2 -31 - 101  6263 23-33-29 5 -7 - 179 2 - 13-241 3-2089 22- 1 567 6269 626 00 � 627 2 ·3·5· 1 1 · 1 9  6271 27-72 32- 1 7-41 2 -3137 52-251 22-3-523 6277 2-43-73 3 -7 - 1 3-23 627 
628 23- 5 - 1 57 1 1 -571 2 -32 -349 6 1 - 103 22 - 1571 3-5-419 2 -7 -449 6287 24·3 -131 1 9-331 826 fe 
629 2 -5 - 17-37 33-233 22. 1 1' - 13  7-29-31 2-3 - 1049 5 - 1259 23·787 3-2099 2-47-67 6299 629 r:/2 

630 22·32-52 • 7 6301 2-23-137 3- 1 1 · 19 1  25- 197  5- 13-97 2-::l - 1051 7 - 1 7-53 22. 19-83 32- 701  630 
6:31 2 -5-631 631 1 23·3·263 59- 107 2-7 · 1 1 ·41  3-5-421 22. 1579 6317 2·35- 1 3  7 1 -89 631 
632 24 ·5·79 3-72-43 2-29- 109 6323 22·3- 1 7-31 52· 1 1 - 23 2-3163 32- 1 9-37 23-7- 1 1 3  6329 632 
633 2-3-5-21 1  13 -487 22 - 1 583 3-21 1 1  2 -3167 5 -7 - 181 26·3'- 1 1  6337 2-3169 3-2 1 13 633 
634. 22-5- ::1 17  1 7-373 2·3 ·7 · 15 1  6343 23- 13-61 33-5-47 2 - 19- 1 67 1 1 - 577 22-3-232 7-907 634 

63.') 2- .52- 1 27 3-29-73 24-397 6353 2-32-353 5 -31 -41 22-7-227 3 -13 -163 2 - 1 1 - 1 72 6359 635 
636 23-3 -5 -53 6361 2 -3181  32-7- 101 22-37-43 5 - 19·67 2-3- 1061 6367 25. 1 99 3 - 1 1 - 1 93 636 
637 2-5-72- 1 3  23-277 22-33-59 6373 2-3187 3-53- 1 7  23-797 7-91 1 2 -3- 1063 6379 637 
638 22-5 · 1 1 -29 32-709 2 -3191  1 3-491 24.3-7- 1 9  5- 1 277 2-3 1 - 1 03 3-2129 22- 1 597 6389 638 
639 2-32 -5 -71  7- 1 1 ·83 23- 17 -47 3 -2131 2 -23- 139 5 -1279 22·3· 13-41  6397 2-7-457 34- 79 639 

640 28-52 37- 1 73 2-3· 1 1 -97 1 9-337 22 - 1 601 3·5·7-61 2-3203 43- 1 49 23-32·89 13 - 1 7-29 640 
641 2-5-641 3-2137 22·7 -229 1 1'-53 2-3- 1069 5 - 1283 24-401 32.23-31 2-3209 72- 1 3 1  641 
642 22 ·3·5-107 6421 2 - 1 32 - 19  3 -2141 23· 1 1 ·73 52-257 2-33.7 - 1 7  6427 22- 1 607 3-2143 642 
643 2-5-643 59· 109 25-3-67 7 -919 2-321 7  32·5· 1 1 - 13 22. 1609 4 1 - 1 57 2-3-29-37 47- 1 37 643 
644 23·5-7-23 3- 1 9- 1 13 2-3221 1 7-379 22-32. 1 79 5 - 1289 2- 1 1 -293 3-7-307 24- 13-31 6449 644 

645 2-3-52-43 6451 22- 1613  33-239 2-7-461 5- 1291 23·3·269 1 1 - 587 2-3229 3·21 53 645 
646 22·5 · 17 - 19  7- 13-71 2-32-359 23-281 26- 1 0 1  3-5-431 2-53-61 29-223 22-3-72 - ll  6469 646 
647 2-5-647 3�- 719  23-809 6473 2-3- 1 3-83 52- 7-37 22- 16 19  3 - 17 - 127 2 -41 -79 1 1 - 19 -31  647 
648 24-34·5 6481 2 -7-463 3-2161 22- 1 62 1  5- 1297 2·3·23-47 1 3-499 23-81 1 32.7- 103 648 � 
649 2-5· 1 1 -59 6491 22-3 -54 1  43- 1 5 1  2 - 1 7- 1 9 1  3·5·433 25.7-29 73-89 2-32- 1 92 67-97 649 ::.8 



650 22·53. 1 3  3·1 1 ·1 9 7  2·3251 7·929 23·3·271 5· 1301 2·3253 33·241 22·1 627 23-283 650 CD 
651 2·3·5·7·31 1 7 ·383 24·1 1 ·37 3·1 3 · 1 67 2-3257 5·1303 22·32 · 1 81 73·19 2·3259 3-41 · 53 651 g; 
652 23·5· 1 63 6521 2·3·1087 1 1 ·593 22·7·233 32·52·29 2 - 1 3·251 6 1 · 1 07 27·3· 1 7  6529 652 ° 
653 2·5·653 3·7·3 1 1 22·23·71 47- 1 39 2·33. 1 12 5 - 1 307 23· 19·43 3·2179 2·7·467 1 3·503 653 
654 22·3·5·109 3 1 · 2 1 1  2·3271 32·727 24.409 5·1- 1 1 · 1 7  2·3 · 1 091 65-l7 22· 1637 3·37·59 654 

655 2·52 · 1 3 1  6551 23·32.7 ·1 3  6553 2-29· 1 1 3  3·5· 1 9·23 22·1 1 · 1 49 79·83 2·3 · 1 093 7·937 655 
656 25·5·41 38 2 · 1 7 · 1 93 6563 22·3·547 5 · 1 3· 1 01 2.72·67 3 · 1 1 · 199 23.821 6569 656 
657 2·32·5·73 6571 22·31 ·53 3·7·313 2 · 1 9· 1 7 3  52.263 24·3 ·137 6577 2·1 1 · 1 3·23 32·1 7·43 657 
658 22·5·7·47 6581 2·3·1097 29·227 23·823 3 · 5·439 2·37·89 7·941 22.33·61 1 1 ·599 658 
659 2·5·659 3· 133 26· 103 19·347 2·3·7·157 5 · 1 3 1 9  22.1 7·97 32·733 2·3299 6599 659 

6 60 .  23·3·52·1 1 7·23·41  2·3301 3-31 · 7 1  22· 13· 127 5· 1321 2·32·367 6607 zq.59 3·2203 660 
661 2·5·661 1 1 ·601 22·3· 19·29 1 7·389 2·3307 33·5·72 23·827 13·509 2·3 · 1 1 03 6619 661 
662 22·5·331 3·2207 2·7· 1 1 ·43 37·179 25.32.23 53• 53 2·3313 3·472 22· 1 65 7  7·947 662 
663 2·3·5· 1 3 · 1 7  1 9·349 23·829 32· 1 1 ·67 2 · 3 1 · 1 07 5 · 1 327 22·3·7·79 6637 2·33 1 9  3·22 1 3  663 
6i4 24·5·83 29·229 2·34·41 7·1 3· 73 22· 1 1 · 1 5 1  3·5·443 2·:3323 172·23 23·3·277 6 1 · 1 09 664 

665 2·52.7 · 1 9  32·739 22· 1663 6653 2 · 3 · 1 109 5·1 13 29· 1 3  3 · 7 · 3 1 7  2·3329 6659 665 
666 22·32·5·37 6661 2·3331 3·2221 23·72 · 1 7  5·31 ·43 2·3· 1 1 · 1 0 1  59· 1 1 3  22 . 1667 33· 13 · 1 9  666 
667 2·5·23·29 7·953 24· 3· 1 39 6673 2·47·71 3·52 ·89 22· 1669 1 1 ·607 2·32·7·53 6679 667 
668 2'·5·167 3 · 1 7 · 1 3 1  2 · 1 3·257 4 1 · 1 63 22·3·557 5·7· 1 9 1  2·3343 32·743 25· 1 1 · 19 6689 668 (") 
669 2·3·5·223 6691 22.7·239 3·23 · 9 7  2·3347 5·13· 1 03 23·3'-31 37·181 2· 1 7· 1 97 3 · 7· 1 1 ·29 669 0 

� 
670 22·52 ·67 6701 2·3- 1 1 1 7  6703 24·419 32·5·1 49 2·7·479 1 9·353 22·3·1 3·43 6709 670 tJj 

"!rj .... 
6 7 1  2·5· 1 1 · 6 1  3·2237 23·839 72· 1 37 2·32·373 5· 17·79 22·23·73 3·2239 2·8359 67 19 671 z 
672 26·3·5·7 1 1 · 1 3·47 2·3361 34·83 22.412 52·269 2·3· 1 9 · 59 7·312 23·292 3·2243 672 

s= > ('.) 
673 2·5·673 53.127 22·32· 1 1 · 1 7  6733 2 · 7· 13·37 3·5·449 24·421 6737 2·3 · 1 1 23 23·293 673 ... 1-3 

0 0 
674 22·5·337 32. 7 · 1 07 2·3371 1 1 ·613 23·3·281 5·19-71 2·3373 3 · 1 3 · 1 73 22· 7·241 1 7.397 674 "1 t:d ... ...... N > 
675 2·33·53 43· 1 5 7  25·21 1  3·2251 2· 1 1 ·307 5·7·193 22·3·563 29·233 2·31 · 109 32 - 75 1  675 = t" ... 
676 23·5· 132 6761 2·3·72-23 6763 22. 19·89 3·5· 1 1 -41 2· 1 7 · 1 99 67·101 24·32·47 7·967 676 .... 

� 0 
677 2·5·6i7 3·37·61 22·1693 1 3 ·521 2 · 3· 1 1 29 52·21 1 23.7· 1 12 3a.251 2·3389 6779 677 = 
678 22·3·5 · 1 1 3  6781 2·3391 3·7· 1 7 · 1 9  27·53 5·23·59 2·3"· 13·29 1 1 ·6 1 7  22 · 1 697 3·31 · 73 678 1ll > t" 
679 2·5·7·97 6791 23·3·283 6793 2·43·79 32·5· 1 5 1  22· 1699 7·911 2·3· 1 1 · 103 1 3 · 523 679 � \12 .... 
680 24·52 . 1  7 3·2267 2 · 1 9· 1 79 6803 22·35·7 5-1361 2·4 1 ·83 3 · 2269 23·23·37 1 1· 6 1 9  680 f1l 
681 2·3· 5·227 72· 139 22. 1 3 · 1 3 1  32·757 2·3407 5·29·47 25·3·71 1 7·401 2· 7·487 3·2273 681 
682 22·5· 1 1 · 3 1  19-359 2·32·379 6823 23·853 3.52·7· 1 3  2·341 3  6827 22·3·569 6829 682 
683 2-5·683 33· 11 ·23 24.7·61 6833 2·3· 1 7·67 5·1367 22· 1 709 3 ·43·53 2 · 1 3 ·263 7 ·977 683 
684 23·32·5 · 1 9  684 1 2- 1 1 -31 1 3·2281 22·29·59 5·372 2·3·7·163 4 1 · 1 67 26· 107 32.761 684 

685 2·52· 1 3 7  1 3 · 17·31 22·3·571 7· 1 1 -89 2·23 · 1 49 3·5·457 23·857 6857 2·33· 1 27 193 685 
686 22·5· 7 8  3·2287 2·47· 73 6863 24·3· 1 1 · 1 3  5 · 1 373 2·3433 32·7 · 1 09 22· 1 7· 1 0 1  6869 686 
687 2·3·5·229 6871 23·859 3·29·79 2·7·491 54.1 1 22·32 · 1 91 1 3 ·232 2·1 9 · 1 8 1  3·2293 687 
688 25·5·43 7·983 2·3·31 ·37 6883 22.1 7 2 1  3' ·5· 1 7  2· 1 1 · 3 1 3  7 1 ·97 23·3· 7·41 832 688 
689 2·5 · 13·53 3·2297 22. 1 723 61 - 1 1 3 2·32·383 5·7·197 2'·431 3 · 1 12· 1 9  2·8449 6899 689 

690 22·3·52·23 67· 103 2·7 · 17·29 32· 13·59 23·863 5· 1381 2·3· 1 1 5 1  6907 22· 1 1 · 1 57 3·72·47 690 
691 2·5·69 1  691 1 28·3' 31 ·223 2.3457 3·5·461 22·7· 1 3 · 1 9  6917 2·3 · 1 1 53 1 1 · 17·37 691 
692 23·5 · 1 73 32·769 2·3461 7·23·43 22·3·577 52·277 2·3463 3·2309 24·433 1 32·41 692 
693 2 ·32·5·7·1 1  29·239 22. 1 733 3·23 1 1 2·3467 5·19·73 23·3· 1 72 7·991 2.3469 33·257 693 
694 22·5·347 1 1 ·631 2·3· 13·89 53· 1 3 1  25·7·31  3·5·463 2·23 - 1 5 1  6947 22·32 · 1 93 6949 694 

t-3 
695 2·52·1 39 3·7·331 23· 1 1·79 1 7·409 2·3·19·61 5·1:3·107 22.37·47 32·773 2·72-71 6959 695 � 
696 24·3·5·29 6961 2·592 3 · 1 1 · 2 1 1  22. 1741 5·7· 1 99 2·34·43 6967 23· 13·67 3·23 · 1 0 1  696 -11) 697 2-5· 1 7·41 6971 22·3·7·83 1 9·367 2· 1 1 ·3 1 7  32·52·3 1  26 . 1 09 6977 2·3· 1 1 63 7·997 697 0> t-.:1 (X) 698 22·5·349 3 · 1 3· 1 79 2·3491 6983 23·32·97 5·1 1 · 1 27 2·7·499 3 · 1 7 · 1 37 22 · 1 747 29·241 698 "' �  <:.n 
699 2·3·5·233 6991 24. 1 9·23 33·7-37 2·1 3·269 5· 1 399 22·3· 1 1·53 6997 2·3499 3·2333 699 � 4 """' 



--3 00 e: Cor� 
N 0 2 3 4 5 6 7 8 9 N 00 

� 

700 23·53• 7 7001 2·32·389 47· 149 22· 17 · 103 3·5·467 2·31 · 1 13 72·1 1 · 13 25·3·73 43· 1 63 700 � 
701 2.5.701 32· 19·41 22. 1753 7013 2·3·7· 167 5·23·61 23.877 3·2339 2 · 1 1 2·29 7019 701 � 
702 22.33·5·13 7· 17·59 2·351 1 3·2341 21·439 52·281 2·3· 1 171 7027 22·7·251 32. 1 1 ·  71 702 
703 2·5·19·37 79·89 23·3·293 13·541 2·3517 3·5·7·67 22. 1759 3 1·227 2·32· 17·23 7039 703 
704 27·5· 1 1  3·2347 2·7·503 7043 22·3·587 5·1409 2·13·271 35·29 23·881 7· 19·53 704 
705 2·3·52·47 1 1 ·641 22.41 ·43 3·2351 2·3527 5·17·83 21.32. 72 7057 2·3529 3·13 · 181 705 
706 22·5·353 23·307 2·3· 1 1 · 107 7· 1009 23·883 32·5· 157 2·3533 37· 191 22·3 ·19·31 7069 706 
707 2·5·7· 101 3·2357 25· 13· 17 1 1 ·643 2·33· 131 52·283 22·29·61 3·7·337 2·3539 7079 707 
708 23·3·5·59 73·97 2·3541 32·787 22.7· 1 1 ·23 5·13· 109 2·3· 1 181 19·373 21·443 3 · 17· 139 708 
709 2·5·709 7·1013 22.32· 197 41 · 173 2·3547 3·5· 1 1 ·43 23·887 47· 151 2·3·7·132 3 1 ·229 709 
710 22·52·71 33·263 2·53·67 7103 26·3·37 5·72·29 2· 1 1 · 17· 19 3·23·103 22. 1777 7109 710 
7 1 1  2·32·5·79 13·547 23·7 ·127 3·2371 2·3557 5·1423 22·3·593 1 1 · 647 2·3559 32·7· 1 1 3  7 1 1  
712 21·5·89 7121 2·3· 1 1 87 17·419 22. 13. 137 3·53. 19 2·7·509 7127 23·31· 1 1  7 1 29 712 
713 2·5·23·31 3·2377 22· 1783 7·101 9 2·3·29·41 5·1427 25·223 32. 13·61 2·43·83 1 12 ·59 713 
714 22·3·5·7· 17 37· 193 2·3571 3·2381 23· 19·47 5·1429 2·32·397 7·1021 22· 1787 3·2383 714 
715 2·52· 1 1 · 13 7151 21·3· 149 23·31 1 2·72·73 33·5·53 22· 1789 17·421 2·3· 1 193 7159 715 
716 23·5·179 3·7· 1 1 ·31 2·3581 13·19·29 22.32 . 199 5· 1433 2·3583 3·2389 210.7 67· 107 716 c 

717 2·3·5·239 71 · 101 22. 1 1 · 163 32·797 2·17·2 1 1  52·7·41 23·3·13·23 7 177 2·37.97 3·2393 717 i 
718 22·5·359 43· 167 2·33·7· 19 1 1 ·653 21.449 3·5·479 2·3593 7187 22·3·599 7 ·13·79 718 Ill 
719 2·5·719 32· 17.47 23·29·31 7193 2.3. 1 1 . 109 5·1439 22.7·257 3·2399 2·59·61 23·313 719 l'1'j ,... 

= z 
720 25.32.52 19·379 2· 13·277 3·71 22. 1801 5· 1 1 · 131 2·3· 1201 7207 23· 17·53 31·89 720 I') � .... 
721 2·5·7·103 721 1 22.3.601 7213 2.3607 3·5· 13·37 2•· 1 1 ·41 7· 1031 2·32.401 7219 721 Q 
722 22·5· 192 3·29·83 2·23· 157 31 ·233 23·3·7·43 52. 172 2·3613 32· 1 1 ·73 22. 13 ·139 722.9 722 "" = ... ,... 
723 2·3·5·241 7·1033 26· 1 1 3 3·241 1 2·3617 5 ·1447 22·33·67 7237 2·7· 1 1 ·47 3· 19 ·127 723 toil > Ill 
724 23·5· 181 13·557 2·3·17·71 7243 22· 181 1 32·5·7·23 2·3623 7247 21·3· 151 1 1 ·659 724 .... t:"' ... 
725 2·53·29 3·2417 22· 72·37 7253 2·32. 13·31 5·1451 23·907 3·41 ·59 2·19 ·191 7 ·17·61 725 Q � = 
726 22·3·5· 1 12 53· 137 2·3631 33·269 25·227 5·1453 2·3·7·173 132.43 22·23·79 3·2423 726 (/J 

727 2·5·727 1 1 ·661 23·32 ·101 7· 1039 2·3637 3·52·97 22. 17· 107 19·383 2·3· 1213 29·2.')1 727 � 
728 24·5·7· 13 32·809 2 · 1 1 ·331 7283 22·3·607 5·31 ·47 2·3643 3·7·347 23·91 1 37·197 728 fa 
729 2·36·5 23·317 22· 1823 3 · 1 1 · 13 ·17 2·7·521 5·1459 27·3·19 7297 2·41 ·89 32·81 1 729 r:ll 

730 22 .52·73 72·149 2·3· 1217 67· 109 23· 1 1 ·83 3·5·487 2· 13.281 7307 22·32·7·29 7309 730 
731 2·5·17·43 3·2437 21.457 71· 103 2·3·23·53 5·7· 1 1 · 19 22·31·59 33·271 2·3659 13·563 731 
732 23.3.5.61 7321 2.7.523 3·2441 22· 1831 52.293 2·32· 1 1 ·37 17·431 25.229 3.7.349 732 
733 2·5·733 7331 22·3 ·13·47 7333 2· 19· 193 32·5 ·163 22.7. 131 1 1 ·23·29 2·3·1223 41 · 179 733 
1a4 22·5·367 3·2447 2·3671 7· 1049 21·33· 1 7  5·13· 1 13 2·3673 3·31 ·79 22· 1 1 · 167 7349 734 
735 2·3·52·72 7351 23·919 32· 19·43 2·3677 5· 1471 22·3·613 7·1051 2·13·283 3 · 1 1 ·223 735 
736 26·5·23 1 7 ·433 2·32·409 37· 199 22.7·263 3·.5·491 2·29· 127 53· 139 23·3·307 7369 736 
737 2·5· 1 1 ·67 31.7· 13 22. 19·97 73· 101 2·3· 1229 53·59 21·461 3·2459 2·7· 17·31 47· 1 57 737 
738' 22·32·5·41 1 12·61 2·3691 3·23·107 23· 13 ·71 5·7· 2 1 1 2·3· 123 1  83·89 22· 1847 32·821 738 
739 2·5·739 19·389 25·3·7· 1 1  7393 2·3697 3·5·17·29 22·432 13·569 2·33· 137 72· 1 5 1 739 
740 23·52·37 3·2467 2·3701 1 1 ·673 22·3·617 5·148J 2·7·232 32·823 24.463 31 ·239 740 
741 2·3·5· 13 · 19 7411 22. 17 · 109 3·7·353 2· 1 1 ·337 5·1483 23·32 .103 7417 2·3709 3·2473 741 
742 22·5·7·53 41 ·l8 1 2·3· 1237 13·571 28·29 33·52· 1 1  2·47·79 7·1061 22·3·619 1 7· 19·23 742 
743 2·5·743 3·2477 28·929 7433 2·32·7·59 5·1487 22· 1 1 · 132 3·37·67 2·3719 43· 1 73 743 
744 21·3·5·31 7·1063 2·612 3?·827 22. 1861 5·1489 2·3· 17·73 1 1·677 23.72 . 19 3·13 ·191 744 
745 2·52 · 149 7451 22·31·23 29·257 2.3727 3·5·7·71 25·233 7457 2·3· 1 1· 1 13 7459 745 
746 22·5·373 32·829 2·7· 13·41 17·439 23·3·3 1 1  5·1493 2·3733 3·19 ·131 22· 1867 7· 1 1 ·97 746 
747 2·32·5·83 31·241 2'·467 3·47·53 2·37-1 01 52·13·23 22·3·7·89 7477 2·3739 33·217 747 
748 23·5· 1 1 · 17 7481 2·3·29·43 7· 1069 22. 1871 3·5·4\:19 2· 19· 197 7487 26·32. 13 7489 748 ;;;.! 
749 2·5·7· 107 3· 1 1 ·227 22. 1 873 59· 127 2·3· 1249 5· 1499 23·937 33. 72· 17 2·23· 1 63 7499 749 £ 



750 22·3·54 1 3 - 577 2·1 12·31 lH I -6 1 24·7·67 5-1 9-79 2-33- 1 39 7507 22· 1 877 3-2503 750 � 
7 5 1  2·5·751 7-29·37 23·3·31 3  1 1 ·683 2 · 1 3 - 172 32·5·167 22. 1 879 7517 2·3·7 · 1 7'9 73· 1 03 7 5 1  Qt 
752 25·5·47 3·23·109 2·3761 7523 22·32· 1 1 · 19 52-7-43 2-53·71 3 - 1 3 ·193 23·94 1  7529 752 8 

753 2·3·5·251 17·443 22·7·269 35·31 2·3767 5· 1 1· 1 37 2'·3-157 7537 2. 3769 3-7-359 753 

754 22·5-13·29 7541 2·3!.419 19·397 23·23-41 3·5-503 2·73· 1 1  7547 22·3· 1 7·37 7549 754 

755 2-52·151 32·839 27·59 7- 1 3·83 2·3·1 259 5·1 5 1 1  22· 1 889 3· 1 1 ·229 2·3779 7559 755 

756 23·33·5·7 7561 2-19· 199 3-2521 22-31·61 5·17-89 2-3-1 3-97 7-23-47 2' · 1 1 -43 32·292 756 

757 2-5-757 67- 1 1 3  22· 3-631 7573 2·7-541 3-52-101 23 -947 7577 2·32-421 1 1 - 1 3-53 757 

758 22·5-379 3-7· 192 2 · 1 7·223 7583 25·3·79 5·37·41 2..3793 33·281 22·7-271 7589 758 

759 2·3·5·1 1 .23 7591 23· 1 3-73 3·2531 2-3797 5·72-31 22-32-2 1 1  7 1 - 107 2·29· 1 3 1  3 · 1 7 · 1 49 759 

760 24·52 ·19 1 1 -691 2-3·7·181  7603 22. 1901 32·5· 1 32 2·3803 7607 23·3·317 7 - 1 087 760 

761 2·5·761 3·43-59 22· 1 1 · 1 73 23·331 2·34-47 5 · 1 523 26·7- 1 7  3.2539 2· 13·293 1 9-401 761 

762 22-3·5·1 27 7621 2-37- 103 3•·7· 1 IZ 23·953 53-6 1  2·3 · 3 1 · 4 1  29·263 22· 1907 3-2543 762 

763 2-5·7·1 09 1 3-587 24-32·53 17-449 2·1 1 -347 3-5-509 22-23-83 7- 1 091 2-3-1 9·67 7639 763 

764 �-5·HH 33·283 2 · 3821 7643 22-3-72 . 1 3  5· 1 1 ·1 39 2·3823 3·2549 25·239 7649 764 

765 2·32·52· 1 7  7·1093 22. 1 9 1 3  3·2551 2·43·89 5·1531 23·3- 1 1 -29 13- 19·31 2·7-547 32-23·37 765 

766 22·5·383 47· 1 63 2-3· 1 277 79·97 24-479 3·5·7-73 2·3833 1 1 - 1 7·41 22.33-71 7669 766 

767 2-5·13-59 3-2557 23 .7- 1 37 7673 2 · 3- 1 279 52·307 22. 1 9 - 1 0 1  32·853 2- 1 1 ·349 7 - 1 097 767 

768 29·3-5 7681 2-23 - 1 67 3 - 1 3- 197 22- 1 7- 1 1 3  5·29·53 2-32·7·6 1 7687 23·31 2  3-1 1 · 233 768 n 
769 2·5-769 7691 22·3·641 72· 1 57 2·3847 34·5- 1 9  24. 1 3·37 43- 1 79 2·3·1 283 7699 769 0 

ts: 
770 22-52·7· 1 1  3 · 1 7 · 1 5 1  2·3851 7703 23-32 ·1 07 5-23·67 2·3853 3·7·367 2!.41 -47 1 3·593 770 tJ:I 

771 2·3·5-257 1 1 -701 25·241 32·857 2·7·19·29 5 · 1 543 22-3·643 771 7  2 - 1 7·227 3·31·83 771 "!fj � 
772 23-5-193 7· 1 1 03 2-33· 1 1 ·1 3  7723 22-1 931 3-52· 1 03 2-3863 7727 24·3·7-23 59· 1 3 1  772 

II) (') 
773 2-5·773 32-859 2'· 1933 1 1 · 19-37 2·3·1 289 5·7· 1 3 · 1 7  23·967 3·2579 2·53·73 7 1 -109 773 ""' � 
774 22-32·5·43 7741 2·72-79 3 ·29-89 26. 1 12 5-1 549 2·3· 1 29 1  6 1 - 1 27 22-13- 1 49 33-7-41 774 � � .... 

� � 
775 2-53-31 23·337 23·3·17-19 7753 2·3877 3-5·1 1 ·47 22-7·277 7757 2·3'·431 7759 775 Ill ""' 
776 24·5-97 3 · 1 3 · 1 99 2·3881 7·1 1 09 22·3-647 5 · 1 553 2·1 1 ·353 32-863 23.971 1 7-457 776 .... 

� 
Q 

777 2·3·5·7·37 19·409 22·29-67 3-2591 2 - 132·23 52·31 1 25.35 7· 1 1 · 1 0 1  2-3889 3·2593 777 = 
778 22·5·389 31-251 2-3 · 1 2f;7 43- 181 23·7- 139 32·5- 1 73 2 · 1 7- 229 1 3 · 599 22·3-1 1 · 59 7789 778 Ill 1:" 
779 2·5·1 9 - 4 1  3·72·53 2'·487 7793 2-32·433 5 . 1 559 22- 1 949 3 - 23· 1 1 3  2-7·557 1 1 ·709 779 ><l 00 ..... 
780 23-3·52- 1 3  29-269 2·47·83 33·172 22· 1 9 5 1  5-7·223 2·3-1301 37- 2 1 1  27· 6 1  3·19·137 780 00 

781 2·5·1 1 ·7 1  73· 1 07 22-32·7·31 1 3-601 2·3907 3-5·521 23·977 7817 2·3·1 303 7· 1 1 17 781 

782 22·5· 17·23 32- 1 1 .79 2-39 1 1  7823 24·3- 1 63 52·31 3  2·7- 1 3·43 3-2609 22. 1 9 · 1 03 7829 782 

783 2·33·5-29 4 1 · 1 9 1  23·1 1 ·89 3·7·373 2-3917 5 · 1 567 22·3·653 1 7·461 2·39 1 9  32- 1 3-67 783 

784 25·5·72 7841 2·3- 1307 1 1 -23·31 22.37·53 3·5·523 2-3923 7-19·59 23.32- 1 09 47. 1 67 784 

785 2-52-157 3·26 1 7  22. 1 3 - 1 5 1  7853 2·3·7- 1 1 . 1 7  5 · 1 57 1  2'·491 34·97 2·3929 29·271 785 

786 22·3·5- 1 3 1  7-1 1 23 2·39 3 1  3·2621 23·983 5- 1 12- 1 3  2·32· 19-23 7867 22·7·281 3·43·61 786 

787 2·5·787 1 7-463 26.3·41 7873 2·31 - 1 27 3'·53·7 22· 1 1 · 1 79 7877 2·3· 1 3 · 1 0 1  7879 787 

788 23·5· 197 3-37·71 2·7·563 7883 22.33·73 5 · 1 9-83 2-3943 3 · 1 1 ·239 24.1 7·29 73.23 788 

789 2·3·5·263 13·607 22-1973 31·877 2-3947 5- 1 579 23-3·7·47 53· 1 49 2· 1 1 ·359 3-2633 789 

790 22·51-79 7901 2-32·439 7·1 1 29 25 - 1 3- 1 9  3-5·17·31 2-59-67 7907 22-3-659 l l ·719 790 

791 2-5-7- 1 1 3  33·293 23.23·43 41 - 1 93 2·3· 1 3 1 9  5- 1 583 22· 1 979 3-7- 1 3·29 2·37-107 7919 791 

792 24.32·5· 1 1  892 2 · 1 7·233 3·19· 1 39 22·7·283 52·3 1 7  2.3. 1 3 2 1  7927 23·991 32·881 792 

793 2·5· 1 3-61 7-1 1 - 1 0 3  22·3·661 7933 2·3967 3·5·232 28 ·31 7937 2-34.72 17-467 793 

794 22·5·397 3·2647 2- 1 1 - 1 92 1 32-47 23.3.331 5-7·227 2·29 · 1 3 7  a•-883 22- 1 987 7949 794 
� 

795 2·3·52·53 7951 24.7·71 3· 1 1 · 241 2-41 -97 5-37-43 2•·3•· 13· 1 7  73· 1 09 2-23· 1 73 3·7·379 795 Ill 
e: 

796 ZS-5·199 19·419 2-3-1327 7963 22· 1 1 - 18 1  33·5·59 2·7·569 3 1 ·257 25·3·83 1 3·613 796 11) 
7 9 7  2·5·797 3·2657 22.1993 7·1 7·67 2-32-443 52· 1 1 ·29 23-997 3·2659 2·3989 79· 101 797 � t-:1  00 
798 22·3·5·7·1 9  23·347 2·1 3·307 32·887 2•·499 5 - 1 597 2-3· 1 !3 72. 1 63 22·1997 3.2663 798 <.0 """' 01 
799 2·5·17·47 6 1 · 1 3 1  22·33-37 7993 2·7·571 3-5·13·41 22.1999 1 1 ·727 2.3.31 ·43 19.421 799 ;g � � 



00 --3  00 
3 

O il:!  � N 0 1 2 4 5 6 7 8 9 N ::S t:r  0 -� 
32·7·127 53· 1 5 1  

t-.:1 
800 26.53 2·4001 22·3·23·29 5 · 1601 2·4003 3 · 17 · 157 23·7· 1 1 · 13  8009 800 ,... 
801 2·32·5·89 801 1 22·2003 3·2671 2·4007 5·7·229 24·3· 1 67 8017 2·19·2 1 1  36· 1 1  801 :._.. 
802 22·5·401 13 ·617 2·3·7·1 91  7 1 · 1 13 23 · 17·59 3·52· 107 2·4013 23·349 2•.3•.223 7·31 ·37 802 
803 2·5· 1 1 ·73 3·2677 25·251 29·277 2·3 · 13- 103 5· 1607 22·72·41 32. 1 9·47 2·4019 8039 803 
804 23 ·3·5·67 1 1 · 17·43 2·4021 3·7·383 22·201 1 5 · 1609 2·33 . 149 13·619 24·503 3·2683 804 
805 2·52·7·23 83·97 22·3· 1 1 ·6 1  8053 2·4027 32·5 ·179 23 · 1 9·53 7· 1 15 1  2·3· 17·79 8059 805 
806 22·5· 1 3·31  3·2687 2·29 ·139 1 1 ·733 27·32.7 5 · 1 613 2·37· 109 3·2689 22·2017 8069 806 
807 2·3·5·269 7 · 1 1 53 23· 1 009 33 · 13·23 2 · 1 1 ·367 52· 17 · 19  22·3·673 41 · 197 2·7·577 3·2693 807 
808 24·5·1 01 8081 2·32·449 59· 1 37 22.43·47 3 ·5·72· 1 1  2 ·13·3 1 1  8087 23·3·337 8089 808 
809 2·5·809 32·29·31 22·7 · 172 8093 2·3· 19·71 5 · 1 619 25· 1 1 ·23 3·2699 2·4049 7·1 3·89 809 
8 1 0  22.34.52 8101 2·4051 3·37·73 23· 1013 5 · 1621 2·3·7· 193 1 1 2·67 22·2027 32· 17·53 810 
8 1 1  2·5·81 1 8 1 1 1  24·3 · 132 7 · 19·61 2·4057 3·5·541 22·2029 8 1 17 2·32· 1 1 ·41 23·353 8 1 1  
812  23 ·5·7·29 3 ·2707 2·3 1 · 1 3 1  8123 22·3·677 54 · 1 3  2· 17·239 33·7·43 26. 127 1 1 ·739 812 
813 2·3·5·271 47· 1 73 22. 19 · 107 3·27 1 1  2 ·72·83 5· 1 627 23·32· 1 13 79· 103 2· 13·313 3·2713 813 
814 22·5·1 1 ·37 7·1 163 2·3·23·59 1 7·479 24·509 32·5 · 181  2 ·4073 8147 22·3·7·97 29·281 814 
!H5 2·52· 1 63 3· 1 1 · 13 · 19  23 · 1019 3 1 ·263 2·33 · 1 5 1  5·7·233 22·2039 3·2719 2·4079 4 1 · 199 815 c 
816 25·3·5·17 8161 2·7· 1 1 ·53 32·907 22. 13· 1 57 5·23·71 2·3· 1361 8167 23· 1 021 3·7·389 816 0 
8 1 7  2·5· 1 9·43 8171 22·32·227 1 1 ·743 2·61 ·67 3·52· 1 09 24·7·73 13 · 17·37 2·3·29·47 8179 817 � 
818  22·5·409 34· 101  2·4091 72· 1 67 23·3· 1 1 ·31  5 · 1 637 2·4093 3·2729 22·23·89 1 9·431 818  td 
819 2 ·32·5·7· 1 3  8191 213 3·2731 2 · 17·241 5· 1 1 · 1 49 22·3·683 7· 1 17 1  2·4099 32·9 1 1  819 � z 
8'20 23·52·41 59· 139 2·3· 1 367 1 3·631 22·7·293 3·5·547 2· 1 1 ·373 29·283 24·33. 1 9  8209 820 � � 
821 2·5·821 3 ·7·17·23 22·2053 43· 1 9 1  2·3·372 5·31 ·53 23 · 13·79 32· 1 1 ·83 2·7·587 8219 82 1 ... 0 = l:d 
822 22·3· 5· 1 37 8221 2·41 1 1  3·2741 25·257 52·7·47 2·32·457 19·433 22· 1 12· 17  3·13· 2 1 1  822 "" ...... .... E=< 823 2·5·823 8231 23·3·73 8233 2·23·179 33·5·61 22·29·71 8237 2·3· 1373 7· 1 1 · 1 07 823 N Ill 824 24·5· 1 03 3·41·67 2 ·13 ·317 8243 2•.3•.229 5· 1 7·97 2·7·19·31 3 ·2749 23· 1031 73· 1 1 3  824 ... � .... 
8 25 2·3·53 · 1 1  37·223 22·2063 32·7 · 131  2·4127 5 · 13 · 1 27 26·3·43 23·359 2·4129 3·2753 825 = 

= 826 22·5·7·59 1 1 ·751 2·35 · 17  8263 23· 1033 3·5·1 9·29 2·4133 7· 1 1 8 1  22·3 · 13·53 8269 826 (Jl 
827 2·5·827 32·919 24· 1 1 ·47 8273 2·3·7·197 52·331 22·2069 3·31 ·89 2·4139 1 7·487 827 ><l 
828 23 .32·5·23 72· 1 32 2·41 · 1 01 3 · 1 1 ·251 22· 19 · 109 5 ·1657 2·3· 1381 8287 25.7·37 33·307 828 r:/l ...... 
829 2·5·829 8291 22·3·691 8293 2· 1 1 · 13·29 3·5·7·79 23 · 17·61  8297 2·32·461 43· 193 829 w 

830 22·52·83 3·2767 2·7·593 192·23 24 ·3· 173 5 · 1 1 · 1 51  2·4153 32·1 3·71 22·31 ·67 7·1 1 87 830 
83 1 2·3·5·277 831 1  23· 1 039 3 · 17 · 163 2·4157 5 · 1663 22·33.7· 1 1  8317 2·4159 3·47·59 83 1 
832 27·5· 1 3  53· 1 57 2·3·19·73 7·29·41 22·2081 32·52·37 2·23 · 181  11 · 757 23·3·347 8329 832 
833 2·5·72· 1 7  3·2777 22·2083 13·641 2·32·463 5 · 1667 24·521 3·7·397 2· 1 1 ·379 31 ·269 833 
834 22·3· 5 · 1 39 19·439 2·43·97 34 · 1 03 23·7 · 149 5 ·1669 2·3·13· 107 1 7·491 22·2087 3·1 12·23 834 
835 2·52· 1 67 7 · 1 193 25·32·29 8353 2·4177 3·5·557 22·2089 6 1 · 137 2·3·7·199 13 ·643 835 
836 23·5 · 1 1 · 19 32·929 2·37· 1 1 3  8363 22·3 · 17·41 5·7·239 2·47·89 3·2789 24·523 8369 836 
837 2·33 ·5 ·31  1 1 ·761 22·7 · 13·23 3·2791 2·53·79 53·67 23·3·349 8377 2·59·71 32·72. 1 9  837 
838 22·5·41 9  1 72·29 2·3· 1 1 · 127 83· 1 0 1  26· 131  3 ·5 ·13·43 2·7·599 8387 22·32·233 8389 838 
839 2·5·839 3·2797 23· 1049 7·1 1 · 1 09 2·3 · 1399 5·23·73 22·2099 33·31 1 2 · 13 · 17 · 19  37·227 839 
840 24·3·52·7 31 ·271 2·4201 3·2801 22· 1 1 · 1 9 1  5·412 2·32·467 7 · 1 201 23 · 1 051 3·2803 840 
841 2·5·292 1 3·647 22·3·701 47· 1 79 2·7·601 32·5· 1 1 · 1 7  25·263 19·443 2·3·23·61 8419 841 
842 22·5·421 3·7·401 2·42 1 1  8423 23·34 · 13 52·337 2· 1 1 ·383 3·532 22·72·43 8429 842 
843 2·3·5·281 8431 2•. 1 7·31  32 .937 2·4217 5·7·241 22·3· 19·37 1 1 · 1 3·59 2·4219 3·29·97 843 
844 23·5·21 1 23·367 2·32·7·67 8443 22·2 1 1 1  3·5·563 2·41 · 1 03 8447 28·3·1 1 7· 1 7·71  844 
845 2·52 · 1 32 33·313 22·21 1 3  79· 1 07 2·3 · 1409 5 ·Hl·89 23.7· 1 5 1  3·28 1 9  2·4229 1 1 ·769 845 
846 22·32·5·47 8461 2·4231 3·7·1 3·31 24·232 5 · 1 693 2·3·17·83 8467 22·29·73 32·941 846 
847 2·5·7· 1 11 43· 197 23·3·353 37·229 2 ·19·223 3·52· 1 13 22· 13 · 163 72· 1 73 2·33 · 157 6 1 · 1 39 847 
848 25·5·53 3 ·1 1 ·257 2·4241 1 7·499 22·3·7 ·101  5 · 1697 2·4243 32·23·41 23· 106 1  13·653 848 00 
849 2·3·5·283 7 · 1213  21. 1 1 · 193 3 · 19 · 149 2·3 1 · 1 37 5 · 1699 24·32·59 29·293 2·7·607 3·2833 849 � "' 



850 21·53 - 1 7  8501 2-3·13· 109 1 1 · 773 23- 1063 35-5-7 2-4253 47- 1 8 1  22·3·709 67· 1 27 850 00 

85 1  2·5·23-37 3-2837 26·7- 1 9  8513 2 - 32· 1 1 ·43 5 -13-131  22-2129 3 · 1 7- 16 7  2·4259 7 - 1 2 1 7  8 5 1  g; 
85 2  23-3-5-71 8521 2-4261 32·947 22-2131 52-1 1 -3 1  2·3-72-29 8527 24- 1 3-41 3-2843 852 ° 
853 2-5·853 19-449 22 ·31·79 7-23·53 2 · 17-251 3·5-569 23-1 1 -97 8537 2·3·1 423 8539 853 

854 22-5-7-61 3'· 1 3·73 2·4271 8543 25·3-89 5 · 1 709 2-4273 3·7· 1 1 ·3 7  22-2 1 37 83· 1 03 854 

855 2-32-5t.l9 17-503 23-1 069 3-2851 2·7-13-47 5-29-59 22-3-23-31 43· 199 2- 1 1 -389 33- 3 1 7  855 

85 6  2•-5- 1 07 7·1 223 2-3 - 1 427 8563 22- 2 1 4 1  3 -5-571 2 - 4283 1 3-659 23·32.7- 1 7  1 1 - 1 9-41 856 

857 2-5-857 3-2857 22·2143 8573 2-3-1 429 52·73 27-67 32-953 2-4289 23-373 857 

858 22·3·5·1 1 · 1 3  8581 2-7·61 3  3-2861 23-29-37 5- 1 7- 1 01 2-34-53 3 1 -277 22-19- 1 1 3 3 -7-409 858 

859 2-5·859 1 1 2· 7 1  24 ·3 -179 1 3-66 1 2-4297 32-5- 191 22-7-307 8597 2·3-1 433 8599 859 

860 23·52-43 3-47-61 2·1 1 · 1 7-23 7-1 229 22·32·239 5 - 1 721 2- 1 3-331 3· 1 9 - 1 5 1  2"·269 8609 860 

86 1  2·3·5·7-41 79-1 09 22-21 53 33-1 1 -29 2-59-73 5-1723 28·3·359 7 - 1 23 1  2 -31 · 1 39 3 - 1 32 · 1 7  861 

862 22·5·431 37·233 2·32-479 8623 24·72. 1 1  3-53·23 2 · 1 9-227 8627 22·3·7 1 9  8629 862 

863 2-5-863 32.7-137 23. 13·83 89-97 2·3·1 439 5 - 1 1 · 1 57 22 . 1 7 - 1 27 3-2879 2-7-6 1 7  53· 1 63 863 

864 26·33-5 8641 2-29-149 3-43-67 22·21 6 1  5·7-1 3 - 1 9  2-3· 1 1 · 1 3 1  8647 23-23-47 32-:1 12 864 

865 2·52·173 4 1 - 2 1 1 22·3·7 · 103 1 7-509 2-4327 3-5-577 24-541 1 1 - 787 2·32 · 13-37 7- 1 237 865 

866 22·5·433 3·2887 2-6 1 ·7 1  8663 23-3-191 5 · 1 733 2-7-619 34. 107 22· 1 1 · 1 97 8669 866 

867 2-3·5· 1 72 1 3·23-29 25-271 3-72·59 2-4337 52-347 22-32-241 8677 2-4339 3 - 1 1 -263 867 
868 23-5-7-31 8681 2-3-1 447 1 9-457 22· 1 3 - 1 6 7  32-5· 1 93 2-43-101 7-1 7-73 24.3- 181 8689 868 

869 2·5· 1 1 -79 3·2897 22·41 ·53 8693 2-33·7·23 5-37-47 23·1087 3 - 1 3-223 2·4349 8699 869 n 0 

870 22-3-52-29 7·1 1 · 1 1 3  2·19-229 32·967 29-1 7  5 · 1 74 1  2-3-1451 8707 22·7-3 1 1  3-2903 870 
� 

"'-':l c:; 
871 2·5- 1 3.67 3 1 · 281 23·32· 1 11 8713 2-4357 3 - 5·7·83 22- 2 1 79 . 23·379 2·3- 1 453 8719 871 z 
872 24·5 ·109 33. } 7 - 1 9  2-72-89 1 1 - 1 3·61 22·3-727 52·349 2·4363 3-2909 23- 1 091 7-29-43 872 

� (") 
� 873 2-32·5-97 8731 22-37-59 3-41 -71  2 · 1 1 ·397 5 - 1 747 26-3·7· 1 3  8737 2·1 7·257 32-971 873 ... e 

874 22·5·19.23 8741 2·3·31 -47 7 · 1249 23- 1 093 3·5· 1 1 ·53 2-4373 8747 22-37 1 3·673 874 .... ... pj N .... 

875 2·54-7 3-29 1 7  24·547 8753 2·3· 1 459 5· 17- 103 22. 1 1 - 1 99 32·7· 1 39 2·29· 1 5 1  19·461 875 � � ... 
876 23·3·5-73 8761 2·13 -337 3-23 - 1 27 22-7 - 3 1 3  5 -1 753 2·32-487 1 1 - 797 26. 1 37 3 -37·79 876 .... = � 877 2-5-877 72- 1 79 22·3·1 7-43 3 1 · 283 2·41 -107 33-52 . 1 3  23- 1097 67- 1 3 1  2·3·7· 1 1 - 1 9  8779 877 = 
878 22-5-439 3-2927 2-439 1 8783 24·32·61 5-7-251 2-23- 191  3-29- 1 0 1  22- 1 33 1 1 - 1 7- 47 878 'll 

� 
879 2-3·5·293 59· 1 49 23-7-1 57 32-977 2-4397 5 -1 759 22-3-733 1 9-463 2-53-83 3-7-419 879 >-< rJl 
880 25-52. 1 1  1 3-677 2-33·1 63 8803 22·31 -71 3 -5·587 2·7· 17-37 8807 23 -3-367 23-383 880 

..... rJl 
88 1 2-5-881 32. 1 1 -89 22-2203 7- 1259 2-3-13· 1 1 3  5-41 -43 24 - 19-29 3·2939 2-4409 8819 88 1 

882 22·32·5-72 8821 2- 1 1 -401 3 - 1 7· 1 73 23 - 1 1 03 52·353 2·3· 1471 7-1 3-97 22-2207 34- 109 882 

883 2·5·883 8831 27·3-23 l P-73 2-7-631 3·5-19-31 22·472 8837 2-32·49 1 8839 883 

884 23·5 -13-17  3·7· 421 2·4421 37-239 22·3· 1 1 -67 5-29-61 2-4423 32-983 24.7-79 8849 884 

885 2·3·52-59 53· 167 22·221 3  3-13-227 2-1 9-233 5-7- 1 1 -23 23.33-41 1 7- 521 2-43 - 1 03 3·2953 885 

886 22·5·443 8861 2·3·7-21 1 8863 25·277 32-5·197 2 · 1 1 - 1 3·31  8867 22·3·739 72·181  886 

887 2·5·887 3·2957 23· 1 109 1 9 - 467 2·32- 17 ·29 53·71 22·7 · 3 1 7  3· 1 1 ·269 2-23-193 1 3-683 887 

888 24·3·5-37 83· 107 2-4441 33-7-47 2�-2221 5- 1 777 2·3·1481 8887 23· 1 1 · 101 3-2963 888 

889 2·5·7· 1 27 1 7·523 22-32. 1 3 - 1 9  8893 2-4447 3-5·593 26- 139 7-31-41  2-3- 1 483 1 1 -809 889 

890 22·52·89 32-23-43 2-4451 29.>307 23-3-7·53 5 - 1 3 - 1 37 2-6 1 -73 3-2969 22- 1 7 - 1 3 1  59- 1 5 1  890 

891 2-34·5· 1 1  7-19-67 24-557 3 - 2971 2-4457 5 - 1 783 22-3-743 37-241 2-73- 1 3  32-991 891 

892 23·5·223 1 1 ·81 1 2·3· 1 487 8923 22-23-97 3 - 52·7· 17 2 - 4463 79· 1 1 3  25-32-31 8929 892 

893 2·5·19-47 3-13-229 22·7· 1 1·29 8933 2·3· 1 489 5-1 787 23- 1 1 1 7  33.331 2-41 - 1 09 7 - 1 277 893 

894 22·3·5·149 8941 2 · 17-263 3 - 1 1 -271 24. 1 3-43 5 - 1789 2-32.7-71 23· 389 22·2237 3 · 1 9· 1 57 894 
� 

895 2-52- 1 79 8951 23·3-373 7-1 279 2-I P-37 32-5- 1 99 22·2239 1 32·53 2-3-1 493 1 72-31 895 � 

896 28-5-7 3-29·103 2·4481 8963 22·33-83 5 · 1 1 · 1 63 2 -4483 3-72-61 23·19·59 8969 896 e: � 
897 2·3·5·1 3-23 8971 22·2243 32-997 2·7-641 52·359 24·3-1 1 - 1 7 47- 191 2-672 3·41 -73 89 7  00 Nl 8'5 898 22-5-449 7-1 283 2-32·499 1 3·691 23- 1 123 3 · 5· 599 2-4493 1 1 - 19·43 22·3·7- 107 89· 101 898 <:.-::> ,... 
899 2-5·29-31 35·37 25-281 1 7-232 2-3-1 499 5·7·257 22· 1 3 · 1 73 3-2999 2 - 1 1 -409 8999 899 ;g :..:. 1-' 



<J:) ""' 00 0 = 0) 
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N g 0"' � -

(D 
1,; 

900 23·3··53 9001 2·7·643 3-3001 22·2251 5- 1801 2·3-19-79 9007 2•-563 3'-7· 1 1 ·13 900 � 

901 2·5·17·53 901 1 22·3-751 9013 2-4507 3·5·601 23-72·23 71·127 2·33·167 29-31 1  901 � 
902 22·5· 1 1 ·41 3·31-97 2 - 13-347 7-1289 23·3-47 52-192 2·4513 32·1 7-59 22-37-61 9029 902 

903 2·3·5·7-43 1 1 -821 23- 1 1 29 3·301 1 2·4517 5·13·139 22-32-251 7·1291 2-4519 3·23-131 903 

904 24·5· 1 13 9041 2·3·1 1 ·137 9043 22-7-17-19 33-5-67 2-4523 83·109 23-3-13-29 9049 904 

905 2·52·181 3·7-431 22·31 -73 1 1-823 2·32·503 5- 181 1 25-283 3·3019 2-7·647 9059 905 

906 22·3·5·151 13-1 7-41 2·23-197 32. 19·53 23-1 1 - 103 5-72·37 2-3-151 1  9067 22-2267 3-3023 906 

907 2·5·907 47·193 24·34-7 43-21 1 2-13·349 3-52- 1 11 22-2269 29·313 2-3-17-89 7-1297 907 

908 23-5-227 32·1009 2 -19-239 3 1 -293 2l·3-757 5-23-79 2·7·11 -59 3-1 3-233 27·71 6 1 - 1 49 908 

909 2·32-5-101 9091 22·2273 3·7-433 2-4547 5·17- 107 23-3-379 1 1·827 2-4549 33-337 909 

910 22·52·7·13 1 9·479 2-3·37-41 9103 24·569 3·5·607 2-29-157 7·1301 22·32. 1 1 -23 9109 910 

9 1 1  2·5-9 1 1  3·3037 23-17-67 13-701 2-3·72-31 5- 1823 22.43·53 32· 1013 2-47-97 1 1 -829 9 1 1  

912 25·3·5· 19 7·1303 2-4561 3-3041 22·2281 53-73 2-33-132 9127 23-7· 163 3-17- 1 79 912 

913 2-5· 1 1 ·83 23-397 22·3-761 9133 2-4567 32·5·7·29 24-571 9137 2·3· 1523 1 3· 19·37 913 

914 22·5·457 3-11 -277 2·7·653 4 1-223 23·32.1 27 5-3 1 -59 2-17-269 3·3049 22-2287 7-1307 914 

9 1 5  2·3·52·61 9151 26. 1 1 -13 34-1 13 2-23-199 5-1 831 22·3·7·109 9157 2-19·241 3-43-71 915 

916 23·5·229 9161 2·32-509 72· 1 1 · 1 7  22·29-79 3-5-13-47 2·4583 89·103 2•-3·191 53- 1 73 916 C"l 

917 2·5-7-131 32·1019 22·2293 9173 2·3· 1 1· 139 52-367 23-31 -37 3-7·19·23 2-13·353 67-137 917 
0 � 

918 22·33·5·17 9181 2·4591 3-3061 25·7-41 5 ·1 1 · 1 67 2·3-1531 9187 22-2297 32· 1021 918 ttl 
919 2·5·919 7-13-101 23-3-383 29-317 2·4597 3·5·613 22.1-P-1 9  17-541 2·32·7·73 9199 919 :' z 
920 24·52·23 3·3067 2-43- 107 9203 22-3· 13-59 5·7·263 2-4603 38· 1 1 -31 23- 1 15 1  9209 920 s � 
921 2·3·5·307 61 · 151  22·72·47 3-37·83 2- 17-271 5· 19-97 210.32 13-709 2·1 1 ·419 3-7-439 921 

922 22-5-461 9221 2-3-29-53 23-401 23- 1 153 32-52-4 1  2·7-659 9227 22-3·769 1 1 -839 922 :l. ::0 
923 2-5-13·71 3-17-181 24·577 7-1319 2·35. 19 5-1847 22-2309 3·3079 2-3 1 · 149 9239 923 � ..... 

= � 
924 23·3·5·7·1 1  9241 2-4621 31. 13-79 22·23 1 1  5-432 2-3-23-67 7-132 1  25-172 3-3083 924 ..... .... 

925 2-53-37 1 1 ·291 22·32-257 1 9-487 2·7-661 3·5·617 23. 13-89 9257 2-3·1543 47-197 925 
Q � = 

926 22-5-463 38·73 2 - 1 1 -421 59- 157 2'·3-193 5-17-109 2-41 · 1 13 3-3089 22-7·331 13·23-31 926 lJl E:; 
927 2·32-5- 103 73-1 27 23.}9-61 3· 1 1 -281 2-4637 52-7-53 22-3-773 9277 2-4639 32- 1031 927 o-4 
928 26-5-29 9281 2·3·7- 13-17 9283 22· 1 1 -2 1 1  3·5·619 2-4643 37-251 23-33-43 7-1327 928 re 
929 2·5·929 3-19·163 22·23-101 9293 2-3-1549 5- 1 1 - 132 24·7·83 32. 1033 2-.W49 17-547 929 {fl 

930 22·3-52·31 7 1 ·131  2-4651 3·7·443 23· 1 1 63 5-1861 2-32- 1 1 -47 41 -227 22. 13- 179 3-29-107 930 

931 2·5-72·19 9311 2'-3-97 67-1 39 2·4657 34·5·23 22· 17·137 7-1!3 2-3·1553 9319 931 

932 23-5-233 3-13-239 2-59-79 9323 22·32·7-37 52·373 2-4663 3-3109 2•- 1 1 -53 19-491 932 

933 2-3·5·31 1  7·31 -43 22-2333 32-17·61 2 - 13-359 5-1867 23-3·389 9337 2·7·23-29 3· 1 1 ·283 933 

934 22·5·467 9341 2-33-173 9343 27-73 3·5·7·89 2-4673 13-719 22-3· 19-41 9349 934 

935 2·52- 1 1 - 1 7  32·1039 23-7-167 47- 1 99 2·3·1559 5- 1 871 22-2339 3-3119  2- 4679 72- 191 935 

936 24-32·5· 13 1 1 -23-37 2-31- 151  3-3121 22-2341 5-1873 2-3·7·223 17-19·29 23·1 17 1  33·347 936 

937 2·5·937 9371 22·3· 1 1 ·71  7·13-103 2-43- 109 3·55 25-293 9377 2-32·521 83· 1 13 937 

938 22-5·7·67 3-53-59 2-4691 1 1 -853 23·3·17·23 5-1877 2-13·191 32·7·149 2•·2347 41 -229 938 

939 2-3·5·313 9391 24·587 3·3 1 · 1 01 2-7· 1 1 ·6 1  5-1879 22-34-29 9397 2-37-127 3- 1 3-241 939 

940 23·52·47 7-1 7-79 2·3· 1567 9403 22·2351 32·5·1 1 ·19 2-4703 23-409 26·3'7' 972 940 

941 2·5·941 3-3137 22. 13-181 9413 2-32-523 5·7·269 23· 1 1 ·107 3-43-73 2-17-277 9419 941 

942 22·3·5·157 9421 2·7·673 33.349 24· 19-31 52-1 3·29 2-3-1571 1 1-857 22·2357 3-7-449 942 

943 2-5-23·41 9431 23·31- 131 9433 2·53-89 3-5- 1 7-37 22·7·337 9437 2·3· 1 1!.1 3  9439 943 

944 25-5-59 32. 1049 2-4721 7-19·71 21·3-787 5-1889 2-4723 3·47-67 23- 1 181  1 1 -859 944 

945 2·33·52-7 1 3-727 22-17-139 3-23-137 2-29-163 5-3 1 -61 24·3·197 72·193 2·4729 32. 1051 945 

946 21·5- 1 1 ·43 9461 2·3·1 9·83 9463 23·7-132 3·5·631 2-4733 9467 22-32·263 17-557 946 

947 2·5·947 3-7 · 1 1 ·41 28-37 9473 2·3·1579 52-379 22-23·103 36. 1 3  2-7-677 9479 947 

948 23·3·5·79 19-499 2 · 1 1 -431 3·29·1 09 22·2371 5-7-271 2·32- 17-31 53-179 24-593 3-3163 948 :f 
949 2·5- 13-73 9491 2'·3·7-1 1 3  1 1 ·863 2-47-101 32-5·21 1  23- 1 1 87 9497 2-3·1583 7-23-59 949 :g 



950 22.1)l.19 3-3167 2 - 47 51 1 3-17-43 25.31- 1 1  5 · 1 90 1  2-7'-97 3·3169 22.2377 37-257 9 50 <0 
951 2·3·5-317 9511 23·29·41  32.7· 1 5 1  2-67·71 5· 1 1 · 1 73 22.3. 13-61 31 .307 2·4759 3·1 9. 1 67 951 8 
952 24·5·7·17 9521 2.32.232 89. 1 07 22.2381 3·52· 127 2. 1 1 .433 7· 1361 23.3.397 13.733 952 ° 
953 2 · 5·953 33.353 22.2383 9533 2·3·7·227 5· 1 907 26· 1 49 3· 1 1 · 1 72 2· 19.251 9539 9 53 

954 2'·32·5·53 7-29-47 2 · 1 3-367 3-3181 23- 1 1 93 5-23-83 2-3-37-43 9547 2'·7·1 1 - 3 1  32- 1061 954 

955 2-52-1 9 1  951)1 24-3.199 4 1 -233 2- 17·281 3·5·7'·1 3  22-2389 1 9·503 2-34-59 1 12-79 955 

956 23·5-239 3-3187 2-7-683 73-131 22-3-797 5-1913 2·4783 32. 1063 25. 13-23 7- 1367 956 

957 2·3·5· 1 1·29 17-563 22-2393 3-3191 2-4787 52-383 23· 32·7- 1 9  6 1 · 1 57 2-4789 3-31- 103 957 

958 22-5-479 1 1 - 13·67 2-3-1 597 7-372 24-599 33·5-71 2-4793 9587 22-3-17-47 43-223 958 

959 2·5·7· 137 3-23· 139 23- 1 1 . 109 53- 18 1  2-32- 13·41 5 ·19-101 22·2399 3-7-457 2-4799 29-331 959 

960 27-3·52 9601 2· 4801 3'- 1 1 ·97 2'·7• 5-17· 1 1 3  2-3- 160 1  1 3-739 23· 1201 3-3203 960 

961 2-5-31' 7 · 1 373 22-33·89 9613 2· 1 1 · 19-23 3-5-641 24.601 59- 163 2-3-7-229 9619 961 

962 22·5-1 3-37 32- 1069 2-1 7-283 9623 22·3-401 53-7- 1 1  2-481 3  3-3209 22-29.83 9629 962 

963 2-3'·5- 1 07 9631 25.7·43 3- 1 32 . 1 9  2 .4817 5·41·47 2'·3· 1 1 -73 23-419 2·61-79 34.7 . 1 7  963 

964 22-5-241 31-31 1 2.3.1607 9643 2•.241 1 3·5·643 2·7- 13-53 1 1 ·877 2•.32.67 9649 964 

965 2·52·193 3-3217 22- 19. 127 72- 1 97 2-3· 1 609 5·1931 23- 17-71 32.29-37 2-1 1 ·439 13-743 965 

966 22·3·5·7-23 9661 2-4831 3-3221 26. 1 5 1  5-1933 2-33- 179 7- 1381 22·241 7  3- 1 1 -293 966 

967 2·5·967 19-509 23·3-13-31 17-569 2·7·691 3�-52-43 22- 41-59 9677 2-3· 1613 9679 967 

968 2•.5- 1 12 3-7-461 2-47- 103 23-421 22·32-269 5- 13. 1 49 2-29 . 1 67 3-3229 23-7- 1 73 9689 968 

969 2-3-5-17·19 1 1 ·881 22-2423 33-359 2-37- 1 3 1  5·7-277 2•-3- 101 9697 2-13-373 3 - 53-61 969 c 0 
970 22-52-97 89·109 2·32·72-1 1  31-313 23· 1213 3-5-647 2-23.21 1 1 7-571 22·3-809 7 · 1 9-73 970 a: 
971 2-5-971 32.13.83 24-607 1 1 -883 2-3- 161 9 5-29-67 22-7.347 3-41 ·79 2-43-1 13 9719 971 tx:t 

� 
� 972 23.35.5 9721 2- 4861 3-7-463 22· 1 1 · 13· 1 7  52·389 2·3- 162 1  7 1 - 1 37 29 . 1 9  32·23-47 972 � 

973 2·5·7·139 37-263 22-3-81 1 9733 2-31· 157 3-5· 1 1 -59 23. 1 2 1 7  7- 13. 107 2-3'-541 9739 973 

974 22-5-487 3-17-191 2-4871 9743 24-3·7-29 5-1949 2·1 1 -443 33. 1 92 22·2437 9749 974 i � 
.... 1:1:1 

9 7 5  2·3·52- 1 3  72-199 23.23-53 3.3251 2- 4877 5- 1 95 1  22.32.271 1 1 -887 2-7-17-41 3 ·3253 975 N � I.D 
976 25-5-61 43-227 2-3- 1627 13·751 22.2441 32·5-7-31 2·19·257 9767 23-3-1 1 -37 9769 976 ::. 
9 77 2 · 5-977 3-3257 22.7-349 29-337 2.sa: 1 8 1  52· 17·23 24. 13-47 3-3259 2-4889 7- 1 1 - 127 977 0 

� 9 7 8  22·3·5- 1 63 9781 2 ·67-73 32. 1087 21-1 223 5·1 9 - 1 03 2-3·7·233 9787 22.2447 3 - 1 3.251 978 � 

9 7!) 2-5 - 1 1 .89 9791 26-32. 1 7  7 · 1 399 2·59-83 3·5-653 22.31 .7 9  97-101 2-3-23-71 4 1-239 979 
f1J 

980 23.52. 72 34. 1 12 2 - 1 32·29 9803 22.3.19-43 5-37·53 2-4903 3·7-467 24·613 17-577 980 � 
981 2-32.5.109 981 1  22· 1 1 -223 3-3271 2·7-701 5-13· 1 51 23·3·409 9817 2·4909 32· 1091 981 112 

982 22· 5-491 7-23-61 2-3. {637 1 1 - 19·47 25.307 3·52- 1 3 1  2-1 73 3 1 -317 22.31.7- 1 3  9829 982 

983 2-5-983 3·29 - 1 1 3  23- 1 229 9833 2 · 3· 1 1 - 1 49 5-7-281 22-2459 32· 1093 2 ·491 9  9839 983 

984 24-3-5-41 13.757 2-7- 1 9-37 3· 17-193 22-23-107 5-11 -179 2-32.547 43.229 23. 1231 3-72.67 984 

985 2-52· 1 97 9851 22-3-821 59- 167 2 . 1 3•379 33·5-73 27.7· 1 1  9857 2-3-31.53 9859 985 

986 22 -5-1 7-29 3· 19- 173 2 - 4931 7 - 1 409 22·32· 137 5-1 973 2-4933 3- 1 1 - 13-23 22.2467 7 1 - 139 986 

987 2-3·5·7·47 9871 . 2�·6 1 7  32·1 097 2 · 4937 53-79 22·3·823 7 -17 -83 2·1 1 -449 3-37-89 987 

988 23·5- 1 3 - 1 9  41 -241 2·34-61 9883 22.7-353 3-5-659 2-4943 9887 25-3. 1 03 1 1 -29-31 988 

989 2-5-23-43 32·7- 1 57 22.2473 1 3-761 2-3-1 7.97 5-1979 23. 1237 3-3299 2·72· 101 1 9-521 989 

990 23.32.52.1 1  9901 2·4951 3-3301 2•-6 1 9  5·7-283 2.3-13-127 9907 22-2477 33.367 990 

9 9 1  2·5-991 1 1 - 17-53 23·3-7-59 23-431 2-4957 3-5-661 22.37-67 47.2 1 1  2-32-1 9·29 7· 13-109 991 

992 26·5.31 3-3307 2 · 1 12-41 9923 22.3.827 52·397 2·7·709 32- 1 1 03 23- 1 7- 73 9929 992 

993 2-3.5.33 1  9931 22. 1 3 . 1 9 1  3-7· 1 1 ·43 2 - 4967 5- 1 987 24·33·23 19-523 2-4969 3·3313 993 

994 22-5-7-71 9941 2-3- 1 657 6 1 . 163 23- 1 1 - 1 1 3  32.5 .13·17 2-4973 73-29 22.3. 829 9949 994 

995 2·52 ·199 3-31· 107 25-31 1  37-269 2·32.7·79 5-1 1 - 1 8 1  22.19-131  3·3319 2· 13-383 23-433 995 ""' 
996 23·3·5·83 7 · 1 423 2 · 17·293 35·41 22·47·53 5-1993 2-3- 1 1 -1 5 1  9967 24.7-89 3-3323 996 I.D 

997 2·5-997 132-59 22.32-277 9973 2-4987 3·52·7-19 23.29·43 1 1 -907 2·3-1 663 1 7 - 587 997 e: 
998 22-5-499 32- 1 109 2-7-23-31 67. 1 49 28.3- 1 3  5- 1 997 2-4993 3 ·3329 22· 1 1 ·227 7 - 1 427 998 � 

999 2.33.5.37 97-1 03 23-1249 3-3331 2- 19·263 5- 1 999 22-3·72· 1 7  13-769 2·4999 32- 1 1 - 101 999 � �  00 
<D .  Ct.> 
"' ..::I Cr.:! 
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Table 24.8 Primitive Roots, Factorization of p-1 
g, G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p. e denotes 

whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p- 1 g - G  E p p- 1  
-

3 2 2 1 - 10 359 2- 179 
5 22 2 2 - - - - - 367 2-3-61 
7 2-3 3 2 10 373 22·3-31 

11 2-5 2 3 - - - - -
379 2-33.7 

13 22-3 2 2 - - - - -
383 2-191 

17 24 3 3 ± 10 389 22-97 
19 2-32 2 4 10 397 22-32 .11 
23 2- 1 1  5 2 10 401 24-52 

29 22.7 2 2 ± 10 409 23-3- 17 
31 2-3-5 3 7 - 10 419 2- 1 1 - 19 
37 22-32 2 2 - - - - -

421 22·3-5-7 
41 23-5 6 6 - - - - -

431 2-5-43 
43 2-3-7 3 9 - 10 433 24-33 

47 2-23 5 2 10 439 2-3-73 
53 22 -13 2 2 - - - - -

443 2- 13- 17  
59 2-29 2 3 10 449 26.7 
61 22-3-5 2 2 ± 10 457 23-3- 19 
67 2- 3- 1 1  2 4 - 10 461 22·5-23 
71 2-5-7 7 2 - 10 463 2-3-7- 1 1  
73 23-32 5 5 - - - - -

467 2-233 
79 2-3- 13  3 2 - - - - - 479 2-239 
83 2-41 2 3 - 10 487 2·35 

89 23- 1 1  3 3 - - - - - 491 2-5-72 

97 25-3 5 5 ± 10 499 2-3-83 
101 22-52 2 2 - - - - -

503 2-251 
103 2-3-17 5 2 - - - - -

509 22- 127 
107 2-53 2 3 - 10 521 23·5 -13 
109 22-33 6 6 ± 10 523 2-32-29 
113 24-7 3 3 ± 10 541 22-33- 5  
127 2-32- 7  3 9 - - - - - 547 2-3-7- 13 
131 2-5-13 2 3 10 557 22. 139 
137 23- 17 3 3 - - - - - 563 2-281 
139 2-3-23 2 4 - - - - - 569 23·71 
149 22-37 2 2 ± 10 571 2-3-5 -19 
151 2-3-52 6 5 - 10 577 26-32 
157 22-3- 13 5 5 - - - - -

587 2-293 
163 2-34 2 4 - 10 593 24-37 
1fi7 2-83 5 2 10 599 2-13-23 
173 22.43 2 2 - - - - - 601 23·3-52 
179 2-89 2 3 10 607 2-3- 101 
181 22-32-5 2 2 ± 10 613 22-32- 17  
191 2-5-19 19 2 - 10 617 23-7- 1 1  
193 26-3 5 5 ± 10 619 2-3- 103 
197 22-72 2 2 - - - - - 631 2-32-5-7 
199 2-32- 1 1  3 2 - 10 641 27-5 
211 2-3-5-7 2 4 - - - - -

643 2-3- 107 
223 2-3-37 3 9 10 647 2-17- 19 
227 2-113 2 3 - 10 653 22-163 
229 22-3-19 6 6 ± 10 659 2-7-47 
233 23-29 3 3 ± 10 661 22-3-5- 1 1  
239 2-7- 17 7 2 - - - - - 673 25·3-7 
241 24-3-5 7 7 - - - - -

677 22. 132 
251 2-53 6 3 - - - - -

683 2 -11 -31 
257 28 3 3 ± 10 691 2-3-5-23 
263 2-131 5 2• 10 701 22-52-7 
269 22-67 2 2 ± 10 709 22-3-59 
271 2-33-5 6 2 - - - - -

719 2-359 
277 22-3-23 5 5 - - - - - 727 2-3- 1 12 
281 23-5-7 3 3 - - - - - 733 22-3-61 
283 2-3-47 3 6 - 10 739 2-32.41 
293 22-73 2 2 - - - - - 743 2-7-53 
307 2-32- 17 5 7 - 10 751 2-3-53 
31 1 2-5-31 17 2 - 10 757 22-33-7 
313 23-3 -13 10 10 ± 10 761 23·5- 19 
317 22-79 2 2 - - - - -

769 28·3 
331 2-3-5- 1 1  3 5 - - - - - 773 22 .193 
337 24-3-7 10 10 ± 10 787 2-3- 131 
347 2- 173 2 3 - 10 797 22.199 
349 22-3-29 2 2 - - - - - 809 23· 101 
353 25- 1 1  3 3 - - - - - 811 2-34-5 

J 

g - G  
-

7 2 
6 2 
2 2 
2 4 
5 2 
2 2 
5 5 
3 3 

21 21 
2 3 
2 2 
7 5 
5 5 

15 5 
2 3 
3 3 

13 13 
2 2 
3 2 
2 3 

13 2 
3 2 
2 4 
1 5 
5 2 
2 2 
3 3 
2 4 
2 2 
2 4 
2 2 
2 3 
3 3 
3 5 
5 5 
2 3 
3 3 
7 2 
7 7 
3 2 
2 2 
3 3 
2 4 
3 9 
3 3 

11  7 
5 2 
2 2 
2 3 
2 2 
5 5 
2 2 
5 10 
3 6 
2 2 
2 2 

1 1  2 
5 7 
6 6 
3 6 
5 2 
3 2 
2 2 
6 6 

11  11  
2 2 
2 4 
2 2 
3 3 
3 5 

E 
--

- 10 
10 

- - - - -

10 
10 

± 10 
- - - - -

- - M - -

- - - - -

10 
- - - - -

- 10 
± 10 
- 10 
- 10 

- - - - -
- - - - -

± 10 
- - - - -

- 10 
- 10 

10 
10 
10 
10 

± 10 
- - - - -

- 10 
± 10 

- - - - -

- - - - -

- 10 
- - - - -

10 
± 10 
- 10 
± 10 
- 10 

- - - - -
- - - - -

- - - - -

- - - - -
10 

- 10 
- - - - -

- - - - -

10 
- - - - -

10 
- - - - -

- - - - -

- - - - -
- 10 

- - - - -

± 10 
± 10 
- 10 

10 
- - - - -

- - - - -

10 
- - - - -

- - - - -
- - - - -
- - - - -

- - - - -

- 10 
- - - - -

- - - - -

10 

p 

821 
823 
827 
829 
839 
853 
857 
859 
863 
877 
881 
883 
887 
907 
91 1  
919 
929 
937 
941 
947 
953 
967 
971 
977 
983 
991 
997 

1009 
1013 
1019 
1021 
1031 
1033 
1039 
1049 
1051 
1061 
1063 
1069 
1087 
1091 
1093 
1097 
1-103 
1 109 
1117  
1123 
1129 
1 151 
1 153 
1163 
1171 
1181 
1187 
1193 
1201 
1213 
1217 
1223 
1229 
1231 
1237 
1249 
1259 
1277 
1279 
1283 
1289 
1291 
1297 

p- 1  g - G  
-

22-5-41 2 2 
2-3-137 - 3 2 
2-7-59 2 3 
22-32-23 2 2 
2-419 1 1  2 
22-3-71 2 2 
23- 107 3 & 

2-3- 1 1 - 13 2 4 
2-431 5 2 
22-3·73 2 2 
24-5- 1 1  3 3 
2-32.72 2 4 
2-443 5 2 

2-3-151 2 4 
2-5-7-13 17 3 
2-33 -17 7 5 
25-29 3 3 

23-32- 13 5 5 
22 -5-47 2 2 
2· 1 1-43 2 3 
23 ·7-17 3 3 
2-3-7-23 5 2 
2-5-97 6 3 
24-61 3 3 
2-491 5 2 

2-32-5- 1 1  6 2 
22-3-83 7 7 
24-32-7 11  11  

22- 1 1 -23 3 3 
2-509 2 3 

22-3-5- 17 10 10 
2-5-103 14 2 
23-3-43 5 5 
2-3- 173 3 2 
23- 131 3 3 
2-3-52-7 7 5 
22-5-53 2 2 
2-32-59 3 2 
22-3-89 6 6 
2-3- 181 3 2 
2-5-109 2 4 
22-3-7- 13 5 5 
23- 137 3 3 
2- 19-29 5 3 
22 -277 2 2 
22-32-31 2 2 

2-3- 1 1 - 17  2 4 
23-3-47 1 1  1 1  
2-52-23 17 2 
27-32 5 5 

2-7-83 5 3 
2-32-5-13 2 4 
22-5-59 7 7 
2-593 2 3 
23- 149 3 3 
24-3-52 11  1 1  

22-3- 101 2 2 
26. 19 3 3 

2-13-47 5 2 
22-307 2 2 

2-3-5-41 3 2 
22-3- 103 2 2 
25-3- 13 7 7 
2-17-37 2 3 
22 -11 -29 2 2 
2-32-71 3 2 
2-641 2 3 
23-7-23 6 6 
2-3-5-43 2 4 

24-3• 10 10 

E 

± 1  
1 

- 1  
- - - -

- 1  
- - - -

± 1  
- - - -

1 
- - - -
- - - -

- 1  
1 

- - - -
- 1  
- 1  

- - - -

± 1  
± 1  
- 1  
± 1  

- - - -

1 
± 1  

1 
- 1  

- - - -

- - - -
- - - -

1 
± 1  

- - - -
± 1  
- 1  

- - - -

1 
- - - -

1 
± 1  

1 
1 

- - - -
± 1  

1 
± 1  

- - - -
- 1  

- - - -
- 1  
± 1  
- 1  

1 
± 1  
- 1  
± 1  

- - - -
- - - -

± 1  
1 

± 1  
- - - -

- - - -

- - - -

1 
- - - -

0 
0 
0 
-

0 

0 
-
0 

0 
0 
-
0 
0 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
-

0 
0 
0 
0 
-
0 
0 
0 
-

0 
-
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

-

0 
-

- 1  
- 1  

0 
0 

- - - -1 
± 1  

0 
0 
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Primitive Roots, Factorization of p-1 Table 24.8 

g, G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p. E denotes 
whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p- l  g - G  E p p- 1  g 

1301 22·52 · 13  2 2 ± 10 1831 2·3·5·61 3 
1303 2·3·7·31 6 2 10 1847 2· 13·71 5 
1307 2·653 2 3 - 10 1861 22·3·5·31 2 
1319 2·659 13 2 - 10 1867 2·3·31 1 2 
1321 23·3·5· 1 1  13 13 - - - - - 1871 2·5· 1 1 · 17 14 
1327 2·3· 13· 17 3 9 10 1873 24·32 . 13  10  
1361 24·5· 1 7  3 3 - - - - - 1877 22·7·67 2 
1367 2·683 5 2 10 1879 2·3·313 6 
1373 22.73 2 2 

- - - - - 1889 26·59 3 
1381 22·3·5·23 2 2 ± 10 1901 22. ,1)2. 1 9  2 
1399 2·3·233 13 5 - 10 1907 2·953 2 
1409 27· l l  3 3 - - - - 1913 23·239 3 
1423 2·32.79 3 9 - - - 1931 2·5· 1 93 2 
1427 2·23·3 1  2 3 - 10 1933 22·3·7·23 5 
1429 22·3·7· 17  6 6 ± 10 1 94\l 22.487 2 
1433 23· 179 3 3 ± 10 1951 2·3·52· 13 3 
1439 2·719 7 2 - 10 1973 22 · 17·29 2 
1447 2·3·241 3 2 1 0  1979 2·23·43 2 
1451 2·52·29 2 3 

-
1987 2·3·331 2 

1453 22·3· 1 12 2 2 - - - - ... 1993 23·3 ·83 5 
1459 2·36 3 6 - - - - - 1997 22.499 2 
1471 2·3·5·72 6 5 - 10 1999 2·33·37 3 
1481 2a.5.37 3 3 - - - - - 2003 2·7· 1 1 - 13 5 
1483 2·3· 13·19 2 4 - - - io 201 1 2·3·5·67 3 
1487 2·743 5 2 2017 25·32.7  5 
1489 24·3·31 14 14 - - - - 2027 2·1013 2 
1493 22·373 2 2 - - - - - 2029 22 ·3 ·132 2 
1499 2·7· 107 2 3 - - - - - 2039 2·1019 7 
1 5 1 1  2·5·151 1 1  2 - 1 0 2053 22·33.1 9  2 
1523 2·761 2 3 - 1 0 2063 2·1031 5 
1531 2.32·5· 17 2 4 10 2069 22. 1 1 .47 2 
1543 2·3·257 5 2 10 2081 25·5· 1 3  3 
1549 22·32.43 2 2 ± 10 2083 2·3·347 2 
1553 24·97 3 3 ± 10 2087 2·7- 149 5 
1559 2·19·41 19 2 - 10 2089 23.32·29 7 
1567 2·33·29 3 2 1 0  2099 2· 1049 2 
1571 2·5· 1 57 2 3 1 0  2 1 1 1  2·5·211  7 
1579 2·3·263 3 5 1 0  2 1 1 3  26·3· 1 1  5 
1583 2·7· 1 13 5 2 10 2129 24.7· 1 9  3 
1597 22·3·7· 19 1 1  1 1 

-
- .. - -

2131 2·3·5·71  2 
1601 26.52 3 3 - - - - - 2137 23·3·89 10 
1607 2- 1 1 ·73 5 2 10 2141 22·5·107 2 
1609 23·3·67 7 7 - - - - - 2143 2·32.7. 1 7  3 
1613 22 . 13·31 3 3 - - - -

-
2153 23.269 3 

1619 2·809 2 3 10 2161 24. 33.5  23 
1621 22·34·5 2 2 ± 1 0 2179 2·32. 1 12 7 
1627 2·3·271 3 6 - - - - - 2203 2·3·367 5 
1637 22.409 2 2 - - - - - 2207 2· 1103 5 
1657 23·32· 23 1 1  1 1  - - - - -

2213 22·7·79 2 
1663 2·3·277 3 2 10 2221 22·3·5·37 2 
1667 2·72· 1 7  2 3 - 10 2237 22. 13·43 2 
1669 22 ·3· 1 39 2 2 - - - - - 2239 2·3·373 3 
1693 22·32.47 2 2 - - - - - 2243 2· 19·59 2 
1697 25·53 3 3 ± 10 2251 2·32·53 7 
1699 2·3·283 3 6 

-
- - - -

2267 2· 1 1 · 103 2 
1709 22.7·61 3 3 ± 10 2269 22·34• 7 2 
1721 23·5·43 3 3 2273 25·71 3 
1723 2·3·7·41 3 6 - - - - - 2281 23·3·5· 19 7 
1733 22.433 2 2 - - - - - 2287 2·32. 1 27 19 
1741 22·3·5·29 2 2 ± 10 2293 22·3· 191  2 
1 747 2·32·97 2 4 - - - - - 2297 23·7·41 5 
1753 23·3·73 7 7 - - - - - 2309 22·577 2 
1759 2·3·293 6 2 - 10 231 1  2·3·5·7· 1 1  3 
1777 2(·3·37 5 5 ± 10 2333 22· 1 1 · 53 2 
1783 2·34. 1 1  10 2 10 2339 2·7· 167 2 
1787 2· 19·47 2 3 - 10 2341 22·32·5· 13 7 
1789 22·3· 149 6 6 ± 10 2347 2·3· 17·23 3 
1801 23·32.52 1 1  1 1  - - - - - 2351 2·52·47 13 
181 1 2·5· 181 6 3 10 2357 22· 19·31 2 
1823 2·9 1 1  5 2 1 0  2371 2·3·5·79 2 

- G  E p p - 1  

9 
-

- - - - 2377 23.33· 1 1  
2 1 0  2381 22·5·7· 17 
2 ± 10 2383 2·3·397 
4 - 10 2389 22·3·199 
2 - 10 2393 23· 13·23 

10 ± 10 2399 2· 1 1 · 109 
2 - - - - -

241 1 2·5·241 
2 - - - -

- 2417 24. 151 
3 - - - 2423 2·7· 173 
2 · ::  io 2437 22·3·7·29 
3 2441 23·5·61 
3 ± 10 2447 2- 1223 
3 -

- - - - 2459 2· 1229 
5 - - - - -

2467 2·32. 137 
2 ± 10 2473 23·3· 103 
2 - - ... - -

2477 22·619 
2 - .. - - - 2503 2·32 · 139 
3 10 2521 23·32·5·7 
4 - - - - - 2531 2·5· 1 1 · 23 
5 - - - - - 2539 2·33·47 
2 - - - - -

2543 2·31·41 
5 - 10 2549 22.72. 13  
3 - 10 2551 2·3·52·17 
5 

- - - - - 2557 22·32 ·71  
5 ± 10 2579 2· 1289 
3 - 10 2591 2·5·7·37 
2 ± 10 2593 25·34 
2 - 10 2609 24· 163 
2 - - - - - 2617 23·3· 1 09 
2 10 2621 22·5· 131  
2 ± 10 2633 23·7·47 
3 

- -
2647 2·33·72 

4 - 10 2657 25·83 
2 - - -

2659 2·3·443 
7 - - 2663 2· 1 13 
3 10 2671 2·3·5·89 
2 - 10 2677 22·3·223 
5 ± 10 2683 2·32· 149 
3 -

-
- - 2687 2· 17·79 

4 -
� - - -

2689 27·3·7 
10 ± 10 2693 22·673 

2 ± 10 2699 2·19·71 
9 10 2707 2·3· 1 1 -41 
3 ± 10 271 1  2·5·271 

23 - .. - - - 2713 23·3· 1 1 3  
5 10 2719 2·32· 151  
7 - 10 2729 23· 1 1 ·31 
2 10 2731 2·3·5·7· 13 
2 - � - - -

2741 22·5· 137 
2 ± 10 2749 22·3·229 
2 - - - - - 2753 26.43 
2 - 10 2767 2·3·461 
3 - 10 2777 23·347 
5 1 0  2789 22· 17·41 
3 - 10 2791 2·32·5·31 
2 ± 10 2797 22·3·233 
3 ± 10 2801 24·52·7 
7 - ... - - - 2803 2·3·467 
7 

- - - - -
2819 2·1409 

2 
- - - - 2833 24·3·59 

5 ± 10 2837 22.709 
2 ± 10 2843 2·72·29 
2 

- - - - 2851 2·3·52· 1 9  
2 - .... - - - 2857 23·3·7· 1 7  
3 10 2861 22·5· 1 1 · 13 
7 ± 10 2879 2 ·1439 
6 - 10 2887 2·3· 13·37 
3 - 10 2897 24. 181 
2 - ..... - - - 2903 2·145 1  
4 10 2909 22.727 

g - G  

5 5 
3 3 
5 13 
2 2 
3 3 

1 1  2 
6 3 
3 3 
5 2 
2 2 
6 6 
5 2 
2 3 
2 4 
5 5 
2 2 
3 2 

17 17 
2 3 
2 4 
5 2 
2 2 
6 2 
2 2 
2 3 
7 2 
7 7 
3 3 
5 5 
2 2 
3 3 
3 2 
3 3 
2 4 
5 2 
7 5 
2 2 
2 4 
5 3 

19 19 
2 2 
2 3 
2 4 
7 2 
5 5 
3 2 
3 3 
3 5 
2 2 
6 6 
3 3 
3 9 
3 3 
2 2 
6 7 
2 2 
3 3 
2 4 
2 3 
5 5 
2 2 
2 4 
2 4 

1 1  1 1  
2 2 
7 2 
5 2 
3 3 
5 2 
2 2 

E 

- - ... -
-

- - - - -10 
± 10 

- - - - -
- 10 

10 
± 10 

10 
- - - - -
� - - - -10 

10 
- - - -

-± 10 
- -

- - -

- - - - -
- - - - -
- - - - -

1 0 
10 

± 10 
- - - -

-
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0 
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0 
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- 1  
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0 
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0 
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0 
0 
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1 
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Table 24.8 Primitive Roots, Factorization of p--1 
g G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p. E denotes ' 

whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p - 1  g 1 - G  E p p- 1  g 

2917 22·36 5 5 3527 2·41·43 5 
2927 2·7· 1 1 · 19 5 2 - - - io 3529 23.32·'72 17  
2939 2·13· 1 13 2 3 10 3533 22·883 2 
2953 23·32.41 13 13  - - ... - ... 3539 2·29·61 2 
2957 22·739 2 2 - - - - - 3541 22·3·5·59 7 
2963 2· 1481 2 3 10 3547 2·32· 197 2 
2969 23·7·53 3 3 

- - - � -
3557 22·7· 127 2 

2971 2·33·5· 1 1  10 5 10 3559 2·3·593 3 
2999 2· 1499 17 2 10 3571 2·3·5·7· 17 2 
3001 23·3·53 14 14 - - - - - 3581 22·5· 179 2 
3011 2·5·7·43 2 3 10 3583 2·32· 199 3 
3019 2·3·503 2 4 10 3593 23·449 3 
3023 2· 1511 5 2 10 3607 2·3·601 5 
3037 22·3· 1 1 ·23 2 2 - - - - � 3613 22·3·7·43 2 
3041 25·5· 19  3 3 � - - - -- 3617 26· 1 13 3 
3049 23·3· 127 1 1  1 1  - - - - -

3623 2·181 1 5 
3061 22.32·5· 17 6 6 

- - '- - �  
3631 2·3·5· 1 12 15 

3067 2·3·7·73 2 4 - 10 3637 22·32· 101 2 
3079 2-3•· 19 6 2 10 3643 2·3·607 2 
3083 2·23-67 2 3 - 10 3659 2·31·59 2 
3089 21· 193 3 3 - -

-
- - 3671 2·5·367 13 

3109 22·3·7·37 6 6 3673 23.33. 17 5 
3119  2·1559 7 2 - 10 3677 22·919 2 
3121 21·3·1).13 7 7 - - - - - 3691 2·32-5-41 2 
3137 26.72 3 3 ± 10 3697 2-432 5 
3163 2·3- 17·31 3 6 - 10 3701 22·52·37 2 
3167 2- 1583 5 2 10 3709 22·32·103 2 
3169 25.32.1 1  7 7 - - - - - 3719 2· 1 1· 132 7 
3181 22·3·5·53 7 7 - - - - - 3727 2·31·23 3 
3187 2-33·59 2 4 - - - - - 3733 22·3·311  2 
3191 2·5· 11 ·29 1 1  5 - - - - - 3739 2·3·7-89 7 
3203 2- 1601 2 3 - 10 3761 21·5·47 3 
3209 23·401 3 3 ... - - -

- 3767 2·7·269 5 
3217 21·3·67 5 5 

- - - - - 3769 23·3· 157 7 
3221 22·5·7·23 10 10 ± 10 3779 2· 1889 2 
3229 22-3·269 6 6 - - - - - 3793 21·3·79 5 
3251 2·53· 13 6 3 10 3797 22· 13·73 2 
3253 22·3·271 2 2 - - .. - - 3803 2 ·1901 2 
3257 23· 1 1 ·37 3 3 ± 10 3821 22·5·191 3 
3259 2·32· 181 3 5 10 3823 2·3·72 .13 3 
3271 2·3·5· 109 3 5 - 10 3833 23.479 3 
3299 2·17-97 2 3 10 3847 2·3·641 5 
3301 22·3·52· 1 1  6 6 ± 10 3851 2·53·7- 1 1  2 
3307 2·3·19·29 2 4 - 10 3853 22·32. 107 2 
3313 21·32·23 10 10  ± 10 3863 2- 1931  5 
3319 2·3·7·79 6 2 -

- - - - 3877 22·3· 17·19 2 
3323 2· 1 1 - 151  2 ;) - 10 3881 23·5·97 13 
3329 28. 13 3 3 - - ... - - 3889 zt.36 1 1  
3331 2·32·5-37 3 5 10 3907 2·32.7-31  2 
3343 2·3·557 5 1 1  10 391 1 2·5· 17·23 13 
3347 2·7·239 2 3 - 10 3917 22. 1 1 ·89 2 
3359 2·23·73 1 1  2 - 10 3919 2·3·653 3 
3361 26·3·5·7 22 22 1 - - - - - 3923 2·37·53 2 
3371 2·5·337 2 3 10 3929 23· 491 3 
3373 22·3-281 5 5 - - .... - -

3931 2·3·5· 131  2 
3389 22·7· 1 12 3 3 ± 10 3943 2·33·73 3 
3391 2·3·5· 113 3 5 - 10 3947 2·1973 2 
3407 2·13·131 5 2 10 3967 2·3·661 6 
3413 22·853 2 2 - - - - - 3989 22·997 2 
3433 23·3· 11 · 13  5 5 :±:: 10 4001 2•·53 3 
3449 23-431 3 3 4003 2·3·23-29 2 
3457 27.33 7 7 - - - - 4007 2·2003 5 
3461 22·5· 173 2 2 ± 10 4013 22.17·59 2 
3463 2·3-577 3 9 10  4019 2·7'·41 2 
3467 2· 1733 2 3 - 10 4021 2Z·3·5·67 2 
3469 22·3· 172 2 2 ± 10 4027 2·3· 1 1·61 3 
3491 2·5·349 2 3 - 4049 24. 1 1 -23 3 
3499 2-3· 1 1·53 2 4 - - - 4051 2·3'·52 10  351 1  2·33·5·13 7 2 - 10 4057 23·3· 132 5 3517  2'·3·293 2 2 4073 23-509 3 

- G  

2 
1 7  
2 
3 
7 
4 
2 
2 
4 
2 
2 
3 

1 1  
2 
3 
2 

10 
2 
4 
3 
2 
5 
2 
4 
5 
2 
2 
2 
2 
2 
5 
3 
2 
7 
3 
5 
2 
3 
3 
9 
3 
2 
4 
2 
2 
2 

13 
1 1  

4 
2 
2 
2 
3 
3 
4 
9 
3 
2 
2 
3 
4 
2 
2 
4 
2 
6 
3 
5 
5 
3 

E 

10 
- - - - -
- - - - -

10 
- -

- - -
10 

- - - - -
- 10 

10 
± 10 

- - -
- -± 10 
10 - - - - -

± 10 
10 

- 10 
- - - - -- 10 

10 - - - - -± 10 
- - - - -
- - - - -
- -

- - -± 10 
± 10 
-10  

10  
- - -

- -
-

-
- - -

- - - - -10 
-

-
-

- -10 
- - - - -
- .. - - -

- 10 
± 10 

- - - - -
± 10 

10 
- - - - -- - - - -10 
- - - - -

- - - - -

- _ .,. - -

- 10 
- 10 

- - - -
-- - - - -

- 10 
, _  

10 
- 10 

10  
± 10 

- - - - -
10 

- - - - -
10 

- - - -
-- 10 

- - - - -10 
± 10 
± 10 

p 

4079 
4091 
4093 
4099 
411 1  
4127 
4129 
4133 
4139 
4153 
4157 
4159 
4177 
4201 
421 1  
4217  
4219 
4229 
4231 
4241 
4243 
4253 
4259 
4261 
4271 
4273 
4283 
4289 
4297 
4327 
4337 
4339 
4349 
4357 
4363 
4373 
4391 
4397 
4409 
4421 
4423 
4441 
4447 
4451 
4457 
4463 
4481 
4483 
4493 
4507 
4513 
451 7  
4519 
4523 
4547 
4549 
4561 
4567 
4583 
4591 
4597 
4603 
4621 
4637 
4639 
4643 
4649 
4651 
4657 
4663 

p - 1  

2·2039 
2·5·409 

22·3· 1 1·31 
2·3·683 

2·3·5·137 
2·2063 
26·3·43 
22·1033 
2·2069 
23·3· 173 
22· 1039 

2·33.7· 1 1  
24·32·29 
23·3·52·7 
2·5·421 
23· 17·31 

2·3· 19·37 
22·7· 151  
2·32·5·47 
2•·5·53 

2·3·7- 101 
22·1063 
2·2129 

2•·3·5·71 
2·5·7·61 
2'·3·89 
2·2141 
26-67 

23·3·179 
2·3·7- 103 

2'·271 
2-32-241 
22.1087 
22·32- 1 12 
2·3·727 
22·1093 
2·5·439 
22.7· 157 
23.19·29 

22·5 ·13. 17  
2·3· 1 1-67 
23·3·5-37 
2·3' -13·19 

2·52·89 
23·557 
2·23·97 
27·5·7 

2·33·83 
22· 1 1 23 
2·3·751 
25·3-47 
2'· 1 1 29 
2·3'·251 

2·7- 11- 1 9  
2·2273 

2'·3·379 
2'·3·5 ·19 
2-3·761 
2·29-79 
2·38·5· 1 7  
22·3·383 

2·3· 1 3·59 
22·3·5·1- 1 1  

22. 19·61 
2·3·773 
2· 1 1·211  
23·7·83 

2·3·52·31 
2'·3·97 
2·32·7·37 

g 

1 1  
2 
2 
2 

12  
5 

13  
2 
2 
5 
2 
3 
5 

1 1  
6 
3 
2 
2 
3 
3 
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2 
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3 
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2 
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3 

21 
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7 
2 
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5 
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6 

1 1  
3 
5 
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5 
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5 
3 
3 

15 
3 

- G 
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2 
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2 
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3 
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7 

2 1  
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3 
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2 
3 
4 
2 
4 
7 

E 
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1 
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0 
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0 
0 
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1 
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-
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Primitive Roots, Factorization of p-

I 

Table 24.8  

g G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p .  e denotes ' 
whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p- 1  g - G  • p p- 1  
- --

4673 26·73 3 3 ± 10 5297 24·331 
4679 2·2339 11 2 - 10 5303 2· 11 ·241 
4691 2·5·7·67 2 3 10 5309 22·1327 
4703 2·2351 5 2 10 5323 2·3·887 
4721 24·5·59 6 6 - - - - - 5333 22·31·43 
4723 2·3·787 2 4 - 10 5347 2·35· 1 1 
4729 23·3·197 17 17 - - - - - 5351 2·52·107 
4733 22· 7· 132 5 5 - - - - - 5381 22·5·269 
4751 2·53· 19 19 3 - 10 5387 2·2693 
4759 2·3· 13·61 3 5 - 10 5393 24·337 
4783 2·3·797 6 2 10 5399 2·2699 
4787 2·2393 2 3 - 10 5407 2·3· 17·53 
4789 22·32.7·19 2 2 - - - - - 5413 22·3· 11 ·41 
4793 23·599 3 3 ± 10 5417 23·1\77 
4799 2·2399 7 2 - 10 5419 2·32·'1 ·43 
4801 26·3·52 7 7 - - - - - 5431 2·3·5·181 
4813 22·3·401 2 2 - - - - - 5437 22·32·151 
4817 24·7·43 3 3 ± 10 5441 26·5· 17 
4831 2·3·5·7·23 3 2 - - - - - 5443 2·3·907 
4861 22·35·5 1 1  1 1 - - - - - 5449 23·3·227 
4871 2·5·487 1 1  3 - 10 5471 2·5·547 
4877 22·23·53 2 2 - - - - - 5477 22·372 
4889 23·13·47 3 3 - - - - - 5479 2·3· 1 1 ·83 
4903 2·3· 19·43 3 2 - - - - - 5483 2·2741 
4909 22·3·409 6 6 - - - - - 5501 22·53· 1 1  
4919 2·2459 13 2 - 10 5503 2·3·7· 131 
4931 2·5· 17·29 6 3 10 5507 2·2753 
4933 22·32· 137 2 2 - - - - - 5519 2·31·89 
4937 23·617 3 3 ± 10 5521 24·3·5·23 
4943 2·7·353 7 2 10 5527 2·32·307 
4951 2·32·52 · 11 6 2 - 10 5531 2·5·7·79 
4957 22·3·7·59 2 2 - - - - - 5557 22·3·463 
4967 2·13·191 5 2 10 5563 2·33·103 
4969 23·33·23 1 1  1 1  - - - - - 5569 26·3·29 
4973 22· 1 1 · 1 13 2 2 - - - - - 5573 22·7·199 
4987 2·32·277 2 4 - 10 5581 22·32·5·31 
4993 27·3· 13 5 5 - - - - - 5591 2·5·13·43 
4999 2·3·72 ·17 3 9 - - - - - 5623 2·3·937 5003 2·41·61 2 3 - 10 5639 2·2819 5009 24·313 3 3 - - - - - 5641 23·3·5·47 
501 1 2·3·5·167 2 4 - - - - - 5647 2·3·941 5021 22·5·251 3 3 ± 10 5651 2·52 ·113 
5023 2·34·31 3 2 - - - - - 5653 22.32· 157 5039 2· 1 1-229 1 1  2 - 10 5657 23·7· 101 5051 2·52·101 2 3 - - - - - 5659 2·3·23·41 5059 2.32·281 2 4 10 5669 22·13·109 5077 22·33.47 2 2 - - - - - 5683 2·3·947 5081 23·5· 1 27 3 3 - - - - - 5689 23·32·79 5087 2·2543 5 2 10 5693 22·1423 5099 2·2549 2 3 10 5701 22·3·52 ·19 5101 22·3·52 ·17 6 6 - - - - - 5711 2·5·571 5107 2·3·23·37 2 4 - 10 5717 22· 1429 5113 23·32·71 19 19 - - - - - 5737 23·3·239 5119 2·3·853 3 2 - - - - - 5741 22·5·7·41 5147 2·31·83 2 3 - 10 5743 2·32· 1 1·29 5153 25·7·23 5 5 ± 10 5749 22·3·479 5167 2·32·7·41 6 1 1 10 5779 2·33· 107 5171 2·5· 11 ·47 2 4 - - - - - 5783 2·72·59 5179 2·3·863 2 4 10 5791 2·3·5· 193 5189 22·1297 2 2 ± 10 5801 23·52·29 5197 22·3·433 7 7 - - - - - 5807 2·2903 5209 23·3·7·31 17 17 - - - - - 5813 22·1453 o227 2·3·13·67 2 4 - 10 5821 22·3·5·97 5231 2·5·523 7 2 - 10 5827 2·3·971 5233 24·3·109 10 10 ± 10 5839 2·3·7·139 5237 22·7· 1 1·17 3 3 - - - - - 5843 2·23·127 5261 22·5·263 2 2 - - - - - 5849 23· 17·43 5273 23·659 3 3 ± 10 5851 2·32·52·13 5279 2·7·13·29 7 3 -10 5857 25·3·61 5281 25·3·5· 1 1  7 7 - - - - - 5861 22·5·293 

g - G  • p p- 1  
-

3 3 ± 10 5867 2·7·419 5 2 10 5869 22·32. 163 2 2 ± 10 5879 2·2939 5 10 - 10 5881 23·3·5·72 2 2 - - - - - .5897 23· 11 ·67 3 6 - 10 5903 2·3·227 11 2 - 10 5923 2·32.7·47 3 3 ± 10 5927 2·2963 2 3 - 10 5939 2·2969 3 3 ± 10 5953 26·3·31 7 2 - 10 5981 22·5· 13·23 3 2 - - - - - 5987 2·41·73 5 5 - - - - - 6007 2·3·7· 1 1 · 13 3 3 ± 10 601 1  2·5·601 3 5 10 6029 22· 1 1 · 137 3 2 - 10 6037 22·3·503 5 5 - - - - - 6043 2·3· 19·53 3 3 - - - - - 6047 2·3023 2 4 - - - - - 6053 22·17·89 7 7 - - - - - 6067 2·32·337 7 3 - - - - - 6073 23·3· 1 1 ·23 2 2 - - - - - 6079 2·3· 1013 3 2 - 10 6089 23·761 2 3 - 10 6091 2·3·5·7·29 2 2 ± 10 6101 22.52·61 3 9 10 6113 25· 191 2 3 - 10 6121 23·32·5· 17 13 2 - 10 6131 2·5·613 1 1  1 1 - - - - .. 6133 22·3·7·73 5 2 10 6143 2·37·83 10 5 10 6151 2·3·52·41 2 2 - - - - .  6163 2·3·13·79 2 4 - 10 6173 22·1543 13 13 - - - - - 6197 22·1549 2 2 - - - - - 6199 2·3· 1033 6 6 ± 10 6203 2·7·443 1 1  2 - 10 621 1 2·33·5·23 5 2 10 6217 23·3·7·37 7 2 - 10 6221 22·5·31 1 14 14 - - - - - 6229 22·32 ·173 3 2 - - - - - 6247 2·32 ·347 2 3 10 6257 24· 17·2iJ 5 5 - - - - - 6263 2·31· 101 3 3 ± 10 6269 22· 1 567 2 4 10 6271 2·3·5· 1 1 · 19 3 3 ± 10 6277 22·3·523 2 4 - 10 6287 2·7·449 1 1  11 - - - - - 6299 2·47·67 2 2 - - - - - 6301 22·32·52·7 2 2 ± 10 6311 2·5·631 19 3 - - - - - 6317 22·1579 2 2 - - - - - 6323 2·29·109 5 5 ± 10 6329 23. 7· 113 2 2 ± 10 6337 26.32· 1 1  10 2 10 6343 2·3·7·151 2 2 ± 10 6353 24·397 2 4 10 6359 2·11 · 172 7 2 10 6361 23·3·5·53 6 2 - - - - - 6367 2·3· 1061 3 3 - - - - - 6373 22·33·59 5 2 10 6379 2·3· 1063 2 2 - - - - - 6389 22·1597 6 6 ± 10 6397 22·3·13·41 2 4 - 10 6421 22·3·5· 107 6 2 - 10 6427 2·33·7·17 2 4 - 10 6449 24· 13·31 3 3 - - - - - 6451 2·3·52·43 2 4 - - - - - 6469 22·3·72 · 1 1 7 7 ± 10 6473 23·809 3 3 ± 10 6481 24.34·5 

g - G  
-

5 3 2 2 1 1  2 31 31 3 3 5 2 2 4 5 2 2 3 7 7 3 3 2 3 3 9 2 4 2 2 5 5 5 6 5 2 2 2 2 4 10 10 17 7 3 3 7 1 1  2 2 3 3 7 7 2 3 5 5 5 2 3 7 3 6 2 2 2 2 3 2 2 3 2 4 5 5 3 3 2 2 5 2 3 3 5 2 2 2 1 1  17 2 2 7 2 2 3 10 10 7 2 2 2 2 3 3 3 10 10 3 2 3 3 13 2 19 19 3 2 2 2 2 4 2 2 2 2 6 6 3 6 
3 3 3 6 2 2 3 3 7 7 

• 

- 1  ± 1  - 1  
- - - -± 1  1 - 1  1 1 
- - - -± 1  - 1  
- - - -1 ± 1  
- - - -- 1  

1 
- - - --1  ± 1  
- - - -

- - - -

- - - -

- - - -± 1  
- - - -1 

1 
- - - -

- - - -

- - - -

- - - -- 1  
- - - -1 ± 1  ± 1  
- - - -1 ± 1  1 ± 1  
- - - -

- - - -1 
- - - -± 1  - 1  
- - - -- 1  
- - - -± 1  1 ± 1  - 1  
- - - -1 
- - - -

- - - -

0 0 0 
0 0 0 
0 0 
0 0 
-0 0 
-0 0 
0 0 

-0 
-0 
0 

0 
-0 0 0 
0 0 0 0 
-0 
-0 0 
-0 
0 0 
0 0 
-0 

± 1  0 
- - - -

- - - -

- - - -

- - - -

- - - -

- - - -± 1  0 
- - - -
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Table 24.8 Primitive Roots, Factorization of p-1 
g G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p. E denotes ' 

whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p- 1  (/ - G  E p p- 1  
-- --

6491 2·5· 1 1 ·59 2 3 7121 24·5·89 
652 1 23·5· 163 6 6 1 - - 7127 2·7·509 
6529 27·3·17 7 7 - - - - - 7 129 23·34· 1 1  
6547 2·3· 1091 2 4 - - ·· - - 7151  2·52. 1 1. 1 3  
655 1 2·52· 131  1 7  2 10 7159 2·3· 1 193 
6553 23·32· 7· 13 10 10 ± 10 7177 23.3.13.23 
6563 2·17· 193 5 10 - 10 7187 2·3593 
6li69 23·821 3 3 - - - - .. 7193 23·29·31 
6571 2·32·5·73 3 7 10 7207 2·3· 1201  
6577 24·3· 137 5 5 - - - - ·  

721 1  2·5·7· 103 
6581 2'·5·7·47 14 14 - - - - ,. 7213 22·3·601 
6599 2·3299 13 2 - 10 7219 2·32·401 
6607 2·32·367 3 2 - - - - -

7229 22· 1 3·139 
6619 2·3· 1 103 2 4 10 7237 22·3Z·67 
6637 22·3·7·79 2 2 7243 2·3· 17·71 
6653 22·1663 2 2 - - - �

- 7247 2·3623 
6659 2·3329 2 3 10 7253 22.72·37 
6661 22.32·5·37 6 6 ± 10 7283 2· 1 1·331 
6673 2•·3· 139 5 5 ± 10 7297 27·3· 19 
6679 2-32·7·53 7 5 10 7307 2·13·281 
6689 25· 1 1 · 19 3 3 - - - - - 7309 22·32·7·29 
6691 2·3·5·223 2 4 10 7321 23·3·5·61 
6701 22·52.67 2 2 ± 10 733 1  2·5·733 
6703 2·3- 1 1 17 5 2 10  7333 2'·3· 13·47 
6709 22·3· 13 ·43 

1J l 2 ± 10 7349 22. 1 1 ·167 
6719 2·3359 2 - 10 735l 2·3·52·7' 
6733 22·32· 1 1 ·17 2 - - - - - 7369 23·3·307 
6737 24·421 3 3 ± 10 7393 2°·3·7· 1 1  
6761 23.5. }32 3 3 - -

,_
-

-
741 1  2.3·5· 13 . 19 

6763 2·3·72·23 2 4 - - - - - 7417 23·32· 103 
6779 2·3389 2 3 1(} 7433 23·929 
6781 22·3·5· 1 13 2 2 - - - - - 7451 2·52. ] 49 
6791 2·5·7·97 7 3 - - - - - 7457 25.233 
6793 23·3·283 10 10  ± 10 7459 2·3· 11 · 1 13 
6803 2· 19-179 2 3 - 10 7477 22·3·7·89 
6823 2·32.379 3 2 10 7481 2'·5· 1 1 · 17  
6827 2-3413 2 3 - 10 7487 2· 19· 197 
6829 22·3·569 2 2.- ± 10 7489 2B.3q3 
6833 2'·7·61 3 3 ± 10 7499 2·23· 163 
6841 23-32·5· 1 9  22 22 - - - - - 7507 2·33· 139 
6857 23·857 3 3 ± 10 7517 22.1879 
6863 2.47·73 5 2 10  7523 2·3761 
6869 22- 17· 101 2 2 ± 10 7529 23.941 
6871 2·3-5.229 3 9 - 10 7537 2'·3· 157 
6883 2-3·31 ·37 2 4 - 10 7541 22·5-13·29 
6899 2·3449 2 3 10  7547 2·73· 1 1  
6907 2·3· 1 151 2 4 -=io 7549 22·3·1 7.37 
691 1  2·5-691 7 2 7559 2·3779 
6917 22.7· 13·19 2 2 - - - - - 7561 23·33·5·7 
6947 2·23· 151  2 3 - 10 7.573 22·3·631 
6949 22.32.193 2 2 ± 10 7577 23·947 
6959 2·72.7 1 7 3 - 10 7583 2· 17·223 
6961 24·3·5·29 13 13 - - - - - 7589 22·7·271 
6957 2·31·43 5 13  10 7591 2·3·5· 1 1 ·23 
6971 2·5-17.41 2 4 10 7603 2-3·7·181 
6977 2e. 109 3 3 ± 10 7607 2·3803 
6983 2·3491 5 2 10 7621 22·3·5 · 127 
6991 2·3·5·233 6 2 - 10 7639 2·3-19-67 
6997 22·3· 1 1 ·53 5 5 - - - - - 7643 2·3821 
7001 23·53·7 3 3 - - - - - 7649 25·239 
7013 22· 1753 2 2 

- - - - - 7669 22.33.7 1  
7019 2·1 }2.29 2 3 10 7673 23.7·137 
7027 2·3· 1 17 1  2 4 7681 29·3 ·5 
7039 2.32· 1 7·23 3 � � = � � � � 7687 2.32·7·61 
7043 2·7·503 2 7691 2·5·769 
7057 2'·32. 72 5 5 ± 10 7699 2.3. 1283 
7069 22·3· 19·31 2 2 ± 10 7703 2·3851 
7079 2·3539 

g !  
2 - 10 7717 22·3-643 

7103 2·53·67 2 10 7723 2.33· 1 1· 13  
7109 22· 1777 2 ± 10 7727 2·3863 

g 1 - G  
1-

3 3 
5 2 
7 7 
7 3 
3 2 

10  10  
2 3 
3 3 
3 2 
2 3 
5 5 
2 4 
2 2 
2 2 
2 4 
5 2 
2 2 
2 3 
5 5 
2 3 
6 6 
7 7 
2 4 
6 6 
2 2 
6 5 
7 7 
5 5 
2 4 
5 5 
3 3 
2 4 
3 3 
2 4 
2 2 
6 6 
5 3 
7 7 
2 3 
2 4 
2 2 
2 3 
3 3 
7 7 
2 2 
2 3 
2 2 

13 2 
13 13 
2 2 
3 3 
5 2 
2 2 
6 2 
2 4 
I) 2 
2 2 
7 5 
2 3 
3 3 
2 2 
3 3 

17  17 
6 2 
2 3 
3 5 
5 2 
2 2 
3 6 
5 2 

E 

- - - - -

- - - - -
- 10 
± 10 
- 10 
± 10 

10 
- - - - -
- - -

10 
± 10 

- - - - -
- 10 

10 - - - - -
- 10 - - -

- -
- 10 
± 10 

- - - - ... 
- - - - -
- - - - -± 1 0 

- - - - -
- - - - -± 10 

10 

- - - - -± 10 
10 

± 10 
10 

- - - - -
- - - - -10 
- - - - -

10 
- 10 

•· - - - -
- 10 

- - - - -- - - - -± 10 
- 10 

- - - - -
- 10 

.. - - - -- - ... - -
± 10 

10 

- - - - -
- 10 

- - - - -
10 

- ·= io 
- 10 -
- - - -

- - - - -
± 10 

- - - - -10 
10 
10 
10 

- ,. _  -

-
- - - io 

p p- 1  

7741 22·32·5·43 
7753 23·3·17·19 
7757 2f.7.277 
7759 2 ·32·431 
7789 22·3· 1 1 ·59 
7793 2f.487 
7817 22·977 
7823 2.39 1 1  
7829 22. 19. 103 
7841 2·1 ·5·72 
7853 22. 13· 15 1  
7867 2·3'· 19·23 
7873 26·3·41 
7877 22· 1 1 · 179 
7879 2·3· 13·101 
7883 2·7·563 
7901 22.52·79 
7907 2·59·67 
7919 2·37·107 
7927 2·3· 1321 
7933 22·3·661 
7937 28·31 
7949 22.1987 
7951 2·3·52·53 
7963 2·3· 1 327 
7993 23.33·37 
8009 23·7· 1 1 · 13 
801 1  2·32·5·89 
8017 24·3· 167 
8039 2·4019 
8053 22.:1-1 1 ·61 
8059 2·3 ·17·79 
8069 22.2017 
8081 24·5· 101 
8087 2 ·13·31 1  
8089 23.3.337 
8093 22./. 172 
8101 22·3'·52 
811 1  2·5·81 1 
81 17 22.2029 
8123 2 ·31 ·131 
8147 2·4073 
8161 25·3·5·17 
8167 2·3· 1361 
817 1  2·5· 19·43 
8179 2·3.29.47 
8191 2·32.5·7· 13 
8209 24.33· 1 9  
8219 2·7·587 
8221 22·3·5· 1 37 
8231 2·5·823 
8233 23·3·73 
8237 22·29·71 
8243 2· 1 3·317 
8263 2.35· 17 
8269 22·3· 13·53 
8273 2'· 1 1 ·47 
8287 2·3 ·1381 
8291 2.5.829 
8293 23-1 049 
8297 22·2099 
831 1  2·3·5·277 
8317  22·38·7· 1 1  
8329 23·3·347 
835..'1 25-32·29 
8363 2·37· 1 1 3  
8369 24 •• '523 
8377 28.3·349 
8387 2-7·599 
8389 22·32·233 

g - G  

7 7 
10 10 
2 2 
3 2 
2 2 
3 3 
3 3 
5 2 
2 2 

12 1 2  
2 2 
3 6 
5 5 
2 2 
3 2 
2 3 
2 2 
2 3 
7 2 
3 7 
2 2 
3 3 
2 2 
6 2 
5 10 
5 5 
3 3 

14 7 
5 .5 

1 1  2 
2 2 
3 5 
2 2 
3 3 
5 2 

17  17  
2 2 
6 6 

1 1  2 
2 2 
2 3 
2 3 
7 7 
3 9 
2 3 
2 4 

17  1 1  
7 7 
2 3 
2 2 

1 1  2 
10  10 
2 2 
2 3 
3 2 
2 2 
3 3 
3 7 
2 3 
2 2 
3 3 
3 2 
6 6 
7 7 
5 5 
2 3 
3 3 
5 5 
2 3 
6 6 

e 

-±io 
- - - ""' -- 10 

1 - . - -
± 10 
± 10 

10  
± 10 

.. - - ... -
- - - - -

- 1 0  
± 10 

- 10 
- 1  0 

0 ± 1  
- 10 
- 10 

1 

- - - - -

0 

0 
0 
0 
0 

± 1  
± 1  

1 
1 

-
- - - -

- - - - -
- - - - -

± 1  0 
0 - 1  

- - ... - -
1 0 
0 ± 1  

- - - - -1 0 
- - - - -- - - - -- - - - -
- - - -
- - - - -

- 1  0 
0 - 1  

- - - - -
- - - -

1 
1 

- - - -
0 
0 

- - - - -1 0 

0 
0 

- - - -
- 1  
± 1  

- - - -
- 1  

1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

± 1  
± 1  

1 
1 

:i:l 
- 1  

- - - -

± 1  
- 1  

- - ... 
-

± 1  
- ± 1 

0 
0 

0 
0 

0 

0 



COMBINATORIAL ANALYSIS 869 
Primitive Roots, Factorization of p-1 Table 24.8 

g, G denote the least positive and least negative (respectively) primitive roots of p. E denotes 
whether 10, - 10 both or neither are primitive roots. 

p p- 1  g - G E p p- 1  

8419 2·3·23·61 3 6 - - - - -

8941 22·3·5· 149 
8423 2·421 1  5 2 1 0  8951 2·52· 179 
8429 22·72.43 2 2 ± 10 8963 2·4481 
8431 2·3·5·281 3 2 - 10 8969 23·19·59 
8443 2·32·7·67 2 4 - 10 8971 2·3·5· 13·23 
8447 2·4] . ] 03 5 2 10 8999 2· 1 1·409 
8461 22·32·5·47 6 6 - - - - - 9001 23.32.58 
8467 2·3- 17·83 2 4 - 10 9007 2·3·19·79 
8501 22.58· 1 7  7 7 ± 10 9011 2·5· 17·53 
8513 26.7 ·19 5 5 ± 10 9013 22·3·751 
8521 22·3·5·71 13 13 - - - - - 9029 22·37·61 
8527 2·3·72·29 5 2 - - - - - 9041 24·5· 1 13  
8537 23· 1 1 ·97 3 3 ± 10 9043 2·3· 1 1 · 137 
8539 2·3· 1423 2 4 - - - - - 9049 23·3· 13-29 
8543 2·4271 5 2 10 9059 2·7·647 
8563 2·3· 1427 2 4 - 10 9067 2·3· 1511  
8573 22·2143 2 2 - - - - - 9091 2·32·5·101 
8581 22·3·5· 1 1 · 13 6 6 - - - - - 9103 2·3·37·41 
8597 22.7·307 2 2 - - - - - 9109 2'·32· 1 1 ·23 
8599 2·3· 1433 3 2 - - - - - 9127 2·33·132 
8609 25.269 3 3 - - - - - 9133 22·3·761 
8623 2·32·479 3 2 10 9137 24·571 
8627 2·19·227 2 3 10 9151  2·3·52·61 
8629 22·3·719 6 6 - - - - - 9157 22·3·7·109 
8641 26.33·5 17 17 - .... - .... - 9161 23·5·229 
8647 2·3· 1 1 · 131  3 2 10  9173 22·2293 
8663 2·61·71 5 2 10 9181  22.33·5 ·17 
8669 22· 1 1 ·197 2 2 ± 10 9187 2·3· 1531 
8677 22.32·241 2 2 - - - - ... 9199 2·32.7· 73 
8681 23·5·7·31 15 15 - - - ""' - 9203 2·43·107 
8689 24·3· 181 13 13 ... - - - - 9209 23· 1 1 5 1  
8693 22·41·53 2 2 .. ... - - - 9221 22·5·461 
8699 2·4349 2 3 10 9227 2·7·659 
8707 2·3· 1451  5 7 10 9239 2·31 · 149 
871 3  23·32. 1 12 5 5 ± 10 9241 23·3·5·7· 1 1  
8719 2·H453 3 5 10 9257 23.13·89 
8731 2·32·5·97 2 4 10 9277 22·3·77J 
8737 25·3·7 ·13 5 5 - ± io 9281 26·5·29 
8741 2'·5· 19·23 2 2 9283 2·3·7· 13 · 17 
8747 2·4373 2 3 - 10 9293 22·23· 101 
8753 24·547 3 3 ± 10 931 1  2·5·72· 19 
8761 23·3·5·73 23 23 - - - - - 9319 2·3· 1 553 
8779 2·3·7· 1 1 · 19  11  22  - - - io 9323 2·59·79 
8783 2·4391 5 2 9337 23·3·389 
8803 2·33· 163 2 4 io 9341 22·5·467 
8807 2·7· 17·37 5 2 9343 2·33·173 
8819 2·4409 2 3 1 0  9349 22·3· 19·41 
8821 22·32·5·72 2 2 ± 10 9371 2·5·937 
8831 2·5·883 7 5 - 10 9377 25·293 
8837 22·472 2 2 - - - - - 9391 2·3·5·313 
8839 2·32.491 3 2 - 10 9397 22·34·29 
8849 24.7·79 3 3 - ± io 9403 2·3· 1 567 
8861 22·5·443 2 2 9413 22· 13· 181 
8863 2·3·7·21 1 3 9 10 9419 2- 17·277 
8867 2· 1 1- 13·31 2 3 - 10 9421 2'·3·5· 157 
8887 2·3· 1481 3 2 10 9431 2·5·23·41 
8893 22·3i. 13·19 5 5 9433 28·32. 131  
8923 2·3· 1487 2 4 1 - 9437 22·7·337 
8929 25·32·31 1 1  1 1  9439 2·3·1 12·13 
8933 21·7· 1 1 ·29 2 2 - - - - - 9461 22·5· 1 1 ·43 

g - G  E p 

6 6 - - - - - 9463 
13 2 - 10 9467 
2 3 - 10 9473 
3 3 - - - - - 9479 
2 4 10 9491 
7 2 - 10 9497 
7 7 - - - - - 9511 
3 2 - - - - - 9521 
2 4 10 9533 
5 5 - - - - - 9539 
2 2 ± 10 9547 
3 3 - - - - - 9551 
3 6 - 10 9587 
7 7 - .. - - - 9601 
2 4 10 9613 
3 6 - 10 9619 
3 5 - - - - - 9623 
6 2 10 9629 

10 10 ± 10 9631 
3 2 - - - - - 9643 
6 6 

- - - - - 9649 
3 3 ± 10 9661 
3 2 -' - - - - 9677 
6 6 - - - - - 9679 
3 3 - - - - - 9689 
2 2 - - - - - 9697 
2 2 - - - - - 9719 
3 6 - 10 9721 
3 2 10 9733 
2 3 10 9739 
3 3 - - - - - 9743 
2 2 ± 10 9749 
2 3 - 10 9767 

19 2 - 10 9769 
13 13 - - - - - 9781 
3 3 ± 10 9787" 
5 5 - - - - - 9791 
3 3 - - - - - 9803 
2 4 - - - - - 981 1 
2 2 ... - - - - 9817 
7 2 10 9829 
3 2 10 9833 
2 3 - 10 9839 
5 5 - - - - ... 9851 
2 2 ± 10 9857 
5 2 10 9859 
2 2 - - - - - 9871 
2 3 10 9883 
3 3 ± 10 9887 
3 2 - 10 9901 
2 2 "" "' "" - - 9907 
3 6 ... _ 

... - - 9923 
3 3 ,. _ _ _  - 9929 
2 3 - - - - - 9931 
2 2 ± 10 9941 

' 7  3 - 10 9949 
5 5 - - - - - 9967 
2 2 

-
- - - - 9973 

22 7 -±io 3 3 

p- 1  

2·3· 19· 83 
2·4733 
28·37 

2·7 ·677 
2·5· 13·73 

23· 1 187 
2·3·5·317 
24·5·7- 17  
22·2383 

2 ·19·251 
2·3·37·43 
2·52. 191 
2·4793 
27·3·52 

22·33·89 
2·3·7·229 
2· 17·283 
22·29·83 

2·32·5·107 
2·3·1607 
24·32·67 

22·3·5·7·23 
22.41·59 
2·3· 1613 
23.7· 173 
25·3·101 
2·43· 1 1 3  

23.35·5 
22·3·81 1 
2·32·541 
2·4871 
22·2437 
2· 19·257 

23·3 ·11 ·37 
22·3·5· 1 63 
2·3·7·233 
2·5· 1 1 ·89 
2 · 132·29 

2·3'·5·109 
23·3·409 

22·33·7 ·13  
23· 1229 
2·4919 
2·52·197 
27.7· 1 1  

2·3·31 ·53 
2·3·5·7·47 

2·34·61 
2·4943 

22·32·5'· 1 1  
2·3· 13- 127 

2 · 1 12.41  
28· 17·73 

2·3·5·331 
22·5·7·71  
22·3·829 

2·3 · 1 1 · 151  
22·32·277 

g - G  

3 9 
2 3 
3 3 
7 2 
2 3 
3 3 
3 9 
3 3 
2 2 
2 3 
2 4 

1 1  2 
2 3 

13 13 
2 2 
2 4 
5 3 
2 2 
3 9 
2 4 
7 7 
2 2 
2 2 
3 2 
3 3 

10 10 
17 3 
7 7 
2 2 
3 5 
5 2 
2 2 
5 2 

13 13 
6 6 
3 6 

1 1  2 
2 3 
3 5 
5 5 

10 10 
3 3 
7 2 
2 4 
5 5 
2 4 
3 2 
2 4 
5 2 
2 2 
2 4 
2 3 
3 3 

10 5 
2 2 
2 2 
3 2 

1 1  1 1  

E 

- � io 
± 10 
- 10 

10 
± 10 

- - - - -
- - � - -- - - - -10 

- 10 

- - - - -- 10 

- - - - -- - - - -- - - - -10 
± 10 

10 
- 10 

- - - - -- - - - -- - - - -- .. - - -- - - - -± 10 
10 

- - - - -- - - - -1 0  
10 

± 10 
10 

- - - - -± 10 
10 

- 10 
10 
10 

± 10 
± 10 
± 10 
- 10 

10 
± 10 

- - - - -- 10 
- 10 

10 

- - - - -- 10 
- 10 

- - - - -10 

- - - - -± 10 
10 
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Tahlt· 24.9 PRIMES 
0 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

2 547 1229 1993 2749 3581 4421 5281 6143 7001 7927 8837 9739 10663 11677 12569 13513 14533 15413 16411 17393 18329 19427 20359 21391 
3 557 1231 1997 2753 3583 4423 5297 6151 7013 7933 8839 9743 10667 11681 12577 13523 14537 15427 16417 17401 18341 19429 20369 2139/ 
5 563 1237 1999 2767 3593 4441 5303 6163 7019 7937 8849 9749 10687 11689 12583 13537 14543 15439 10421 17417 18353 19433 20389 21401 
7 569 1249 2003 2777 3607 4447 5309 6173 7027 7949 8861 9767 10691 11699 12589 13553 14549 15443 16427 17419 18367 19441 20393 21407 

1 1  571 1259 2011 2789 3613 4451 5323 6197 7039 7951 8863 9769 10709 11701 12601 13567 14551 15451 16433 17431 18371 19447 20399 21419 

6 13 577 1271 2017 2791 3617 4457 5333 6199 7043 7963 8867 9781 10711 11717 12611 13577 14557 15461 16447 17443 18379 19457 20407 21433 
7 17 587 1279 2027 2797 3623 4463 5347 6203 7057 7993 8887 9787 10723 11719 12613 13591 14561 15467 16451 17449 18397 19463 20411 21467 
8 19 593 1283 2029 2801 3631 4481 5351 6211 7069 8009 8893 9791 10729 11731 12619 13597 14563 15473 16453 17467 18401 19469 20431 21481 
9 23 599 1289 2039 2803 3637 4483 5381 6217 7079 BOll 8923 9803 10733 11743 12637 13613 14591 15493 16477 17471 18413 19471 20441 21487 

10 29 601 1291 2053 2819 3643 4493 5387 6221 7103 8017 8929 9811 10739 11777 12641 13619 14593 15497 16481 17477 18427 19477 20443 21491 

11 31 607 1297 2063 2833 3659 4507 5393 6229 7109 8039 8933 9817 10753 11779 12647 13627 14621 15511 16487 17483 18433 19483 20477 21493 
1 2  37 613 1301 2069 2837 3671 4513 5399 6247 7121 8053 8941 9829 10771 11783 12653 13633 14627 15527 16493 17489 18439 19489 20479 21499 
1 3  41 617 1303 2081 2843 3673 4517 5407 6257 7127 8059 8951 9833 10781 11789 12659 13649 14629 15541 16519 17491 1 8443 19501 20483 21503 
1 4  43 619 1307 2083 2851 3677 4519 5413 6263 7129 8069 8963 9839 10789 11801 12671 13669 14633 15551 16529 17497 18451 19507 20507 21517 
15 47 631 1319 2087 2857 3691 4523 5417 6269 7151 8081 8969 9851 10799 11807 12689 13679 14639 15559 16S47 17509 18457 19531 20509 21521 

16 53 641 1321 2089 2861 3697 4547 5419 6271 7159 8087 8971 9857 10831 11813 12697 13681 14653 15569 16S53 17519 18461 19541 20521 21523 
1 7  59 643 1327 2099 2879 3701 4549 5431 6277 7177 8089 8999 9859 10837 11821 12703 13687 14657 15581 16561 175)9 18481 19543 20533 21529 
1 8  61 647 1361 2111 2887 3709 � 5437 6287 1187 8093 9001 9871 10847 11827 12713 13691 14669 15583 16567 17551 18493 19553 20543 21557 
1 9  67 653 13b7 2113 2897 3719 4567 5441 6299 7193 8101 9007 9883 10853 11831 12721 13693 14683 15601 16573 17569 18503 19559 20549 21559 
2 0  71 659 1373 2129 2903 3727 4583 5443 6301 7207 8111 9011 9887 10859 11833 12739 13697 14699 15607 16603 17573 18517 19571 20551 21563 

21 73 661 1381 2131 2909 3733 4591 5449 6311 7211 8117 9013 9901 . 10861 11839 12743 13709 14713 15619 16607 17579 18521 19577 20563 21569 
22 79 673 1399 2137 2917 3739 4597 5471 6317 7213 8123 9029 9907 10867 11863 127S7 13711 14717 15629 16619 17581 18523 19583 20593 21577 
23 83 677 1409 2141 2927 3761 4603 5477 6323 7219 8147 9041 9923 10883 11867 12763 13721 14723 15641 16631 17597 18539 19597 20599 21587 
24 89 683 1423 2143 2939 3767 4621 5479 6329 7229 8161 9043 9929 10889 11887 12781 13723 14731 15643 16633 17599 18541 19603 20611 21589 
25 97 691 1427 2153 2953 3769 4637 5483 6337 7237 8167 9049 9931 10891 11897 12791 13729 14737 15647 16649 17609 18553 19609 20627 21599 

26 101 701 1429 2161 2957 3779 4639 5501 6343 7243 8171 9059 9941 10903 11903 12799 13751 14741 15649 16651 17623 18583 19661 20639 21601 
27 103 709 1433 2179 2963 3793 4643 5503 6353 7247 8179 9067 9949 10909 11909 12809 13757 14747 15661 16657 17627 18587 19681 20641 21611 
28 107 719 ' 1439 2203 2969 3797 4649 5507 6359 1253 8191 9091 9967 10937 11923 12821 13759 14753 15667 16661 17657 18593 19687 20663 21613 
29 109 727 1447 2207 2971 3803 4651 5519 6361 7283 8209 9103 9973 10939 11927 12823 13763 14759 15671 16673 17659 18617 19697 20681 21617 
3 0  113 733 1451 2213 2999 3821 4657 5521 6367 7297 8219 9109 10007 10949 11933 12829 13781 14767 15679 16691 17669 18637 19699 20693 21647 

31. 127 739 1453 2221 3001 3823 4663 5527 6373 7307 8221 9127 10009 10957 11939 12841 13789 14771 15683 16693 17681 18661 19709 20707 21649 
32 131 743 1459 2237 3011 3833 4673 5531 6379 7309 8231 9133 10037 10973 11941 12853 13799 14779 15727 16699 17683 18671 19717 20717 21661 
33 137 751 1471 2239 3019 3847 4679 5557 6389 7321 8233 9137 10039 10979 11953 12889 13807 14783 15731 16703 17707 18679 19727 20719 21673 
34 139 757 1481 2243 3023 3851 4691 5563 6397 7331 8237 9151 10061 10987 11959 12893 13829 14797 15733 16729 17713 18691 19739 20731 21683 
35 149 761 1483 2251 3037 3853 4703 5569 6421 7333 8243 9157 10067 10993 11969 12899 13831 14813 15737 16741 17729 18701 19751 20743 21701 

36 151 769 1487 2267 3041 3863 4721 5573 6427 7349 8263 9161 10069 11003 11971 12907 13841 14821 15739 16747 17737 18713 19753 20747 21713 
37 157 773 1489 2269 3049 3877 4723 5581 6449 1351 8269 9173 10079 11027 11981 12911 13859 14827 15749 16759 17747 18719 19759 20749 21727 
3 8  163 787 1493 2273 3061 3881 4729 5591 6451 7369 8273 9181 10091 11047 11987 12917 13873 14831 15761 16763 17749 18731 19763 20753 21737 
39 167 797 1499 2281 3067 3889 4733 5623 6469 7393 8287 9187 10093 11057 12007 12919 13877 14843 15767 16787 17761 18743 19777 20759 21739 
40 173 809 1511 2287 3079 3907 4751 5639 6473 7411 8291 9199 10099 11059 12011 12923 13879 14851 15773 16811 17783 18749 19793 20771 21751 

41 179 an' 1523 2293 3083 3911 4759 5641 6481 7417 8293 9203 10103 11069 12037 12941 13883 14867 15787 16823 17789 18757 19801 20773 21757 
42 181 821 1531 2297 3089 3917 4783 5647 6491 7433 8297 9209 10111 11071 12041 12953 13901 14869 15791 16829 17791 18773 19813 20789 21767 
43 191 823 1543 2309 3109 3919 4787 5651 6521 7451 8311 9221 10133 11083 12043 12959 13903 14879 15797 16831 17807 18787 19819 20807 21773 
44 193 827 1549 2311 3119 3923 4789 5653 6529 7457 8317 9227 10139 11087 12049 12967 13907 14887 15803 16843 17827 18793 19841 20809 21787 
45 197 829 1553 2333 3121 3929 4793 5657 6547 7459 8329 9239 10141 11093 12071 12973 13913 14891 15809 16871 17837 18797 19843 20849 21799 

46 199 839 1559 2339 3137 3931 4799 5659 6551 7477 8353 9241 10151 11113 12073 12979 13921 14897 15817 16879 17839 18803 19853 20857 21803 
47 211 853 1567 2341 3163 3943 4801 5669 6553 7481 8363 9257 10159 11117 12097 12983 13931 14923 15823 16883 17851 18839 19861 20873 21817 
48 223 857 1571 2347 3167 3947 4813 5683 6563 7487 8369 9277 10163 11119 12101 13001 13933 14929 15859 16889 17863 18859 19867 20879 21821 
49 227 859 1579 2351 3169 3967 4817 5689 6569 7489 8377 9281 10169 11131 12107 13003 13963 14939 15877 16901 17881 18869 19889 20887 21839 
5 0  229 863 1583 2357 3181 3989 4831 5693 6571 7499 8387 9283 10177 11149 12109 13007 13967 14947 15881 16903 17891 18899 19891 20897 21841 

51 233 877 1597 2371 3187 4001 4861 5701 6577 7507 8389 9293 10181 11159 12113 13009 13997 14951 15887 16921 17903 18911 19913 20899 21851 
52 239 881 160i 2377 3191 4003 4871 5711 6581 7517 8419 9311 10193 11161 12119 13033 13999 14957 15889 16927 17909 18913 19919 20903 21859 
53 241 883 1607 2381 3203 4007 4877 5717 6599 7523 8423 9319 10211 11171 12143 13037 14009 14969 15901 16931 17911 18917 19927 20921 21863 
54 251 887 1609 2383 3209 4013 4889 5737 6607 7529 8429 9323 10223 11173 12149 13043 14011 14983 15907 16937 17921 18919 19937 20929 21871 
55 257 907 1613 2389 3217 4019 4903 5741 6619 7537 8431 9337 10243 11177 12157 13049 14029 15013 15913 16943 17923 18947 19949 20939 21881 

56 263 911 1619 2393 3221 4021 4909 5743 6637 7541 8443 9341 10247 11197 12161 13063 14033 15017 15919 16963 17929 18959 19961 20947 21893 
57 269 919 1621 2399 .3229 4027 4919 5749 6653 7547 8447 9343 10253 11213 12163 13093 14051 15031 15923 16979 17939 18973 19963 20959 21911 
58 271 929 1627 2411 :3251 4049 4931 5779 6659 7549 8461 9349 10259 11239 12197 13099 14057 15053 15937 16981 17957 18979 19973 20963 21929 
59 277 937 1637 2417 3253 4051 4933 5783 6661 7559 8467 9371 10267 11243 12203 13103 14071 15061 15959 16987 17959 19001 19979 20981 21937 
60 281 941 1657 2423 3257 4057 4937 5791 6673 7561 8501 9377 10271 11251 122H 13109 14081 15073 15971 16993 17971 19009 19991 20983 21943 

61 283 947 1663 2437 3259 4073 4943 5801 6679 7573 8513 9391 10273 11257 12227 13121 14083 15077 15973 17011 17977 19013 19993 21001 21961 
62 293 953 1667 2441 3271 4079 4951 5807 6689 7577 8521 9397 10289 11261 12239 13127 14087 15083 15991 17021 17981 19031 19997 21011 21977 
63 307 967 1669 2447 3299 4091 4957 5813 6691 7583 8527 9403 10301 11273 12241 13147 14107 15091 16001 17027 17987 19037 20011 21013 21991 
64 311 911 1693 2459 3301 4093 4967 5821 6701 7589 8537 9413 10303 11279 12251 13151 14143 15101 16007 17029 17989 19051 20021 21017 21997 
65 313 977 1697 2467 3307 4099 4969 5827 6703 7591 8539 9419 10313 11287 12253 13159 14149 15107 16033 17033 18013 19069 20023 21019 22003 

66 317 983 1699 2473 3313 4111 4973 5839 6709 7603 8543 9421 10321 11299 12263 13163 14153 15121 16057 17041 18041 19073 20029 21023 22013 
67 331 991 1709 2477 3319 4127 4987 5843 6719 7607 8563 9431 10331 11311 12269 13171 14159 15131 16061 17047 18043 19079 20047 21031 22027 
68 337 997 1721 2503 3323 4129 4993 5849 6733 7621 8573 9433 10333 11317 12277 13177 14173 15137 16063 17053 18047 19081 20051 21059 22031 
69 347 1009 1723 2521 3329 4133 4999 5851 6737 7639 8581 9437 10337 11321 12281 13183 14177 15139 16067 17077 18049 19087 20063 21061 22037 
70 349 1013 1733 2531 3331 4139 5003 5857 6761 7643 8597 9439 10343 11329 12289 13187 14197 15149 16069 17093 18059 19121 20071 21067 22039 

71 353 1019 1741 2539 3343 4153 5009 5861 6763 7649 8599 9461 10357 11351 12301 13217 14207 15161 16073 17099 18061 19139 20089 21089 22051 
72 359 1021 1747 2543 3347 4157 5011 5867 6779 7669 8609 9463 10369 11353 12323 13219 14221 15173 16087 17107 18077 19141 20101 21101 22063 
73 367 1031 1753 2549 3359 4159 5021 5869 6781 7673 8623 9467 10391 11369 12)29 13229 14243 15187 16091 17117 18089 19157 20107 21107 22067 
74 373 1033 1759 2551 3361 4177 5023 5879 6791 7681 8627 9473 10399 1 1 3 83 12343 13241 14249 15193 16097 17123 18097 19163 20113 21121 22073 
75 379 1039 1777 2557 3371 4201 5039 5881 6793 7687 8629 9479 10427 11393 12347 13249 14251 15199 16103 17137 18119 19181 20117 21139 22079 

76 383 1049 1783 2579 3373 4211 5051 5897 6803 7691 8641 9491 10429 11399 12373 13259 14281 15217 16111 17159 18121 19183 20123 21143 22091 
77 389 1051 1787 2591 3389 4217 5059 5903 6823 7699 8647 9497 10433 11411 12377 13267 14293 15227 16127 17167 �7 19207 20129 21149 22093 
78 397 1061 1789 2593 3391 4219 5077 5923 6827 7703 8663 9511 10453 11423 12379 13291 14303 15233 16139 17183 18131 19211 20143 21157 22109 
79 401 1063 1801 2609 3407 4229 5081 5927 6829 7717 8669 9521 10457 11437 12391 13297 14321 15241 16141 17189 18133 19213 20147 21163 22111 
80 409 1069 1811 2617 3413 4231 5087 5939 6833 7723 8677 9533 10459 11443 12401 13309 14323 15259 16183 17191 18143 19219 20149 21169 22123 

81 419 1087 1823 2621 3433 4241 5099 5953 6841 7727 8681 9539 10463 11447 12409 13313 14327 15263 16187 17203 18149 19231 20161 21179 22129 
82 421 1091 1831 2633 3449 4243 5101 5981 6857 7741 8689 9547 10477 11467 12413 13327 14341 15269 16189 17207 18169 19237 20173 21187 22133 
83 431 1093 1847 2647 3457 4253 5107 5987 6863 7753 8693 �51 10487 11471 12421 13331 14347 15271 16193 17209 18181 19249 20177 21191 22147 
84 433 1097 1861 2657 3461 4259 5113 6007 6869 7757 8699 9587 10499 11483 12433 13337 14369 15277 16217 17231 18191 19259 20183 21193 22153 
85 439 1103 1867 2659 3463 4261 5119 6011 6871 7759 8707 9601 10501 11489 12437 13339 14387 15287 16223 17239 18199 19267 20201 21211 22157 

86 443 1109 1871 2663 3467 4271 5147 6029 6883 7789 8713 9613 10513 11491 12451 13367 14389 15289 16229 17257 18211 19273 20219 21221 22159 
87 449 1117 1873 2671 3469 4273 5153 6037 6899 7793 8719 9619 10529 11497 12457 13381 14401 15299 16231 17291 18217 19289 20231 21227 22171 
88 457 1123 1877 2677 3491 4283 5167 6043 6907 7817 8731 9623 10531 11503 12473 13397 14407 15307 16249 17293 18223 19301 20233 21247 22189 
89 461 1129 1879 2683 3499 4289 5171 6047 6911 7823 8737 9629 10559 11519 12479 13399 14411 15313 16253 17299 18229 19309 20249 21269 22193 
90 463 1151 1889 2687 3511 4297 5179 6053 6917 7829 8741 9631 10567 11527 12487 13411 14419 15319 16267 17317 18233 19319 20261 21277 22229 

91 467 1153 1901 2689 3517 4327 5189 6067 6947 7841 8747 9643 10589 11549 12491 13417 14423 15329 16273 17321 18251 19333 20269 21283 22247 
92 479 1163 1907 2693 3527 4337 5197 6073 6949 7853 8753 9649 10597 11551 12497 13421 14431 15331 16301 17327 18253 19373 20287 21313 22259 
93 487 1171 1913 2699 3529 4339 5209 6079 6959 7867 8761 9661 10601 11579 12503 13441 14437 15349 16319 17333 18257 19379 20297 21317 22271 
94 491 1181 1931 2707 3533 4349 5227 6089 6961 7873 8779 9677 10607 11587 12511 13451 14447 15359 16333 17341 18269 19381 20323 21319 22273 
95 499 1187 1933 2711 3539 4357 5231 6091 6967 7877 8783 9679 10613 11593 12517 13457 14449 15361 16339 17351 18287 19387 20327 21323 22277 

96 503 1193 1949 2713 3541 4363 5233 6101 6971 7879 8803 9689 10627 11597 12527 13463 14461 15373 16349 17359 18289 19391 20333 21341 22279 
97 509 1201 1951 2719 3547 4373 5237 6113 6977 7883 8807 9697 10631 11617 12539 13469 14479 15377 16361 17377 18301 19403 20341 21347 22283 
98 521 1213 1973 2729 3557 4391 5261 6121 6983 7901 8819 9719 10639 11621 12541 13477 14489 15383 16363 17383 18307 19417 20347 21377 22291 
99 523 1217 1979 2731 3559 4397 5273 6131 6991 7907 8821 9721 10651 11633 12547 13487 14503 15391 16369 17387 18311 19421 20353 21379 22303 

100 541 1223 1987 2741 3571 4409 5279 6133 6997 7919 8831 9733 10657 11657 12553 13499 14519 15401 16381 17389 18313 19423 20357 21383 22307 

From D. l\. L .. hmer, Li•t of prime uum l�t•r• from I to 10,006,721 ,  Carnegie lnstil ution of Washington, Puhlication No. 165, Washington, 
D.C., 1914 (with permission). 



COMBINATORIAL ANALYSIS 

PRIMES 
• • � • • w m • • M • u � � • w � a � M 

22343 23327 24317 25409 26407 27457 28513 29453 30577 31607 32611 33617 34651 35771 36787 37831 38923 39979 41113 42083 
22349 23333 24329 25411 26417 27479 28517 29473 30593 31627 32621 33619 34667 35797 36791 37847 38933 39983 41117 42089 
22367 23339 24337 25423 26423 27481 28537 29483 30631 31643 32633 33623 34673 35801 36793 37853 38953 39989 41131 42101 
22369 23357 24359 25439 26431 27487 28541 29501 30637 31649 32647 33629 34679 35803 36809 37861 38959 40009 41141 42131 
22381 23369 24371 25447 26437 27509 28547 29527 30643 31657 32653 33637 34687 35809 36821 37871 38971 40013 41143 42139 

6 22391 23371 24373 25453 26449 27527 28549 29531 30649 31663 32687 33641 34693 35831 36833 37879 38977 40031 41149 42157 
7 22397 23399 24379 25457 26459 27529 28559 29537 30661 31667 32693 33647 34703 35837 36847 37889 38993 40037 41161 42169 
B 22409 23417 24391 25463 26479 27539 28571 29567 30671 31687 32707 33679 34721 35839 36857 37897 39019 40039 41177 42179 
9 22433 23431 24407 25469 26489 27541 28573 29569 30677 31699 32713 33703 34729 35851 36871 37907 39023 40063 41179 42181 

10 22441 23447 24413 25471 26497 27551 28579 29573 30689 31721 32717 33713 34739 35863 36877 37951 39041 40087 41183 42187 

11 22447 23459 24419 25523 26501 27581 28591 29581 30697 31723 32719 33721 34747 358b9 36887 37957 39043 40093 41189 42193 
12 22453 23473 24421 25537 26513 27583 28597 29587 30703 31727 32749 33739 34757 35879 36899 37963 39047 40099 41201 42197 
13 22469 23497 24439 25541 26539 27611 28603 29599 30707 31729 32771 33749 34759 35897 36901 37967 39079 40111 41203 42209 
14 22481 23509 24443 25561 26557 27617 28607 29611 30713 31741 32179 33751 34763 35899 36913 37987 39089 40123 41213 42221 
1 5  22483 23531 24469 25577 26561 27631 28619 29629 30727 31751 32783 33757 34781 35911 36919 37991 39097 40127 41221 42223 

16 22501 23537 24473 25579 26573 27647 28621 29633 30757 31769 32789 33767 34807 35923 36923 37993 39103 40129 41227 42227 
17 22511 23539 24481 25583 26591 27653 28627 29641 30763 31771 32797 33769 34819 35933 36929 37997 39107 40151 41231 42239 
18 22531 23549 24499 25589 26597 27673 28631 29663 30773 31793 32801 "33773 34841 35951 36931 38011 39113 40153 41233 42257 
19 22541 23557 24509 25601 26627 27689 28643 29669 30781 31799 32803 33791 34843 35963 36943 38039 39119 40163 41243 42281 
20 22543 23561 24517 25603 26633 27691 28649 29671 30803 31817 32831 33797 34847 35969 36947 38047 39133 40169 41257 42283 

21 22549 23563 24527 25609 26641 27697 28657 29683 30809 31847 32833 33809 34849 35977 36973 38053 39139 40177 41263 42293 
22 22567 23567 24533 25621 26647 27701 28661 29717 30817 31849 32839 33811 34871 35983 36979 38069 39157 40189 41269 42299 
23 22571 23581 24547 25633 26669 27733 28663 29723 30829 31859 32843 33827 34877 35993 36997 38083 39161 40193 41281 42307 
24 22573 23593 24551 25639 26681 27737 28669 29741 30839 31873 32869 33829 34883 35999 37003 38113 39163 40213 41299 42323 
25 22613 23599 24571 25643 26683 27739 28687 29753 30841 31883 32887 33851 34897 36007 37013 38119 39181 40231 41333 42331 

26 22619 23603 24593 25657 26687 27743 28697 29759 30851 31891 32909 33857 34913 36011 37019 38149 39191 40237 41341 42337 
27 22621 23609 24611 25667 26693 27749 28703 29761 30853 31907 32911 33863 34919 36013 37021 38153 39199 40241 41351 42349 
28 22637 23623 24623 25673 26699 27751 28711 29789 30859 31957 32917 33871 34939 36017 37039 38167 39209 40253 41357 42359 
29 22639 23627 24631 25679 26701 27763 28723 29803 30869 31963 32933 33889 34949 36037 37049 38177 39217 40277 41381 42373 
30 22643 23629 24659 25693 26711 27767 28729 29819 30871 31973 32939 33893 34961 36061 37057 38183 39227 40283 41387 42379 

31 22651 23633 24671 25703 26713 27773 28751 29833 30881 31981 32941 33911 34963 36067 37061 38189 39229 40289 41389 42391 
32 22669 23663 24677 25717 26717 27779 28753 29837 30893 31991 32957 33923 34981 36073 37087 38197 39233 40343 41399 42397 
33 22679 23669 24683 25733 26723 27791 28759 29851 30911 32003 32969 33931 35023 36083 37097 38201 39239 40351 41411 42403 
34 22691 23671 24691 25741 26729 27793 28771 29863 30931 32009 32971 33937 35027 36097 37117 38219 39241 40357 41413 42407 
35 22697 23677 24697 25747 26731 27799 28789 29867 30937 32027 32983 33941 35051 36107 37123 38231 39251 40361 41443 42409 

36 22699 23687 24709 25759 26737 27803 28793 29873 30941 32029 32987 33961 35053 36109 37139 38237 39293 40387 41453 42433 
37 22709 23689 24733 25763 26759 27809 28807 29879 30949 32051 32993 33967 35059 36131 37159 38239 39301 40423 41467 42437 
38 22717 23719 24749 25771 26777 27817 28813 29881 30971 32057 32999 33997 35069 36137 37171 38261 39313 40427 41479 42443 
39 22721 23741 24763 257-93 26783 27823 28817 29917 30977 32059 33013 34019 35081 36151 37181 38273 39317 40429 41491 42451 
40 22727 23743 24767 25799 26801 27827 28837 29921 30983 32063 33023 34031 35083 36161 37189 38281 39323 40433 41507 42457 

41 22739 23747 24781 2 5801 26813 27847 28843 29927 31013 32069 33029 34033 35089 36187 37199 38287 39341 40459 41513 42461 
42 22741 23753 24793 25819 26821 27851 28859 29947 31019 32077 33037 34039 35099 36191 37201 38299 39343 40471 41519 42463 
43 22751 23761 24799 25841 26833 27883 28867 29959 31033 32083 33049 34057 35107 36209 37217 38303 39359 40483 41521 42467 
44 22769 23767 24809 25847 26839 27893 28871 29983 31039 32089 33053 34061 35111 36217 37223 38317 39367 40487 41539 42473 
45 22777 23773 24821 25849 26849 27901 28879 29989 31051 32099 33071 34123 35117 36229 37243 38321 39371 40493 41543 42487 

46 22783 23789 24841 25867 26861 27917 28901 30011 31063 32117 33073 34127 35129 36241 37253 38327 39373 40499 41549 42491 
47 22787 23801 24847 25873 26863 27919 28909 30013 31069 32119 33083 34129 35141 36251 37273 38329 39383 40507 41579 42499 
48 22807 23813 24851 25889 26879 27941 28921 30029 31079 32141 33091 34141 35149 36263 37277 38333 39397 40519 41593 42509 
49 22811 23819 24859 25903 26881 27943 28927 30047 31081 32143 33107 34147 35153 36269 37307 38351 39409 40529 41597 42533 
50 22817 23827 24877 25913 26891 27947 28933 30059 31091 32159 33113 34157 35159 36277 37309 38371 39419 40531 41603 42557 

51 22853 23831 24889 25919 26893 27953 28949 30071 31121 32173 33119 34159 35171 36293 37313 38377 39439 40543 41609 42569 
52 22859 23833 24907 25931 26903 27961 28961 30089 31123 32183 33149 34171 35201 36299 37321 38393 39443 40559 41611 42571 
53 22861 23857 24917 25933 26921 27967 28979 30091 31139 32189 33151 34183 35221 36307 37337 38431 39451 40577 41617 42577 
54 22871 23869 24919 25939 26927 27983 29009 30097 31147 32191 33161 34211 35227 36313 37339 38447 39461 40583 41621 42589 
55 22877 23873 24923 25943 26947 27997 29017 30103 31151 32203 33179 34213 35251 36319 37357 38449 39499 40591 41627 42611 

56 22001 23879 24943 2o951 26951 28001 29021 30109 31153 32213 33181 34217 35257 36341 37361 38453 39503 40597 41641 42641 
57 22907 23887 24953 25969 26953 28019 29023 30113 31159 32233 33191 34231 35267 36343 37363 38459 39509 40609 41647 42643 
58 22921 23893 24967 25981 26959 28027 29027 30119 31177 32237 33199 34253 35279 36353 37369 38461 39511 40627 41651 42649 
59 22937 23899 24971 25997 26981 28031 29033 30133 31181 32251 33203 34259 35281 36373 37379 38501 39521 40637 41659 42667 
60 22943 23909 24977 25999 26987 28051 29059 30137 31183 32257 33211 34261 35291 36383 37397 38543 39541 40639 41669 42677 

61 22961 23911 24979 26003 26993 28057 29063 30139 31189 32261 33223 34267 35311 36389 37409 38557 39551 40693 41681 42683 
62 22963 23917 24989 26017 27011 28069 29077 30161 31193 32297 33247 34273 35317 36433 37423 38561 39563 40697 41687 42689 
63 22973 23929 25013 26021 27017 28081 29101 30169 31219 32299 33287 34283 35323 36451 37441 38567 39569 40699 41719 42697 
64 22993 23957 25031 26029 27031 28087 29123 30181 31223 32303 33289 34297 35327 36457 37447 38569 39581 40709 41729 42701 
65 23003 23971 25033 26041 27043 28097 29129 30187 31231 32309 33301 34301 35339 36467 37463 38593 39607 40739 41737 42703 

66 23011 23977 25037 26053 27059 28099 29131 30197 31237 32321 33311 34303 35353 36469 37483 38603 39619 40751 41759 42709 
67 23017 23981 25057 26083 27061 28109 29137 30203 31247 32323 33317 34313 35363 36473 37489 38609 39623 40759 41761 42719 
68 23021 23993 25073 26099 27067 28111 29147 30211 31249 32327 33329 34319 35381 36479 37493 38611 39631 40763 41771 42727 
69 23027 24001 25087 26107 27073 28123 29153 30223 31253 32341 33331 34327 35393 36493 37501 38629 39659 40771 41777 42737 
70 23029 24007 25097 26111 27077 28151 29167 30241 31259 32353 33343 34337 35401 36497 37507 38639 39667 40787 41801 42743 

71 23039 24019 25111 26113 27091 28163 29173 30253 31267 32359 33347 34351 35407 36523 37511 38651 39671 40801 41809 42751 
72 23041 24023 25117 26119 27103 28181 29179 30259 31271 32363 33349 34361 35419 36527 3 7517 38653 396 79 40813 41813 4276 7 
73 23053 24029 25121 26141 27107 28183 29191 30269 31277 32369 33353 34367 35423 36529 37529 38669 39703 40819 41843 42773 
74 23057 24043 25127 26153 27109 28201 29201 30271 31307 32371 33359 34369 35437 36541 37537 38671 39709 40823 41849 42787 
75 2}{)59 24049 25147 26161 27127 28211 29207 30293 31319 32377 33377 34381 35447 36551 37547 38677 39719 40829 41851 42793 

76 23063 24061 25153 26171 27143 28219 29209 30307 31321 32381 33391 34403 35449 36559 37549 38693 39727 40841 41863 42797 
77 23071 24071 25163 26177 27179 28229 29221 30313 31327 32401 33403 34421 35461 36563 37561 38699 39733 40847 41879 42821 
78 23081 24077 25169 26183 27191 28277 29231 30319 31333 32411 33409 34429 35491 36571 37567 38707 39749 40849 41887 42829 
79 23087 24083 25171 26189 27197 28279 29243 30323 31337 32413 33413 34439 35507 36583 37571 38711 39761 40853 41893 42839 
80 23099 24091 25183 26203 27211 28283 29251 30341 31357 32423 33421 34457 35509 36587 37573 38713 39769 40867 41897 42841 

Bl 23117 24097 25189 26209 27239 28289 29269 30347 31379 32429 33457 34469 35521 36599 37579 38723 39779 40879 41903 42853 
82 23131 24103 25219 26227 27241 28297 29287 30367 31387 32441 33461 34471 35527 36607 37589 38729 39791 40883 4)911 42859 
83 23143 24107 25229 26237 27253 28307 29297 30389 31391 32443 33469 34483 35531 36629 37591 38737 39799 40897 41927 42863 
84 23159 24109 25237 26249 27259 28309 29303 30391 31393 32467 33479 34487 35533 36637 37607 38747 39821 40903 41941 42899 
85 23167 24113 25243 26251 27271 28319 29311 30403 31397 32479 33487 34499 35537 36643 37()19 38749 39827 40927 41947 42901 

86 23173 24121 25247 26261 27277 28349 29327 30427 31469 32491 33493 34501 35543 36653 37633 38767 39829 40933 41953 42923 
87 23189 24133 25253 26263 27281 28351 29333 30431 31477 32497 33503 34511 35569 36671 37643 38783 39839 40939 41957 42929 
88 23197 24137 25261 26267 27283 28387 29339 30449 31481 32503 33521 34513 35573 36677 37649 38791 39841 40949 41959 42937 
89 23201 24151 25301 26293 27299 28393 29347 30467 31489 32507 33529 34519 35591 36683 37657 38803 39847 40961 41969 42943 
90 23203 24169 25303 26297 27329 28403 29363 30469 31511 32531 33533 34537 35593 36691 37663 38821 39857 40973 41981 42953 

91 23209 24179 25307 26309 27337 28409 29383 30491 31513 32533 33547 34543 35597 36697 37691 38833 39863 40993 41983 42961 
92 23227 24181 25309 26317 27361 28411 29387 30493 31517 32537 33563 34549 35603 36709 37693 38839 39869 41011 41999 42967 
93 23251 24197 25321 26321 27367 28429 29389 30497 31531 32561 33569 34583 35617 36713 37699 38851 39877 41017 42013 42979 
94 23269 24203 25339 26339 27397 28433 29399 30509 31541 32563 33577 34589 35671 36721 37717 38861 39883 41023 42017 42989 
95 23279 24223 25343 26347 27407 28439 29401 30517 31543 32569 33581 34591 35677 36739 37747 38867 39887 41039 42019 43003 

45 46 
43063 44203 
43067 44207 
43093 44221 
43103 4424.9 
43117 44257 

43133 44263 
43151 44267 
43159 44269 
43177 44273 
43189 44279 

43201 44281 
43207 44293 
43223 44351 
43237 44357 
43261 44371 

43271 44381 
43283 44383 
43291 44389 
43313 44417 
43319 44449 

43321 44453 
43331 44483 
43391 44491 
43397 44497 
43399 44501 

43403 44507 
43411 44519 
43427 44531 
43441 44533 
43451 44537 

43457 44543 
43481 44549 
43487 44563 
43499 44579 
43517 44587 

43541 44617 
43543 44621 
43573 44623 
43577 44633 
43579 44641 

43591 44647 
43597 44651 
43607 44657 
43()09 44683 
43613 44687 

43627 44699 
43633 44701 
43649 44711 
43651 44729 
43661 44741 

43669 44753 
43691 44771 
43711 44773 
43717 44777 
43721 44789 

43753 44797 
43759 44809 
43777 44819 
43781 44839 
43783 44d43 

43787 44851 
43789 44867 
43793 44879 
43801 44887 
43853 44893 

43867 44909 
43889 44917 
43891 44927 
43913 44939 
43933 44953 

43943 44959 
43951 44963 
43961 44971 
43963 44983 
43969 44987 

43973 45007 
43987 45013 
43991 45053 
43997 45061 
44017 45077 

44021 45083 
44027 45119 
44029 45121 
44041 45127 
44053 45131 

44059 45137 
44071 45139 
44087 45161 
44089 45179 
44101 45181 

44111 45191 
44119 451Q7 
44123 45233 
44129 45247 
44131 45259 

47 
45317 
45319 
45329 
45337 
45341 

45343 
45361 
45377 
45389 
45403 

45413 
45427 
45433 
45439 
45481 

45491 
45497 
45503 
45523 
45533 

45541 
45553 
45557 
45569 
45587 

45589 
45599 
45613 
45631 
45641 

45659 
45667 
45673 
45677 
45691 

45697 
45707 
45737 
45751 
45757 

45763 
45767 
45779 
45817 
45821 

45823 
45827 
45833 
45841 
45853 

45863 
45869 
45887 
45893 
45943 

45949 
45953 
45959 
45971 
45979 

45989 
46021 
46027 
46049 
46051 

46061 
46073 
46091 
46093 
46099 

46103 
46133 
46141 
46147 
46153 

46171 
46181 
46183 
46187 
46199 

46219 
46229 
46237 
46261 
46271 

46273 
46279 
46301 
46307 
46309 

46327 
46337 
46349 
46351 
46381 

871 

Tahlt• 24-.9 
4H 

46451 
46457 
46471 
46477 
46489 

46499 
46507 
46511 
46523 
46549 

46559 
46567 
46573 
46589 
46591 

46601 
46619 
46633 
46639 
46643 

46649 
46663 
46679 
46681 
46687 

46691 
46703 
46723 
46727 
46747 

46751 
46757 
46769 
46771 
46807 

46811 
46817 
46819 
46829 
46831 

46853 
46861 
46867 
46877 
46889 

46901 
46919 
46933 
46957 
46993 

46997 
47017 
47041 
47051 
47057 

47059 
47087 
47093 
47111 
47119 

47123 
47129 
47137 
47143 
47147 

47149 
47161 
47189 
47207 
47221 

47237 
47251 
47269 
47279 
47287 

47293 
47297 
47303 
47309 
47317 

47339 
47351 
47353 
47363 
47381 

47387 
47389 
47407 
47417 
47419 

47431 
47441 
47459 
47491 
47497 

49 
47533 
47543 
47563 
47569 
47581 

47591 
47599 
47609 
47623 
47629 

47639 
47653 
47657 
47659 
47681 

47699 
47701 
47711 
47713 
47717 

47737 
47741 
47743 
47777 
47779 

47791 
47797 
47807 
47809 
47819 

47837 
47843 
47857 
47869 
47881 

47903 
47911 
47917 
47933 
47939 

47947 
47951 
47963 
47969 
47977 

47981 
48017 
48023 
48029 
48049 

48073 
48079 
48091 
48109 
48119 

48121 
48131 
48157 
48163 
48179 

48187 
48193 
48197 
48221 
48239 

48247 
48259 
48271 
48281 
48299 

48311 
48313 
48337 
48341 
48353 

48371 
48383 
48397 
48407 
48409 

48413 
48437 
48449 
48463 
48473 

48479 
48481 
48487 
48491 
48497 

48523 
48527 
48533 
48539 
48541 

96 23291 24229 25349 26357 27409 28447 29411 30529 31547 32573 33587 34603 35729 36749 37781 38873 39901 41047 42023 43013 44159 45263 46399 47501 48563 
97 23293 24239 25357 26371 27427 28463 29423 30539 31567 32579 33589 34607 35731 36761 37783 38891 39929 41051 42043 43019 44171 45281 46411 47507 48571 
98 23297 24247 25367 26387 27431 28477 29429 30553 31573 32587 33599 34613 35747 36767 37799 38903 39937 41057 42061 43037 44179 45289 46439 47513 48589 
99 23311 24251 25373 26393 27437 28493 29437 30557 31583 32603 33601 34631 35753 36779 37811 38917 39953 41077 42071 43049 44189 45293 46441 �7521 48593 

100 23321 24281 25391 26399 27449 28499 29443 30559 31601 32609 33613 34649 3'759 36781 37813 38921 39971 41081 42073 43051 44201 45307 46447 47527 48611 



872 COMBINATORIAL ANALYSIS 

Tuhl•· 24 .. 9 
M hl W g M M M M M W W 

48619 49667 50767 51817 52937 54001 55109 56197 57193 58243 59369 
48623 49669 50773 51827 52951 54011 55117 56207 57203 58271 59377 
48647 49681 50777 51829 52957 54013 55127 56209 57221 58309 59387 
48649 49697 50789 51839 52963 54037 55147 56237 57223 58313 59393 
48661 49711 50821 51853 52967 54049 55163 56239 57241 58321 59399 

6 48673 49727 50833 51859 52973 54059 55171 56249 57251 58337 59407 
7 486 71 49739 50839 51869 52981 54083 55201 56263 57259 58363 59417 
8 48679 49741 50849 51871 52999 54091 55207 56267 57269 58367 59419 
9 48731 49747 50857 51893 53003 54101 55213 56269 57271 58369 59441 

10 48733 49757 50867 51899 53017 54121 55217 56299 57283 58379 59443 

11 48751 49783 50873 51907 53047 54133 55219 56311 57287 58391 59447 
12 48757 49787 50891 51913 53051 54139 55229 56333 57301 58393 59453 
13 48761 49789 50893 51929 53069 54151 55243 56359 57329 58403 59467 
14 48767 49801 50909 51941 53077 54163 55249 56369 57331 58411 59471 
15 48779 49807 50923 51949 53087 54167 55259 56377 57347 58417 59473 

16 48781 49811 50929 51971 53089 54181 55291 56383 57349 58427 59497 
17 48787 49823 50951 51973 53093 54193 55313 56393 57367 58439 59509 
18 48799 49831 50957 51977 53101 54217 55331 56401 57373 58441 59513 
19 48809 49843 50969 51991 53113 54251 55333 56417 57383 58451 59539 
20 48817 49853 50971 52009 53117 54269 55337 56431 57389 58453 59557 

21 48821 49871 50989 52021 53129 54277 55339 56437 57397 58477 59561 
22 48823 49877 50993 52027 53147 54287 55343 56443 57413 58481 59567 
23 48847 49891 51001 52051 53149 54293 55351 56453 57427 58511 59581 
24 48857 49919 51031 52057 53161 54311 55373 56467 57457 58537 59611 
25 48859 49921 51043 52067 53171 54319 55381 56473 57467 58543 59617 

26 48869 49927 51047 52069 53173 54323 55399 56477 57487 58549 59621 
27 48871 49937 51059 52081 53189 54331 55411 56479 57493 58567 59627 
28 48883 49939 51061 52103 53197 54347 55439 56489 57503 58573 59629 
29 48889 49943 51071 52121 53201 54361 55441 56501 57527 58579 59651 
30 48907 49957 51109 52127 53231 54367 55457 56503 57529 58601 59659 

31 48947 49991 51131 52147 53233 54371 55469 56509 57557 58603 59663 
32 48953 49993 51133 52153 53239 54377 55487 56519 57559 58613 59669 
33 48973 49999 51137 52163 53267 54401 55501 56527 57571 58631 59671 
34 48989 50021 51151 52177 53269 54403 5551! 56531 57587 58657 59693 
35 48991 50023 51!57 52181 53279 54409 55529 56533 57593 58661 59699 

36 49003 50033 51169 52183 53281 54413 55541 56543 57601 58679 59707 
37 49009 50047 51193 52189 53299 54419 55547 56569 57637 58687 59723 
38 49019 50051 51!97 52201 53309 54421 55579 56591 57641 58693 59729 
39 49031 50053 51199 52223 53323 54437 55589 56597 57649 58699 59743 
40 49033 50069 51203 52237 53327 54443 55603 56599 57653 58711 59747 

41 49037 50077 51217 52249 53353 54449 55609 56611 57667 58727 59753 
42 49043 50087 51229 52253 53359 54469 55619 56629 57679 58733 59771 
43 49057 50093 51239 52259 53377 54493 55621 56633 57689 58741 59779 
44 49069 50101 51241 52267 53381 54497 55631 56659 57697 58757 59791 
45 49081 50111 51257 52289 53401 54499 55633 56663 57709 58763 59797 

46 49103 50119 51263 52291 53407 54503 55639 56671 57713 58771 59809 
47 49109 50123 51283 52301 53411 54517 55661 56681 57719 58787 59833 
48 49117 50129 51287 52313 53419 54521 55663 56687 57727 58789 59863 
49 49121 50131 51307 52321 53437 54539 55667 56701 57731 58831 59879 
50 49123 50147 51329 52361 53441 54541 55673 56711 57737 58889 59887 

51 49139 50153 51341 52363 53453 54547 55681 56713 57751 58897 59921 
52 49157 50159 51343 52369 53479 54559 55691 56731 57773 58901 59929 
53 49169 50177 51347 52379 53503 54563 55697 56737 57781 58907 59951 
54 49171 50207 51349 52387 53507 54577 5571! 56747 57787 58909 59957 
55 49177 50221 51361 52391 53527 54581 55717 56767 57791 58913 59971 

56 49193 50227 51383 52433 53549 54583 55721 56773 57793 58921 59981 
57 49199 50231 51407 52453 53551 54601 55733 56779 57803 58937 59999 
58 49201 50261 51413 52457 53569 54617 55763 56783 57809 58943 60013 
59 49207 50263 51419 52489 53591 54623 55787 56807 57829 58963 60017 
60 49211 50273 51421 52501 53593 54629 55793 56809 57839 58967 60029 

61 49223 50287 51427 52511 53597 54631 55799 56813 57847 58979 60037 
62 49253 50291 51431 52517 53609 54647 55807 56821 57853 58991 60041 
63 49261 50311 51437 52529 53611 54667 55813 56827 57859 58997 60077 
64 49277 50321 51439 52541 53617 54673 55817 56843 57881 59009 60083 
65 49279 50329 51449 52543 53623 54679 55819 56857 57899 59011 60089 

66 49297 50333 51461 52553 53629 54709 55823 56873 57901 59021 60091 
67 49307 50341 51473 52561 53633 54713 55829 56891 57917 59023 60101 
68 49331 50359 51479 52567 53639 54721 55837 56893 57923 59029 60103 
69 493>3 50363 51481 52571 53653 54727 55843 56897 57943 59051 60107 
70 49339 50377 51487 52579 53657 54751 55849 56909 57947 59053 60127 

71 49363 50383 51503 52583 53681 54767 55811 56911 57973 59063 60133 
72 49367 50387 515!1 52609 53693 54773 55889 56921 57977 59069 60139 
73 49369 50411 51517 52627 53699 54779 55897 56923 57991 59077 60149 
74 49391 50417 51521 52631 53717 54787 55901 56929 58013 59083 60161 
75 49393 50423 51539 52639 53719 54799 55903 56941 58027 59093 60167 
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60509 
60521 
60527 
60539 
60589 

60601 
60607 
60611 
60617 
60623 

60631 
60637 
60647 
60649 
60659 

60661 
60679 
60689 
60703 
60719 

60727 
60733 
607;7 
60757 
60761 

60763 
60773 
60779 
60793 
60811 

60821 
60859 
60869 
60887 
60889 

60899 
60901 
60913 
60917 
60919 

60923 
60937 
60943 
60953 
60961 

61001 
61007 
61027 
61031 
61043 

61051 
61057 
61091 
61099 
61!21 

61129 
61141 
61151 
61153 
61169 

61211 
61223 
61231 
61253 
61261 

61283 
61291 
61297 
61331 
61333 

61339 
61343 
61357 
61363 
61379 

62 
61637 
61643 
61651 
61657 
61667 

61673 
61681 
61687 
61703 
61717 

61723 
61729 
61751 
61757 
61781 

61813 
61819 
61837 
61843 
61861 

61871 
61879 
61909 
61927 
61933 

61949 
61961 
61967 
61979 
61981 

61987 
61991 
62003 
620!1 
62017 

62039 
62047 
62053 
62057 
62071 

62081 
62099 
621!9 
62129 
62131 

62137 
62141 
62143 
62171 
62189 

62191 
62201 
62207 
62213 
62219 

62233 
62273 
62297 
62299 
62303 

62311 
62323 
62327 
62347 
62351 

62383 
62401 
62417 
62423 
62459 
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62477 
62483 
62497 

63 
62791 
62801 
62819 
62827 
62851 

62861 
62869 
62873 
62897 
62903 

62921 
62927 
62929 
62939 
62909 

62971 
62981 
62983 
62987 
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63029 
63031 
63059 
63067 
63073 

63079 
63097 
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63113 
63127 

63131 
63149 
63179 
63197 
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63211 
63241 
63247 
63277 
63281 

63299 
63311 
63313 
63317 
63331 

63337 
63347 
63353 
63361 
63367 

63377 
63389 
63391 
63397 
63409 

63419 
63421 
63439 
63443 
63463 

63467 
63473 
63487 
63493 
63499 

63521 
63527 
63533 
63541 
63559 

63577 
63587 
63589 
63599 
63601 

64 
63823 
63839 
63841 
63853 
63857 

63863 
63901 
63907 
63913 
63929 

63949 
63977 
63997 
64007 
64013 

64019 
64033 
64037 
64063 
64067 

64081 
64091 
64109 
64123 
64151 

64153 
64157 
64171 
64187 
64189 

64217 
64223 
64231 
64237 
64271 

64279 
64283 
64301 
64303 
64319 

64327 
64333 
64373 
64381 
64399 

64403 
64433 
64439 
64451 
64453 

64483 
64489 
64499 
64513 
64553 

64567 
64577 
64579 
64591 
64601 

64609 
64613 
64621 
64627 
64633 

64661 
64663 
64667 
64679 
64693 

64709 
64717 
64747 
64763 
64781 

65 
65071 
65089 
65099 
65101 
651!1 

65119 
65123 
65129 
65141 
65147 

65167 
65171 
65173 
65179 
65183 

65203 
65213 
65239 
65257 
65267 

65269 
65287 
65293 
65309 
65323 

65327 
65353 
65357 
65371 
65381 

65393 
65407 
65413 
65419 
654n 

65437 
65447 
65449 
65479 
65497 

65519 
65521 
65537 
65539 
65543 

65551 
65557 
65563 
65579 
65581 

65587 
65599 
65609 
65617 
65629 

65633 
65647 
65651 
65657 
65677 

65687 
65699 
65701 
65707 
65713 

65717 
65719 
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65731 
65761 
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65789 
65809 
65827 
65831 

66 
66107 
66109 
66137 
66161 
66169 

66173 
66179 
66191 
66221 
66239 

66271 
66293 
66301 
66337 
66343 

66347 
66359 
66361 
66373 
66377 

66383 
66403 
66413 
66431 
66449 

66457 
66463 
66467 
66491 
66499 

66509 
66523 
66529 
66533 
66541 

66553 
66569 
66571 
66587 
66593 

66601 
66617 
66629 
66643 
66653 

66683 
66697 
66701 
66713 
66721 

66733 
66739 
66749 
66751 
66763 

66791 
66797 
66809 
66821 
66841 

66851 
66853 
66863 
66877 
66883 

66889 
66919 
66923 
66931 
66943 

66947 
66949 
66959 
66973 
66977 

67 

67247 
67261 
67271 
67273 
67289 

67307 
67339 
67343 
67349 
67369 

67391 
67399 
67409 
67411 
67421 

67427 
67429 
67433 
67447 
67453 

67477 
67481 
67489 
67493 
67499 

67511 
67523 
67531 
67537 
67547 

67559 
67567 
67577 
67579 
67589 

67601 
67607 
67619 
67631 
67651 

67679 
67699 
67709 
67723 
67733 

67741 
67751 
67757 
67759 
67763 

67777 
67783 
67789 
67801 
67807 

67819 
67829 
67843 
67853 
67867 

67883 
67891 
67901 
67927 
67931 

67933 
67939 
67943 
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67961 

67967 
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67987 
67993 
68023 

68 
68389 
68399 
68437 
68443 
68447 

68449 
68473 
68477 
68483 
68489 

68491 
68501 
68507 
68521 
68531 

68539 
68543 
68567 
68581 
68597 

68611 
68633 
68639 
68659 
68669 

68683 
68687 
68699 
68711 
68713 

68729 
68737 
68743 
68749 
68767 

68771 
68777 
68791 
68813 
68819 

68821 
68863 
68879 
68881 
68891 

68897 
68899 
68903 
68909 
68917 

68927 
68947 
68963 
68993 
69001 

6901! 
69019 
69029 
69031 
69061 

69067 
69073 
69109 
69119 
69127 

69143 
69149 
69151 
69163 
69191 

69193 
69197 
69203 
69221 
69233 

69 
69497 
69499 
69539 
695,7 
69593 

69623 
69653 
69661 
69677 
69691 

69697 
69709 
69737 
69739 
69761 

69763 
69767 
69779 
69809 
69821 

69827 
69829 
69833 
69847 
69857 

69859 
69877 
69899 
69911 
69929 

69931 
69941 
69959 
69991 
69997 

70001 
70003 
70009 
70019 
70039 

70051 
70061 
70067 
70079 
70099 

70111 
701!7 
70121 
70123 
70139 

70141 
70157 
70163 
70177 
70181 

70183 
70199 
70201 
70207 
70223 

70229 
70237 
70241 
70249 
70271 

70289 
70297 
70309 
70313 
70321 

70327 
70351 
70373 
70379 
70381 

70 

70663 
70667 
70687 
70709 
70717 

70729 
70753 
70769 
70783 
70793 

70823 
70841 
70843 
70849 
70853 

70867 
70877 
70879 
70891 
70901 

70913 
70919 
70921 
70937 
70949 

70951 
70957 
70969 
70979 
70981 

70991 
70997 
70999 
71011 
71023 

71039 
71059 
71069 
71081 
71089 

71119 
71129 
71143 
71147 
71153 

71161 
71167 
71171 
71191 
71209 

71233 
71237 
71249 
71257 
71261 

71263 
71287 
71293 
71317 
71327 

71329 
71333 
71339 
71341 
71347 

71353 
71359 
71363 
71387 
71389 

71399 
71411 
71413 
71419 
71429 

71 

71719 
71741 
71761 
71777 
71789 

71807 
71809 
71821 
71837 
71843 

71849 
71861 
71867 
71879 
71881 

71887 
71899 
71909 
71917 
71933 

71941 
71947 
71963 
71971 
71983 

71987 
71993 
71999 
72019 
72031 

72043 
72047 
72053 
72073 
72077 

72089 
72091 
72101 
72103 
72109 

72139 
72161 
72167 
72169 
72173 

72211 
72221 
72223 
72227 
72229 

72251 
72253 
72269 
72271 
72277 

72287 
72307 
72313 
72337 
72341 

72353 
72367 
72379 
72383 
72421 

72431 
72461 
72467 
72469 
72481 

72493 
72497 
72503 
72533 
72547 

72 
72859 
72869 
72871 
72883 
72889 

72893 
72901 
72907 
72911 
72923 

72931 
72937 
72949 
72953 
72959 

72973 
72977 
72997 
73009 
73013 

73019 
73037 
73039 
73043 
73061 

73063 
73079 
73091 
73121 
73127 

73133 
73141 
73181 
73189 
73237 

73243 
73259 
73277 
73291 
73303 

73309 
73327 
73331 
73351 
73361 

73363 
73369 
73379 
73387 
73417 

73421 
73433 
73453 
73459 
73471 

73477 
73483 
73517 
73523 
73529 

73547 
73553 
73561 
73571 
73583 

73589 
73597 
73607 
73609 
73613 

73637 
73643 
73651 
73673 
73679 

7J 
73999 
74017 
74021 
74027 
74047 

74051 
74071 
74077 
74093 
74099 

74101 
74131 
74143 
14149 
74159 

74161 
74167 
74177 
74189 
14197 

74201 
74203 
14209 
74219 
74231 

74257 
74279 
74287 
74293 
74297 

74311 
74317 
74323 
74353 
74357 

74363 
74377 
74381 
74383 
74411 

74413 
74419 
74441 
74449 
74453 

74471 
74489 
74507 
74509 
74521 

74527 
74531 
74551 
74561 
74567 

74573 
74587 
74597 
74609 
74611 

74623 
74653 
74687 
74699 
74707 

74713 
74717 
74719 
74729 
74731 

74747 
74759 
74761 
74771 
74779 

74 
75083 
75109 
75133 
75149 
75161 

75167 
75169 
75181 
75193 
75209 

75211 
75217 
75223 
75227 
75239 

75253 
75269 
75277 
75289 
75307 

75323 
75329 
75337 
75347 
75353 

75367 
75377 
75389 
75391 
75401 

75403 
75407 
75431 
75437 
75479 

75503 
75511 
75521 
75527 
75533 

75539 
75541 
75553 
75557 
75571 

75577 
75583 
75611 
75617 
75619 

75629 
75641 
75653 
75659 
75679 

75683 
75689 
75703 
75707 
75709 

75721 
75731 
75743 
75767 
75773 

75781 
75787 
75793 
75797 
75821 

75833 
75853 
75869 
75883 
75913 

76 49409 50441 51551 52667 53731 54829 55921 56951 58031 59107 60169 61381 62501 63607 64783 65837 67003 68041 69239 70393 71437 72551 73681 74797 75931 
77 49411 50459 51563 52673 53759 54833 55927 56957 58043 59113 60209 61403 62507 63611 64793 65839 67021 68053 69247 70423 7.1443 72559 73693 74821 75937 
78 49417 50461 51577 52691 53773 54851 55931 56963 58049 59119 60217 61409 62533 63617 64811 65843 67033 68059 69257 70429 71453 72577 73699 74827 75941 
79 49429 50497 51581 52697 53777 54869 55933 56983 58057 59123 60223 61417 62539 63629 64817 65851 67043 68071 69259 70439 11471 72613 73709 74831 75967 
80 49433 50503 51593 52709 53783 54877 55949 56989 58061 59141 60251 61441 62549 63647 64849 65867 67049 68087 69263 70451 71473 72617 73721 74843 75979 

81 49451 50513 51599 52711 53791 54881 55967 56993 58067 59149 60257 61463 62563 63649 64853 65881 67057 68099 69313 70457 71479 72623 73727 74857 75983 
82 49459 50527 51607 52721 53813 54907 55987 56999 58073 59159 60259 61469 62581 63659 64871 65899 67061 68111 69317 70459 71483 72643 73751 74861 75989 
83 49463 50539 51613 52727 53819 54917 55997 57037 58099 59167 6027! 61471 62591 63667 64877 65921 67073 68113 69337 70481 71503 72647 73757 74869 75991 
84 49477 50543 51631 52733 53831 54919 56003 57041 58109 59183 60289 61483 62597 63671 64879 65927 67079 68141 69341 70487 71527 72649 73771 74873 75997 
85 49481 50549 51637 52747 53849 54941 56009 57047 58111 59197 60293 61487 62603 63689 64891 65929 67103 68147 69371 70489 71537 72661 73783 74887 76001 

86 49499 50551 51647 52757 53857 54949 56039 57059 58129 59207 60317 61493 62617 63691 64901 65951 67121 68161 69379 70501 71549 72671 73819 74891 76003 87 49523 50581 51659 52769 53861 54959 56041 57073 58147 59209 603:H 61507 62627 63697 64919 65957 67129 68171 69383 70507 71551 72673 73823 74897 76031 88 49529 50587 51673 52783 53881 54973 56053 57077 58151 59219 60337 61511 62633 63703 64921 65963 67139 68207 69389 70529 71563 72679 73847 74903 76039 89 49531 50591 51679 52807 53887 54979 56081 57089 58153 59221 60343 61519 62639 63709 64927 65981 67141 68209 69401 70537 71569 72689 73849 74923 76079 90 49537 50593 51683 52813 53891 54983 56087 57097 58169 59233 60353 61543 62653 63719 64937 65983 67153 68213 69403 70549 71593 72701 73859 74929 76081 

91 49547 50599 51691 52817 53897 55001 56093 51107 58171 59239 60373 61547 62659 63727 64951 65993 67157 68219 69427 70571 71597 72707 73867 74933 76091 92 49549 50627 51713 52837 53899 55009 56099 57119 58189 59243 60383 61553 62683 63737 64969 66029 67169 682(7 69431 7057; 71633 72719 73877 74941 76099 93 49559 50647 51719 52859 53917 55021 56101 57131 58193 59263 60397 61559 62687 63743 64997 66037 67181 68239 69439 70583 71647 72727 73883 74959 76103 94 49597 50651 51721 52861 53923 55049 56113 57139 58199 59273 60413 61561 62701 63761 65003 66041 67187 68261 69457 70589 71663 72733 73897 75011 76123 95 49603 50671 51749 52879 53927 55051 56123 57143 58207 59281 60427 61583 62723 63773 65011 66047 67189 68279 69463 70607 71671 72739 73907 75013 76129 
96 49613 
97 49627 
98 49633 
99 49639 

100 49663 

50683 51767 52883 53939 55057 56131 51149 58211 59333 60443 61603 62731 63781 65027 
50707 51769 52889 53951 55061 56149 57163 58217 59341 60449 61609 62743 63793 65029 

m�i �l m ��m �5m ��m m�r m �� ��m �m� �gm mB ��m m6� ��m 
50753 51803 52919 53993 55103 56179 57191 58237 59359 60497 61631 62773 63809 65063 

66067 
66071 
66083 
66089 
66103 

67211 
67213 
67217 
67219 
67231 

68281 
68311 
68329 
68351 
68371 

69467 70619 
69473 7062! 
69481 70627 
69491 70639 
69493 70657 

71693 72763 73939 
71699 72767 73943 
71707 72797 73951 
71711 72817 73961 
71713 72823 73973 

75017 
75029 
75037 
75041 
75079 

76147 
76157 
76159 

ms� 



\ 

COMBINATORIAL ANALYSIS 

PHI M ES Tahk 2 1 .9 
75 76 77 78 79 80 81 H2 83 84 85 86 H7 88 89 90 91 92 9:1 94 9G 

76213 77359 78487 79627 80737 81817 82903 84131 85243 86381 87557 88807 89867 90989 92177 93187 94351 95443 96587 97829 98953 
76231 77369 78497 79631 80747 81839 82913 84137 85247 86389 87559 88811 89891 90997 92179 93199 94379 95461 96589 97841 98963 
76243 77377 78509 79633 80749 81847 82939 84143 85259 86399 87583 88813 89897 91009 92189 93229 94397 95467 96601 97843 98981 
76249 77383 78511 79657 80761 81853 82963 84163 85297 86413 87587 88817 89899 91019 92203 93239 94399 95471 96643 97847 98993 
76253 77417 78517 79669 80777 81869 82981 84179 85303 86423 87589 88819 89909 91033 92219 93241 94421 95479 96661 97849 98999 

6 76259 77419 78539 79687 80779 81883 82997 84181 85313 86441 87613 88843 89917 91079 92221 93251 94427 95483 96667 97859 99013 
7 76261 77431 78541 79691 80783 81899 83003 84191 85331 86453 87623 88853 89923 91081 92227 93253 94433 95507 96671 97861 99017 
8 76283 77447 78553 79693 80789 81901 83009 84199 85333 86461 87629 88861 89939 91097 92233 93257 94439 95527 96697 97871 99023 
9 76289 77471 78569 79697 80803 81919 83023 84211 85%1 86467 87631 88867 89959 91099 92237 93263 94441 95531 96703 97879 99041 

10 76303 77477 78571 79699 80809 81929 83047 84221 85363 86477 87641 88873 89963 91121 92243 93281 94447 95539 96731 97883 99053 

11 76333 77479 78577 79757 80819 81931 83059 84223 85369 86491 87643 88883 89977 91127 92251 93283 94463 95549 96737 97919 99079 
12 76343 77489 78583 79769 80831 81937 83063 84229 85381 86501 87649 88897 89983 9ll29 92269 93287 94477 95561 96739 97927 99083 
13 76367 77491 78593 79777 80833 81943 83071 84239 854ll 86509 87671 88903 89989 9ll39 92297 93307 94483 95569 96749 97931 99089 
14 76369 77509 78607 79801 80849 81953 83077 84247 85427 86531 87679 88919 90001 91141 923ll 93319 94513 95581 96757 97943 99103 
15 76379 77513 78623 798ll 80863 81967 83089 84263 85429 86533 87683 88937 90007 91151 92317 93323 94529 95597 96763 97961 99109 

16 76387 77521 78643 79813 80897 81971 83093 84299 85439 86539 87691 88951 900ll 9ll53 92333 93329 94531 95603 96769 97967 99119 
17 76403 77527 78649 79817 80909 81973 83101 84307 85447 86561 87697 88969 90017 91159 92347 93337 94541 95617 96779 97973 991J1 
1 8  76421 77543 78653 79823 80911 82003 83117 84313 85451 86573 87701 88993 90019 91163 92353 93371 94543 95621 96787 97987 99133 
19 76423 77549 78691 79829 80917 82007 83137 84317 85453 86579 87719 88997 90023 9ll83 92357 93377 94547 95629 96797 98009 99137 
20 76441 77551 78697 79841 80923 82009 83177 84319 85469 86587 87721 89003 90031 91193 92363 93383 94559 95633 96 799 98011 99139 

21 76463 77557 78707 79843 80929 82013 83203 84347 85487 86599 87739 89009 90053 91199 92369 93407 94561 95651 96821 98017 99149 
22 76471 77563 78713 79847 80933 82021 83207 84349 85513 86627 87743 89017 90059 91229 92377 93419 <;4573 95701 96823 98041 99173 
23 76481 77569 78721 79861 80953 82031 83219 84377 85517 86629 87751 89021 90067 91237 92381 93427 94583 95707 96827 98047 99181 
24 76487 77573 78737 79867 80963 82037 83221 84389 85523 86677 87767 89041 90071 91243 92383 93463 94597 95713 96847 98057 99191 
25 76493 77587 78779 79873 80989 82039 83227 84391 85531 86689 87793 89051 90073 91249 92387 93479 94603 95717 96851 98081 99223 

26 76507 77591 78781 79889 81001 82051 83231 84401 85549 86693 87797 89057 90089 91253 92399 93481 9461J 95723 96857 98101 99233 
27 76511 77611 78787 79901 81013 82067 83233 84407 85571 86711 87803 89069 90107 91283 92401 93487 94621 95731 96893 98123 99241 
28 76519 77617 78791 79903 81017 82073 83243 84421 85577 86719 87811 89071 90121 91291 92413 93491 94649 95737 96907 98129 99251 
29 76537 77621 78797 799�7 81019 82129 83257 84431 85597 86729 87833 89083 90127 91297 92419 93493 94651 95747 96911 98143 99257 
30 76541 77641 78803 79939 81023 82139 83267 84437 85601 86743 87853 89087 90149 91303 92431 93497 94687 95773 96931 98179 99259 

31 76543 77647 78809 79943 81031 82141 83269 84443 85607 86753 87869 89101 90163 91309 92459 93503 94693 95783 96953 98207 99277 
32 76561 77659 78823 79967 81041 82153 83273 84449 85619 86767 87877 89107 90173 91331 92461 93523 94709 95789 96959 98213 99289 
33 76579 77681 78839 79973 81043 82163 83299 84457 85621 86771 87881. 89113 90187 91367 92467 93529 94723 95791 96973 98221 99317 
34 76597 77687 78853 79979 81047 82171 83311 84463 85627 86783 87887 89ll9 90191 91369 92479 93553 94727 95801 96979 98227 99347 
35 76603 77689 78857 79987 81049 8n83 83139 84467 R5639 86813 87911 89123 90197 91373 92489 93557 94747 95803 96989 98251 99349 

36 76607 77699 78877 7/99/ d1071 82189 83341 84481 85643 86837 87917 89137 90199 91381 92503 93559 94771 95813 96997 98257 99367 
37 76631 777ll 78887 79999 81077 82193 83357 84499 85661 86843 87931 89153 90203 91387 92507 93563 94777 95819 97001 98269 99371 
38 76649 77713 78889 80021 81083 82207 83383 84503 85667 86851 87943 89189 90217 91393 92551 93581 94781 95857 97003 98297 99377 
39 76651 77719 78893 80039 81097 82217 83389 84509 85669 86857 87959 89203 90227 91397 92557 93601 94789 95869 97007 98299 99391 
40 76667 77723 78901 80051 81101 82219 83399 84521 85691 86861 87961 89209 90239 91411 Q2567 93607 94793 95873 97021 98317 99397 

41 76673 77731 78919 80071 81119 82223 83401 84523 85703 86869 87973 89213 90247 91423 92569 93629 94811 95881 97039 98321 99401 
42 76679 77743 78929 80077 8ll31 82231 83407 84533 85711 86923 87977 89227 90263 91433 92581 93637 94819 95891 97073 98323 99409 
43 76697 77747 78941 80107 81157 82237 83417 84551 85717 86927 87991 89231 90271 91453 92593 93683 94823 95911 97081 98327 99431 
44 76717 77761 78977 80111 81163 82241 83423 84559 85733 86929 88001 89237 90281 91457 92623 93701 94837 95917 97103 98347 99439 
45 76733 77773 78979 80141 81173 82261 83431 84589 85751 86939 88003 89261 90289 91459 92627 93703 94841 95923 97117 98369 99469 

46 76753 77783 78989 80147 a11a1 82267 83437 84629 85781 86951 88007 89269 90313 91463 92639 93719 94a47 95929 97127 98377 99487 
47 76757 77797 79031 80149 81197 82279 83443 84631 85793 86959 88019 89273 90353 91493 92641 93739 94849 95947 97151 98387 99497 
48 76771 77801 79039 80153 81199 82301 83449 84649 85817 86969 88037 89293 90359 91499 92647 93761 94873 95957 97157 98389 99523 
49 76777 77813 79043 80167 81203 82307 a3459 84653 85819 86981 88069 89303 90371 91513 92657 93763 94889 95959 97159 98407 99527 
50 76781 77839 79063 80173 81223 82339 83471 84659 85829 86993 88079 89317 90373 91529 92669 93787 94903 95971 97169 98411 99529 

51 76801 77849 79087 80177 81233 82349 83477 84673 85831 87011 88093 89329 90379 91541 92671 93809 94907 95987 97171 98419 99551 
52 76819 77863 79103 80191 81239 82351 83497 84691 85837 87013 88117 89363 90397 91571 92681 93811 94933 95989 97177 98429 99559 
53 76829 77867 79111 80207 81281 82361 83537 84697 85843 87037 88129 89371 90401 91573 92683 93827 94949 96001 97187 98443 99563 
54 76831 77893 79133 80209 81283 82373 83557 84701 85847 87041 88169 89381 90403 91577 92693 93851 94951 96013 97213 98453 99571 
55 76837 77899 79139 80221 81293 82387 83561 84713 85853 87049 88177 89387 90407 91583 92699 93871 94961 96017 97231 98459 99577 

56 76847 77929 79147 80231 81299 82393 83563 84719 85889 87071 88211 89393 90437 91591 92707 93887 94993 96043 97241 98467 99581 
57 76871 77933 79151 80233 81307 82421 83579 84731 85903 87083 88223 89399 90439 91621 92717 93889 94999 96053 97259 98473 99607 
58 76873 77951 79153 80239 81331 82457 83591 84737 85909 87103 88237 89413 90469 91631 92723 93893 95003 96059 97283 98479 99611 
59 76883 77969 79159 80251 81343 82463 83597 84751 85931 87107 88241 89417 90473 91639 92737 93901 95009 96079 97301 98491 99623 
60 76907 77977 79181 80263 81349 82469 83609 84761 85933 87119 88259 89431 90481 91673 92753 93911 95021 96097 97303 98507 99643 

61 76913 77983 79187 80273 81353 82471 83617 84787 85991 87121 88261 89443 90499 91691 92761 93913 95027 96137 97327 98519 99661 
62 76919 77999 79193 80279 81359 82483 83621 84793 85999 87133 88289 89449 90511 91703 92767 93923 95063 96149 97367 98533 99667 
63 76943 78007 79201 80287 81371 82487 83639 84809 86011 87149 88301 89459 90523 91711 92779 93937 95071 96157 97369 98543 99679 
64 76949 78017 79229 80309 81373 82493 83641 84811 86017 87151 88321 89477 90527 91733 92789 93941 95083 96167 97373 98561 99689 
65 76961 78031 79231 80317 81401 82499 83653 84827 86027 87179 88327 89491 90529 91753 92791 93949 95087 96179 97379 98563 99707 

66 76963 78041 79241 80329 81409 82507 83663 84857 86029 87181 88337 89501 90533 91757 92801 93967 95089 96181 97381 98573 99709 
67 76991 78049 79259 80341 81421 82529 83689 84859 86069 87187 88339 89513 90547 91771 92809 93971 95093 96199 97387 98597 99713 
68 77003 78059 79273 80347 81439 82531 83701 84869 86077 87211 88379 89519 90583 91781 92821 93979 95101 96211 97397 98621 99719 
69 77017 78079 79279 80363 81457 82549 83717 84871 86083 87221 88397 89521 90599 91801 92831 93983 95107 96221 97423 98627 99721 
70 77023 78101 79283 80369 81463 82559 83719 84913 86111 87223 88411 89527 90617 91807 92849 93997 95111 96223 97429 98639 99733 

71 77029 78121 79301 80387 81509 82561 83737 84919 86113 87251 88423 89533 90619 91811 92857 94007 95131 96233 97441 98641 99761 
72 77041 78137 79309 80407 81517 825.67 83761 84947 86117 87253 88427 89561 90631 91813 92861 94009 95143 96259 97453 98663 99767 
73 77047 78139 79319 80429 81527 82571 83773 84961 86131 87257 88463 89563 90641 91823 92863 94033 95153 96263 97459 98669 99787 
74 77069 78157 79333 80447 81533 82591 83777 84967 86137 87277 88469 89567 90647 91837 92867 94049 95177 96269 97463 98689 99793 
75 77081 78163 79337 80449 81547 82601 83791 84977 86143 87281 88471 89591 90659 91841 92893 94057 95189 96281 97499 98711 99809 

76 77093 78167 79349 80471 81551 82609 83813 84979 86161 87293 88493 89597 90677 91867 92899 94063 95191 96289 97501 98713 99817 
77 77101 78173 79357 80473 81553 82613 83833 84991 86171 87299 88499 89599 90679 91873 92921 94079 95203 96293 97511 98717 99823 
78 77137 78179 79367 80489 81559 82619 83843 85009 86179 8731J 88513 89603 90697 91909 92927 94099 9521J 96323 97523 98729 99829 
79 77141 78191 79379 80491 81563 82633 83857 85021 86183 87317 88523 89611 90703 91921 92941 94109 95219 96329 97547 98731 99833 
80 7715� 78193 79393 80513 81569 82651 83869 85027 86197 87323 88547 89627 91)709 91939 92951 94111 95231 96331 97549 98737 99839 

81 77167 78203 79397 80527 81611 82657 83873 85037 86201 87337 88589 89633 90731 91943 92957 94117 95233 96337 97553 98773 99859 
82 77171 78229 79399 80537 81619 82699 83891 85049 86209 87359 88591 89653 90749 91951 92959 94121 95239 96353 97561 98779 99871 
83 77191 78233 79411 80557 81629 82721 83903 85061 86239 87383 88607 89657 90787 91957 92987 94151 95257 96377 97571 98801 99877 
84 77201 78241 79423 80567 81637 82723 83911 85081 86243 87403 88609 89659 90793 91961 92993 94153 95261 96401 97577 98807 99881 
85 77213 78259 79427 80599 81647 82727 83921 85087 86249 87407 88643 89669 90803 91967 93001 94169 95267 96419 97579 98809 99901 

86 77237 78277 79433 80603 81649 82729 83933 85091 86257 87421 88651 89671 90821 91969 93047 94201 95273 96431 97583 98837 99907 
87 77239 78283 79451 80611 81667 82757 83939 85093 86263 87427 88657 89681 90823 91997 93053 94207 95279 96443 97607 98849 99923 
88 77243 78301 79481 80621 81671 82759 83969 85103 86269 87433 88661 89689 90833 92003 93059 94219 95287 96451 97609 98867 99929 
89 77249 78307 79493 80627 81677 82763 83983 85109 86287 87443 88663 89753 90841 92009 93077 94229 95311 96457 97613 98869 99961 
90 77261 78311 79531 80629 81689 82781 83987 85121 86291 87473 88667 89759 90847 92033 93083 94253 95317 96461 97649 98873 99971 

91 77263 78317 79537 80651 81701 82787 84011 85133 86293 87481 88681 89767 90863 92041 93089 94261 95327 96469 97651 98887 99989 
92 77267 78341 79549 80657 81703 82793 84017 85147 86297 87491 88721 8C}779 90887 92051 93097 94273 95339 96479 97673 98893 99991 
93 17269 78347 79559 80669 81707 82799 84047 85159 86311 87509 88729 89783 90901 92077 93103 94291 95369 96487 97687 98897 
94 77279 78367 79561 80671 81727 828ll 84053 85193 86323 87511 88741 89797 90907 92083 93113 94307 95383 96493 97711 98899 
95 77291 78401 79579 80677 81737 82813 84059 85199 86341 87517 88747 89809 90911 92107 931Jl 94309 95393 96497 97729 98909 

96 77317 78427 79589 80681 81749 82837 84061 85201 86351 87523 88771 89819 90917 92111 93133 94321 95401 96517 97771 98911 
97 77323 78437 79601 80683 81761 82847 84067 85213 86353 87539 88789 89821 90931 92119 93139 94327 95413 96527 97777 98927 
98 77339 78439 79609 80687 81769 82883 84089 85223 86357 87541 88793 89833 90947 92143 93151 94331 95419 96553 97787 98929 
99 77347 78467 79613 80701 81773 82889 84121 85229 86369 87547 88799 89839 90971 92153 93169 94343 95429 96557 97789 98939 

100 77351 78479 79621 80713 81799 82891 84127 85237 86371 87553 88801 89849 90977 92173 93179 94349 95441 96581 97813 98947 

873 





25. Numerical Interpolation, Differentiation, 
and Integration 

PHILIP J. DAVIs 1 ' AND IvAN PoLONSKY 2 
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Formulas 

25.1. Differences 
25.2. Interpolation . 
25.3. Differentiation 
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25.5. Ordinary Differential Equations . 
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Table 25.1. n-Point Lagrangian Interpolation Coefficients (3 .:::;n .::::; 8) . 

n=3, 4, p= -[n 
2 

1] ( .01) [�} Exact 

n= 5, 6, p= -[ n 
2 

1 J ( .01) [�} 10D 

n=7, 8, p= -[n 
2 

1] ( . 1 )  [�} 10D 

Table 25.2. n-Point Coefficients for 
( 1  -5:k '5:5) . . . . . . . . . . . 

k=1 ,  n=3(1 )6, Exact 
k=2(1)5, n=k+ 1 (1)6, Exact 

k-th Order Differentiation 

Page 
877 
878 
882 
885 
896 

898 

900 

914 

Table 25.3. n-Point Lagrangian Integration Coefficients (3 -5:n -5: 10) 915 
n=3(1 ) 10, Exact 

Table 25.4. Abscissas and Weight Factors for 
(2 -5:n -5:96) . . . . . . . . . . . . . 

n=2(1 ) 10, 12, 15D 
n= 16 (4)24 (8)48(16)96, 21D 

Gaussian Integration 

Table 25.5. Abscissas for Equal Weight Chebyshev Integration 

916 

(2 '5:n -5:9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 920 
n=2(1)7, 9, 10D 

Table 25.6. Abscissas and Weight Factors for Lobatto Integration 
(3 -5:n -5: 10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 920 

n=3(1 ) 10, 8-10D 

Table 25.7. Abscissas and Weight Factors for Gaussian Integration 
for Integrands with a Logarithmic Singularity (2 .:::;n .::::;4) . . . . . 920 

n=2(1 )4, 6D 

I N a tiona! Bureau of Standards. 
2 National Bureau of Standards. (Presently, Bell Tel. Labs. , Whippany, N.J.) 
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Table 25.8. Abscissas and Weight Factors for Gaussian Integration of Page 
Moments (1 �n �8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 1 

k= 0(1)5, n= 1 (1)8, 10D 

Table 25.9. Abscissas and Weight Factors for Laguerre Integration 
(2 �ns 15) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 923 

n=2(1) 10, 12, 15, 12D or S 

Table 25.10. Abscissas and Weight Factors for Hermite Integration 
(2 �n �20) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 924 

n=2 (1 ) 10, 12, 16, 20, 13-15D or S 

Table 25.11. Coefficients for Filon's Quadrature Formula (O � O s 1) 924 
8=0(.01 ) . 1 (. 1 ) 1 ,  SD 



25. Numerical Interpolation, Differentiation, and Integration 

Numerical analysts have a tendency to ac
cumulate a multiplicity of tools each designed for 
highly specialized operations and each requiring 
special knowledge to use properly. From the 
vast stock of formulas available we have culled 
the present selection. We hope that it will be 
useful. As with all such compendia, the reader 
may miss his favorites and find others whose 
utility he thinks is marginal. 

We would have liked to give examples to 
illuminate the formulas, but this has not been 
feasible. Numerical analysis is partially a science 
and partially an art, and short of writing a text
book on the subject it has been impossible to 
indicate where and under what circumstances the 
various formulas are useful or accurate, or to 
elucidate the numerical difficulties to which one 
might be led by uncritical use. The formulas are 
therefore issued together with a caveat against 
their blind application. 

Formulas 

Notation: Abscissas: x0<x,< . . .  ; functions: 
1, g, . . .  ; values : 1(x 1) -=ft. j' (xt) =j;. 1', 1(2) ,  . . .  
indicate 1 •t, 2\ . . . dertvatives. If abscissas 
are equally spaced, Xt+1 -Xt=h and 1'P=1(x0+ph) 
(p not necessarily integral) . R, R n indicate re
mainders. 

25.1. Differences 

Forward Differences 
25.1.1 

25.1.2 
Central Differences 

o;=o�+l-o�-l�1n+l-21n+1n- 1  

o!+!=o;+,-o;=1n+2-31n+l +3fn-fn-1 

o2k + l _ 2�! ( ) '(2k+1)1 
Un+! - � - 1  · n+k+ l - J  ) = 0 J 

oZn= .l:cn-k) if n and k are of same parity. 

Forward Differences Central Differences 

Xo 1o x_,  1-! 
.lo Lt 

x, 11 � Xo 1o 0� 
.1, � 0! 03 

12 .li 11 oi 
i 

x2 x, 
�2 oa/2 

Xa fa x2 12 

Mean Differences 

25.1.3 

Divided Differences 

25.1.4 

Divided Differences in Terms of Functional Values 

25.1.5 

877 
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25.1.6 where 7r,.(x) = (x-xa) (X-Xt) . . .  (x-x,.) 
and 7r�(x) is its derivative : 

25.1.7 

(xk- Xn) 

Let D be a simply connected domain with a 
piecewise smooth boundary C and contain the 
points z0, • • •  , z,. in its interior. Let j(z) be 
analytic in D and continuous in D+ C. Then, 

25.1.9 

25.1.10 

25.1.11 

25.1.12 

25.2.1 

25.2.2 

Reciprocal Differences 

Pn-t(Xo, · · . , Xn-1)- Pn- t(Xt , . . . , X,.) 
+ Pn-2 (Xt, · · . , Xn - I) 

25.2. Interpolation 

Lagrange Interpolation Formulas 

l t(x) 
7r,. (x), 

(X- Xt)11' ,.(Xt) 

_ (x-xo) . . .  (X-Xt- t) (x- xt+t) . . . (x-x,.) 
- (x�--xo) . . .  (xt-xt-J) (x;-X1+t) . . .  (x1 - x,.) 

Remainder in Lagrange Interpolation Formula 

25.2.3 

Rn(x) =7r,. (X) · [x0, x1 1  • • •  , x,., x] 

25.2.4 

25.2.5 

_ 
jn+I (�) -7r,.(x) · (n+ 1) ! 

R,.(z)=11'",.(�) f j (t) dt 27rt Jc (t-z) ( t-z0) • • • (t- z,.) 

The conditions of 25.1.8 are assumed here. 

Lagrange Interpolation, Equally Spaced Abscissas 

n Point Formula 

25.2.6 

For n even, ( -� (n-2) �k� � n} 
For n odd, ( -� (n- 1) �k� � (n - 1)} 

25.2.7 

(- l)inH n 
A�(p) = u (p+!n- t) (n;2 +k} <tn-k) ! (p-k) t=l . 

A�(p) 

25.2.8 

(- 1) !Cn- llH (n- 1 ) cn-1 ) -2-+k ! -2--k ! (p-k) 

n-1 ( n - 1  ) n p+ --t , 
1=0 2 

Rn-t=� n (p-k)h"j<"l (�) n. k 

�_!_ IT  (p-k)�� n! k 

k has the same range as in 25.2.6. 

n even. 

n odd. 

Lagrange Two Point Interpolation Formula 
(Linear Interpolation) 

25.2.9 f(xo+Ph) = (l -p)fo+Pfr+Rr 

25.2.10 Rt(P) � .125h2f<2l W � . 125�2 
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Lagrange Three Point Interpolation Formula 

25.2.11 

f(Xo+Ph)=A_tf-1+Aofo+Atf1+R2 
""'p(p

2
- 1 ) j - 1+(1-p2)Jo+p(p

2
+ 1 ) }1 

25.2.12 

R2(p) ""' .065h3j<31 W ""' .06M3 C IPI � 1) 
Lagrange Four Point Interpolation Formula 

25.2.13 

f(Xo+ph)=A_rf-1+Aofo+Atf1+Ad2+Ra 
-p(p-1) (p-2) (p2-1 ) (p-2) ""' 6 f-1+ 2 fo 

p(p+1) (p-2)j +p(p2- 1)J 2 1 6 2 

25.2.14 R3(p) ""' 
.o24h4f<4l w ""' .o24�4 co<p<l) 
.042h4j<4lW  ::::< .042�4 (- 1<p<O, 1<p<2) 

(x-1<�<�) 
Lagrange Five Point Interpolation Formula 

25.2.15 
2 

f(Xo+ph)= � Adt+R4 1--2 

""' (p2-1 )p(p-2)j (p- 1 )p(p2-4) f 24 -2 6 -1 
(p2-1 ) (p2-4) (p+1)p(p2-4)j + 4 fo 6 1 

25.2.16 

+(p2- 1)p(p+2)J 24 2 

.o12h�<s)w ""' ·o12�5 

.o31h�<sl w ""' .031�6 

R4(p) ""' 
< IPI<1 ) 
( l< IPI<2) 

Lagrange Six Point Interpolation Formula 

25.2.17 
3 

J<Xo+ph)= � Adt+Rs 
i = -2 

""'-p(p2-1) (p-2) (p-3) j 120 -2 
"' +p(p- 1 ) (p2-4) (p-3)1 24 -1 

- (p2- 1) (p2-4) (p-3) "' 
12 J O  

+p(p+1) (p2-4) (p-3)1 p(p2- 1) (p+2) (p-3)1 12 1 24 2 
p(p2- 1) (p2-4) + 120 fa 

25.2.18 Rs(P) ""' 
.oo49h6J<61W ""' .oo49�6 co<P<O 
.0071h6j<61 (�) ""' .0071�6 (- 1<p<O, 1<p<2) 
.o24h6f<6> W ""' .024�6 c-2<P< - 1 , 2<p<3) 

(x-2<�<xa) 
Lagrange Seven Point Interpolation Formula 

25.2.19 

25.2.20 { .0025h7f7l (�) ::8 .0025A7 
R6 (p) ""' .0046h7j<71 (0 ""' .004M7 

.019h7j<1l (�) ""' .019�7 

( IPI<1) 
(l< IPI<2) 
(2< IPI<3) 
(x-a<�<xa) 

Lagrange Eight Point Interpolation Formula 

25.2.21 

25.2.22 

(O<p<l) 
(-1<p<O) 
(1<p<2) 
(-2<p<-1) 
(2<p<3) 
(-3<p<-2) 
(3<p<4) 

(x-a<�<x4) 
Aitken's Iteration Method 

Let j(xlxo, x1, . . .  ,xk) denote the unique poly
nomial of kth degree which coincides in value with 
j(x) at Xo1 • • •  , xk. 

25.2.23 
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Taylor Expansion 

25.2.24 

j(x) =fo+ (x- Xo)J�+ (x-;,�) 2 
]rl2> + · · · 

25.2.25 

+ (x-xo)" .t<n>+R n! J O  n 

Newton's Divided Difference Interpolation Formula 

25.2.26 

Xo fo 
[Xo, Xd Xt it (Xo ,Xt)X2) 
[x" �] [X0,X1 ,X2,Xa) 

x2 12 [Xt , X21 Xa) 
[x2, Xa] 

X a fa 
25.2.27 

- - J�+u w  R,.(x)-1r,.(x) [x0, • • • , x,. , x]-1r,. (x) (n+l) ! 

(For 1r,. see 25.1.6.) 

Newton's Forward Difference Formula 

25.2.28 

f(xo+Ph)=fo+P�o+(�)�+ . . .  +(�) a�+R,. 

25.2.29 

Xo fo 
Ao 

X j A 20 1 I .wt. 

Xa fa 

Everett's Formula 

25.2.31 

f(xo+ph) = (1 -p)fo+Pft p(p- 1�1
(p-2) o� 

25.2.32 

+ (p+1)p(p- 1 )  .t2 + -(p+n- 1) dn 
31 111 • • • 2n+ l 110 

+(in��) 8�"+ R211 

= (1-p)fo+Pft+E2o�+F2o�+E4o� 
+F4ot+ . . .  +R2,. 

6� 
o1 o; 

fl 6� 6t 

R =h2n+2 ( p+n )J<2n+2> (e) 2" 2n+2 

Relation Between Everett and Lagrange Coefficients 

25.2.33 

Everett's Formula With Throwback 
(Modified Central Difference) 

25.2.34 

f(xo+Ph) = (1 -p)fo+Pft+E2o!.,o+F2o!.. t +R 
25.2.35 

25.2.36 

25.2.37 

R � .00045 /�-'of/ + .00061 /ofl 

}(Xo+Ph) = (1 -p)Jo+Pft +E2o�+ F2o� 

+ E4o�.o+ F.o�, , + R 

o�=o4- .207o6+ . . .  

Relation Between Newton and Lagrange Coefficients 25.2.40 

25.2.30 

(�)=A�t(P) (�)=-A�t (P) (�)=A:(1 -p) 

(�)=A�(2-p) 

f(Xo+ph)= (1 -p)fo+Pft +E2o�+F2o� 
+ E,�+ F4ot+E6�.o+ F6�.� + R 

25.2.41 �=o6- .218o8+.049o10+ . .  . 
25.2.42 R � .oooo037/�-'oi/ + . .  . 
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Simultaneous Throwback 

25.2.43 

f(xo+Ph) = (1 -P )fo+Pft + E26!.. o+ F26!.. 1 

+E45!.. o+F45!.. t +R 

25.2.44 o!.=o2- .01312o6+ .004358- .001010 

25.2.45 5�= o4- .27827 56+ .068558- .016o10 

25.2.46 R :=::; .ooooo083 \�o! l + .ooooo9457 
Bessel's Formula With Throwback 

25.2.47 

f(xo+Ph) = (1 -p)fo+Pft + Bz(o!.. o+o!.. l) 

a B p(p- 1) p(p- 1) (p-!) 
+B3o!+R,  2 4 ' Ba 6 

25.2.48 

25.2.49 R :=::; .00045 I�otl +.ooos7 jo�l 
Thiele's Interpolation Formula 

25.2.50 

j(x) =f(xt) +  

p(xt , x2) +x-x2 
��--����---P2 (xl , x2 , xa) -j(xt) +x-xa 

-,----,-=. ___ ,-----,-(Pa(Xt , X2, Xa , x4) ) 
- p(xJ , x2) + . . .  

(For reciprocal differences, p, see 25.1.12.) 

Trigonometric Interpolation 

25.2.51 

25.2.52 

Gauss' Formula 

2n f(x) �Y.:;JkMx) =tn(x) 
k=O 

sin !(x- Xo) . . .  sin ! (x-xk-t) Mx) sin t(xk-xo) . . .  sin !(xk-xk-1) 
sin ! (x- xHt) . . . sin ! (x- x2,.) 
sin ! (xk- Xk+t) . . .  sin Hxk-x2n) 

tn(x) is a trigonometric polynomial of degree n 
such that t,. (xk) =fk (k=0,1 , . . .  , 2n) 

Harmonic Analysis 

Equally spaced abscissas 

Xo=O,  

25.2.53 

1 n 
f(x) �-2 ao+ :'E (ak cos kx+bk sin kx) 

k=l 

25.2.54 m=2n+ 1 

2 2n ak=2 + 1  "'22 f, cos kx,; n r=o 

2 2n • bk=2 + 1 
2: j, sm kx, n r=O 

(k=0, 1 , . . . ,n) 
25.2.55 m=2n 

1 2n-l ak=- :'E j, cos kx, ; 
n r=O 

1 2n-l 
bk=- 2:.:: f, sin kx, 

n r=o 

(k=O, l , . . .  ,n) (k=O, l ,  . . .  ,n- 1) 

b,. is arbitrary. 
Sub tabulation 

Let j(x) be tabulated initially in intervals of 
width h. It is desired to subtabulate j(x) in 
intervals of width h/m. Let .ll and A designate 
differences with respect to the original and the 

final intervals respectively. Thus "i.0=f (xo+ !) 
-.f(x0) . Assuming that the original 5th order 
differences are zero, 

25.2.56 

A =..!:_ .ll + 1-m .ll2+ 
(l- m) (l -2m) Ag o m o 2m2 o 6ma 

+ (1 - m) ( l-2m) (1 - 3m) � 
24m4 

From this information we may construct the final 
tabulation by addition. For m= 10, 

25.2.57 

"i.o= . l.llo- .045.1l�+ -0285Ag-.0206M� 

Ag= .01�- .009.1l�+ .007725� 

�= .OOlAg-.00135� 
1�= .000l.ll� 

Linear Inverse Interpolation 

Find p, given jp(=J(Xo+ph) ) .  

Linear 

25.2.58 
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Quadratic Inverse Interpolation 
25.2.59 

u� -2fo+f -l)P2+ (fi -1 -l)p+2{fo-fp) ""'0 

Inverse Interpolation by Reversion of Series 
"" 

25.2.60 Given f(x0+ph) jp= 2: akpk 
k=O 

25.2.61 

p=>-+c2>.2+cgX3+ . . .  , >.= (jp-ao)!ai 

25.2.62 

Inversion of Newton's Forward Difference Formula 

25.2.63 
ao=fo 

� �� � a1=�-2+3-4+ · · · 

.:lg .:l� a3=6-4+ · · · 

� a4=24+ . . . 

(Used in conjunction with 25.2.62.) 

25.2.64 
Inversion of Everett's Formula 

ao=Jo 

0� 
a4=24+ . . .  

-o�+of 
a5 

120 + · · · 

(Used in conjunction with 25.2.62.) 

Bivariate Interpolation 

Three Point Formula (Linear) 
25.2.65 

f(xo+Ph,yo-fqk) = (1-p-q)fo. o 

+Pfi.o+qfo, i +OW) 

Four Point Formula 
25.2.66 

• 

f (xo+Ph,Yo+qk) = (1-p) (1 - q)fo. o+P(1 -q)fi. o 

+q(1 -p)fo. I+Pqfi . i+O(h2) 

Six Point Formula 

25.2.67 

• 

q(q� 1) p(p- 1) 
f(xo+Ph,yo+qk) = 2 fo. -1+ 2 f-1.0 

25.3.1 

(See 25.2.1.) 

+ (1 +pq -p2-q2)fo. o 

+
p(p-2q+1)

j 2 1 ,0  

+
q(q-�p+ 1) 

fo. I+pqf1 . 1+0W) 

25.3. Dift"erentiation 

Lagrange's Formula 

25.3.2 l� (x)=� 
( ) 

1r,.(x)
) 

'

( 
) 

j.:O X- Xk (X-XJ 11",. X.t 
j¢k 
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25.3.3 

R' ) 
fn+ll 

( ) ' ( ) + 
'lrn (x) d j<n+l> (1:) n (X =(n+l) !  � 'lrn X (n+ l) l dx "> 

�=Hx) (Xo<�<xn) 
Equally Spaced Abscissas 

Three Points 
25.3.4 

f�=f' (Xo+ph) 

=x { <p-!)f-t-2Pfo+ <P+t)fd +R� 

Four Points 
25.3.5 

!' -!' (  + h) -
!{ 3p2-6p +2

j ,- Xo p -h 6 -1 

3p2-4p- 1 
+ 

2 
fo 

Five Point& 
25.3.6 

j�=f' <Xo+Ph) =�{2p3-3r;-p +l 
f-2 

4p3-3p2-8p +4 2p3-5p 
6 f-1+ 2 fo 

4p3+3p2-8p -4 
6 

ft 

+
2pa+ar;-p -l

f2 }+R� 

For numerical values of differentiation coeffi
cients see Table 25.2. 

Markoft''s Formulas 

(Newton's Forward Difference Formula Differentiated) 

25.3.7 

25.3.8 

R' =h"j<r�+t> (�) .!:_ ( P )+h"+l ( P )!!... f"+l> (E) n � n+l n+l � 
<ao<�<a,.) 

25.3.10 h2-/(2) = A 2_ A3+!! A4_� AS+ J O L.lo L.lo 12 L.lo 6 L.lo • • • 

25.3.11 

25.3.12 

25.3.13 

h8.f(5)= A5-� A6+25 A7_ 35 AS+ Jo L.lo 2 '-'0 
6 

'-'0 
6 

L.lo • • • 

Everett's Formula. 
25.3.14 

hf' (Xo+ph) � -fo+ft 
ap2-6P+2 

o�+ 
ap2- l Ci� 

6 6 

5p4-20p3+ 15p2+10p-6 
o'+

5p4- 15p2+4 
o• 120 ° 1

2
0 

1 

25.3.15 

hf�� -fo+f�-� o�-� o�+2� o�+io ot 

Differences in Terms of Derivatives 

25.3.16 

A. -h• l'+h2 
/(2)+'!.j(3)+� /(4)+1!!_ ./(5) '-'0 - �0 2!JO  31 0 4! JO  5 !J O  

25.3.17 

25.3.18 � �h��a> +� h�6'> +�frl5> 

25.3.19 � �h�rl'> +2h"f65l 
25.3.20 �g � h"f65) 

Partial Derivatives 

25.3.21 
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25.3.22 

• • 

• • 

25.3.23 

25.3.24 

b2fo. o 1 ( f t.f \.f br =12h2 - 2.o + 16J 1,o- 30J o. o 

NUMERICAL ANALYSIS 

25.3.26 

• • 

• • 

25.3.27 

• 

• 

25.3.28 

+ 1 6f -t .o-1 -2, o) +OW) 

25.3.25 

• • 

• • 

25.3.29 

:xb;2=h Vr. 1+f-t. 1 + !1. - 1+f-1. -1 
-2]I.o-2f -1.o-2fo. 1-2fo. - 1  +4fo. o) +O(h2) 
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Laplacian 

25.3.30 

V2Uo. o==(�; + ��)o.o 
=� (u1.o+uo, 1 +u-t,o+uo, -1-4Uo, o)+O(h2) 

25.3.31 

V2Uo, o=1;��,2 [ -60uo. o+16(u1, o+uo, t+u-t, o+Uo. -t) 

- (u2.o+Uo.2+u-2.0+Uo. -2) J+O(M) 

Biharmonic Operator 

25.3.32 

• • 

• • 

25.3.33 

• •  

• 

• • 

• • • 

• • • 

• • 

V4Uo, o= 6�4 [- (Uo, a+Uo. -a+ua. o+u-a, o) 

+ 14( Uo. 2+uo, - 2+u2.o+u- 2, o) 
-77 (uo. 1 +Uo. -1 +ut, o+u-,, o) 
+ 184uo. o+20( Ut, l +u1, - 1  +u-1, 1 +u-1, _ ,) 
- (u1. 2+u2, 1  +ut, -2+u2, - t+u-1, 2+u- 2, 1 

25.4.1 

+u-1. -2+u-2, -1> 1+0(11,4) 
25.4. Integration 

Trapezoidal Rule 

rx
1 
f(x)dx==� (}o+ ft) 1 f"'t (t-Xo) (x,-t)j" (t) dt J,o Jro 

25.4.2 

=� (}0+ }1) -hs f" (E) (Xo<E<xt) 2 12 
Extended Trapezoidal Rule 

L:"'j(x)dx=h �+ft+ . . .  +fm-t+.t;] 
-mha f' ' (E) 12 

Error Term in Trapezoidal Formula for Periodic 
Functions 

If j(x) is periodic and has a continuous ktb 
derivative, and if the integral is taken over a 
period, then 

25.4.3 

Modified Trapezoidal Rule 

25.4.4 

I�"' f(x)dx=h �+it+ . . .  +fm-1+'; J 
+:4 [-f-1+11+f,.-t-fm+t1+ ��� h'>j<4'1 ($) 
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Simpson's Rule 

25.4.5 

+� ix
2 (x2- t)2(Xt- t)j<3> (t)dt 

:tl 

=� [fo+4fl+f2] -;�fw W  

Extended Simpson's Rule 

25.4.6 

Euler-Maclaurin Summation Formula 

25.4.7 

.("f(x)dx=h[�+Jl +J2+ . · · +fn-t+�] 
_ B2 h2(j' _.,') - _ B2kh2t 

[JC2t-l> _.rc2�<-1> J +R 21 n J O • • • (2k) ! n J O 2k 

(- 1 :$8:$1 )  

(For B2"' Bernoulli numbers, see chapter 23. )  
If  f2k+2> (x) and f2k+4> (x) do not change sign for 

Xo<x<xn then IR2tl is less than the first neglected 
term. If f2H2>(x) does not change sign for 
xo<x<x,, iR2k l is less than twice the first neglected 
term. 

Lagrange Formula 
25.4.8 

ib " 
j(x)dx=� (Ll"> (b)-L�"> (a))JJ+Rn 

a i-o 
(See 25.2.1.) 

25.4.9 

Lf"> (x)= --,-
(
1 ) ix 1rt:5t) dt= fx lj (t)dt 

11'n Xt lfo Xt Jz0 

25.4.10 R,= (n: 1) ! 16 7r,(x)f"+ll (Hx))dx 

Equally Spaced Abscissas 

(See Table 25.3 for A1(m) .) 

Newton-Cotes Formulas (Closed Type) 

(For Trapezoidal and Simpson's Rules see 25.4.1-
25.4.6.) 

25.4.13 (Simpson's � rule) 

iza 3h 3jC4l (�)h6 
f(x)dx=-8- Uo+3fl +3f2+fs) 0 � . 8 

25.4.14 

rx· 
2h J zo f(x)dx= 45 (7fo+32 t 

25.4.15 

25.4.16 

rxo j(x)dx= l!o (41fo+216fl+27f2+272fa 
J

x
o 9jC8l (�)h9 

+27f4+216f6+41j6) 1400 

25.4.17 

1:7 j(x)dx=17
7;80 (75lfo +3577ft� H323j2 

+2989fa+2989j4 + 1323fs+3577 !6 

818�ps> Wh9 +751h) 518400 
25.4.18 izs 4h j(x)dx= 14175 (989fo+5888j1- 928j2 

:ro 

+ 10496j3-4540J.+ 10496fs-928fs+5888j, 

+98!l.fs) -4�;��5J(IOJ (�)h1 1 

25.4.19 

J:Zg 9h 
j(x)dx=89600 { 2857 (fo+fo) xo 

+ 15741 (f1+fs) + 1080(J2+J,) + 19344(fa+fs) 

+5778 (J.+j5) } -�!��oi(lO) (�)h11 
• See page n. 
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25.4.20 iz1 0j(x)dx=29!�76 { 16067 <Jo+J1o) 
z
o 

+ 106300(}1 +J9) -48525 (j2+Js) +272400(fa+}7) 
-260G50(f4+}6) +427368}5} 

25.4.21 

25.4.22 

1346350 J02) (�)hl3 326918592 
Newton-Cotes Formulas (Open Type) 

fz'j(x)dx= 4h (2j1-J2+2fa) + 28j<�> (�)h5 
J� 3 00 

25.4.24 

25.4.25 

25.4.26 iZ& 8h f(x)dx=945 (460j1-954f2+2196j3-2459j4 zo 

+2196j5-95.V6+460j7)+ 3956 j<B> (�)h9 14175 
Five Point Rule for Analytic Functions 

25.4.27 
Z0 + i h  

f.•o+11 h 
•o-

Il f(z)dz=15 { 24f(z0) +4[j(z0+h) +f(z0-h) J 

-[j(zo+ih)+f(zo-ih)] }  +R 
\h\7 IR I 5 1890 ��x IJ<6> (z) j , S designates the square 

with vertices z0+ith(k=O, 1 , 2 , 3) ; hcan be complex. 

Chebyshev's Equal Weight Integration Formula 

25.4.28 

Abscissas : x1 is the itb zero of the polynomial part 
of 

(See Table 25.5 for x1.) 

For n=S and n� 10 some of the zeros are 
complex. 
Remainder : 

R,= _x __ 1j<"+1> (E)dx f+1 n+1 
- 1 (n+1) . 

2 ± xf+j<"+ll (�,) n(n+l) ! 1-1 

where E=E(x) satisfies OsEsx and OSEtSx, 

(i=1 ,  . . .  , n) 
Integration Formulas of Gaussian Type 

CFor Orthogonal Polynomials see chapter 22) 

25.4.29 

Gauss' Formula f 1 n 

_1
f(x)dx=� wt](x1) +R,. 

Related orthogonal polynomials : Legendre poly
nomials P,.(x) , P,(1 )= 1  
Abscissas : x1 is the itb zero of P,(x) 

Weights : Wt=2/( 1-it) [P�(Xt) ]2 
(See Table 25.4 for x1 and W1 .) 

Gauss' Formula, Arbitrary Interval 

J.b b-a n 
25.4.30 j(y)dy=-2- � wt}(yt) +R,. 

a 1=1 

•see page n. 

(b-a) (b+a) 
Yt= -2- Xt+ 2 

* 
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Related ortho::onal polynomi:.:�: P,.(x), P,. (l) = l  
Abscissas: x1 is the itb zero of P ,.(x) 

* Weights : w1=2/(1 -x�) [P�(x1)]2 

(b-a) 2n+t (n1) 4 
R,. (2n+ 1 ) [ (2n)·!]af<2"l W 

Radau's Integration Fonnula 

25.4.31 

Related polynomials : 

P,._1 (x) +P,. (x) 
x+ l 

Abscissas : x1 is tho itb zero of 

Weights : 

Remainder: 

P,. _ t (x) +P,.(x) 
x+l 

22n- 1 
R · n [ (  1) 1 ] 4 .f C2n-ll ( ) " ( (2n- l) lj3 n- · J � 

Lobatto's Integration Fonnula 

25.4.32 

J�J(x)dx n(n�1) [j(1 ) +J(- 1) ] 

Related polynomials: P�_1 (x) 

Abscissas : Xt is the (i- l)st zero of p�_1 (x) 

Weights : 

(See Table 25.6 for x1 and w1.') 

Remainder: 

R 
-n(n-l)322n- l[ (n-2) !]4j(2n- 2l (t) n (2n-1) [ (2n-2) !]3 .. 

•See page u. 
(- 1 <�< 1) 

25.4.33 

Related orthogonal polynomials: 

q,. (x) =..Jk+2n+ 1P�k, o> (1 -2x) 

(For the Jacobi polynomials P�k, Ol see chapter22.) 

Abscissas: 

Xt is the itb zero of q,. (x) 

Weights: 

(See Table 25.8 for x1 and w1 .) 

Remainder : 
j<2n> m  [n!(k+n) IJ2 

R,. (k+2n+ 1 )  (2n) ! (k+2n) ! 

25.4.34 

Related orthogonal polynomials: 

Abscissas: x1= 1 - �� where �� is the itb positive 
zero of P2,.+ 1 (x) . 
Weights: w1=2��w�2"+n where w�2"+0 are the 
Gaussian weights of order 2n+ 1 .  
Remainder : 

24"+3[ (2n+ 1 )  I ]4 
R,. (2n) ! (4n+3) [ (4n+2) !]d(2"> W 

25.4.35 

j(y) .Vb-y dy= (b-a)3'2 � wJ(y1) ib n 
a 1- 1 

Yt=a+ (b-a)x1 

Related orthogonal polynomials: 

1 
1 P2n+ l  (.JI - x) , P2n+l (1 ) = 1 

" 1 - x  

Abscissas: x1= 1 - �' where �� is the itb positive 
zero of P2,.+t (x). 
Weights: Wt=2�7wFn+ t> where w�2n+t> are the 
Gaussian weights of order 2n+ 1 . 
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Related orthogonal polynomials: 

Abscissas : x1= 1 -t� where tt is the ith positive 
zero of P211(x) . 
Weights : w1=2w�2n> , w}2"' are the Gaussian weights 
of order 2n. 
Remair.der : 

R = 24n+ t [ (2n) !]a pzn> (l;) " 4n+1 [ (4n) ! ]2 

25.4.37 fb r(y) dy=.Jb-a ± wJ(yt) +R,. 
Ja 'Vb-y i•l 

y1=a+ (b-a)xt 
Related orthogonal polynomials: 

P2n(.Vl - x) ,Pz,. (l) = 1  
Abscissas: 
x1= 1 -t� where t1 is the ith positive zero of Pz,. (x) . 
Weights : Wt=2wF"' , wF"' are the Gaussian weights 
of order 2n. 

Related orthogonal polynomials:  Chebyshev Poly
nomials of First Kind 

1 T,. (x) , T,.(l ) =2,._1 
Abscissas : 

(2i-1)'11' X1=COS 2n 
Weights: 

Remainder: 

25.4.39 

R 'II' j(2nl (t) ( < ) n (2n) !22n- t � - 1 t<l 

f.b j(y)dy n 

a ..j(y-a) (b-y) (;t wt](yt) +Rn 
b+a b-a y,=-2-+-2-x, 

Related orthogonal polynomials : 
1 

T ,.(x) , T,.(1) =2ft='i 

Abscissas: 

Weights: 

25.4.40 

(2i- 1 )'11' Xt=COS 2n 

f+ l _ n _1 f(x) �l -x2dx=(;t wd(xt) +R,. 

Related orthogonal polynomials : Chebyshev Poly
nomials of Second Kind 

Abscissas: 

Weights: 

U,. (x) sin [ (n+ 1) arccos x] 
sin (arccos x) 

� x,=COS -- '11' n+ l 

'II' . 2 i Wt=n+ l sm 

Remainder: 

R 'II' J <2n> (t) n (2n) !22n+ l  � 

25.4.41 

* 

* 

* 

ib .J(y-a) (b-y)j(y)dy=C-;ay tt wd(y,) + Rn 

b+a b-a y;=-2- + -2- Xt 

Related orthogonal polynomials : 

Abscissas: 

Weights : 

U,.(x) sin [ (n+ l )  arccos x] 
sin (arccos x) 

'II' • 2 i w1-n+ l sm 

Related orthogonal polynomials: 

1 ..[X T2n+! (..[X) 
Abscissas: 

Weights: 

•see page 11. 

2i- 1  'II' x ==cos2 -- · -1 2n+ l  2 

* 

* 

* 
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Remainder: 

25.4.43 

R 1r j<211l (1:) 
11 (2n) !24n+ l s 

fb f(x) /x-a dx= (b-a) f2 wJ(yt) +R11 
Ja "V b-x 1•1 

Related orthogonal polynomials : 

Abscissas: 

Weights : 

25.4.44 

2i-1  1r x =cos2 -- · -1 2n+ 1 2 

Yt=a+ (b-a) x, 

Related orthogonal polynomials: polynomials or
thogonal with respect to the weight function -ln x 
Abscissas : See Table 25.7 
Weights: See Table 25.7 

25.4.45 

Remainder: 

R = nl .J7r j<211l ( t) 11 211(2n) ! " oo <�< oo )  

25.4.4i 
Filon's Integration Formula a 

J::"'j(x) cos tx dx=h [ a(th) U211 sin t�11 
-/0 sin tXo) +fJ(th) ·C21,+y(th) · C211-1 

25.4.48 

+ 4� th4S�11-1]-R11 

n 
0211=� !2t cos (tx2t) -i[f2n cos t� .. +fo cos txo] ' 1=0 

25.4.49 

25.4.50 

25.4.51 

25.4.52 

n 
G2n-1 = � !21-1 cos tx21-1 i=l 

n 
S, ""' j(3) • t 2n-1= "'--.1 21-1 Sln X21-1 I-I 

Related orthogonal polynomials :  Laguerre poly- 'Y(0)=4 (si� 0 _co; 0) 
nomials L11(X). 
Abscissas: Xt is the ith zero of L,.(x) For small o we have 
Weights: 

Wt (n+l)2[Ln+I(Xt) ]2 

(See Table 25.9 for Xt and w,. ) 
Remainder: 

25.4.46 

R = (n!)2
J<211> (�) n (2n) ! 

(O<�< oo )  

J_"'"' e-z?.j(x)dx= 'tt_ wd(xt) + R,. 

Related orthogonal polynomials: Hermite poly
nomials H,.(x) . 
Abscissas: Xt is the ith zero of H,.(x) 
Weights: 

2"-'n! .;; 
n2(H .. _ , (xt) ]2 

(See Table 25.10 for Xt and w1. ) 

25.4.53 

25.4.54 

203 205 207 a= 45 - 315+ 4725- · · · 
2 202 404 206 

(3=3+15- 105+567- . . .  
4 202 04 06 

')'=3-15+ 210- 1 1340 + . . .  

i x2n [ xo f(x) sin tx dx=h a(th) Uo cos tXo-f2n cos tx2,.) 

+fJS2n+'YS2n-1 + 4
2
5 th4G� .. -�J-R .. 

25.4.55 

S2,.="t&f2t sin (tx21) -� lf2n sin (tx2n)+fo sin (txo)] 

3 For certain difficulties associated with this formula, 
see the article by J. W. Tukey, p. 400, "On Numerical 
Approximation," Ed. R. E. Langer, Madison, 1959. 
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n 

25.4.56 S2n-1="'f2 f2t-1 sin (tx21- 1) i�l 

25.4.57 

(See Table 25.ll for a, {j, -y.) 

25.4.58 
Iterated Integrals 

25.4.59 

Multidimensional Integration 

Circumference of Circle r : r+y2=h2• 
25.4.60 

1 J: 1 2m ( '1111. '1111.) 2-h f(x,y)ds=2- "'.22 1 h cos -, h sin -
11' r m n=l m m 

Circle 0: x2+y2$.h2. 
25.4.61 

+O(h2m-2) 

(0, 0) 

( ± h, O), (O, ±h) 

(x�, Yt) 

(0, 0) 

( ± h, O) ( ±�> ±i�) 

Wt 

1 /2 

1/8 

�j2 

1/12 

1/12 

• • 
I 

R= OW) 

R=O(h4) 

- - - -- -t- - - - - -
1 
I 

e I e 
I 
I 
I 

891 
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(0, 0) 

(0, 0) 

(±h, O) 

1/6 

1/24 

(O, ±h) 1/24 

( ±�� ±�) 1/6 

(0, 0) 1/4 

1/8 

1/8 

1/9 

( /6--J6 h 2rk /6- -/6 h 
. 2rk) 16+ '6 '\' ----w- cos 10' '\' ----w- sm 10 

36; o 

(k=1, . . .  , 10) 

( /6+-/6 h cos 2rk, /6+ -/6 h . 21rk) '\' . 
10 10 '\' 10 sm 10 

16--/6 
360 

Square4 S: ixi �h, iy! �h 

25.4.62 

4�2JJ!(x,y)dxdy= i;t wJ(x,,y,)+R 
s 

I 
I 
I 

... - - --+- - - - "'1� 
I 
I 
I 

..L 

(0, 0) 4/9 
( ±h, ± h) 

( ±h, O) 

(0, ± h) 

1/36 
1/9 
1/9 

(0,0) 

l e I e 
I 

- - - - f - - - - -
1 

• • 

w, 
16/81 

• For regions, such as the square, cube, cylinder, etc., 
which are the Cartesian products of lower dimensional 
regions, one may always develop integration rules by 
"multiplying together" the lower dimensional rules. Thus 
if 

ll 
n 

f(x )dx ,. � w;f(x;) 
0 i-1 

is a one dimensional rule, then 

l
l
ll 

n 

f(x, y)dxdy"" � W;W;/(X;,X;) o o I,J-1 

becomes a two dimensional rule. Such rules are not 
necessarily the most "economical". 
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( ±ls h,±/s h) 

(o,±/s h) 

25/324 

10/81 

Equilateral Triangle T 

Radius of Circumscribed Circle=h 

25.4.63 

� ff f(x,y)dxdy=f2 wd(x1,y1)+R 
-.J3h2 T 1=1 

4 

(0, 0) 
(h, O) 

( -�d��) 

(Xt,Yt) 
(0, 0) 
(h,O) 

( -�,±� �) 

(-�, o) 

G�±� �) 

Wt 
27/60 
3/60 

3/60 

8/60 

8/60 

3/4 
1/12 

1/12 

R=O(h4) 

(0,0) 

((�+1) h,o) 

cc-�+1) h, 

±(�4
+1) �h) 

270/1200 

155-{15 1200 

155+{15 
(({15-1) cvTD-1) ) 

1200 
14 h,± 14 �h 

Regular Hexagon H 

Radius of Circumscribed Circle=h 

25.4.64 

-3 
1 Jfi(x,y)dxdy=t wd(xt, Yt) +R - �h2 H 

1= 1 

2 

(xt,Yt) 
(0, 0) 

( ±�,±� �) 

(±h, O) 

I 
I 

Wt 
21/36 

5/72 R=OW) 

5/72 

893 
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(x,,y() w� 
(0,0) 258/1008 

( ± 1� 4T4, ± 1� +12) 125/1008 

(±h �� o) 125/1008 

Surface of Sphere 2;: x2+y2+z2=h2 
25.4.65 

NUMERICAL ANALYSIS 

(x,,y"z1) 

(±�� h, ±� h, o) 

( ±� h, O, ±� h) 

(o, ±� h, ±� h) 
(±h,O ,O) 
(0, ±h, O) 

R=OCh/') (0, 0, ±h) 
(Xt, Yt , Zt) 

( ±� h, ±� h, ±� h) 

4;h2 LfJ(x,y,z)du==� wJ(xt,Yt ,Zt) +R 
( ±� h, ±� h,o) 

( ±� h, O, ±� h) 

(Xt,Yt, Zt) Wt 
(±h,O,O) 1/6 

(O,± h,O) 
(O,O, ±h) 

1/6 

1/6 

(o, ±� h, ±� h) 
(±h,O, O) 
(O, ±h, O) 
(O, O, ±h) 

Sphere 8: x2+y2+z2$h2 

25.4.66 

w, 

1/15 

R=O(h8) 

1 /30 

Wt 

27/840 

32/840 R=O(hS) 

40/840 
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(x1,y1, z1) w, 

(0, 0, 0) 2/5 

(±h,O,O) 1/10 
R=O(h4) 

(0, ±h,O) 1/10 
(O,O, ±h) 1/10 

Cube ' G: lxl�h 

IYI �h 

iz i �h 
25.4.67 

8�3 JffJ(x,y, z)dxdydz=ii wJ(x, ,y, , z,)+R 
c 

(±h, O, O) 1/6 

(0, ±h, O) 1/6 
(0, 0, ±h) 1/6 

25.4.68 

sis JjjJ(x,y, z)dxdydz 
c 

R=O(h') 

1 =360 [-496fm+128�J,+8�J1+5�J.)+O(h6) 

25.4.69 

where fm=f(O, O,O) . 

5 See footnote to 25.4.62. 

�f,=sum of values off at the 6 points midway 
from the center of G to the 6 faces. 

�f1=sum of values of f at the 6 centers of the 
faces of G. 

�j.=sum of values off at the 8 vertices of G. 

�J.=sum of values of f at the 12 midpoints of 
edges of G. 

�fa=sum of values of f at the 4 points on the 
diagonals of each face at a distance of �.J5h from the center of the face. 

Tetrahedron: !T 
25.4.70 

�JJJf(x,y, z)dxdydz=f0 �J.+4� �j1 
!T +terms of 4th order 

+terms of 4th order 
where 

V: Volume of !T 

�j. : Sum of values of the function at the vertices 
of !T. · 

�j. : Sum of values of the function at midpoints 
of the edges of !T. 

�f1: Sum of values of the function at the center 
of gravity of the faces of !T. 

fm : Value of function at center of gravity of !T. 
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• •  9 25.5. Ordin ary Di.ft'erential Equations6 25 5 

25.5.1 

25.5.2 

25.5.4 

First Order: y' =f(x, y) 

Point Slope Formula 

Yn+t =Yn+hy�+ O(h2) 

Yn+t =Yn-t+2hy�+ OW) 

Trapezoidal Formula 

Adams' Extrapolation Formula 

Yn+t =yn+ 2� (55y�-59y�_1 + 37y�_2-9y�_3) +OW) 

Adams' Interpolation Formula 

25.5.5 

Runge.Kutta Methods 

Second Order 

25.5.6 
1 

Yn+t=Yn+2 (k,+k2) + 0W) 

k, =hj(Xn, Yn) , k2=hj(xn+h,yn+k1) 
25.5.7 

Yn+t=Yn+kz+ O(h3) 

k,=lif(xn,Yn) ,k2=hf(xn+� h,Yn+� k1) 
Third Order 

25.5.8 

1 2 1 Yn+t=Yn+6 kt+3 k2+6 ka+O(h') 

kt=hj(X,oYn) ,k2=hj ( Xn+� h,Yn+� k1) 
ka=hj(xn+h,yn-kt+�k2) 

6 The reader is cautioned aga' t 
· 

especially 
. f I 

ms posstble instabilities 
m ormu as 25.5.2 d 25 5 

[25 .1 1], [25.12]. 
an • .13. See, e.g. 

1 3 Yn+t=Yn+4 k1+4 ka+O(h4) 

kt=hf(xn, Yn) , kz=hf (xn+� h,yn+� k,) 
ka=hf (xn+� h,yn+� k2) 

Fourth Order 

25.5.10 

- 1 1 1 1 
Yn+t-Yn+6 k,+3 kz+a ka+6 k4+0(h6) 

kt=hf(xn,Yn) ,k2=hj ( Xn+� h,yn+� k,) 
ka=hj (xn+� h,yn+� kz} k4=hj(xn+h,yn+ka) 

25.5.11 

- 1 3 3 1 
Yn+t-Yn+s k,+8 k2+8 ka+s k4+0W) 

k,=hf(x,.,y.,) ,k2=hf(xn+� h,y,.+� k,) 
ka=hj (xn+� h,yn-� k1+kz} 

k•=hf(xn+h,yn +kl-k2+k3) 
Gill's Method 

25.5.12 

Yn+t=Yn+� (k,+2 (1-�) k2 

+2 (1 +�) k3+k4)+0(h6) 
k,=hf(x111 yn) 

k2=hf (xn+� h, Yn+� k1) 
ka=hf(xn+�h, Yn+( -�+�) k1 

+(1-��) k�) 
k4=hf (xn+h, Yn -�� k2+(1 +��) ka) 

Predietor�Corrector Methods 

MUne's Methods 
25.5.13 

P: Yn+t =Yn-a+ � (2y�-Y�-t +2y�_2) +O(h6) 
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·25.5.14 

P :  Yn+! =Yn-s+ � (l ly� - 14y�-1 

+26y�-2- 14y�-a + lly�-.)+OW) 

C :  Yn+!=Yn-a+ !� (7y�+I+32y� 

+ 12y�-� + 32y�_2+ 7y�-a)+OW) 

Formulas Using Higher Derivatives 

25.5.15 

P: Yn+�=Yn-2+3(yn-Yn-t) +h2(y� -Y�-�) +OW) 

C: Yn+�=Yn+� (Y�+t +Y�) -�� (y',;+t-y';) +OW) 

25.5.16 

P: Yn+t=Yn-2+3(yn-Yn-t) +� (y'; '+y';�t) +OW) 

Systems of Differential Equations 

First Order : y' =f(x,y, z) ,  z '=g(x,y ,z) .  

Second Order Runge-Kutta 
25.5.17 

Yn+�=Yn+� (kt+k2) +0W) , 

Zn+l=zn+� Ut+lz) + OW) 

kt =hj(xn, Yn, Zn) , lt = hg(xn, Ym Z11) 

k2 =hj(x,.+h,y11+kt, Zn+lt) ,  

l2=hg(xn+h,y11+k1, Z11+l1) 

Fourth Order Runge-Kutta 
25.5.18 

1 
Yn+�=Yn+6 (kt+2k2+2ka+k.) +O(h5) , 

1 
Zn+t=Zn+6 (lt+2l2+2la+l.) + O(h5) 

l1 =hg(x,., Yn 1 Zn) 

kz =hj ( ���+� h,y,.+� kt , Zn+� lt) 

lz=hg(xn+�' Yn+�' zn+¥) 

ka=hj ( Xn+� h,y11+� kz, Z11+� l2) 

la=hg ( Xn+�' Yn+�� Zn+�) 
k.=hj(Xn +h, Yn +ka, Zn + la) 

25.5.19 

l.=hg(xn+h,yn+ka, Z11+ l•) 
Second Order : y" -}(x, y, y') 

Milne's Method 

P :  Y�+t=Y�-a+ 
4; (2y�'-z-y'; .. t+2y';) +OW) 

C : Y�+t=Y�-�+� (y'� - t +4y';+y�'+ t ) +OW) 

25.5.20 
Runge-Kutta Method 

Yn+t=Yn+h [Y�+� (kt+k2+ka) ]+OW) 

Y�+l=Y�+ij (kt+2kz+2k3+k4) 

kt=hf(xn ,y,. ,y�) 

25.5.21 

k2=hf ( Xn+� h,Yn+� Y�+� kt ,Y�+�) 

ka=hf ( xn+� h,y,.+� y�+� kl ly�.+�) 

k4=hf (xn+h,yn+hy�+� ka,Y�+ka) 

Second Order : y" =f(x,y) 

Milne's Method 

P:  Yn+t=Yn+Yn-2-Yn-a 

+� (5y',; +2y',;_t +5y',;_2) +OW) 

C: Yn=2Yn-t-Yn-z+ ;; (y',; + 10y';-t+Y';-z) +OW) 

Runge-Kutta Method 

25.5.22 Yn+t=Yn+h cy�+ij (kt +2k2) )+OW) 

Y�+l=Y�+� kt+i k2+� ka 

kt=hf(x, ,y,.) 

k2=hf ( xn+�' Yn+� Y�+� kt) 

ka=hj ( Xn+h,y,.+hy�+� k2) . 

•see page n. 

* 
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Table 25.1 THREE-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

p A-1  
o. oo -0.00000 
0.01 -0. 00495 
0.02 -0. 00980 
0.03 -0. 01455 
0. 04 -0. 01920 

0.05 -0,02375 
0.06 -0. 02820 
0 ,07 -0,03255 
0, 08 -0.03680 
0,09 -0.04095 

0,10 -0.04500 
0,11 -0.04895 
0.12 -0.05280 
0.13 -0. 05655 
0,14 -0.06020 

0,15 -0. 06375 
0,16 -0.06720 
0.17 -0, 07055 
0.18 -0.07380 
0.19 -0. 07695 

0.20 -0.08000 
0,21 -0.08295 
0,22 -0. 08580 
0.23 -0.08855 
0,24 -0.09120 

0.25 -0. 09375 
0.26 -0. 09620 
0,27 -0.09855 
0,28 -0.10080 
0.29 -0.10295 

0.30 -0.10500 
0 • .31 -0,10695 
0.32 -0.1D880 
0,33 -0.11055 
0.34 -0.11220 

0,35 -0.11375 
0.36 -0.11520 
0.37 -0.11655 
0.38 -0.11780 
0.39 -0.11895 

0.40 -0,12000 
0.41 -0.12095 
0.42 -0.12180 
0.43 -0.12255 
0.44 -0.1232D 

0.45 -0.12375 
0.46 -0.1242D 
0 ,47 -0.12455 
0.48 -0.1248D 
0,49 -0,12495 

0.50 -0,12500 
-p .Al 
See 25.2.6. 

3 p(pLl) 
.Ak (p) = (-l)k+l  (l+k) ! (l-k) ! (p-k) 

Ao .Al p A-1 .Ao A1 
1.00000 0,00000 0.50 -0.12500 o. 75000 0.37500 
0.99990 0.00505 0,51 -0.12495 o. 73990 0.38505 
0,99960 0.01 020 0.52 -0.12480 0.72960 0.39520 
0.9991 0 0,01545 0.53 -0.12455 0.71910 0.40545 
0,99840 0,02080 0.54 -0.12420 0.70840 0.41580 

0.99750 0.02625 0,55 -0.1 2 375 0.69750 0.42625 
o. 99640 0,03180 0.56 ' -0.1232 0  0.68640 0,43680 
0.99510 0.03745 0.57 -0.12255 0.67510 0,44745 
0.99360 0, 04320 0 .58  -0.12180 0. 66360 0.45820 
0.99190 0.04905 0.59 -0.12095 0,65190 0.46905 

0.99000 0, 05500 0.60 -0.12000 0.64000 0.48000 
0.98790 0,06105 0.61 -0.11895 0.62790 0,49105 
0.98560 0,06720 0,62 -0.11780 0.61560 0.50220 
0.98310 0, 07345 0,63 -0,11655 0. 60310 0.51345 
0.98040 0. 07980 0,64 -0.11520 0.59040 0.52480 

0.97750 0,08625 0.65 -0.11375 0.57750 0.53625 
0.97440 0,09280 0.66 -0.11220 0,56440 0.54780 
0.97110  0 ,09945 0,67 -0,11055 0,55ll0  0 ,55945 
0.96760 0.10620 0,68 -0.10880 0,53760 0,57120 
0.96390 0.11305 0,69 -0. 10695 0.52390 0.58.305 

0.96000 0.12000 0.70 -0.10500 0.51000 0,59500 
0.95590 0.12705 0.71 -0.10295 0.49590 0,60705 
0,95160 0,13420 0.72 -0.10080 0.48160 0 ,61920 
0.94710 0.14145 0,73 -0.09855 0.46710  0,63145 
o. 94240 0,14880 0.74 -0.09620 0.45240 0.64380 

0.93750 0.15625 o. 75 -0.09375 0,43750 0,65625 
0.93240 0.16380 0.76 -0. 0912 0  0.42240 0,66880 
0. 92710 0. 17145 0.77 -0. 08855 0.40710 0.68145 
0,92160 0.17920 0.78 -0.08580 0, 39160 0.69420 
0,91590 0,18705 0,79 -0.08295 0.37590 0.70705 

0.91000 0.19500 D.80 -D.D8DDO 0.3600D D. 72000 
o. 90390 0.20305 0.81 -0.07695 0.34390 o. 73305 
0,89760 D.2112D 0.82 -D.07380 0 • .32760 0;74620 
0,89110  0.21945 0.83 -0.07055 0.31110  o .  75945 
0. 8844D 0.22780 0.84 -0.06720 D.29440 o. 77280 

0,87750 0.23625 0.85 -0.06375 0.27750 0.78625 
0,87040 0.24480 0.86 -0.06020 0,26040 o. 79980 
0,8631 0 0.25345 0.87 -0.05655 0,24310 0.81345 
0,85560 0.26220 0.88 -0.05280 0.22560 0.82720 
0.84790 0.27105 0.89 -0.04895 0.20790 0.841 05 

0,84000 0,28DOO 0.90 -0.04500 0.1900D 0 . 855DO 
D.83190 0.28905 0.91 -0.04D95 0,17190 0.86905 
0.82360 0.29820 0,92 -0.03680 0.15360 0 .88320 
D.81510 0.3 D745 0.93 -0,03255 0,1351D D.89745 
D.8D640 0.31680 0.94 -O.D2820 0.11640 0.91180 

o. 79750 0.32625  0.95 -0.02375 O.D9750 0 .92625 
o. 7884D D.33580 0.96 -D. 0192D 0.0784D D. 94D80 
0.77910 0.34545 0,97 -O.D1455 D.05910 0 ,95545 
o. 76960 0.3552 D  D.98 -O. OD980 0 .0396D D,97020 
D. 75990 0.36505 0.99 -D.O D495 0.01990 0,98505 

D. 75000 0,375 0D l .DO -O.ODDOO o.OOOOD 1. 000DD 
Ao A-1 -p A1  Ao A-1 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of Lagrangian interpolation 
coefficients. Columbia Univ. Press, New York, N.Y., 1944 (with permission) . 
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FOUR-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

p A - t  
0 .  00 o. 00000 00 
o. 01 -0. 00328 35 
o. 02 -0. 00646 80 
o. 03 -0. 00955 45 
0. 04 -0. 01254 40 

o. 05 -0. 01543 75 
0. 06 -0. 01823 60 
o. 07 -0. 02094 05 
o. 08 -0. 02355 20 
o. 09 -0. 02607 15  

0. 10  -0. 02850 00  
0. 11 -0. 03083 85 
0. 12 -0. 03308 80 
0, 13  -0. 03524 95  
0. 14 - 0. 03732 40 

0. 1 5  -0. 03931 2 5  
0. 16  -0 .  04121 60 
0. 17 -0. 04303 55 
0. 18  -0. 04477 2 0  
0, 19 -0. 04642 65 

o. 20 -0. 04800 00  
o .  21  -0. 04949 35 
o.  22 -0. 05090 80 
o. 23 -0. 05224 45 
o. 24 -0. 05350 40 

o. 25 -0. 05468 75 
o. 26 -0. 05579 60 
o. 27 -0. 05683 05 
0. 28  -0. 05779 20 
0. 29 -0. 05868 15  

o. 30  -0. 05950 00 
o. 31 -0, 06024 85 
o. 32 -0. 06092 80  
o .  33 -0. 06153 95 
o. 34 -0. 06208 40 

0. 35 -0. 06256 25 
o. 36 -0. 06297 60 
o. 37 -0. 06332 55 
o. 38 -0. 06361 20 
o. 39 -0. 06383 65 

o. 40 -0. 06400 00 
o. 41 -0. 06410 35 
o. 42 -0. 06414 80 
o. 43 -0. 06413 45 
o. 44 -0. 06406 40 

o. 45 -0. 06393 75 
0. 46 -0. 06375 60 
0. 47 -0. 06352 05 
o. 48 -0. 06323 20  
o .  49 -0. 06289 15  

o. 50  -0. 06250 00  
Az 

4 p (pL 1) (p - 2) Ak(p) = ( - l) H 2 ( l +k) !(2 - k) !(p - k) 

Ao 
l. 00000 00 
o. 99490 05 
0. 98960 40 
o. 98411 35 
o. 97843 20 

o. 97256 25  
0. 96650 80  
0 . 96027 15  
o. 95385 60 
o .  94726 45 

o. 94050 00  
o. 93356 55 
o. 92646 40 
0. 91919 85 
o. 91177 2 0  

0. 90418 75 
0. 89644 80 
0. 88855 65 
0. 88051 6 0  
o. 87232 9 5  

0. 86400 0 0  
o. 85553 05 
0 . 84692 40 
o.  83818 35 
o. 82931 2 0  

0, 82031 2 5  
o .  81118 8 0  
o .  80194 1 5  
o .  79257 60 
o. 78309 45 

o. 77350 0 0  
o. 76379 55 
o. 75398 40 
o. 74406 85 
o. 73405 2 0  

o .  72393 7 5  
o. 71372 8 0  
o .  70342 65  
o .  69303 6 0  
o .  68255 95  

0 .  67200 00  
o. 66136 05 
0 . 65064 40 
o. 63985 35  
0, 62899 20  

o. 61806 25 
0. 60706 80 
o. 59601 1 5  
0. 58489 . 60 
o. 57372 45 

o. 56250 00  
A I  

A 1  
D .  00000 00  
0. 01004 95 
0. 02019 60 
0. 03043 65 
0. 04076 80 

o. 05118 75 
o. 06169 20 
o. 07227 85 
0. 08294 40 
o. 09368 55 

0. 10450 00 
0. 1 1538 45 
0. 12633 60 
0. 1 3735 15 
0. 14842 80 

0. 1 5956 25 
0. 1 7075 20 
0. 18199 35 
0. 19328 40 
0. 2 0462 05 

0. 21600 0 0  
o .  22741 95 
0. 2 3887 60 
0. 25036 65 
o. 26188 80 

o. 27343 75 
0. 2 8501 20 
0. 29660 85 
0. 30822 40 
0. 31985 55 

0. 33150 00 
0. 3431 5 45 
0. 35481 60 
0. 36648 15  
0. 37814 80 

0 .  38981 25  
o. 40147 20  
o .  41312 35  
0. 42476 40 
o .  43639 05 

0. 44800 00  
0. 45958 95 
0. 47115  60 
o. 48269 65 
0. 49420 80 

0. 50568 .75 
o. 51713 20  
o .  52853 85 
0. 53990 40 
o. 55122 55 

o. 56250 00 
Ao 

A2 
o. 00000 00 

-0. 00166 65 
-0. 00333 20 
-0. 00499 55 
-0. 00665 60 

-0. 00831 25 
-0. 00996 40 
-0. 01160 95 
-0. 01324 80 
-0. 01487 85 

-0. 01650 00 
-0. 01811 15 
-0. 01971 20  
-0. 02130 05 
-0. 02287 60 

-0. 02443 75 
-0. 02598 40 
-0. 02 751 45 
-0. 02902 80 
-0. 03052 35 

-0. 03200 00  
-0. 03345 65 
-0. 03489 20  
-0. 03630 55 
-0. 03769 60 

-0. 03906 25 
-0. 04040 40 
-0. 04171 95 
-0. 04300 80 
-0. 04426 85 

-0, 04550 00 
-0. 04670 15  
-0. 04787 20  
-0. 04901 05 
-0. 05011 60 

-0. 05118 75 
-0. 05222 40 
-0. 05322 45 
-0. 05418 80 
-0. 05511 35 

-0. 05600 00 
-0. 05684 65 
-0. 05765 20 
-0. 05841 55 
-0. 05913 60 

-0. 05981 25 
-0. 06044 40 
-0. 061 02 95 
-0. 06156 80 
-0. 06205 85 

-0. 06250 00 
A - 1  

901 
Table 25.1 

1. 00  
o .  99  
o. 98  
o .  97 
o. 96 

o. 95 
o. 94 
o. 93 
o. 92 
o. 91 

o. 90 
o. 89 
o. 88 
0. 87 
o. 86 

o. 85 
0. 84 
o. 83 
D. 82 
o. 81 

o. 8o 
o. 79 
o. 78 
o. 77 
o. 76 

0. 75 
o. 74 
o. 73 
o. 72 
o. 71 

o. 70 
0. 69 
0. 68 
o. 67 
o. 66 

o. 65 
o. 64 
o. 63 
o. 62 
o. 61 

o. 60 
0. 59 
0. 58 
o. 57  
o. 56  

0. 55  
o .  54 
o .  53  
o .  52  
o .  51  

o .  50  
p 
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Table 25.1 

p 
1. 00 
1. 01 
1.  02 
1.  03 
1. 04 

1. 05 
1. 06 
1. 07 
1. 08 
1 .  09 

1. 10  
1. 1 1  
1. 12  
1 .  13  
1. 14  

1 . 1 5  
1. 16  
1. 1 7  
1. 1 8  
1. 19 

1.  20 
1. 21 
1. 22 
1. 23  
1. 24 

1. 25 
1. 26  
1.  27  
1. 28  
1. 29  

1. 30  
1. 31  
1 .  32  
1. 33  
1 .  34  

1 .  35  
1.  36  
1 .  37 
1.  38 
1. 39  

1 . 40 
1. 41 
1. 42 
1. 43 
1. 44 

1. 45 
1. 46 
1. 47 
1.  48 
1.  49 

1. 50 
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FOUR-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A - !  
o. 0 0000 00  
o .  00166 65 
0. 00333 20  
0. 00499 55 
0, 00665 60 

0. 0 0831 25 
a. aa996 4a 
o. al160 95 
o. 01324 80 
a. 01487 85 

o. 01650 00  
o .  01811 15  
o. 01971 20  
o .  02130 05  
o .  02287 60 

0. 02443 75 
o. 02598 40 
o. 02751 45 
0, 02902 80 
o. 03052 35 

o. 03200 00 
o. 0 3345 65 
0. 03489 2 0  
o .  03630 55 
o. 03769 60 

o. 03906 25 
0. 04040 40 
o.  04171 95 
0. 04300 80 
o.  04426 85 

o.  04550 00 
0. 04670 15  
o. 04787 20 
o. 04901 05 
o. 05011 60 

o. 05118 75 
o. 05222 40 
o. 05322 45 
0. 05418 80 
o. 05511 35 

a, 05&00 00 
0, 05684 65 
o. 05765 2 0  
a .  05841 55 
o. 05913 60 

o. 05981 25 
0.  06044 40 
0, 06102 95 
o. 06156 80 
o. 06205 85 

o. 06250 00 
A2 

4 p(pL l ) (p- 2) Ak(p) = ( - l)k+z (i+k)!(2-k) ((p -k) 
Ao A!  

o. 00000 00  1 .  00000 00 
-0. 00994 95 1. 00489 95 
-0. 01979 60 1. 00959 60 
-0. 02953 65 1. 01408 65 
-0. 03916 80 1, 01836 80 

-0. 04868 75 1. 02243 75 
-a. a58a9 2a 1. a2629 2a 
-0. 06737 85 1. 02992 85 
-0. 07654 40 1. 03334 40 
-0. 08558 55 1 . 03653 55 

-0. 09450 00 1, 03950 00 
-0. 10328 45 1 , 04223 45 
-0. 11 193 60 1. 04473 60 
-0. 12045 15 1. 04700 15 
-0. 12882 80 1. 04902 80 

-0. 1 3706 25 1, 05081 25 
-0. 14515 2,() 1. 05235 20 
-0. 15309 35 1. 05364 35 
-0. 1 6088 40 1. 05468 40 
-0. 16852 05 1. 05547 05 

-0. 1 7600 00 1. 05600 00 
-0. 18331 95 1,  05626 95 
-0. 19047 60 1. 05627 60 
-0. 19746 65 1.  05601 65 
-0. 20428 80 L 05548 80 

-0. 21 093 75 1,  05468 75 
-0. 21741 20 1. 05361 2 0  
-0. 22370 85 1. 05225 85 
-0. 22982 40 1. 05062 40 
-0. 2 3575 55 1. 04870 55 

-0. 24150 00 1, 04650 00 
-0. 24705 45 1. 04400 45 
-0. 25241 60 1. 04121 60 
-0. 25758 15 1, 03813 1 5  
-0. 2 6254 8 0  1. 03474 80 

-a. 2 6731 25 1. 03106 25 
-0. 2 7187 20 1. 02707 20 
-0. 27622 35 1, a2277 35 
-0. 28036 40 1. 01816  40 
-0. 2 8429 05 1. 01324 05 

-0. 28800 00 1. 00800 00 
-0. 29148 95 1, 00243 95 
-0. 29475 60 0. 99655 60 
-0. 29779 65 0. 99034 65 
-0. 3 0060 80 o. 98380 80 

-0. 30318 75 o. 97693 75 
-0. 30553 20  0, 96973 20  
-0. 3 07&3 85 o. 96218  85 
-0. 3 0950 40 0. 95430 40 
-0. 31112 55 o. 94607 55 

-0. 31250 00 0. 93750 00 
A !  Ao 

A2 
o. 00000 00 o. 00 
o. 00338 35 o. 01 
0. 00686 80 o. 02 
0. 01045 45 o. 03  
0, 01414 40 o .  04 

0.  01793 75 o .  05  
a. 02183 6a a. 06 
o. 02584 05 o.  07 
o.  02995 20  o. 08 
a. a3417 15  a. 09  

0. 03850 ao 0. 10  
o .  04293 85 0. 1 1  
0. 04748 8 0  0. 12 
o.  05214 95 0. 1 3  
0, 05692 4 0  0. 14 

0. 06181 25 0. 1 5  
0. 06681 6 0  0. 16  
o. 07193 55  0. 1 7  
o .  07717 2 0  0. 1 8  
o. 08252 65 0. 19 

o. 08800 . 00 o. 20 
0. 09359 35 o.  21 
o. 0993a 80 0 . 2 2  
0. 10514 45  o .  2 3  
0. 11110 4 0  o. 2 4  

0. 11718 75 o .  25  
0, 12339 60 o. 26 
0. 12973 05 o. 27 
0. 13619 20  o. 28  
0. 14278 15  o. 29  

0. 14950 00  o. 30  
0. 15634 85 o. :n 
o. 16332 80 o. 32 
0. 17043 95 o. 33  
0. 1 7768 40 o. 34 

0. 18506 25 o. 35 
0. 19257 60 o. 36 
0. 20022 55 o. 37 
o. 2 0801 20 0. 38 
0. 21593 65 o. 39  

0, 22400 0 0  o .  40 
0. 23220 35 o. 41 
a. 24054 80 o. 42 
o. 24903 45 o. 43 
o. 25766 40 o. 44 

o. 26643 75 o. 45 
o. 27535 60 o. 46 
0.  28442 05 o. 47 
0. 29363 20 o. 48 
o. 30299 1 5  o .  49 

o. 31250 00  o .  50  
A - 1  -p 
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FOUR-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS Table 25.1 

p A - !  
1 .  5 0  o .  06250 00  
1. 51 o. 06289 15 
1. 52 0. 06323 20  
1.  53  o .  a6352 05  
1.  54  0. 06375 60 

1. 55 o. a6393 75 
1.  56 0. 06406 40 
1. 57 o. 06413 45 
1.  58 0. 06414 8a 
1. 59 o. 06410 35 

1. 60 0. 06400 00  
1.  61 0. 06383 65 
1. 62 o. 06361 2 0  
1.  63 o. 06332 55 
1. 64 a. a6297 60 

1. 65 0. 06256 25 
1.  66 0. 06208 40 
1.  67 o. 06153 95 
1. 68 o. 06092 80 
1.  69 0. 06024 85 

1. 70 o. a5950 00 
1. 71 0. 05868 15 
1. 72 o. 05779 20 
1. 73 o. 05683 05 
1.  74 o. 05579 60 

1. 75 0. 05468 75 
1.  76 0. 05350 40 
1. 77 0. 05224 45 
1. 78 0. 05090 80 
1.  79 o. 04949 35 

1. 80 a. 04800 oo 
1.  81 o. 04642 65 
1. 82 o. 04477 20 
1. 83 o. 04303 55 
1.  84 0. 04121 6a 

1.  85 o. 03931 25 
1. 86 o.  03732 40 
1. 87 o. 03524 95 
1.  88 0. 03308 80 
1.  89 o. 03083 85 

1. 90 o. 02850 00 
1. 91 0. 02607 15 
1. 92 0. 02355 20 
1.  93 o. 02 094 05 
1. 94 o. 01823 60 

1. 95 o. 01543 75 
1.  96 o. 01254 40 
1. 97 0. 00955 45 
1.  98 0. 0 0646 80 
1. 99 o. 00328 35 

2. 00 o. oaooo 00  
A2 

4 p(pL l) (p - 2) 
Ak(p) = ( - l )H2 ( l+k) ! (2 - k)!(p-k) 

Ao A!  
-0. 31250 00 o. 93750 00 
-a. 31362 45 o. 92!357 45 
-0. 31449 60 a. 91929 60 
-0. 31511 15 o. 90966 15 
-0. 31546 80 0. 89966 80 

-0. 31556 25 o. 88931 25 
-0. 31539 20 a. 87859 20  
-0. 31495 35  o .  8675a 35  
-0. 31424 40  o .  85604 40  
-0. 31326 05  o. 84421 a5  

-0. 31200 00 o. 83200 00 
-0. 31045 95 o. 81940 95 
-0. 30863 60 0. 80643 60 
-0. 3a652 65 o. 79307 65 
-0. 30412 80 o. 77932 80 

-0. 30143 75 o. 76518 75 
-0. 29845 20 o. 75065 20 
-0. 29516 85 0. 73571 85 
-0. 29158 40 o. 72038 40 
-0. 28769 55 o. 70464 55 

-0. 28350 00 0. 68850 00 
-0. 2 7899 45 o. 67194 45 
-0. 27417 60 o. 65497 60 
-0. 26904 15  0. 63759 15  
-0. 26358 80 0. 61978 80 

-0. 25781 25 o. 60156 25 
-0. 25171 2 0  0. 58291 20  
-0. 24528 35 o. 56383 35 
-0. 23852 40 o. 54432 40 
-0. 2 3143 05 0. 52438 05 

-0. 22400 00 0. 50400 00 
-0. 21622 95 o. 48317 95 
-0. 20811 60 0. 46191 60 
-0. 19965 65 o. 44020 65 
-0. 19084 80 0. 41804 80 

-0. 18168 75 0. 39543 75 
-0. 1 7217  20 o. 37237 20  
-0. 16229 85  o .  34884 85  
-0. 15206 40 0. 32486 40 
-0. 1 4146 55 0. 30041 55 

-0. 13050 00  0. 2 7550 00 
-0. 11916 45 o. 25011 45 
-0. 10745 60 0. 22425 60 
-0. 09537 15 0. 19792 15 
-0. 08290 80 0. 17110 80 

-0. 07006 25 0. 14381 25 
-0. 05683 20 0. 11603 20 
-0. 04321 35 0. 08776 35 
-0. 02920 40 0. 05900 40 
-0. 01480 05 o. 02975 05 

o. 00000 00 o. ooooo 00 
AI Ao 

A2 
o. 3125a oa 
o. 32215 85 
0. 33196 80 
o. 34192 95 
o. 35204 40 

0. 36231 25 
o. 37273 60 
o. 38331 55 
o. 39405 20 
o. 4a494 65 

o. 416aO 00 
o. 42721 35 
o. 43858 80 
o. 45012 45 
o. 46182 40 

0. 47368 75 
o. 48571 60 
o. 49791 05 
o. 51027 20  
0 .  52280 1 5  

o .  5355a 0 0  
0. 54836 85 
o. 56140 80 
0. 57461 95 
o. 58800 40 

o. 60156 25 
o. 61529 60 
o. 62920 55 
o. 64329 20  
o. 65755 65 

o. 67200 00 
a. 68662 35 
o. 70142 80 
o. 71641 45 
o. 73158 40 

o. 74693 75 
0. 76247 60 
o. 77820 05 
o. 79411 20 
o. 81021 15 

o. 82650 00 
o. 84297 85 
o. 85964 80 
o. 87650 95 
o. 89356 40 

o. 91081 25 
o. 92825 60 
0. 94589 55 
0. 96373 20 
o. 98176 65 

1. 00000 00 
A - !  

a. 50 
o.  51 
o.  52 
o. 53 
o. 54 

o. 55 
o. 56 
o. 57 
o. 58 
o. 59 

o. 60 
o. 61 
o. 62 
a. 63 
o. 64 

o. 65 
o. 66 
0. 67 
o. 68 
o. 69 

o. 70 
o.  71 
o. 72 
o. 73 
o. 74 

o. 75 
o. 76 
o. 77 
o .  78 
0. 79 

o. 80 
o. 81 
o. 82 
o. 83 
0. 84 

o. 85 
o. 86 
o. 87 
a. 88 
o. 89 

0 . 90  
o. 91 
o. 92 
0. 93 
o. 94 

o. 95 
o. 96 
o. 97 
0. 98 
o.  99 

1.  00  
- p 

903 
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Table 25.1 FIVE-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

p A -2 
o. 00 o. 00000 00000 
0. 01  0. 00082 90838 
o. 02 0. 00164 93400 
o. 0 3  0. 00246 02838 
0, 04 0. 00326 14400 

0, 05 0. 00405 2 3438 
o. 06 0. 00483 25400 
o. 07 o. 00560 1 5838 
o.  08  0. 00635 90400 
o. 09 0. 00710 44838 

0. 1 0  0. 00783 75000 
0. 11  0. 00855 76838 
0, 1 2  0. 00926 46400 
0, 13  0. 00995 79838 
0. 14 o .  01 063 73400 

0, 15  o .  01130 2 3438 
0. 1 6  D .  Oll95 2'6400 
0. 17  0. 01258 78838 
0. 18  o .  01320 77400 
0, 19 o. 01381 18838 

0, 2 0  o .  01440 00000 
o.  21 0. 01497 17838 
o. 22 o. 01552 69400 
o. 2 3  0, 01606 51838 
0. 24 0. 01658 62400 

0, 25  0. 01708 98438 
o. 2 6  0, 01757 57400 
o. 27 0. 01804 36838 
o. 28 0. 01849 34400 
o. 29 o. 01892 47838 

o. 30 o. 01933 75000 
D. 31 0. 01973 13838 
o.  32 0. 02010 62400 
0. 3 3  o. 02046 18838 
o. 34 0. 02079 81400 

o. 35 0. 02111 48438 
o. 36 0. 02141 1 8400 
o. 3 7  0 .  02168 89838 
o. 38 0. 02194 61400 
o. 39 0. 02218 31838 

o. 40 o.  02240 00000 
o. 41 0. 02259 64838 
o. 42 o. 02277 25400 
o. 43 0. 02292 80838 
o. 44 o. 02306 30400 

o. 45 0. 02317 73438 
o. 46 0, 02327 09400 
o. 47 0. 02334 37838 
o. 48 0. 02 339 58400 
o. 49 0. 02342 70838 

o. 50 0. 02343 75000 
A2 

5 k 2 p (pL l) (pL4) 
Ak(p) = (- l ) + (2+k) !(2-k) ! (p-k) 

A - t  A o  At 
0. 00000 00000 1. 00000 00000 o. 00000 00000 

-0.  0 0659 98350 0. 99987 50025 0, 00673 31650 
-0. 0 1306 53600 o. 99950 00400 0, 01359 86400 
-0. 01939 56350 o. 99887 52 025 o. 02059 53650 
-0. 0 2558 97600 0. 99800 06400 o. 02772 22400 

-0. 0 3 1 64 68750 0. 99687 65625 0, 03497 81250 
-0. 0 3 756 61600 0, 99550 32400 o. 04236 18400 
-0. 04334 68350 0. 99388 1 0025 o. 04987 21650 
-0. 04898 81600 o. 99201 02400 0, 05750 78400 
-0. 0 5448 94350 0. 98989 14025 0. 06526 75650 

-0. 05985  00000 0. 98752 50000 o. 07315 00000 
-0. 0650 6  92350 0, 98491 16025 o. 08115  37650 
-0. 07014  65600 0. 98205 18400 0, 08927 74400 
-0. 0 75 08  14350 0. 97894 64025 0, 09751 95650 
-0. 07987 33600 0. 97559 60400 0. 10587 86400 

-0. 08452 18750 o. 97200 15625 0. 11435 31250 
-0. 08902 65600 0. 96816 38400 0, 12294 14400 
-0. 09338 70350 0. 96408 38025 0. 1 3164 19650 
-0. 09760 29600 o. 95976 24400 0, 14045 30400 
-0. 10167 40350 0. 95520 08025 0. 14937 29650 

-0. 10560  0 0000 0. 95040 00000 0, 1 5840 00000 
-0.  1 0938  06350 0. 94536 12025 0. 16753 23650 
-0. 11301 5 7600 0. 94008 56400 0. 17676 82400 
-0. 11650 52350 0. 9 3457 46025 0. 1 8610 57650 
-0. 11984 89600 0. 92882 94400 0. 19554 30400 

-0. 12304 6 8750 0 . 92285 15625 0, 20507 81250 
-0. 12609 89600 0. 91664 24400 0. 21470 90400 
-0. 12900 52 350 o. 91020 36025 0. 22443 37650 
-0. 1 3176 5 7 600 0. 90353 66400 0. 2 3425 02400 
-0. 13438 06350 0. 89664 32025 o. 24415 63650 

-0. 13685 0 0 000 0. 88952 50000 o. 25415 00000 
-0. 13917 4 0 3 50 0. 88218  38025 0. 26422 89650 
-0. 14135 2 9 600  0 . 87462 14400 0, 27439 10400 
-0. 14338 70350 0. 86683 98025 0. 28463 39650 
-0. 14527 6560 0  0, 85884 08400 0. 29495 54400 

-0. 14702 1 8 75 0 0. 85062 65625 o. 30535 31250 
-0. 1 4862 3 360 0  0. 84219 90400 0. 31582 46400 
-0. 15008 14350 o. 83356 04025 0. 32636 75650 
-0. 15139 6560 0 o. 82471 28400 0. 33697 94400 
-0. 15256 92350 0. 81565 86025 o. 34765 77650 

-0. 15360 00000 o. 80640 00000 o. 35840 00000 
-0. 1 5448 94350 o. 79693 94025 0. 36920 35650 
-0. 15523 8160 0 o. 78727 92400 0. 38006 58400 
-0. 15584 68350 o. 77742 2 0025 o. 39098 41650 
-0. 15631 6160 0  o. 76737 02400 0. 40195 58400 

-0. 15664 68750 o. 75712  65625 0. 41297 81250 
-0. 15683 97600 o. 74669 36400 0. 42404 82400 
-0. 15689 56350 o. 73607 42025 0. 43516 33650 
-0. 15681 53600 0. 72527 10400 0. 44632 06400 
-0. 15659 98350 o. 71428  70025 o. 45751 71650 

-0. 15625 00000 o. 70312  50000 o. 46875 00000 
At Ao A - t  

A2 
o. 00000 00000 

-0. 00083 74163 
-0. 00168 26600 
-0. 00253 52163 
-0. 00339 45600 

-0. 00426 01563 
-0. 00513 14600 
-0. 00600 79163 
-0. 00688 89600 
-0. 00777 40163 

-0. 00866 25000 
-0. 00955 38163 
-0. 01044 73600 
-0. 01134 25163 
-0. 01223 86600 

-0. 01313 51563 
-0. 01403 13600 
-0. 01492 66163 
-0. 01582 02600 
-0. 016 71 16163 

-0. 01760 00000 
-0, 01848 47163 
-0. 01936 50600 
-0. 02024 03163 
-0. 02110 97600 

-0. 02197 26563 
-0. 02282 82600 
-0. 0236 7 58163 
-0. 02451 45600 
-0. 02534 37163 

-0. 02616 25000 
-0. 02697 01163 
-0. 02776 57600 
-0. 02854 86163 
-0. 02931 78600 

-0. 03007 26563 
-0. 03081 21600 
-0. 03153 55163 
-0. 03224 18600 
-0, 03293 03163 

-0. 03360 00000 
-0. 03425 00163 
-0. 03487 94600 
-0. 03548 74163 
-0. 03607 29600 

-0. 0 3663 51563 
-0. 03717 30600 
-0. 03768 571 63 
-0. 03817 21600 
-0. 03863 14163 

-0. 03906 25000 
A -2 

o. 00 
o. 01 
o. 02 
o. 03 
0, 04 

o. 05 
o. 06 
0. 07 
o. 08 
o. 09 

0. 10 
0. 1 1  
0. 12  
0. 13  
0. 14 

0. 15 
0. 16 
0, 17 
0. 18 
0. 19 

0. 20  
0. 21 
o. 22 
o. 23 
o .  24 

o. 25 
o. 26 
o. 27 
o. 28 
0. 29 

o. 30 
o. 31 
o. 32 
o. 33 
0. 34 

o. 35 
o. 36 
o. 37 
o. 38 
o. 39 

o. 40 
o. 41 
o. 42 
0. 43 
o. 44 

o. 45 
0, 46 
o. 47 
o. 48 
o. 49 

0. 50 
-p 



p 
o. 50 
o. 51 
o. 52 
0. 53 
o. 54 

o. 55 
o. 56 
o. 57 
o. 58 
o. 59 

o. 60 
o. 61 
o. 62 
o. 63 
o. 64 

o. 65 
o. 66 
o. 67 
0. 68 
o. 69 

o. 70 
o. 71 
o. 72 
o. 73 
o. 74 

o. 75 
o. 76 
o. 77 
o. 78 
o. 79 

o. 80 
o. 81 
o. 82 
o. 83 
o. 84 

o. 85 
o. 86 
o. 87 
o. 88 
o. 89 

o. 90 
o. 91 
o. 92 
o. 93 
o. 94 

o. 95 
o. 96 
o. 97 
o. 98 
o. 99 

1. 00 
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FIVE-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS Table 25.1 

A -2 
0. 02343 75000 
o. 02342 70838 
0. 02339 58400 
0. 02334 37838 
0, 02327 09400 

o. 02317 73438 
0. 02306 30400 
o. 02292 80838 
o. 02277 25400 
0. 02259 64838 

0. 02240 00000 
o. 02218 31838 
o. 02194 61400 
o. 02168 89838 
0. 02141 18400 

o. 02111 48438 
o. 02079 81400 
0, 02046 18838 
o. 02010 62400 
o. 01973 13838 

0, 01933 75000 
0, 01892 47838 
o. 01849 34400 
0. 01804 36838 
0. 01757 57400 

0. 01708 98438 
0. 01658 62400 
0, 01606 51838 
o. 01552 69400 
o. 01497 17838 

0. 01440 00000 
0. 01381 18838 
o. 01320 77400 
0. 01258 78838 
o. 01195 26400 

0. 01130 23438 
0. 01063 73400 
0, 00995 79838 
0. 00926 46400 
0, 00855 76838 

0. 00783 75000 
o. 00710 44838 
0, 00635 90400 
0. 00560 15838 
0, 00483 25400 

0. 00405 23438 
0. 00326 14400 
0. 00246 02838 
o.  00164. 93400 
0. 00082 90838 

0, 00000 00000 
A2 

5 k 2 p (pL l) (pL4) 
Ak(p) = ( - l) + (2+k) ! (2-k) ! (p-k) 

A - t  Ao A t  
-0. 15625 00000 o. 70312 50000 o. 46875 00000 
-0. 15576 6835 0 0. 69178 80025 o. 48001 61 650 
-0. 15515 13600 0. 68027 90400 0. 49131 26400 
-0. 15440 46350 0, 66860 12025 0. 50263 63650 
-0. 15352 77600 0. 65675 76400 0. 51398 42400 

-0. 15252 18750 o.  64475 15625 0. 52535 31250 
-0. 15138 81600 0. 63258 62400 0. 53673 98400 
-0. 15012 78350 o. 62026 50025 o. 54814 11650 
-0. 14874 21600 0. 60779 12400 0. 55955 38400 
-0. 14723 24350 0. 59516 84025 0. 57097 45650 

-0. 14560 00000 0. 58240 00000 0. 58240 0 0000 
-0. 14384 62350 o. 56948 96025 0. 59382 67650 
-0. 14197 25600 0. 55644 08400 0. 60525 14400 
-0. 13998 04350 0, 54325 74025 0. 61667 05650 
-0. 13787 13600 0. 52994 30400 0. 62808 06400 

-0. 13564 68750 0. 51650 15625 o. 63947 81250 
-0. 13330 85600 0. 50293 68400 0. 65085 94400 
-0. 13085 80350 0. 48925 28025 0. 66222 09650 
-0. 12829 69600 0. 47545 34400 0. 67355 90400 
-0. 12562 70350 0. 46154 28025 0. 68486 99650 

-0. 12285 00'000 0. 44752 50000 0. 69615 00000 
-0. 11996 76350 0. 43340 42025 o. 70739 53650 
-0. 11698 17600 0. 41918 46400 o. 71860 22400 
-0. 1 1389 42350 0. 40487 06025 o. 72976 67650 
-0. 11070 69600 0. 39046 64400 o. 74088 50400 

-0. 10742 18750 0. 37597 65625 o. 75195 31250 
-0. 10404 09600 0. 36140 54400 o. 76296 7 0400 
-0. 1 0056 62350 o. 34675 76025 o. 77392 27650 
-0. 09699 97600 0. 33203 76400 o. 78481 62400 
-0. 09334 36350 o. 31725 02025 o. 79564 33650 

-0. 08960 00000 0. 30240 00000 0, 80640 00000 
-0. 08577 1 0350 o. 28749 18025 0. 81708 19650 
-0. 08185 89600 0. 27253 04400 0. 82768 50400 
-0. 07786 60350 0. 25752 08025 o. 8382 0 49650 
-0. 07379 45600 0. 24246 78400 o. 84863 74400 

-0. 06964 68750 0. 22737 65625 o. 85897 81250 
-0. 06542 53600 0. 21225 2 0400 0. 86922 26400 
-0. 06113 24350 0. 19709 94025 o. 87936 65650 
-0. 056 77 05600 0. 18192 38400 0. 88940 54400 
-0. 05234 22350 o. 166 73 06025 0, 89933 47650 

-0. 04785 00000 0. 15152 50000 o. 90915 00000 
-0. 04329 64350 0. 13631 24025 0. 91884 65650 
-0. 03868 41600 0. 12109 82400 0. 92841 98400 
-0. 03401 58350 0. 1 0588 80025 0. 93786 51650 
-0. 02929 41600 o. 09068 72400 o. 94717  78400 

-0. 02452 18750 0. 07550 15625 0. 95635 31250 
-0. 01970 17600 0. 06033 66400 o. 96538 62400 
-0. 01483 66350 0. 04519 82025 0. 97427 23650 
-0. 00992 93600 o. 03009 20400 0. 98300 66400 
-0. 00498 28350 0. 01502 40025 o. 99158  41650 

o. ooooo 00000 0. 00000 00000 l. 00000 00000 
A t  Ao A - t  

A2 
-0. 03906 25000 o. 50 
-0. 03946 441 63 o. 51 
-0. 03983 61600 o. 52 
-0. 04017 67163 o. 53 
-0. 04048 50600 o. 54 

-0. 04076 01563 0. 55 
-0. 04100 09600 o. 56 
-0. 04120 64163 0. 57 
-0. 04137 54600 0. 58 
-0. 04150 70163 o. 59 

-0. 04160 00000 o. 60 
-0. 041 65 33163 o. 61 
-0. 04166 58600 o. 62 
-0. 041 63 65163 0. 63 
-0. 04156 41600 o. 64 

-0. 04144 76563 o. 65 
-0. 04128 58600 o. 66 
-0. 041 07 76163 o. 67 
-0. 04082 17600 o. 68 
-0. 04051 71163 0. 69 

-0. 04016 25000 o. 70 
-0. 03975 67163 o. 71 
-0. 03929 85600 o. 72 
-0. 03878 68163 o. 73 
-0. 03822 02600 o. 74 

-0. 03759 76563 o. 75 
-0. 03691 77600 o. 76 
-0. 03617 93163 o. 77 
-0. 03538 10600 0. 78 
-0. 03452 17163 o. 79 

-0. 03360 00000 o. 80 
-0. 03261 46163 o. 81 
-0. 03156 42600 o. 82 
-0. 03044 76163 0. 83 
-0. 02926 33600 o. 84 

-0. 02801 01563 o. 85 
-0. 02668 66600 o. 86 
-0. 02529 15163 o. 87 
-0. 02382 33600 o. 88 
-0. 02228 081 63 o. 89 

-0. 02066 25000 o. 90 
-0. 01896 70163 o. 91 
-0. 01719 29600 o. 92 
-0. 01533 89163 o. 93 
-0. 01340 34600 o. 94 

-0. 01138 ·51563 o. 95 
-0. 00928 25600 o. 96 
-0. 00709 42163 o. 97 
-0. 00481 86600 o. 98 
-0. 00245 441 63 o. 99 

o. 00000 00000 l.  00 
A -2 -p 
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Table 25.1 FIVE-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

5 I k 2 p (pL I ) (p2-4) Ak(p) = ( - I )  + (2+k) !(2-k) ! (p-k) 
p A -2 A - 1  A o  A 1  A 2  

1. 00 0. 00000 00000 0. 00000 00000 o. ooooo 00000 1. 00C'OO 00000 0. 00000 00000 1. 00 
1. 01 -0. 0 0083 74163 o. 00501 61650 -0. 01497 39975 1. 00824 91650 o. 00254 60838 1. 01 
1. 02 -0. 00168 26600 0. 01006 26400 -0. 02989 19600 1. 01632 66400 o. 00518 53400 1.  02 
1. 03 -0. 00253 52163 0. 01513 63650 -0. 04474 77975 1. 02422 73650 0. 00791 92838 1. 03 
1. 04 -0. 00339 45600 o. 02023 42400 -0. 05953 53600 1. 03194 62400 0. 01074 94400 1 .  04 

1. 05 -0. 00426 01563 o. 02535 31250 -0. 07424 84375 1. 03947 81250 0. 01367 73438 1. 05 
1. 06 -0. 0051 3 14600 0. 03048 98400 -0. 08888 07600 1. 04681 78400 0. 01670 45400 1.  06 
1. 07 -0. 00600 79163 o. 03564 1 1650 -0. 1 0342 59975 1. 05396 01650 0. 01983 2 5838 1.  07 
1. 08 -0. 00688 89600 0. 04080 38400 -0. 11787 77600 1. 06089 98400 0. 02306 3 0400 1. 08 
1. 09 -0. 00777 40163 0. 04597 45650 -0. 13222 95975 1. 06763 15650 0. 02639 74838 1.  09 

1. 1 0  -0. 00866 25000 o. 05115  00000 -0. 14647 50000 1. 07415 00000 0. 02983 75000 1. 1 0  
1. 11  -0. 00955 38163 0. 05632 67650 -0. 1 6060 73975 1.  08044 97650 0. 03338 46838 1. 11  
1. 12 -0.  01044 73600 o. 06150  14400 -0. 17462 01600 1. 08652 54400 0. 03704 06400 1. 12 
1. 13 -0. 01134 25163 0. 06667 05650 -0. 1 8850 65975 1. 09237 15650 0. 04080 69838 1. 13  
1. 14 -0. 01223 86600 o. 07183 06400 -0. 20225 99600 1. 09798 26400 0. 04468 53400 1. 14 

1. 15 -0. 01313 51563 0. 07697 81250 -0. 21587 34375 1. 1 0335 31250 0. 04867 73438 1. 15 
1. 1 6  -0. 01403 13600 0. 08210 94400 -0. 22934 01600 1. 1 0847 74400 0. 05278 46400 1. 1 6  
1. 17 -0. 01492 66163 o. 08722 09650 -0, 24265 31975 1. 11334 99650 0. 05700 88838 1. 17 
1. 18 -0. 01582 02600 0. 09230 90400 -0. 25580 55600 1. 11796 50400 o. 06135 17400 1. 1 8  
1. 19 -0. 01671 1 6163 0. 09736 99650 -0. 26879 01975 1. 12231 69650 0. 06581 48838 1. 19 

1. 20 -0. 01760 00000 0. 1 0240 00000 -0. 28160 00000 1. 1 2640 00000 0. 07040 00000 1.  20 
1. 21 -0. 01848 47163 0. 10739 53650 -0. 29422 77975 1. 1 3020 83650 0. 07510 87838 1. 21 
1. 22 -0. 01936 50600 o. 11235 22400 -0. 30666 63600 1. 1 3373 62400 0. 07994 29400 1. 22 
1. 23 -0.  02024 0 3163 o. 11726 67650 -0. 31890 83975 1. 1 3697 77650 o. 08490 41838 1.  23 
1. 24 -0. 02110 97600 0. 12213 50400 -0. 33094 65600 1. 13992 70400 0. 08999 42400 1.  24 

1. 25 -0. 02197 26563 0. 12695 31250 -0. 34277 34375 1. 14257 81250 0. 09521 48438 1. 25 
1. 26 -0. 02282 82600 o. 13171 70400 -0. 35438 1 5600 1. 14492 50400 0. 1 0056 77400 1. 26  
1. 27 -0.  0236 7 58163 o. 13642 27650 -0. 36576 33975 1. 14696 17650 0. 1 0605 46838 1.  27 
1. 28 -0. 02451 45600 0. 14106 62400 -0. 37691 13600 1. 14868 22400 o. 1116 7 74400 1. 28  
1. 29 -0. 02534 37163 o. 14564 33650 -0. 38781 77975 1. 15008 03650 o. 11743 77838 1.  29 

1. 30 -0. 02616 25000 0. 15015 00000 -0. 39847 50000 1. 15115 00000 0. 12333 75000 1.  30 
1. 31 -0. 02697 01163 0. 15458 19650 -0. 40887 51975 1. 15188 49650 0. 12937 83838 1. 31 
1. 32 -0. 02776 57600 0. 15893 50400 -0. 41901 05600 1. 15227 90400 0. 1 3556 22400 1.  32 
1. 33 -0. 02854 86163 o. 1 6320 49650 -0. 42887 31975 1. 15232 59650 o. 14189 08838 1. 33 
1. 34 -0. 02931 78600 0. 16738 74400 -0. 43845 51600 1. 15201 94400 0. 14836 61400 1. 34 

1. 35 -0. 03007 26563 0. 17147 81250 -0. 44774 84375 1. 1 51 35 31250 0. 15498 98438 1. 35 
1. 36 -0. 03081 21600 0. 17547 26400 -0. 45674 49600 1. 15032 06400 o. 1 6176 38400 1.  36 
1. 37 -0. 03153 55163 0. 1 7936 65650 -0. 46543 65975 1. 14891 55650 o. 1686.8 99838 1.  37 
1. 38 -0. 03224 1 8600 o. 18315 54400 -0. 47381 51600 1. 14713 14400 o. 17577 01400 1. 38 
1. 39 -0. 03293 03163 0. 18683 47650 -0. 48187 23975 1. 14496 1 7650 0. 18300 61838 l. 39 

1. 40 -0. 03360 00000 0. 19040 00000 -0. 48960 00000 1. 14240 00000 0. 19040 00000 1. 40 
1. 41 -0. 0 3425 00163 0. 19384 65650 -0. 49698 95975 1. 13943 95650 0. 19795 34838 1.  41 
1. 42 -0. 03487 94600 o. 19716 98400 -0. 50403 27600 1. 13607 38400 0. 20566 85400 1.  42 
1. 43 -0. 03548 74163 0. 20036 51650 -0. 51072 09975 1. 1 3229 61650 0. 21354 70838 1.  43 
1. 44 -0. 03607 29600 o. 2 0342 78400 -0. 51704 57600 1. 12809 98400 o.  22159 1 0400 1. 44 

1. 45 -0. 03663 51563 0. 20635 31250 -0. 52299 84375 1. 12347 81250 0. 22980 2 3438 1. 45 
1. 46 -0. 03717 30600 0. 20913 62400 -0. 52857 03600 1. 11842 42400 0. 23818 29400 1. 46 
1. 47 -0. 03768 57163 o. 21177 23650 -0. 53375 27975 1. 1 1293 1 3650 0. 24673 47838 1.  47 
1. 48 -0. 03817 21600 0. 21425 66400 -0. 53853 69600 1. 10699 26400 0. 25545 98400 1. 48 
1. 49 -0. 03863 14163 o. 21658 41650 -0. 54291 39975 1. 1 0060 11650 o. 26436 00838 1. 49 

1. 50 -0. 03906 25000 o. 21875 00000 -0. 54687 50000 1. 09375 00000 0. 2 7343 75000 1. 50 
A2 A I  Ao A - 1  A -2 -p 



p 
1. 50 
1. 51 
1.  52 
1. 53 
1. 54 

1. 55 
1. 56 
1. 57 
1. 58 
1. 59 

1.  60 
1. 61 
1. 62 
1. 63 
1. 64 

1. 65 
1. 66 
1. 67 
1. 68 
1. 69 

1. 70 
1.  71 
1.  72 
1. 73 
1. 74 

1.  75 
1. 76 
1. 77 
1.  78 
1. 79 

1.  80  
1.  81 
1.  82 
1. 83 
1.  84 

1 , 85 
1.  86 
1.  87 
1. 88 
1. 89 

1. 90 
1. 91 
1.  92 
1. 93 
1.  94 

1. 95 
1. 96 
1. 97 
1.  98 
1.  99 

2. 00 
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FIVE-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS Table 25.1 

A -2 
-0. 03906 25000 
-0. 03946 44163 
-0. 03983 61600 
-0. 04017  67163 
-0. 04048 50600 

-0. 04076 01563 
-0. 04100 09600 
-0. 04120 64163 
-0. 04137 54600 
-0. 0415 0  70163 

-0. 04160 00000 
-0. 04165 33163 
-0. 04166 58600 
-0. 041 63 65163 
-0. 04156 41600 

-0. 04144 76563 
-0. 04128 58600 
-0. 0410 7  761 63 
-0. 04082 17600 
-0. 04051 71163 

-0. 04016 25000 
-0. 03975 6 7163 
-0. 03929 85600 
-0. 03878 68163 
-0. 03822 02600 

-0, 0 3759 76563 
-0. 03691 77600 
-0. 0 361 7 93163 
-0. 03538 10600  
-0 .  03452 1 71 63 

-0. 03360 00000 
-0. 03261 46163 
-0. 03156 42600 
-0. 03044 76163 
-0. 02926 33600 

-0. 02801 01563 
-0. 02668 66600 
-0. 02529 15163 
-0, 02382 33600 
-0. 02228 08163 

-0. 02066 25000 
-0. 01896 70163 
-0.  01719 29600 
-0. 01533 89163 
-0. 01340 34600 

-0. 01138 51563 
-0. 0 0928 25600 
-0. 00709 42163 
-0. 00481 86600 
-0. 00245 44163 

0. 00000 00000 
A2 

5 p (pL I) (pL4) Ak(p) = ( - l )k+2 (2+k) !(2-k) ! (p-k) 
A - I  Ao AI 

0. 21875 00000 -0. 54687 50000 1. 09375 00000 
o. 22074 91650 -0. 55041 09975 1. 08643 21650 
0. 22257 66400 -0, 55351 29600 1, 07864 06400 
0. 22422 73650 -0. 55617 17975 1. 07036 83650 
o. 22569 62400 -0. 55837 83600 1. 06160 82400 

0, 22697 81250 -0. 56012 34375 1. 05235 31250 
0. 22806 78400 -0. 56139 77600 1. 04259 58400 
o. 22896 01650 -0. 56219 19975 1. 03232 91650 
o. 22964 98400 -0. 56249 6 7600 1. 02154 58400 
0. 23013 15650 -0. 56230 25975 1. 01 023 85650 

0. 23040 00000 -0. 56160 00000 0. 99840 00000 
o. 23044 97650 -0. 56037 93975 0. 98602 27650 
0. 23027 54400 -0. 55863 11600 0. 97309 94400 
0. 22987 15650 -0. 55634 55975 0. 95962 25650 
0. 22923 26400 -0. 55351 29600 0. 94558 46400 

0, 22835 31250 -0. 55012 34375 0. 93097 81250 
o. 22722 74400 -0. 54616 71600 o. 91579 54400 
0. 22584 99650 -0. 54163 41975 o. 90002 89650 
0. 22421 5 0400 -0. 53651 45600 0. 88367 10400 
0. 22231 69650 -0. 53079 81975 0. 866 71 39650 

0. 22015 00000 -0. 52447 50000 o. 84915 00000 
o. 21770 83650 -0. 51753 47975 0. 83097 1 3650 
0. 21498 62400 -0. 50996 73600 o. 81217 02400 
o. 21197 77650 -0. 50176 2 3975 o. 79273 87650 
0, 20867 70400 -0. 49290 95600 o. 77266 90400 

0. 20507 81250 -0. 48339 84375 o. 75195 31250 
o. 20117  50400 -0. 47321 85600 o. 73058 30400 
o. 19696 1 7650 -0. 46235 93975 o. 70855 07650 
0, 19243 22400 -0. 45081 03600 0, 68584 82400 
0. 18758 03650 -0. 43856 07975 0. 66246 73650 

o. 18240 00000 -0. 42560 00000 o. 63840 00000 
0. 17688 49650 -0. 41191 71975 o. 61363 79650 
o. 17102 90400 -0. 39750 15600 0. 58817 30400 
0. 16482 59650 -0. 38234 21975 o. 56199 69650 
0, 15826 94400 -0. 36642 81600 o. 53510 14400 

0. 15135 31250 -0. 34974 84375 0. 50747 81250 
0. 14407 06400 -0. 33229 19600 o. 47911 86400 
0, 13641 55650 -0. 31404 75975 0. 45001 45650 
0. 12838 14400 -0. 29500 41600 0. 42015 74400 
0, 11996 17650 -0, 27515 03975 0. 38953 87650 

o. 11115 00000 -0. 25447 50000 0. 35815 00000 
0. 1 0193 9565 0 -0. 23296 65975 0. 32598 25650 
0. 09232 38400 -0. 21061 37600 o. 29302 78400 
o. 08229 61650 -0. 1 8740 49975 0. 25927 71650 
o. 07184 98400 -0. 16332 87600 o. 22472 1 8400 

0. 06097 81250 -0. 13837 34375 0. 18935 31250 
o. 0496 7 42400 -0. 11252 73600 0. 1 5316 22400 
0. 03793 1 3650 -0. 08577 87975 o. 11614 03650 
0. 02574 2 6400 -0. 05811 59600 0. 07827 86400 
o. 01310 11650 -0. 02952 69975 0. 03956 81650 

o. 00000 00000 o. 00000 00000 o. 00000 00000 
AI Ao A -I 

A2 
0. 27343 75000 1.  50 
0. 28269 40838 1. 51 
0. 29213 18400 1. 52 
o. 30175 27838 1. 53 
o. 31155 89400 1.  54 

0. 32155 23438 1. 55 
0. 33173 50400 1.  56 
0. 34210 90838 1. 57 
o. 3526 7 65400 1. 58 
0. 36343 94838 1. 59 

o. 37440 00000 1.  60 
0. 38556 01838 1. 61 
o. 39692 21400 1. 62 
0. 40848 79838 1. 63 
o. 42025 98400 1.  64 

0. 43223 98438 1. 65 
0. 44443 01400 1. 66 
0. 45683 28838 1. 67 
0, 46945 02400 1. 68 
0. 48228 43838 1. 69 

. o. 49533 75000 1. 70 
0. 50861 17838 1. 71 
o. 52210 94400 1. 72 
0. 53583 26838 1.  73 
0. 54978 37400 1. 74 

0. 56396 48438 1. 75 
o. 57837 82400 1. 76 
0. 59302 61838 1. 77 
o. 60791 09400 1. 78 
o. 62303 47838 1. 79 

0. 63840 00000 1.  80 
0. 65400 88838 1.  81 
0. 66986 37400 1. 82 
0. 68596 68838 1. 83 
o. 70232 06400 1. 84 

o. 71892 73438 1.  85 
o. 73578 93400 1.  86 
o.  75290 89838 1. 87 
o. 77028 86400 1. 88 
o. 78793 06838 1.  89 

0. 80583 75000 1. 90 
o. 82401 14838 1.  91 
0. 84245 50400 1.  92 
o. 86117 05838 1. 93 
0. 88016 05400 1. 94 

0. 89942 73438 1. 95 
0, 91897 34400 1. 96 
0. 93880 12838 1. 97 
0. 95891 33400 1. 98 
0. 97931 20838 1.  99 

1.  00000 00000 2. 00 A -2 -p 
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Table 25.1 

p A-2 
o.oo 0,000 00 00000 
0.01 0.00049 57921 
0.02 0.00098 30066 
0,03 0.00146 14085 
0,04 0.00193 07725 

0.05 0,00239 08828 
0,06 0.00284 15335 
0,07 0.00328 25281 
0.08 0.00371 36794 
0.09 0.00413 48096 

0.10 0,00454 57500 
0.11 0,00494 63412 
0.12 0,00533 64326 
0.13 o.oa5 71 58827 
0.14 0,00608 45585 

a.15  O.Oa644 23359 
0,16 0,006 78 90995 
0, 1 7  0,00712 47422 
0,18 0,00744 91654 
0. 19  a.a0776 22787 

0.20 0,00806 40000 
0,21 0,00835 42553 
0.2 2  0,00863 29786 
0,23 0.00890 01118 
0.24 0,00915 56045 

0,25 0.00939 94141 
0,26 o.aa963 15a55 
0,27 o.a0985 18513 
0.28 0.01006 04314 
0,29 o.a1a25 72328 

a.3 0  o .  01044 225ao 
0.31 a.o1a61 54844 
0.32 a.o1a77 69446 
0.33 o.a1092 66459 
a.34 o.a11o6 46105 

0.35 a.011 19 a8672 
a.36 a.all30 54515 
a.3 7  0.01140 84a54 
0,38 o.a1149 97774 
0.39 a.a1157 96219 

a.40 0.01164 8aaaa 
0.41 o.all7a 49786 
0,42 o.a11 75 a6306 
0.43 a.01178 50351 
0.44 a.a11 80 82765 

a.45 a.a1182 04453 
0,46 0.011 82 16375 
0,47 o.all81 19546 
0.48 0.01179 15a34 
a.49 a.all76 a3961 

a, 5 0  o.a11 7 1  875aO 
A3 

NUMERICAL ANALYSIS 

SIX-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A-t  
0.00000 00000 

-0,00493 33767 
-0.00973 36932 
-0,01440 12590 
-0.01893 64224 

-0. 02333 95703 
-0.02761 11276 
-0.03175 1556 7 
-0.03576 13568 
-0.03964 10640 

-0. 04339 12500 
-0.04701 25223 
-0.05050 55232 
-0.05387 09296 
-0.05710 94524 

-a.06022 18359 
-0.06320 88576 
-0.06607 13273 
-0.06881 00868 
-0. 07142 6a096 

-0.07392 aoooo 
-0,07629 29929 
-0.07854 59532 
-0.08067 98752 
-a. 08269 57824 

-0.08459 47266 
-0,08637 77876 
-0,08804 6a729 
-0,08960 07168 
-0. 09104 28802 

-a.09237 37500 
-O.a9359 45385 
-a.a947a 64832 
-a.a9571 a8458 
-a. a966a 8912 4  

-a. a974a 19922 
-a.a9809 14176 
-a.a986 7 85435 
-a.a9916 47468 
-O.a9955 14258 

-a. 09984 aoaaa 
-a.10003 19092 
-a.1 0012 86132 
-a.1oa13 15915 
-a.1oaa4 23424 

-a.09986 23828 
-O.a9959 32476 
-a.09923 64892 
-a.09879 36768 
-0. 09826 63965 

-a.a9765 625aa 
A2 

A_6(p) = (- l)k+3 p(pL l) (pL4) (p-3) k �+� ! �-� � �-� 
Ao At A2 

1.00000 00000 0,00000 00000 o.ooooo 00000 
0.99654 20858 0.01006 60817 -0.00250 38746 
a. 99283 6 7064 0.02026  19736 -0.00501 43268 
0,98888 64505 0.03058 41170 -0,00752 95922 
o.  98469 39648 0.04102 89152 -0.01004 78976 

0.98026 19531 0,05159 27344 -0.01256 74609 
0.97559 31752 0.06227  19048 -0.01508 64924 
0.97069 04458 0.07306 27217 -0.01760 31946 
0,96555 66336 0.08396 14464 -0.02011 57632 
0.96019 46604 0.09496 43071 -0.02262 2 3873 

0.95460 75000 0.10606 75000 -0.02512 12500 
0,94879 81771 0.11726 71904 -0,02761 05290 
0.9427 6  97664 0.12855 95136 -0.03008 83968 
a. 93652 53917 0.13994 a5758 -0.03255 30217 
0.93006 82248 0.15140 64552 -O.a35aO 25676 

0,92340 14844 0.16295 32031 -0.03743 51953 
0,91652 84352 0.17457 68448 -0.03984 90624 
0,90945 23870 0.18627 33805 -0,04224 23240 
0. 90217 66936 0.19803 87864 -0.04461 31332 
0,89470 47517 0.20986 90158 -0,04695 96417 

0.88704 oooao 0.22176 oaaoa -0,04928 aooaa 
0.87918 59183 0.23370 76492 -O.a515 7  23583 
0.8711 4  60264 0,2457a 78536 -0.05383 48668 
0.86292 38830 0,25775 64845 -0,05606 56760 
0.85452 30848 a.26984 93952 -0,05826 29376 

0,84594 72656 0.28198 24219 -0,06042 48047 
0.83720 oa952 0.2941 5 1 3848 -0.06254 94324 
a.82828 52783 0,30635 2 0892 -0.06463 49783 
0,81920 65536 0,31858 a3264 -0.0666 7 96032 
0.80996 76929 a.33a83 18746 -O.a6868 14711 

0.80057 250ao a.34310  2500a -a.07a63 8750a 
o. 791 a2 48a96 a,35538 79579 -a.a7254 96127 
o. 78132 84864 a.36768 39936 -a.a7441 22368 
a. 77148 74242 a.37998 63433 -a.07622 48a54 
a. 7615a 55448 a.39229 a7352 -a.07798 55076 

a.75138 67969 0,40459 289a6 -a.a7969 25391 
a. 74113  51552 a.41688 85248 -a.a8134 41024 
0.73a75 46195 a.4291 7 3348a -a.a8293 84077 
a.72a24 92136 a,44144 3a664 -O.a8447 36732 
a. 7a962 29842 a.45369 33833 -a.08594 81254 

0,69888 aaaaa 0.46592 oaaoa -a.a8736 oaoaa 
a.68802 43508 0,47811 86167 -a.a8870 75421 
0,6 7706 a1464 0,49a28 49336 -O.a8998 9a068 
a.66599 15155 a.5a241 4652a -a.a912a  26598 
a.65482 26048 a.5145a 34752 -a.09234 67776 

0,64355 75781 a.52654 71a94 -O.a9341 96484 
a.6322a a6152 0.53854 12648 -a.a9441 95724 
a.62a75 591a8 a.55a48 16567 -a.09534 48621 
0.6a922 76736 a.56236 4aa64 -O.a9619 38432 
a.59762 01254 a.57418  4a421 -O,a9696 48548 

0.5859 3  75aOa a.58593 750aa -a.a9765 6250a 
A1 Ao A.- I 

A:l 
0,00000 00000 1.00 
0.00033 32917 0,99 
0.00066 63334 0.98 
0.00099 88752 0.97 
0,00133 06675 0.96 

0.00166 14609 0,95 
0.00199 1 0065 0.94 
0.00231 90557 0.93 
0,00264 53606 0.92 
0.00296 96742 0,91 

0.00329 17500 0.90 
0,00361 13426 0.89 
0,00392 82074 0,88 
0.00424 21011 0.87 
O.Oa455 27815 a.86 

0.00486 00078 0.85 
0.00516  35405 0.84 
0,00546 31416 0.83 
0,00575 85746 0.82 
a.a0604 96051 0,81 

O.Oa633 6aooo 0,80 
0.00661 75284 0.79 
a.0 0689 39614 0,78 
a.a0716 50719 0.77 
a.00743 06355 o. 76 

0.00769 04297 0.75 
a.00794 42345 o. 74 
0,00819 18324 a. 73 
a.00843 30086 0.72 
a.oa866 7551a 0.71 

a.aa889 525aO o. 7a 
a.aa911 58993 0.69 
a.0�932 92954 a.68 
a.oa953 52378 a.67 
a.a0973 35295 0,66 

a.a0992 39766 a.65 
a.a10la 63885 a.64 
a.a1a28 a5783 0.63 
a.a1a44 63626 a.62 
a.a106a 35618 0.61 

o.a1 075 2aaaa a.60 
a.a1089 15052 a.59 
0.01102 19094 0.58 
a.a1114  30487 a.57 
a.a1125  47635 0.56 

a.Oll35 68984 0.55 
a.a1144 93a25 0.54 
0.01153 18292 a.53 
a.a1 16a 43366 a,52 
a.a1166 66877 0.51 

a.a1171 87500 a.5a 
A.-2 p 



p .A-2 
1.00 0.00000 00000 
1.01 -0.00033 32917 
1.02 -0.00066 63334 
1.03 -0. 00099 88752 
1.04 -0. 00133 066 75 

1.05 -0. 00166 14609 
1.06 -0.00199 10065 
1.07 -0.00231 90556 
1.08 -0.00264 53606 
1 .09 -0. 00296 96742 

1.10 -0. 00329 17500 
1.11 -0. 00361 13426 
1.12 -0.00392 82074 
1.13 -0.00424 21011 
1.14 -0. 00455 27815 

1. 15 -0. 00486 00078 
1.16 -0. 00516 35405 
1.17 -0.00546 31415 
1.18 -0. 00575 85746 
1.19 -0.00604 96051 

1.20 -0.00633 60000 
1.21 -0.00661 75284 
1.22 -0.00689 39614 
1.23 -0.00716 50719 
1.24 -0.00743 06355 

1.25 -0.00769 04297 
1.26 -0.00794 42345 
1.27 -0.00819 18324 
1.28 -0.00843 30086 
1.29 -0.00866 75509 

1.30 -0.00889 52500 
1.31 -0.00911 58993 
1.32 -0.0 0932 92954 
1.33 -0.00953 52378 
1.34 -0.00973 35295 

1.35 -0.00992 39766 
1,36 -0.01010 63885 
1, 37 -0.01028 05783 
1,38 -0.01 044 63626 
1.39 -0.01060 35618 

1.40 -0.01075 20000 
1.41 -0.01089 15052 
1,42 -0.01102 19094 
1.43 -0.01114 30487 
1,44 -0.01125 47635 

1 .45 -0.01 135 68984 
1.46 -0.0 1144 9 3025 
1.47 -0.01153 18292 
1.48 -0.01160 43366 
1.49 -0.01166 66877 

1,50 -0.01171 87500 
Ag 

NUMERICAL ANALYSIS 

SIX-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A -! 
0.00000 00000 
0,00249 55421 
0,00498 10068 
0, 00745 46597 
0,00991 47776 

0.01235 96484 
0.01478 75724 
0.01719 68621 
0. 01958 58432 
0.02195 28547 

0.02429 62500 
0.02661 43965 
0.02890 56768 
0,03116 84892 
0,0 3340 12476 

0.03560 23828 
0,03777 03424 . 
0, 03990 35915 
0.04200 06132 
0.04405 99092 

0.04608 00000 
0.04805 94258 
0.04999 67468 
0.05189 05435 
o. 05373 94176 

o. 05554 19922 
0,05729 69124 
0,05900 28458 
0,06065 84832 
0.06226 25385 

0,06381 37500 
0.065:31 08802 
0.06675 27168 
0.06813 80729 
0.06946 57876 

0.07073 47266 
0.07194 37824 
0.07309 18752 
0.07417 79532 
0,07520 09929 

0.07616 00000 
0.07705 40096 
0.07788 20868 
0.07864 33273 
0.07933 68576 

0,07996 18359 
0.08051 74524 
0.08100 29296 
0,08141 75232 
0.08176 05223 

0.08203 12500 
A2 

6 k+3 p (pL 1) (pL4) (p-3) .Ak(p) = ( -1) (2+k) ! (3�k) ! (p�k) 
Ao _A I  .A2 

0,00000 00000 1.00000 00000 o. 00000 00000 
-0, 00993 27517  1 .  0032 0 79192 0,00506 67067 
-0,01972 86936 1. 00616 33736 0. 01026 69732 
-0,02938 43870 1.00886 39545 o. 01560 09890 
-0,03889 64352 1.01130 73152 0.02106 89024 

-0. 04826 14844 1. 01349 11719 0.02667 08203 
-0,05747 62248 1. 01541 33048 0,03240 68076 
-0.06653 73917 I.  01707 15592 0.03827 68866 
-0.07544 17664 1.01846 38464 0.04428 10368 
-0,08418 61771 1. 01958 81446 0.05041 91940 

-0.09276 75000 1.02044 25000 0.05669 12500 
-0.10118 26604 1.02102 50279 0.06309 70523 
-0.10942 86336 1.02133 39136 0.06963 64032 
-0.11750 24458 1.02136 74133 0, 07630 90596 
-0, 12540 11752 1. 02112 38552 0.08311 47324 

-0.13312 19531 1.02060 1 6406 0.09005 30859 
-0,14066 19648 1.01979 92448 0.09712 37376 
-0.14801 84505 1.01871 52180 0.10432 62572 
-0.15518 87064 1. 01734 81864 0.11166 01668 
-0.16217 00858 1.01569 68533 0,11912 49396 

-0.16896 00000 1.01376 00000 0.126 72 00000 
-0.17555 59192 1.01153 64867 0. 13444 47229 
-0.18195 53736 1.00902 52536 0.14229 84332 
-0.18815 59545 1.00622 53220 0.15028 04052 
-0.19415 53152 1.00313 57952 0.15838 98624 

-0.19995 11719 0.99975 58594 0. 16662 59766 
-0.20554 13048 o. 99608 47848 0.17498 78676 
-0.21092 35592 0.99212 19267 0. 18347 46029 
-0.21609 58464 0,98786 67264 0.19208 51968 
-0.22105 61446 0.98331 87121 0.20081 86102 

-0.22580 25000 0,97847 75000 0,20967 37500 
-0.23033 30279 o. 97334 27954 0.21864 94685 
-0.23464 59136 o. 96 791 4 3936 0.22774 45632 
-0.23873 94133 0.96219 21808 0.23695 77758 
-0.24261 18552 a. 95617 61352 0,24628 77924 

-0.24626 16406 0.94986 63281 0.25573 32422 
-0.24968 72448 0,94326 29248 0,26529 26976 
-0.25288 72180 0.93636 61855 0.27496 46 735 
-0,25586 01864 o. 92917 64664 0.28474 76268 
-0.25860 48533 0.92169 42208 0,29463 99558 

-0.26112 00000 0.91392 00000 0.30464 00000 
-0.26340 4486 7 o. 90585 44542 0.31474 60392 
-0.26545 72536 0.89749 83336 0.32495 62932 
-0.26 727 73220 0,88885 24895 0.33526 89215 
-0.26886 37952 0.87991 78752 0.34568 20224 

-0.27021 58594 0.87069 55469 0.35619 36328 
-0.27133 27848 0.86118 66648 0.36680 17276 
-0.27221 3926 7 0.85139 24942 0.37750 42192 
-0.27285 87264 0.84131 44064 0.38829 89568 
-0.27326 6 7121  0.83095 38796 0.39918 37265 

-0.27343 75000 0,82031 25000 0.41015 62500 
A! .Ao A - r  
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Table 25.1 

A3 
0,00 000 00000 o.oo 

-0.00050 41246 0.01 
-0.00101 63266 0,02 
-0.00153 63410 0.03 
-0. 00206 38925 0.04 

-0.00259 86953 0.05 
-0.00314 04535 0,06 
-0.00368 88606 0.07 
-0.00424 35994 o.o8 
-0.00480 43420 0.09 

-0.00537 07500 0.10 
-0.00594 24737 0.11 
-0.00651 91526 0.12 
-0.00710 04152 0.13 
-0.00768 58785 0.14 

-0.00827 51484 0.15 
-0.00886 78195 0.16 
-0.00946 34747 0,17 
-0.01006  16854 0.18 
-0,01066 20112 0.19 

-0.01126 40000 0.20 
-0.01186 71878 0.21 
-0,01247 10986 0.22 
-0.01307 52443 0.23 
-0.0136 7 91245 0,24 

-0.01428 22266 0.25 
-0.01488 40255 0.26 
-0.01548 39838 0.27 
-0.01608 15514 0.28 
-0.01667 61653 0.29 

-0,01726 72500 0.30 
-0,01785 42169 0.31 
-0.0 1843 64646 0.32 
-0.01901 33784 0.33 
-0.01958 43305 0.34 

-0.02014 86797 0,35 
-0.02070 57715 0,36 
-0.02125 49379 0.37 
-0.02179 54974 0.38 
-0.02232 6 7544 0.39 

-0.02284 80000 0.40 
-0.02335 85111 0,41 
-0.02385 75506 0.42 
-0.02434 43676 0.43 
-0.02481 81965 0.44 

-0.02527 82578 0.45 
-0.02572 37575 0.46 
-0.02615 38871 0.47 
-0.02656 78234 0.48 
-0.02696 4 7286 0.49 

-0.02734 37500 0,50 
.A-2 -p 



910 
Table 25.1 

p A-2 
1.50 -0.01171 87500 
1.51 -0.01176 03961 1.52 -0,01179 15034 
1.53 -0.01181 19546 
1.54 -0.01182 16375 
1.55 -0.01182 04453 
1.56 -0,01180 82765 
1.57 -0.01178 50350 1.58 -0,01175 06306 
1.59 -0.01170 49786 
1.60 -0,01164 80000 
1.61 -0.0115 7 96219 
1.62 -0,01149 97774 
1.63 -0.01140 84054 
1.64 -0.01130 54515 
1.65 -0.01119 086 72 1.66 -0.01106 46105 
1,67 -0,01092 66459 1.68 -0.01077 69446 
1.69 -0.01061 54845 
1. 70 -0,01044 22500 
1. 71 -0,01025 72328 
1.72 -0.01 006 04314 1.73 -0,00985 18513 
1.74 -0.00963 15055 
1. 75 -0,00939 94141 
1. 76 -O.Oa915 56045 
1. 77 -0.00890 01118 1. 78 -0.00863 29786 
1, 79 -0,00835 42553 
1.80 -0.00806 40000 
1.81 -0.00776 22787 
1,82 -0.00744 91654 
1.83 -0.00712 47422 
1.84 -0,006 78 90995 
1,85 -0.00644 23359 
1.86 -0.00608 45585 1.87 -0.00571 58826 
1.88 -a.00533 64326 
1.89 -0.00494 63412 
1.90 -O.a0454 57500 
1,91 -O.a0413 48096 
1.92 -0.00371 36794 1,93 -0,00328 25281 1.94 -0.00284 15335 
1,95 -0.00239 08828 
1.96 -0.00193 07725 1.97 -0,00146 14086 1.98 -O.a0098 30066 1.99 -0,00049 57921 
2.00 0.00000 oooao 

A. a 

NUMERICAL ANALYSIS 

SIX-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A-1 
0,08203 12500 
0,08222 90640 0. 08235 33568 
0.08240 3556 7 
0.08237 91276 
0.08227 95703 
0.08210 44224 
0,08185 32590 
0.08152 56932 
0.08112 1376 7 
0.08064 00000 
0.08008 12933 
0.07944 50268 
0.07873 10110 a.07793 90976 
0.07706 91797 0.07612 11924 0,07509 51133 
0,07399 09632 
0. 07280 88061 
0.07154 87500 
o.a7021 09477 0.06879 55968 0.06730 29404 
0,06573 32676 
a.06408 69141 0.06236 42624 0,06056 57427 
0.05869 18332 0.05674 30604 
0.05472 00000 
0.05262 32771 
0.05045 35668 
0.04821 15948 0.04589 81376 
0.04351 40234 
0.04106 01324 0.03853 73971 
a.03594 68032 
0.03328 93898 
0.03056 62500 
o.a2777 85315 
o.a2492 74368 0.02201 42242 0,01904 02076 
0.01600 67578 
a.01291 53024 0,00976 73265 
o.a0656 43732 0.00330 80442 
0,00000 00000 

A2 

A_6(p) = (-l)k+3 p(p2-l) (p2-4) (p-3) 
k �+� ! �-� � �-� 

Ao A1 A2 
-0.27343 75000 0,82031 25000 0.41015 62500 -0.27337 07954 0.80939 19629 0,42121 41848 
-0.27306 63936 a. 79819 40736 0,43235 51232 
-0.27252 41808 0.78672 07483 0.44357 65921 
-0.27174 41352 o. 77497 40152 0.45487 60524 
-0,27072 63281 o. 76295 60156 0,46625 08984 
-0.2694 7 09248 o. 75066 90048 0,47769 84576 
-0.26 797 81855 o. 73811 53530 0.48921 59897 
-0.26624 84664 o. 72529 75464 0.50080 06868 
-0.26428 22208 o. 71221 81883 0.51244 96721 
-0.26208 00000 0.69888 00000 0,52416 00000 
-0.25964 24542 0.68528 58217 0.53592 86554 
-0.25697 03336 0.67143 86136 0.54775 25532 
-0.25406 44895 0.65734 14570 0.55962 85377 
-0.25092 58752 0.64299 75552 0.57155 33824 
-0.24755 55469 0.62841 02344 0,58352 37891 -0.24395 46648 0.61358 29448 0,59553 63876 
-0,24012 44942 0.59851 92617 0,60758 77354 
-0.23606 64064 0.58322 28864 0.61967 43168 
-0.23178 18796 0.56769 76471 0.63179 25427 
-0.22727 25000 0.55194 75000 0.64393 87500 
-0.22253 99629 0.53597 65304 0,65610 92010 
-0.21758 60736 0.51978 89536 0.66830 00832 -0.21241 27483 0.50338 91158 0.68050 75083 
-o.2a7a2 2a152 0.486 78 14952 0.69272 75124 
-0,20141 60156 a.46997 07031 a. 70495 60547 -a.19559 70048 0.45296 14848 0.71718 90176 
-0.18956 73530 0.43575 87205 o. 72942 22061 -0.18332 95464 0.41836 74264 o. 74165 13468 -0.17688 61883 0,40079 27558 o. 75387 20883 
-0.17024 00000 0.38304 00000 o. 76608 aoooo 
-0.16339 38217 0. 36511 45892 o. 77827 05717 -0.15635 06136 0.347a2 2a936 a. 79043 92132 
-0.14911 34570 a.32876 82245 0.80258 12540 -0.14168 55552 0.31035 88352 0.81469 19424 
-0.13407 a2344 0,29179 99219 0,82676 64453 
-0.12627 09448 0.27309 76248 0.83879 98476 
-0.11829 12617 0.25425 82292 0,85078 71516 
-a.ll013 48864 0.23528 81664 0.86272 32768 
-0.10180 56471 0.21619 40145 0.87460 30590 
-0.09330 75000 0.19698 25000 0,88642 12500 
-0,08464 45304 0.17766 a4979 0.89817 25173 
-a.07582 09536 0.15823 50336 0,9a985 14432 
-0.06684 11158 0.13871 32833 0.92145 25246 -0.05770 94952 0.11910 25752 0.93297 01724 
-0.04843 07031 0. 09941 03906 0.94439 87109 -0.03900 94848 0.07964 43648 0,95573 23776 -0,02945 07205 0,05981 22880 0,96696 53223 
-0,01975 94264 a.03992 21064 o. 97809 16068 
-0.00994 07558 0, 01998 19233 a.98910 52046 
0,00000 ooooa 0.00000 00000 l.ooaoa oaooo 

A.l Ao A._l 

A3 
-0.02734 37500 0.50 
-0.02770 40202 0.51 
-0.02804 46566 0.52 
-0.02836 47617 0.53 
-0,02866 34225 0,54 
-0.02893 97109 0.55 
-0.02919 26835 0,56 
-0.02942 13812 0,57 -0.02962 48294 0.58 
-0.02980 20377 0.59 
-0. 02995 20000 0.60 
-0.03007 36943 0.61 
-0.03a16 60826 a.62 
-a.03a22 81108 0,63 
-0.03025 87085 0.64 
-0.03025 67891 0.65 -0.03022 12495 0.66 -0,03015 097a3 0.67 
-a.03a04 48154 0,68 -0.0299a 16318 a.69 
-0.02972 025aO o. 70 -0.02949 94834 0,71 -0,02923 81286 0.72 -0.02893 49649 0.73 
-a.02858 87545 a.74 
-0.02819 82422 0.75 
-0.02776 21555 a.76 -0,02727 92045 0,77 -O.a2674 80814 0.78 -0.02616 74609 0.79 
-0.02553 6aooo 0,80 -0.02485 23376 0.81 
-0.02411 50946 a.82 -0,02332 28741 0.83 
-0.02247 42605 0.84 
-0.02156 78203 0,85 
-0.02060 21015 0,86 
-0.01957 56336 0.87 
-0,01848 69274 a.88 
-0,01733 44 75a 0,89 
-a.01611 67500 0,90 
-0.01483 2206 7 0.91 
-0.0134 7 92806 0.92 -0,01205 63882 0.93 -0.01056 19265 0.94 
-0.00899 42734 0,95 
-0.00735 17875 a.96 -0,00563 28077 0.97 
-0.00383 56534 0.98 
-0.00195 86242 a.99 
o.ooooa 00000 1.00 

A-2 -p 



p A-2 
2.00 0. 00000 00000 
2.01 0.00050 41246 
2.02 0.00101 63266 
2.03 0.00153 63410 
2.04 0.00206 38925 

2.05 0.00259 86953 
2.06 0.00314 04535 
2.07 0.00368 88605 
2.08 0.00424 35994 
2.09 0.00480 43420 

2.10 0.00537 07500 
2.11 0.00594 24737 
2.12 0.00651 91526 
2.13 0.00710 04151 
2.14 0.00768 58785 

2.15 0.00827 51484 
2.16 0.00886 78195 
2.17 0.00946 34747 
2.18 0.01006 16854 
2.19 0.01066 20112 

2.20 0.01126 40000 
2.21 0.01186 71878 
2.22 0.01247 10986 
2.23 0.01307 52443 
2.24 0.01367 91245 

2.25 0.01428 22266 
2.26 0.01488 40255 
2.27 0.01548 39838 
2.28 0.01608 15514 
2.29 0.01667 61653 

2.30 0.01726 72500 
2.31 0.01785 42169 
2.32 0.01843 64646 
2.33 0.01901 33784 
2.34 0.01958 43305 

2.35 0.02014 86797 
2.36 0.02070 57715 
2.37 0.02125 49379 
2.38 0.02179 54974 
2.39 0.02232 67544 

2.40 0.02284 80000 
2.41 0.02335 85111 
2.42 0.02385 75506 
2.43 0.02434 43676 
2.44 0.02481 81965 

2.45 0.02527 82578 
2.46 0.02572 37575 
2.47 0.02615 38870 
2.48 0.02656 78234 
2.49 0.02696 47286 

2.50 0.02734 37500 

.4.3 

NUMERICAL ANALYSIS 

SIX-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A6(p)= ( -l)k+3 p(pL 1) (pL4) (p-3) k �+� ! �-� ! �-� 
A-t Ao At 

o.ooooo 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 
-0.00335 80392 0.01005 74108 -0.02001 52433 
-0.00676 42932 0.02022 59064 -0.04005 52264 
-0.01021 69214 0.03049 97755 -0.06011 12080 
-0.01371 40224 0.04087 31648 -0.08017 42848 

-0.01725 36328 0.05134 00781 -0.10023 53906 
-0.02083 37276 0.06189 43752 -0.12028 52952 
-0.02445 22191 0.07252 97708 -0.14031 46033 
-0.02810 69568 0.08323 98336 -0.16031 37536 
-0.03179 57264 0.09401 79854 -0.18027 30179 

-0.03551 62500 0.10485 75000 -0.20018 25000 
-0.03926 61847 0.11575 15021 -0.22003 21346 
-0.04304 31232 0.12669 29664 -0.23981 16864 
-0.04684 45921 0.13767 47167 -0.25951 07492 
-0.05066 80524 0.14868 94248 -0.27911 87448 

-0.05451 08984 0.15972 96094 -0.29862 49219 
-0.05837 04576 0.17078 76352 -0.31801 83552 
-0.06224 39898 0.18185 57120 -0.33728 79445 
-0.06612 86868 0.19292 58936 -0.35642 24136 
-0.07002 16 721 0.20399 0076 7 -0.37541 03092 

-0.07392 00000 0.21504 00000 -0.39424 00000 
-0.07782 06554 0.22606 72433 -0.41289 96758 
-0.08172 05532 0.23706 32264 -0.43137 73464 
-0.08561 65377 0.24801 92080 -0.44966 08405 
-0.08950 53824 0.25892 62848 -0.46 773 78048 

-0.09338 37891 0.26977 53906 -0.48559 57031 
-0.09724 83876 0.28055 72952 -0.50322 18152 
-0.10109 57353 0.29126 26033 -0.52060 32358 
-0.10492 23168 0.30188 1 7536 -0.53772 68736 
-0.10872 45427 0.31240 50179 -0.55457 94504 

-0.11249 87500 0.32282 25000 -0.57114 75000 
-0.11624 12010 0.33312 41346 -0.58741 736 71 
-0.11994 80832 0.34329 96864 -0.60337 52064 
-0.12361 55083 0.35333 87492 -0.61900 69817 
-0.12723 95124 0.36323 07448 -0.63429 84648 

-0.13081 60547 0.3 7296 49219 -0.64923 52344 
-0.13434 10176 0.38253 03552 -0.66380 26  752 
-0.13781 02060 0.39191 59445 -0.6 7798 59770 
-0.14121 93468 0.40111 04136 -0.69177 01336 
-0.14456 40883 0.41010 23092 -0.70513 99417 

-0.14784 00000 0.41888 00000 -0.71808 00000 
-0.15104 25717 0.42743 16758 -0.73057 47083 
-0.15416 72132 0.43574 53464 -0.74260 82664 
-0.15720 92540 0.44380 88405 -0.75416 46730 
-0.16016 39424 0.45160 98048 -0.76522 77248 

-0.16302 64453 0.45913 57031 -0.77578 10156 
-0.16579 18476 0.46637 38152 -0.78580 79352 
-0.16845 51516 0.47331 12358 -0.79529 16683 
-0.17101 12768 0.47993 48736 -0.80421 51936 
-0.17345 50590 0.48623 14504 -0.81256 12829 

-0.17578 12500 0.49218 75000 -0.82031 25000 
A2 At Ao 

A2 
1.00000 00000 
1.01076 97879 
1.02140 82732 
1.03190 90702 
1.04226 57024 

1.05247 16016 
1.06252 01076 
1.07240 44679 
1.08211 78368 
1.09165 32752 

1.10100 37500 
1.11016 21335 
1.11912 12032 
1.12787 36409 
1. 13641 20324 

1.14472 88672 
1.15281 65376 
1.16066 73385 
1.16827 34668 
1.17562 70208 

1.18272 00000 
1. 18954 43042 
1.19609 17332 
1 .20235 39865 
1.20832 26624 

1.21398 92578 
1.21934 51676 
1.22438 16841 
1.22908 99968 
1.23346 11915 

1.23748 62500 
1.24115 60498 
1.24446 13632 
1.24739 28571 
1.24994 10924 

1.25209 65234 
1.25384 94976 
1.25519 02548 
1.25610 89268 
1 .25659 55371 

1.25664 00000 
1.25623 21204 
1.25536 15932 
1.25401 80027 
1.25219 08224 

1.24986 94141 
1.24704 30276 
1.24370 08004 
1.23983 17568 
1.23542 48077 

1.23046 87500 A-t 

9 1 1  

Table 25.1 

A a 
o.ooooo 00000 1.00 
0.00204 19592 1.01 
0.00416 90134 1.02 
0.00638 29427 1.03 
0.00868 55475 1.04 

0.01107 86484 1.05 
0.01356 40865 1.06 
0.01614 37232 1.07 
0.01881 94406 1.08 
0.02159 31417 1.09 

0.02446 67500 1.10 
0.02744 22100 1 .ll  
0.03052 14874 1.12 
0.03370 65686 1.13 
0.03699 94615 1 .14 

0.04040 21953 1.15 
0.04391 68205 1.16 
0.04754 54091 1.17 
0.05129 00546 1.18 
0.05515 28726 1.19 

0.05913 60000 1.20 
0.06324 15959 1.21 
0.06 7 4 7 18414 1.22 
0.07182 89394 1.23 
0.07631 51155 1.24 

0.08093 26172 1.25 
0.08568 37145 1.26 
0.0905 7 06999 1.27 
0.09559 58886 1.28 
0.10076 16184 1.29 

0.10607 02500 1.30 
0.11152 41668 1.31 
0.11712 57754 1.32 
0.12287 75053 1.33 
0.12878 18095 1.34 

0.13484 11641 1.35 
0.14105 80685 1.36 
0.14743 50458 1.37 
0.15397 46426 1.38 
0.1606 7 94293 1.39 

0.16755 20000 1.40 
0.17459 49727 1.41 
0.18181 09894 1 .42 
0.18920 27162 1.43 
0.19677 28435 1.44 

0.20452 40859 1.45 
0.21245 91825 1.46 
0.22058 08967 1.47 
0.22889 20166 1.48 
0.23739 53552 1.49 

0.24609 37500 1.50 .1_2 -p 



912 

Table 25.1 

p A-2 
2.50 0,02734 37500 
2.51 0,02770 40203 
2.52 0.02804 46566 2.53 0,02836 47616 2.54 0.02866 34225 
2.55 0,02893 97109 
2.56 0.02919 26835 2.57 0.02942 13812 2.58 0.02962 48294 
2.59 0.02980 20377 
2,60 0,02995 20000 
2.61 0,03007 36943 
2.62 0.03a16 60826 
2.63 0.03022 81107 2.64 0.03025 87085 
2.65 0,03025 6 7891 2.66 0,03022 12495 
2.67 0.03015 09704 
2.68 0.03004 48154 
2.69 0.02990 16317 
2. 70 0.02972 02500 
2.71 0,02949 94834 2. 72 0.02923 81286 
2.73 0.02893 49650 
2,74 0,02858 87545 
2. 75 0.02819 82422 
2.76 0.02776 21555 2. 77 0.02727 92044 2.78 0,02674 80814 
2.79 0.0261& 74&09 
2.80 0,02553 6aaoo 
2.81 0,02485 23376 
2.82 a.02411 50946 
2.83 0,02332 28741 
2.84 0,02247 42605 
2.85 0.02156 78203 
2.86 0,02060 21015 
2.87 0.01957 56335 2.88 0.01848 69274 2,89 0,01733 44751 
2,90 0.01611 67500 
2.91 0,01483 22068 
2.92 0.01347 92806 2.93 0.01205 63881 2.94 0,01056 19265 
2.95 0.00899 42734 
2.96 0,00735 17875 
2.97 0, 00563 28077 2.98 0,00383 56534 2.99 0.00195 86242 
3.00 o.ooooo 00000 

A a 

NUMERICAL ANALYSIS 

SIX·POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A6(p) = ( -l)k+a p(pL 1) (pL4) (p-3) k �+� ! �-� � �-� 
A-1 Ao  AI 

-0.17578 12500 0.49218 75000 -0.82031 25000 
-0.17798 45173 0.49778 93671 -0.82745 11996 
-0.18005 94432 0,50302 32064 -0.83395 95264 -0.18200 05246 0,50787 49817 -0.83981 94142 
-0.18380 21724 0.51233 04648 -0.84501 25848 
-0.18545 87109 a.51637 52344 -a.84952 05469 
-0.18696 43776 a.51999 46752 -0.85332 45952 
-0.188:31 33223 0,52317 39770 -O.S5640 58095 
-0.18949 96068 0,52589 81336 -0.85874 50536 -0.19051 72046 0.52815 19417 -0.86032 29742 
-0.19136 oooao 0.52992 00000 -a.86112 oooao 
-0.19202 17879 0,53118 67083 -0.86111 63408 
-0.19249 62732 0,53193 62664 -0.86029 19864 
-0.19277 70702 0.53215 26730 -0.85862 6 7055 -0.19285 77024 0.53181 97248 -0.85610 00448 
-0.19273 16016 0.53092 10156 -0,85269 13281 -0.19239 21076 0,52943 99352 -0.84837 96552 -0.19183 246 79 0.52735 96683 -0.84314 39008 
-0.19104 58368 0.52466 31936 -0.83696 27136 
-0.19002 52752 0.52133 32829 -0.82981 45154 
-0.18876 37500 0.51735 25000 -0.82167 75000 
-0.18725 41335 0.51270 31996 -0.81252 96321 
-0.18548 92032 0.50736 75264 -0.80234 86464 
-0.18346 16409 0,50132 74142 -0.79111 20467 
-0.1811 6 40324 0,49456 45848 -0.77879 71048 
-0.17858 886 72 0.48706 05469 -0.76538 08594 
-0.17572 85376 0.47879 65952 -0.75084 01152 
-0.17257 53385 0,46975 38095 -0.73515 14420 
-0.16912 14668 0.45991 30536 -0.71829 11736 
-0.16535 90208 a.44925 49742 -0. 7aa23 5406 7 
-0.16128 00000 0.43776 00000 -a.68096 00000 -0.15687 63042 0.42540 83408 -0.66044 05 733 
-0.15213 97332 0.41217 99864 -0.63865 25064 
-0.14706 19865 0,39805 47055 -0.6155 7 09380 
-0,14163 46624 0.38301 20448 -0.59117 07648 
-0.13584 925 78 0,36703 13281 -0.56542 66406 
-0.12969 71676 0,35009 16552 -0.53831 29752 
-0.12316 96841 0.33217 19008 -0.50980 39333 -0.11625 79968 0,31325 07136 -0.47987 34336 
-0.10895 31915 0.29330 65154 -0.44849 51479 
-0.10124 62500 0.27231 75000 -0.41564 25000 
-0.09312 80498 0.25026 16321 -0.38128 86646 
-0.08458 93632 0.22711 66464 -0.34540 65664 -0.07562 08571 0.20286 00467 -0.30796 88792 -0.06621 30924 0.17746 91048 -0.26894 80248 
-0.05635 65234 0.15092 08594 -0.22831 61719 
-0,04604 14976 0.12319 21152 -0.18604 52352 
-0.03525 82547 0,09425 94420 -0.14210 68745 
-0.02399 69268 0,06409 917% -0.0964 7 24936 
-0.01224 75371 0,03268 74067 -0.04911 32392 
o.ooooo 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 

A2 AI Ao 

A2 
1.23046 87500 
1.22495 22660 
1.21886 39232 
1.21219 21734 
1.20492 53524 . 
1.197a5 16797 
1.18855 92576 
1. 17943 60710 
1.16966 99868 
1.15924 87533 
1.14816 00000 
1.13639 12367 
1.12392 98532 
1.11076 31190 1.09687 81824 
1.08226 20703 1. 06690 16876 1.05078 38166 
1,03389 51168 
1.01622 21240 
0.99775 12500 
0.97846 87823 
0.95836 08832 
0.93741 35896 
0.91561 28124 
0,89294 43359 
0.86939 38176 0,84494 67873 
0.81958 86468 
a. 7933a 46696 
a. 76608 ooooo o. 73789 96529 
o. 70874 85132 
0.67861 13352 
0.64747 27424 
0.61531 7226b 
0.58212 9147b 
0.54789 27329 0.51259 20768 
0,47621 11402 
0.43873 37500 
0.40014 35985 
0.36042 42432 0.31955 91059 0.27753 14724 
0.23432 44922 
0.18992 11776 
0.14430 44035 
0,09745 69068 
0.04936 .12858 
o.ooooo 00000 

A-1  

A3 
0.24609 37500 1.50 
0.25499 00635 1.51 
0.26408 71834 1.52 
0.27:338 80221 1.53 
0.28289 55175 1.54 
a.29261 26328 1.55 
0.30254 23565 1.56 
0.31268 77026 1.57 
0.32305 17106 1.58 0.33363 74461 1.59 
0.34444 80000 1.6a 
0,35548 64894 1.61 
0.36675 60574 1.62 
0.37825 98730 1.63 
0.39000 11315 1.64 
0.40198 30547 1.65 0.41420 88905 1.66 0.42668 19134 1.67 
0.43940 54246 1.68 
0.45238 27520 1.69 
0.46561 72500 1.70 
0.47911 23003 1.71 
0,49287 13114 1.72 
0.50689 77188 1.73 
0,52119 49855 1.74 
0,53576 66016 1.75 0.55061 60845 1. 76 0.56574 69793 1. 77 
0.58116 28586 1.78 0.59686 73228 1.79 
0.61286 40000 1.80 0.62915 65462 1.81 0.64574 86454 1.82 
0.66264 40097 1.83 
0,67984 63795 1.84 
0.69735 95234 1.85 
o. 71518 72385 1.86 o. 73333 33502 1.87 o. 75180 17126 1.88 o. 77059 62087 1.89 
o. 78972 07500 1.90 
0,80917 92770 1.91 
0.82897 57594 1.92 
0.84911 41956 1.93 0.86959 86135 1.94 
0.89043 30703 1.95 
0.91162 16525 1.96 
0.93316 84760 1.97 
0.95507 76866 1.98 
0.97735 34596 1.99 
1,00000 00000 2.00 

A-2 -p 



NUMERICAL ANALYSIS 

SEVEN-POINT LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

A7(p) � ( �l)k+3 p (pLJ)JpLQ(pL9J k �+� ! �-� ! �-� 

Table 25.1 

p La 
o.o 0,00000 00000 
0,1 -0.00159 10125 
0.2 -0,00295 68000 
0.3 -0.0040 0 28625 
0.4 -0.00465 92000 

A-2 
0 , 00000 00000 o.ooooo 00000 
0,01409 18250 -0,06 725 64375 
0,02580 48000 -0. 11827 2 0000 
0.03445 94250 -0.15241 66875 
0.03960 32000 -0.16972 80000 

Ao 
1.000 00 00000 
0,98642 77500 
0.94617 60000 
0.88062 97500 
o. 79206 40000 

AI  
0, 00000 00000 
0,08220 23125 
0.17740 80000 
0.28305 95625 
0.39603 20000 

Az 
0.00000 00000 

-0.01557 51750 
-0.03153 92000 
-0.04662 15750 
-0.05940 480 0 0  

A3 
0 . 0 0000 0 0 0 0 0  o.o 
0.00170 07375 0.1 
0,00337 92000 0.2 
0.00489 23875 0.3 
0.00609 28000 0,4 

0.5 -0.00488 28125 
0.6 -0.0041>5 92000 
o. 7 -0.00400 28625 u.s -0.00295 68000 
0,9 -0. 00159 10125 

0.04101 56250 -0.17089 84375 
0.03870 72000 -0.15724 80000 
0.03291 24250 -0.13068 16875 
0.02407 68000 -0,09363 20000 
0.01283 78250 -0,04898 64375 

0.68359 37500 
0.55910 40000 
0,42315 97500 
0,28089 60000 
0.13788 77500 

0.51269 53125 -0.06835 9375 0 
0.62899 20000 -0.07188 48000 
o. 74052 95625 -0.06835 65750 
0,84268 80000 -0.05617 92000 
0.93074 23125 -0.03384 51750 

0.00683 59375 0.5 
0.00698 88000 0.6 
0.00643 93875 o. 7 
0.00510 72000 0.8 
0,00295 47375 0,9 

1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

o.ooooo 0 0 0 0 0  o.ooooo 0 0 0 0 0  
0 , 0 0 1 7 0  0 7 3 7 5  -0.01349 6 1 7 5 0  
0.00337 92000 -0.02661 12000 
0.00489 23875 -0.03824 95750 
0,00609 28000 -0.04730 88000 

0.00683 59375 -0.05273 43750 
0.00698 88000 -0.05358 08000 
0.00643 93875 -0.04907 85750 
0,00510 72000 -0.03870 72000 
0.00295 47375 -0. 02227 41750 

o.ooooo 00000 0.00000 00000 
0.04980 73125 -0.126 78 22500 
0.09676 80000 -0.23654 40000 
0.13719 95625 -0.32365 02500 
0.16755 2 0 0 0 0  -0.38297 60000 

0.18457 03125 -0.41015 62500 
0.18547 20000 -0.40185 60000 
0.16813 95625 -0.35606 02500 
0,13132 80000 -0.27238 40000 
0. 0 7488 73125 -0.15240 22500 

1.00000 0 0 0 0 0  
1.04595 35625 
1,06444 80000 
1.05186 33125 
1. 00531 2 00 0 0  

0,92285 15625 
0.80371 2 0 0 0 0  
0.64853 83125 
0.45964 80000 
0.24130 35625 

2 . 0  0.00000 0 0 0 0 0  
2,1 -0.00367 0 0 1 2 5  
2.2 -0.00788 48000 
2.3 -0.01237 48625 
2.4 -0.01675 52000 

0. 00000 00000 0.00000 00000 
0.02739 08250 -0,09056 64375 
0,05857 28000 -0.19219 20000 
0,09151 64250 -0.29812 16875 
0 . 1 2337 92000 -0.39916 80000 

o.ooooo 00000 0.00000 00000 
0.17825 77500 -0.25523 26875 
0.37213 60000 -0.51251 2 0000 
0.57031 97500 -0.75677 04375 
o. 75398 40000 -0.96940 80000 

2.5 -0.02050 78125 
2.6 -0.02296 32000 
2. 7 -0.02328 08625 
2.8 -0.02042 88000 
2. 9 -0. 01316 20125 

3.0 0.00000 0 0000 

A3 

0.15039 06250 -0.48339 84375 
0.16773 12000 -0,53580 80000 
0.16940 54250 -0.53797 66875 
0.14810 88000 -0.46771 2 0 0 00 
0.09508 88250 -0.29867 64375 

0.00000 00000 

Az 
0. 00000 00000 

AI  

0.90234 37500 -1.12792 96875 
0.98918 40000 -1.2 0556 80000 
0.98296 97500 -1.1 7089 04375 
0.84633 60000 -0.98739 20000 
0.53555 77500 �0.61 307 26875 

0,00000 00000 0.00000 00000 

Ao A- 1  

0. 00000 00000 0.00000 00000 1.0 
0.04648 6825 0 -0.00367 00125 1.1 
0.1 0644 48000 -0,00788 48000 1.2 
0.18031 942 50 -0.01237 48625 1.3 
0.26808 32000 -0.01675 52000 1.4 

0.36914 06250 -0.02050 78125 1.5 
0.48222 72000 -0.02296 32000 1.6 
0.60530 24250 -0.02328 08625 1. 7 
0. 73543 68000 -0.02042 88000 1.8 
0.86869 28250 -0.01316 20125 1.9  

1.00000 00000 
1.12302 38250 
1.23002 88000 
1.31173 5425 0 
1.35717 1 2 0 0 0  

1.35351 56250 
1.28593 9 2 0 0 0  
1.13743 642 50 
0,88865 28000 
0,51770 58250 

0.00000 00000 

A_2  

0.00000 00000 2.0  
0.02079 67375 2.1 
0.05125 1 2 000 2.2 
0,09369 5 3875 2.3  
0.15079 68000 2.4  

0.22558 59375 2.5 
0.32148 48000 2.6  
0,44233 63875 2. 7 
0.59243 52000 2.8 
o. 77655 87375 2.9 

1.00000 00000 3.0  

A -3 -p 

EIGHT-POII\T LAGRANGIAN INTERPOLATION COEFFICIENTS 

As(p) � (- l) k+4 p (pL ll(pL4) (pL9) (p-4) 
k (3+k) ! (4-k) ! (p-k) 

913 

p A-a A-2  Ao A2 A3 
o.ooooo 00000 
0,00663 28763 
0.01284 09600 
0.01810 18337 
0 , 02193 40800 
0,02392 57812 

A4 
o.o 0.00000 0 0 0 0 0  0.00000 0 0 0 0 0  

0.00915 96863 
0,01634 30400 
0.02124 99787 
0,02376 19200 
0,02392 57812 

0,1 -0,00088 642 1 3  
0 , 2 ·  -0.00160 51200 
0.3 -0.00211 57988 
0,4 -0.00239 61600 
0,5 -0,00244 14063 

1.0 
1,1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1,9 

0.00000 0 0 0 0 0  0.00000 00000 
0.00070 45912 -0.00652 31512 
0.00135 16800 -0.01241 85600 
0,00188 70638 -0,01721 23088 
0,00226 30400 -0.02050 04800 

0,00244 14062 -0.02197 26562 
0,00239 61600 -0.02143 2;3200 
0,00211 57988 -0.01881 34538 
0.00160 51200 -0.01419 26400 
0,00088 64213 -0.00779 59613 

0.00000 00000 
-0.05246 00213 
-0.08988 67200 
-0.11278 83487 
-0.1 2 2 2 0  4160 0 
-0.11962 89062 

1 . 00000 00000 
0.96176 70563 
0.89886 72000 
0,81458 25188 
o. 71285 76000 
0,59814 45312 

0.00000 00000 o.ooooo 00000 
0.02888 82412 -0.09191 71312 
0.05419 00800. -0.16558 08000 
0,07408 77638 -0.21846 39188 
0.08712 70400 -0.24893 44000 

0.09228 51562 -0.25634 76562 
0.08902 65600 -0,24111 36000 
0.07734 41988 -0.20473 46438 
0.05778 43200 -0.14981 12000 
0.03145 26712 -0.08001 11812 

o.ooooo 00000 
0.10686 30063 
0.22471 68000 
0.34910 67938 
0.47523 84000 
0,59814 45313 

1.00000 0 0 0 0 0  
1 . 0 1 1 0 8  84438 
0,99348 48000 
o. 9466 7 69812 
0.87127 04000 

o. 76904 29688 
0.64296 96000 
0.49721 27062 
0.33707 52000 
0.16891 24938 

0.00000 00000 
-0.03037 15913 
-0.05992 44800 
-0.08624 99137 
-0.10692 86400 
-0.11962 89062 

0.00000 00000 o.ooooo 00000 
0.06740 98962 -0.01064 30362 
0.14902 27200 -0.02207 74400 
0,24343 12238 -0.03341 21288 
0.34850 81600 -0.04356 35200 

0,46142 57812 -0.05126 95312 
0,57867 26400 -0.05511 16800 
0.69609 77888 -0.05354 59838 
0.80898 04800 -0.04494 33600 
0.91212 74662 -0,02764 02263 

0.00000 0 0 0 0 0  
- 0 . 0 0 0 7 0  45913 
-0.00135 1 6800 
-0.00188 70638 
-0,00226 30400 
-0.00244 14062 

1.0 
0.9 
0.8 
o. 7 
0.6 
o.s 

0.00000 00000 o.o 
0.00099 61462 -0.1 
0.00202 752 00 -0.2 
0 , 0 0300 532 38 -0.3 
0.00382 97600 -0.4 

0.00439 45312 -0.5 
0,00459 26400 -0.6 
0.00432 35888 -0.7 
0.00350 20800 -0.8 
0.00206 83163 -0.9 

2,0 0,00000 00000 
2.1 -0.00099 61462 
2.2 -0.00202 75200 
2.3 -0,00300 53238 
2.4 -0.00382 97600 

o.ooooo 00000 0.00000 00000 
0.00867 37612 -0.03441 52462 
0.01757 1 8400 -0,06918 91200 
0,02592 96538 -0.10136 13738 
0,03290 11200 -0.12773 37600 

o.ooooo 00000 0,00000 00000 
0,08467 24312 -0.16164 73688 
0,16773 12000 -0,30750 72000 
0,24238 58938 -0.42883 65812 
0,30159 36000 -0.51701 76000 

1. 00000 00000 
1.06687 26338 
1.10702 59200 
1.11497 51112 
1,08573 69600 

0,00000 00000 0.00000 00000 -1.0 
0.0�951 38012 -0.00267 38662 -1.1 
0,09225 21600 -0.00585 72800 -1.2 
0.15928 21588 -0,00936 95388 -1.3 
0,24127 48800 -0.012.92 54400 -1.4 

2.5 -0.00439 4531 2 
2.6 -0,00459 26400 
2. 7 -0.0 0432 35888 
2.8 -0.00350 20800 
2,9 -0.00206 83162 

0.03759 76562 -0.14501 95312 
0.03913 72800 -0.15002 62400 
0.036 70 45088 -0.13987 39388 
0.02962 1 7600 -0.1 1 2 25 08800 
0.01743 29512 -0.065 70 88162 

0,33837 89062 -0.56396 48438 
0,34621 44000 -0.56259 84000 
0.31946 51688 -0.50738 58562 
0,25390 08000 -0,39495 68000 
0.14727 83812 -0.22479 33188 

1.01513 67188 
0.90015 74400 
0,73933 36762 
0.53319 16800 
0.28473 82038 

3, 0 0,00000 00000 0,00000 00000 
3.1 o.oo26 1 38662 -o.o2n8 70762 
3.2 0,00585 72800 -0.04888 57600 
3.3 0,00936 95388 -0,07796 16338 
3.4 0,01292 54400 -0.10723 32800 

3.5 0.01611 32812 -0.13330 07812 
3.6 0.01837 05600 -0.15155 71200 
3, 7 0.01895 72738 -0.15598 17788 
3,8 0,01692 6720 0 -0,13891 58400 
3,9 0,01109 36%2 -0.09061 78862 

4.0 0,00000 0 0 0 0 0  

A4 

0.00000 00000 0.00000 00000 
0.08354 20162 -Q.l8415 17562 
0.1815 7 56800 -0.39719 68000 
0.28827 67388 -0.62605 55438 
0.39481 34400 -0.85155 84000 

0.48876 95312 -1.04736 32812 
0.55351 29600 -1.17877 76000 
0.56750 81738 -1.20148 12688 
O.S0356 99200 -1.06014 72000 
0.32805 64462 -0.68695 58062 

o.ooooo 00000 

A2 
0. 00000 00000 

A, 

0 , 0 000 0 00000 o.ooooo 0 0 0 00 
0,27184 30688 -0.31 138 38788 
0.57774 08000 -0,63551 48800 
0,89825 36062 -0.95353 07512 
1.20637 44000 -1.24084 22400 

1.46630 85938 -1.46630 85938 
1,63215 36000 -1.59134 97600 
1,64647 43312 -1.56899 31862 
1,43877 12000 -1.34285 31200 
0.92383 71188 -0.84604 03088 

0.00000 00000 

Ao 
0.00000 00000 

A _ , 

0.33837 89062 -0.01611 32812 -1.5 
0.45007 87200 -0.01837 05600 -1.6 
0.57503 73038 -0.01895 72738 -1.7 
0,71092 22400 -0.01692 67200 -1.8 
0.85421 46112 -0.01109 36962 -1.9 

1.00000 00000 
1.14174 08888 
1 . 2 7102 97600 
1.37732 21962 
1.44764 92800 

1.46630 85938 
1.41453 31200 
1.27013 73412 
1.00713 98400 
0.59536 16988 

o.ooooo 00000 

A-2 

o.ooooo 00000 -2.0 
0.01812 28712 -2.1 
0.04539 392 00 -2.2 
0.08432 58488 -2.3 
0.13787 13600 -2.4 

0.20947 26562 -2.5 
0.30311 42400 -2.6 
0.42337 91138 -2.7 
0.57550 84800 -2.8 
o. 76546 50412 -2.9 

1,00000 00000 -3,0 

A-a P 
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Table 25.2 

* 
j .lo 

0 -3 
1 -1 
2 1 

0 -11 
1 -2 
2 1 
3 -2 

0 -50 1 -6 
2 2 
3 -2 
4 6 

0 -274 1 -24 
2 6 
3 -4 
4 6 
5 -24 

* j Ao  

0 6 
1 3 
2 0 
3 -3 

0 35 
1 1 1  
2 -1 
3 -1 
4 1 1  

0 225 
1 50 2 -5 
3 0 
4 5 5 -50 

�UMERICAL ANALYSIS 

COEHICIENTS FOR DIFFERENTIATION 

dkj(r) r kf m 
Differentiation Formula : ���k 1 �m,jtk � Aif(x;) 

f J 1 X=Xj • 1 = 0  

HRST DERIVATIVE (k=l) THIRD DERIVATIVE (k=3) 

A1 A2 Ao � A_; 

Three Point (m=2) 

4 -1 
0 1 

-4 3 

Four Point (m=3) 
18 -9 2 
-3 6 -1 
-6 3 2 

9 -18 1 1  

Five Point (m=4) 
96 -72 32 -6 

-20 36 -12 2 
-16 0 1 6  -2 

1 2  -36 2 0  6 
-32 72 -96 5 0  

Six Point (m= 5) 
600 -600 4 0 0  -1 5 0  24 

-1 30 240 -1 20 4 0  -6 
-60 -40 1 2 0  -30 4 

3 0  -1 2 0  4 0  60 -6 -40 1 2 0  -240 1 30 2 4  
1 5 0  -400 600 -60 0  274 

SECOND DERIVATIVE (k=2) 
. I J A :! A:l .d4 A.; 

Three Point (m=2) 
-2 1 

-2 

-2 l 
Four Point (m=3) 

-1 5 1 2  -3 
-6 3 0 

3 -6 3 
1 2  -1 5 6 

Five Point (m �4) 
-104 1 1 4  -56 1 1  

-20 6 4 -1 
1 6  -30 1 6  -1 

4 6 -2 0 1 1  
-56 1 1 4  -104 35 

Six Point (111 ��5) 
-770 1 070 -780 3 0 5  -5 0 

-75 -20 70 -30 5 
8 0  -1 50 80 -5 0 
-5 80 -1 5 0  8 0  -5 

-30 70 -2 0 -75 5 0  
305 -780 1 070 -7 70 225 

hk Error 
k! 

1/3 
-1/6 h )f () ) 

1 / 3  

-1/4 
1 / 1 2 4 (4 ) -1j 1 2 h f 
1/4 

1 / 5  
-1/20 

1/30 h5 r < 5> 
-1/2 0  

1 / 5  

-1/6 
1/30 

-1/60 6 ( b) 
1j60 h f 

-1/30 
1/6 

� Error 
k! 

-1/2 h3f (3) 
-1/24 h 4 f (4) 

1/2 h 3 f()) 

1 1/24 
-1 /24 4 ( 4) 
-1;24 h f 
1 1/24 

-5/12 hs f<s > 
1 /2 4  
1/1 8 0 h 0 f (b) 

-1/24 h5f (S) 
5 / 12 

1 37/360 
-1 3;360 

1/180 h 6f (6 ) 
l / 1 8 0  

-1 3/360 
1 37/360 

j Ao A1 A2 A:l A4  A,; 
Four Point (m=3) 

0 -1 3 -3 1 
1 -1 3 -3 1 
2 -1 3 -3 1 
3 -1 3 -3 1 

Five Point (m=4) 
0 -1 0 36 . -48 2 8  -6 
1 -6 2 0  -24 1 2  -2 
2 -2 4 0 -4 2 
3 2 -12 24 -20 6 
4 6 -28 4 8  -36 1 0  

Six Point (m=5) 
0 -85 3 5 5  -5 9 0  4 9 0  -205 35 
1 -35 1 25 -170 1 1 0  -35 5 
2 -5 -5 50 -70 35 -5 
3 5 -35 70 -5 0  5 5 
4 -5 35 -1 1 0  1 70 -125 35 
5 -35 2 0 5  -490 5 9 0  -35 5  85 

FOURTH DERIVATIVE (k=4) 

j J o  .4 1 A2 A:J A4 A:, 

Five Point (m=4) 
0 1 -4 6 -4 1 
1 1 -4 6 -4 1 
2 1 -4 6 -4 1 
3 1 -4 6 -4 1 
4 1 -4 6 -4 1 

Six Point (m=5) 
0 1 5  -70 1 3 0  -1 20 5 5  -1 0 
1 1 0  -45 80 -70 30 -5 
2 5 -20 30 -20 5 0 
3 0 5 -20 30 -20 5 
4 -5 3 0  -70 80 -45 1 0  
5 -1 0 5 5  -1 2 0  1 3 0  -70 1 5  

FIFTH DERIVATIVE (h .i) 
j .. l o  A1  A:? A:l A4 A.; 

Six Point (m 5) 
0 -1 5 -1 0 1 0  -5 1 
1 -1 5 -1 0 1 0  - 5  1 
2 -1 5 -1 0 1 0  -5 1 
3 -1 5 -1 0 1 0  -5 1 
4 -1 5 -1 0 1 0 -5 1 
5 -1 5 -1 0 1 0  -5 1 

hk Error 
k! 

-1/4 
-1/12 h4 f(4 ) 1 / 1 2  

1/4 

1/24 
1/24 

-1/24 h 5 f( 5)  
1/24 
7/24 

-5 /16 
-1/48 

1/48 hb f( b) 
-1/48 

1 / 48 
5/16 

hk Error 
k! 

* 

* 

-1/ 1 2  h 5 f( 5 ) 
-1/24 
-1/144 h b i" > 

1/24 h s r< 5 ) 1/12 

1 7/144 
5/ 1 44 

-1/ 1 44 ho r<o> 
-1/ 144 

5/144 
1 7 / 144 

�t Error 
* 

-1 ; 48 
-1/80 
-1 /240 6!( 6) 1/240 h 

1 / 8 0  
1 ; 48 

Compiled from W. G. Bickley, Formulae for numerical differentiation, Math. Gaz. 25, 19-27, 1941 (with permission). 

*See page 11. 
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LAGRANGIAN INTEGRATION COEFFICIENTS Table 25.3 

rm+ 1j(.r:)d�� "' It � Ak(m)j(xk) * 
Xm 

DAk(m) 
n odd 

n m\k - 4  - 3  - 2  -1 0 1 2 3 4 ]) 
3 -1 5 8 -1 0 12 

5 -2 251 646 -264 106 -19 1 720 
-1 -19 346 456 -74 11 0 

7 -3 19087 65112 -46461 37504 -20211 6312 -863 2 60480 
-2 -863 25128 46989 -16256 7299 -2088 271 1 
-1 271 -2760 30819 37504 --6771 1608 -191 0 

9 -4 1 070017 4467094 -4604594 5595358 -5033120 3146338 -1291214 312874 -33953 3 3628800 -3 -33953 1375594 3244786 -1752542 1317280 -755042 294286 --68906 7297 2 
-2 7297 -99626 1638286 2631838 -833120 397858 -142094 31594 -3233 1 
-1 -3233 36394 -216014 1909858 2224480 -425762 126286 -25706 2497 0 

4 3 2 1 0 -1 - 2  3 - 4  k\m 

n = even 

n m\k - 4  3 2 -1  0 1 2 3 4 5 J) 
4 -1 9 19  -5 1 1 24 

0 -1 1 3  13  -1 0 

6 -2 475 1427 -798 482 -173 27 2 1440 
-1 -27 637 1022 -258 77 -11 1 

0 11 -93 802 802 -93 11 0 

8 -3 36799 139849 -121797 123133 -88547 41499 -11 351 1 375 3 120960 
-2 -1375 47799 101349 -44797 26883 -11547 2999 -351 2 
-1 351 -4183 57627 81693 -20227 7227 -1719 191 1 

0 -191 1879 -9531 68323 68323 -9531 1879 -191 0 

10 -4 2082753 9449717 -11271304 1 6002320 -17:t83646 13510082 -7394032 2687864 -583435 57281 4 7257600 
-3 -57281 2655563 6872072 -4397584 3973310 -2848834 1481072 -520312 110219 -10625 3 
-2 1 0625 -163531 3133688 5597072 -2166334 1295810 --617584 206072 -42187 3969 2 
-1 -3969 50315 -342136 3609968 4763582 -1166146 462320 -141304 27467 -2497 1 

0 2497 -28939 1 62680 --641776 4134338 4134338 --641776 162680 -28939 2497 0 
5 4 3 2 1 0 -1  - 2  - 3  4 k\m 

Compiled from National Bureau of Standards, Tables of Lagrangian interpolation coefficients. Col urn-
bia Univ. Press, New York, N.Y., 1944 (with permission) . 

• See page 11. 
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Table 25.4 

NUMERICAL ANALYSIS 

ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION 

J+l f(x)d.c� f wif(xi) 
- l i=l  

Abscissas= ±xi (Zeros of Legendre Polynomials) Weight Factors=wi 

±Xi Wi 

n = 2  
n = 8  

0,57735 02691 89626 1.00000 00 000 00000 
0.18343 46424 95650 
0,52553 24099 16329 
0.79666 64774 13627 
0.96028 98564 97536 

0,36268 37833 78362 
0.31370 66458 77887 
0.22238 1 0344 53374 
0.10122 85362 90376 

0.00000 00000 00000 
0,77459 66692 41483 

n = 3  

n = 4  

0,88888 88888 88889 
0.55555 55555 55556 

0.33998 1 0435 84856 0.65214 51548 62546 
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 

o.ooooo 00000 00000 
0.53846 93101 05683 
0.90617 98459 38664 

0.23861 91860 83197 
0.66120 93864 66265 
0.93246 95142 03152 

0.00000 00000 00000 
0.40584 51513 77397 
0.74153 11855 99394 
�94910 79123 42759 

n = 5  

n = 6  

n=1 

0.56888 88888 88889 
0.4 7862 86 704 99366 
0.23692 68850 56189 

0.46791 39345 72691 
0.36076 15730 48139 
0.17132 44923 79170 

0,41795 91836 73469 
0.38183 00505 05119 
0.27970 53914 89277 
0.12948 49661 68870 

o.ooooo 00000 00000 
0.32425 34234 03809 
0.61337 14327 00590 
0.83603 11073 26636 
0,96816 b2395 07626 

0.14887 43389 81631 
�43339 53941 29247 
0.67940 95682 99024 
0.86506 33666 88985 
o. 97390 65285 17172 

0.12523 34085 11469 
0.36783 14989 98180 
0.58731 79542 86617 
0.76990 26741 94305 
0.90411 72563 70475 
0.98156 06342 46719 

0.33023 93550 01260 
0.31234 70770 40003 
0.26061 06964 02935 
0.18064 81606 94857 
0.08127 43883 61574 

0.29552 42247 14753 
0.26926 6 7193 09996 
0,21908 63625 15982 
0,14945 13491 50581 
0,06667 13443 08688 

0.24914 70458 13403 
0.23349 25365 38355 
0.20316 74267 23066 
0.16007 83285 43346 
0.10693 93259 95318 
0.04717 53363 86512 

±xi n= 16 Wi 
U.09501 25098 37637 440185 

J128160 35507 79258 913230 
0.45801 67776 57227 386342 
\l91787 62444 02643 748447 
�5540 44083 55003 033895 
�6563 12023 87831 743880 
0.94457 50230 73232 576078 
0,98940 09349 91649 932596 

0.07652 65211 33497 333755 
0.22778 58511 41645 078080 
0,37370 60887 15419 560673 
0,51086 70019 50827 098004 

�3605 36807 26515 025453 
0.74633 19064 60150 792614 
0.83911 69718 22218 823395 
0.91223 44282 51325 905868 
0.96397 19272 77913 791268 
0,99312 85991 85094 924786 

n=20 

n=24 

0.18945 06104 55068 496285 
0.18260 34150 44923 588867 
0.16915 65193 95002 538189 
0.14959 59888 16576 732081 
0,12462 89712 55533 872052 
0.09515 85116 82492 784810 
0.06225 35239 38647 892863 
0.02715 24594 11754 094852 

0.15275 33871 30725 850698 
0.14917 29864 72603 746788 
0.14209 61093 18382 051329 
0.13168 86384 49176 626898 
0.11819 45319 61518 417312 
0.10193 01198 17240 435037 
0.08327 67415 76704 748725 
0.06267 20483 34109 063570 
0,04060 14298 00386 941331 
0.01761 40071 39152 118312 

0,06405 68928 62605 626085 0.12793 81953 46752 156974 
0.19111 88674 73616 309159 0.12583 74563 46828 296121 
o:31504 26796 96163 374387 0.12167 04729 27803 ffi1204 
0.43379 35076 26045 1 38487 0.11550 56680 53725 6 1353 
0.54542 14713 88839 535658 1f.10744 42701 15965 63 783 
0,64809 36519 36975 569252 0.09761 86521 0411 3  888270 
0,74012 41915 78554 364244 0,08619 01615 31953 275917 
0.82000 19859 73902 921954 0.07334 64814 11080 305734 
0.88641· 55270 04401 034213 0.05929 85849 15436 780746 
0.93827 45520 02732 758524 0.04427 74388 1 7419 806169 
0.97472 85559 71309 498198 0.02853 13886 28933 663181 
0.99518 72199 97021 360180 0.01234 12297 99987 199547 

Compiled from P. Davis and P. Rabinowitz, Abscissas and weights for Gaussian quadratures of high 
order, J. Research NBS 56, 35-37, 1956, RP2645; P. Davis and P. Rabinowitz, Additional abscissas 
and weights for Gaussian quadratures of high order. Values for n=64, 80, and 96, J. Research NBS 60, 
613-614, 1958, RP2875; and A. N. Lowan, N. Davids, and A. Levenson, Table of the zeros of the Legendre 
polynomials of order 1-16 and the weight coefficients for Gauss' mechanical quadrature formula, Bull. 
Amer. Math. Soc. 48, 739-743, 1942 (with permission) .  
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Table 25.4 

ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION 

+1 � f_ J(x)dx"" LJ wif(xi) 
1 i=1 

Abscissas=±xi (Zeros of Legendre Polynomials) Weight Factors=wi 

0.04830 76656 87738 316235 
0.14447 19615 82796 493485 
0.23928 73622 52137 074545 
0.33186 86022 82127 649780 
0.42135 12761 30635 345364 
0.50689 99089 32229 390024 
0.58771 57572 40762 329041 
0.66304 42669 30215 200975 
0.73218 21187 40289 680387 
0.79448 37959 67942 406963 
0.84936 76137 32569 970134 
0.89632 11557 66052 123965 
0.93490 60759 37739 689171 
0.96476 22555 87506 430774 
0.98561 15115 45268 335400 
0.99726 38618 49481 563545 

0.03877 24175 06050 821933 
0.11608 40706 75255 208483 
0.19269 75807 01371 099716 
0.26815 21850 07253 681141 
0.34199 40908 25758 473007 
0.41377 92043 71605 001525 
0.48307 58016 86178 712909 
0.54946 71250 95128 202076 
0.61255 38896 67980 237953 
0.67195 66846 14179 548379 
0.72731 82551 89927 103281 
0.77830 56514 26519 387695 
0.82461 22308 33311 663196 
0.86595 95032 12259 503821 
0.90209 88069 68874 296728 
0.93281 28082 78676 533361 
0.95791 68192 13791 655805 
0.97725 99499 83774 262663 
0.99072 62386 99457 006453 
0.99823 77097 1 0559 200350 

0.03238 01709 62869 362033 
0.09700 46992 09462 698930 
0.16122 23560 68891 718056 
0.22476 37903 94689 061225 
0.28736 24873 55455 576736 
0.34875 58862 92160 738160 
0.40868 64819 90716 729916 
0.46690 29047 50958 404545 
0.52316 09747 22233 033678 
0.57722 47260 83972 703818 
0.62886 73967 76513 623995 
0.67787 23796 32663 905212 
0.72403 41309 23814 654674 
0.76715 90325 15740 339254 
0.80706 62040 29442 627083 
0.84358 82616 24393 530711 
0.87657 20202 74247 885906 
0.90587 91367 15569 672822 
0.93138 66907 06554 333114  
0.95298 77031 60430 860723 
0.97059 15925 46247 250461 
0.98412 45837 22826 857745 
0.99353 01722 66350 757548 
0.99877 1 0072 52426 118601 

n=32 

n=40 

Wi 

0.09654 00885 14727 800567 
0.09563 87200 79274 859419 
0.09384 43990 80804 565639 
0.09117 38786 95763 884713 
0.08765 20930 04403 811143 
0.08331 19242 26946 755222 
0.07819 38957 87070 306472 
0.07234 57941 08848 506225 
0.06582 22227 76361 846838 
0.05868 40934 78535 547145 
0.05099 80592 62376 176196 
0.04283 58980 22226 680657 
0.03427 38629 13021 433103 
0.02539 20653 09262 059456 
0.01627 43947 30905 670605 
0.00701 86100 09470 096600 

0.07750 59479 78424 811264 
0.07703 98181 64247 965588 
0.07611 03619 00626 242372 
0.07472 31690 57968 264200 
0.07288 65823 95804 059061 
0.07061 16473 91286 779695 
0.06791 20458 1 5233 903826 
0.06480 40134 56601 038075 
0.06130 62424 92928 939167 
0.05743 97690 99391 551367 
0.05322 78469 83936 824355 
0.04869 58076 35072 232061 
0.04387 09081 85673 271992 
0.03878 21679 74472 017640 
0.03346 01952 82547 847393 
0.02793 70069 80023 401098 
0.02224 58491 94166 957262 
0.01642 1 0583 81907 888713 
0.01049 82845 31152 813615 
0.00452 12770 98533 191258 

0.06473 76968 12683 922503 
0.06446 61644 35950 082207 
0.06392 42385 84648 186624 
0.06311 41922 86254 025657 
0.06203 94231 59892 663904 
0.06070 44391 65893 880053 
0.05911 48396 98395 635746 
0.05727 72921 00403 215705 
0.05519 95036 99984 162868 
0.05289 01894 85193 667096 
0.05035 90355 53854 474958 
0.04761 66584 92490 474826 
0.04467 45608 56694 280419 
0.04154 50829 43464 749214 
0.03824 1 3510 65830 706317 
0.03477 72225 64770 438893 
0.03116 72278 32798 088902 
0.02742 65097 08356 948200 
0.02357 07608 39324 379141 
0.01961 61604 57355 527814 
0.01557 93157 22943 848728 
0.01147 72345 79234 539490 
0.00732 75539 01276 262102 
0.00315 33460 52305 838633 

917 
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Table 25.4 
ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION 

J+l j(J')d.r� � wif(:r;) 
- l  i=l 

Abscissas= ±:r; (Zeros of Legendre Polynomials) Weight Factors=wi 
±xi 

0.02435 02926 63424 432509 
0.07299 31217 87799 039450 
0.12146 28192 96120 554470 
0.16964 44204 23992 818037 
0.21742 36437 40007 084150 
0.26468 71622 08767 416374 
0.31132 28719 90210 956158 
0.35722 01583 37668 115950 
0.40227 01579 63991 603696 
0.44636 60172 53464 087985 
0.48940 31457 07052 957479 
0.53127 94640 19894 545658 
0,57189 56462 02634 034284 
0,61115 53551 72393 250249 
0.64896 54712 54657 339858 
0.68523 63130 54233 242564 
0.71988 18501 71610 826849 
0.75281 99072 60531 896612 
0,78397 23589 43341 407610 
0.81326 53151 22797 559742 
0.84062 92962 52580 362752 
0.86599 93981 54092 819761 
0.88931 54459 95114 105853 
0.91052 21370 78502 805756 
0.92956 91721 31939 575821 
0.94641 13748 58402 816062 
0.961 00 87996 52053 718919 
0.97332 68277 8991 0 963742 
0,98333 62538 84625 956931 
0.99101 33714 76744 320739 
0.99634 01167 71955 279347 
0.99930 50417 35772 1 39457 

0.01951 13832 56793 997654 
0,05850 44371 52420 668&29 
0.09740 83984 41584 599063 
0.13&16 40228 09143 88&559 
0.17471 22918 32646 812559 
0.21299 <\5028 57666 132572 
0.25095 23583 92272 120493 
0.28852 80548 84511 853109 
0.32566 43707 47701 914619 
0.3&230 47534 99487 315619 
0,39839 34058 81969 227024 
0.43387 53708 31756 093062 
0.46869 66151 70544 477036 
0.50280 41118 88784 987594 
0.53614 59208 97131 932020 
0.56867 12681 22709 784725 
0.60033 06228 29751 743155 
0.63107 57730 46871 966248 
0.66085 98989 86119 801736 
0.68963 76443 42027 600771 
0.71736 51853 62099 880254 
0.74400 02975 83597 272317 
0.76950 24201 35041 373866 
0.79383 27175 04605 449949 
0.81695 41386 81463 470371 
0.83883 14735 80255 275617 
0.85943 14066 63111 096977 
0.87872 25676 78213 828704 
0.89667 55794 38770 683194 
0.91326 31 025 71757 654165 
0.92845 98771 72445 795953 
0.94224 27613 09872 674752 
0.95459 07663 43634 905493 
0.96548 50890 43799 251452 
0.97490 91405 85727 793386 
0.98284 85727 38629 070418 
0.98929 13024 99755 531027 
0.99422 75409 65688 277892 
0.99764 98643 98237 688900 
0.99955 38226 51630 629880 

n=64 

n=80 

Wi 

0.04869 09570 09139 720383 
0.04857 54674 41503 426935 
0.04834 47622 34802 957170 
0.04799 93885 96458 307728 
0.04754 01657 14830 308662 
0.04696 81828 1 6210 017325 
0.04628 47965 81314 417296 
0.04549 16279 27418 144480 
0.04459 05581 63756 563060 
0.04358 37245 29323 453377 
0.04247 35151 23653 589007 
0.04126 25632 42623 528610 
0.03995 37411 32720 341387 
0.03855 01531 78615 629129 
0.03705 51285 40240 046040 
0.03547 22132 56882 383811 
0.03380 51618 37141 609392 
0.03205 79283 54851 553585 
0.03023 46570 72402 478868 
0.02833 96726 14259 483228 
0.02637 74697 1 5054 658672 
0.02435 27025 6871 0 873338 
0.02227 01738 08383 254159 
0.02013 48231 53530 209372 
0.01795 17157 75697 343085 
0.01572 60304 76024 719322 
0.01346 30478 96718 642598 
0.01116 81394 60131 128819 
0.00884 67598 26363 947723 
0.00650 44579 68978 362856 
0.00414 70332 60562 467635 
0.00178 32807 21696 432947 

0.03901 78136 56306 654811 
0.03895 83959 62769 531199 
0.03883 96510 59051 968932 
0.03866 1 7597 74076 463327 
0.03842 49930 06959 423185 
0.03812 97113 1 4477 638344 
0.03777 63643 62001 397490 
0.03736 54902 38730 490027 
0.03689 77146 38276 008839 
0.03637 37499 05835 978044 
0.03579 43939 53416 054603 
0.03516 05290 44747 593496 
0.03447 31204 51753 928794 
0.03373 32149 84611 522817 
0.03294 19393 97645 401383 
0.03210 04986 73487 773148 
0.03121 01741 88114 701642 
0.03027 23217 59557 980661 
0.02928 83695 83267 847693 
0.02825 98160 57276 862397 
0.02718 82275 00486 380674 
0.02607 52357 67565 117903 
0.02492 25357 64115 491105 
0.02373 18828 65930 101293 
0.02250 50902 46332 461926 
0.02124 40261 15782 006389 
0.01995 06108 78141 998929 
0.01862 68142 08299 031429 
0.01727 46520 56269 306359 
0.01589 61835 83725 688045 
0,01449 35080 40509 076117 
0.01306 87615 92401 339294 
0.01162 41141 20797 82691& 
0.01016 17660 41103 064521 
0,00868 39452 69260 858426 
0.00719 29047 68117 312753 
0.00569 09224 51403 198649 
0,00418 03131 24694 895237 
0.0026& 35335 89512 681&69 
0.00114 49500 03186 941534 
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Table 25.4 
ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION 

+ 1  
n f_ f(x)dx"" � wif(xi) 

1 i=1 

Abscissas= ±xi (Zeros of Legendre Polynomials) Weight Factors=wi 

0,01627 67448 49602 969579 
0.04881 29851 36049 731112 
0.08129 74954 64425 558994 
0,11369 58501 1 0665 920911 
0,14597 37146 54896 941989 
0.17809 68823 6761 8 602759 

0,21003 1 31 04 60567 203603 
0,24174 31561 63840 012328 
0.27319 88125 91049 141487 
0.30436 49443 54496 353024 
0,33520 85228 92625 422616 
0.36569 68614 72313 635031 

0,39579 76498 28908 603285 
0,42547 89884 07300 545365 
0,45470 94221 67743 008636 
0,48345 79739 20596 359768 
0,51169 41771 54667 673586 
0,53938 81083 24357 436227 

0,56651 04185 61397 1 68404 
�59303 23647 77572 080684 
0,61892 58401 25468 570386 
0, 64416 34037 84967 1 06798 
0,66871 83100 43916 1 53953 
0,69256 45366 42171 561 344 

0,71567 68123 48967 626225 
0,73803 06437 44400 132851 
0,75960 23411 76647 498703 
0.78036 90438 67433 217604 
0,80030 87441 39140 817229 
�81940 03107 37931 675539 

0.83762 35112 28187 121494 
0,85495 90334 34601 455463 
0.87138 85059 09296 502874 
0,88689 45174 02420 416057 
0,90146 06353 15852 341319 
0.91507 14231 2089�74206 

0.92771 24567 22308 690965 
0,93937 03397 52755 216932 
0,95003 27177 84437 635756 
�95968 82914 48742 539300 
0,96832 68284 63264 212174 
0,97593 91745 85136 466453 

0,98251 72635 63014 677447 
0,98805 41263 29623 799481 
0,99254 39003 2 3762 624572 
0,99598 1 8429 87209 290650 
0,99836 43758 63181 677724 
�99968 95038 83230 7 66828 

n = 96 
0,03255 06144 92363 1 66242 
0.03251 61187 1 3868 835987 
0.03244 71637 14064 269364 
0,03234 38225 68575 928429 
0,03220 62047 94030 250669 
0,03203 44562 31992 663218 

0,03182 87588 94411 006535 
0.03158 93307 70727 1 68558 
0.03131 64255 96861 355813 
0.03101 03325 86313 837423 
0,03067 13761 23669 149014 
0,03029 99154 20827 593794 

0,02989 63441 36328 385984 
0,02946 1 0899 58167 905970 
0.02899 46141 50555 2 36543 
0,02849 7411 0  65085 385646 
0,02797 00076 1 6848 334440 
0,02741 29627 26029 242823 

0,02682 68667 25591 762198 
0,02621 23407 35672 413913 
0,02557 00360 05349 361499 
0,02490 06332 22483 610288 
0,02420 48417 92364 691282 
0,02348_)3990 85926 219842 

0,02273 7 0696 58329 374001 
0,02196 66444 38744 349195 
0,02117 29398 92191 298988 
0.02035 67971 54333 324595 
0 ,01951 90811 40145 022410 
0,01866 06796 27411 467385 

0,01778 25023 1 6045 260838 
0,01688 54798 64245 172450 
�01597 05629 02562 291381 
0,01503 87210 26994 938006 
0,01409 09417 72314 860916 
0,01312 82295 66961 572637 

0,01215 1 6046 71088 319635 
0.01116 21020 99838 498591 
0.01016 07705 35008 415758 
0,00914 86712 30783 386633 
0,00812 68769 25698 759217 
0,00709 64707 91153 865269 

0,00605 85455 04235 961683 
0.00501 42027 42927 517693 
0,00396 45543 38444 686674 
0 ,00291 07318 1 7934 946408 
0,00185 39607 88946 921732 
0 ,00079 67920 65552 012429 
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Table 25.5 ABSCISSAS FOR EQUAL WEI(;HT (;HEBYSHEV INTEGRATION 

J_:!-i .f(r)t!, �� i�l f(.r;) 

Abscissas= ±.ri 
II ±.ti n ± l'i n ±xi 
2 o. 57735 02692 5 0. 83249 74870 7 o. 88386 17 008 

0. 37454 14096 o. 52965 67753 
0. 00000 00000 o. 32391 18105 

0. 00000 00000 
3 o. 70710 67812 

0. 00000 00000 
9 o. 91158 93077 

0. 60101 86554 
6 0. 86624 68181 0. 52876 17831 

4 o. 79465 44 723 o. 42251 86538 o. 16790 61842 
0. 18759 24 741 0. 26663 54015 0. 00000 00000 

Compiled from H. E. Salzer, Tables for facilitating the use of Chebyshev's quadrature formula, J. Math. 
Phys. 26, 191-194, 1947 (with permission). 

Table 25.6 ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR LOBATTO INTEGRATION 

J+l n-1 
_ 1  f(.r)dr � 11'!/( - 1) +i�2 w;J(.ri) + wnf(1) 

Abscissas= ± .1·; 
II ± .l'i Wi 

3 1 . 00000 000 0. 33333 333 
o. 00000 000 1. 33333 333 

4 1. 00000 000 0. 16666 667 
0. 44721 360 0. 83333 333 

5 1. 00000 000 o. 10000 000 
o. 65465 367 0. 54444 444 
o. 00000 000 0. 71111 111 

6 1. 00000 000 0. 06666 667 
o. 76505 532 o. 37847 496 
0. 28523 152 0. 55485 838 

Compiled from Z. Kopal, Numerical analysis, 
permission) .  

11 
7 

8 

9 

Weight Factors=w; 

± .l'i 
1. 00000 000 
0. 83022 390 
0. 46884 879 
o. 00000 000 

1. 00000 000 
o. 87174 015 
0. 59170 018 
o. 20929 922 

1. 00000 00000 
0. 89975 79954 
o. 6 7718 62795 
o. 36311 74638 
o. 00000 00000 

11'i 
o. 04761 904 
0. 27682 604 
0. 43174 538 
o. 48761 904 

o. 03571 
0. 21070 
o. 34112 
o. 41245 

428 
422 
270 
880 

0. 02777 77778 
o. 16549 53616 
o. 27453 87126 
o. 34642 85110 
o. 37151 92744 

10 1. 00000 00000 o. 02222 22222 
0. 91953 39082 0. 13330 59908 
o. 73877 38651 o. 22488 93420 
0. 47792 49498 0, 29204 26836 
0. 16527 89577 0. 32753 97612 

John Wiley & Sons, Inc., New York, N.Y., 1955 (with 

Table 25.7 ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION 

n .ri - w; 
2 0,112009 o. 718539 

0,602277 0,281461 

FOR INTEGRANDS WITH A LOGARITHMIC SINGULARITY 

Kn 
0,00285 

fc1 n . . j(2nl (r) • 
0 .f(.r) ln.•· J,. = .:E wtf(.r,) + -(-2 )T An t=I n . 

Abscissas=.ri Weight Factors= "'i 

n .�i - w; K, 'II 
3 0,063891 0,513405 0,00017 4 

0,368997 0.391980 
o. 766880 0,094615 

,,.,. - w; 
0,041448 0.3834&4 
0,245275 0.386875 
0,556165 0.190435 
0,848982 0,039225 

K, 
0,00001 

Compiled from Berthod-Zaborowski, Le calcul des integrales de Ia forme ,J;,1 f(.•·) log ·' r/.1·. H. Mineur, 

Techniques de calcul numerique, pp. 555-556. Librairie Polytechnique Ch. Beranger, Paris, France, 
1952 (with permission). 

• See page II. 

* 
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ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION OF MOMENTS 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

r n 
xkf(x)dx "'  :L:: wd(x;) 

0 t= l 

Abscissas =x; Weight Factors =w; 

k =O k = l  k = 2  

Xi Wi X; Wi Xi 
0,50000 00000 1.00000 00000 0, 66666 66667 0,50000 00000 o. 75000 00000 

0,21132 48654 0.50000 00000 0,35505 10257 0.18195 86183 0.45584 81560 
0.78867 51346 0,50000 00000 0,84494 89743 0.31804 13817 0.87748 51773 

0,11270 1 6654 0.27777 77778 0,21234 05382 0,06982 69799 0.29499 77901 
0.50000 0 0000 0.44444 44444 0.59053 31356 0.22924 11064 0.65299 62340 
0.88729 83346 0,27777 77778 o. 91141 20405 0.20093 19137 o. 92700 59759 

0,06943 18442 0.17392 74226 0,1:3975 98643 0.03118 09710 0.20414 85821 
0.33000 94782 0.32607 25774 0,41640 956 76 0. 12984 75476 0,48295 27049 
0,66999 05218 0.32607 25774 o. 72315 69864 0.20346 45680 o. 76139 92624 
o. 93056 81558 0.1 7392 74226 o. 94289 58039 0,1:3550 69134 o. 95149 94506 

0,04691 00770 0.11846 34425 o. 09853 50858 0, 01574 79145 0.14894 57871 
0,23076 53449 0.23931 43352 0.30453 57266 0.07390 88701 0.36566 65274 
0,50000 00000 0,28444 44444 0,56202 51898 0,14638 69871 0.61011 36129 
o. 7 6923 46551 0.23931 43352 0.80198 65821 0.16717 46381 0,82651 96792 
o. 95308 99230 0.11846 34425 o. 96019 01429 0,09678 15902 o. 96542 10601 

o.o:n76 52429 0.08566 22462 o. 07305 43287 0,00873 83018 0.11319 43838 
0,16939 53 068 0.1 8038 07865 0,23076 61380 0.04395 51656 0,28431 88727 
0,38069 04070 0.23395 69673 0,44132 84812 0,09866 11509 0.49096 35868 
0.61930 95930 0.23395 696 73 0.66301 53097 0.14079 25538 0,69756 30820 
0,83060 46932 0,18038 07865 0,85192 14003 0.13554 24972 0,86843 60583 
0,96623 47571 0,08566 22462 o. 97068 35'?28 0.07231 03307 0.97409 54449 

0,02544 60438 0,06474 24831 0,05626 25605 0,00521 43622 0.08881 68334 
0.12923 44072 0,13985 26957 0,18024 06917 0. 02740 83567 0.22648 27534 
0.29707 74243 0.19091 50253 0.35262 47171 0. 06638 46965 0.39997 8486 7 
0,50000 0 0000 0,20897 95918 0,54715 36263 0,1 0712 50657 0,58599 78554 
o. 70292 2 5757 0,19091 50253 o. 73421 01772 0.12739 08973 o. 75944 58740 
0.87076 55928 0.13985 26957 0.88532 09468 0.11050 92582 0,89691 09709 
o. 97455 39562 0.06474 24831 o. 97752 06136 0.05596 73634 o. 97986 72262 

0.01985 50718 0,05061 42681 0, 04463 39553 0.00329 51914 0,07149 10350 
0,10166 67613 0.11119 05172 0.14436 62570 0.01784 29027 0,18422 82964 
0.23723 3 7950 0.15685 33229 0.2 8682 47571 0.04543 93195 0.33044 77282 
0.40828 26788 0.18134 1 8917 0.45481 33152 0.07919 95995 0.49440 29218 
0.59171 73212 0,18134 18917 0.62806 78354 0.10604 73594 0.65834 80085 
o. 76276 62050 0.15685 33229 o. 78569 15206 0.11250 57995 0.80452 48315 
0,89833 32387 0.11119 05172 0.90867 63921 0. 09111 90236 o. 91709 93825 
o. 98014 49282 0,05061 42681 o. 98222 00849 0,04455 08044 o. 98390 22404 

921 

Table 25.8 

Wi 
0.33333 33333 

0,10078 58821 
0.23254 74513 

0.02995 07030 
0.14624 62693 
0.1 5713 63611 

0.01035 22408 
0.06863 38872 
0,14345 87898 
0,11088 84156 

0,00411 38252 
0.03205 56007 
0,08920 01612 
0.12619 89619 
0.08176 47843 

0.00183 1 0758 
0,01572 02972 
0, 05128 95711 
0.09457 71867 
0,10737 64997 
0.06253 87027 

0.00089 26880 
0,00816 29256 
0.02942 22113 
0,06314 63787 
0.09173 38033 
0, 09069 88246 
0,04927 65018 

0.00046 85178 
o. 0044 7 45217 
0.01724 68638 
0.04081 44264 
0.06844 7i834 
o. 08528 4 7692 
0. 07681 80933 
0,03977 89578 

Compiled from H. Fishman, Numerical integration constants, Math. Tables Aids Comp. 11, 1-9, 1957 (with permission) . 
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Table 25.8 ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR GAUSSIAN INTEGRATION OF MOMENTS 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

f n 
xkf(x)dx "'  ;E w;f(x;) 

0 •= 1 
Abscissas =x; Weight Factors =w; 

k·-3 k =4 k = 5  
Xi W; Xi Wi Xi Wi 

0.80000 00000 0.25000 00000 0.83333 33333 0.20000 00000 0.85714 28571 0.16666 66667 

0.52985 79359 0.06690 52498 0.58633 65823 0.04908 24923 0.63079 1 5938 0.03833 75627 
0.89871 34927 0.18309 47502 0.91366 34177 0.15091 75077 0.92476 3961 7 0.12832 91039 

0.3 6326 46302 0.01647 90593 0.42011 30593 0. 01046 90422 0.46 798 32355 0.00729 70036 
0.69881 1 2692 0.1 0459 98976 o. 73388 93552 0.08027 66735 o. 76162 39697 0.06459 66123 
0.93792 41006 0.12892 10432 o. 94599 75855 0.10925 42844 0.95221 09767 0.09477 3 0507 

0.26147 77888 0.00465 83671 0.31213 54928 0.00251 63516 0.35689 3 7290 0.00153 44797 
0.53584 64461 0. 04254 1 7241 0. 57891 56596 0.0291 6 93822 0.61466 93899 0.02142 84046 
o. 79028 32300 0.1 0900 43689 0.81289 15166 0.08706 77121 0.83107  90039 0.07205 63642 
0.95784 70806 o. 093 79 55399 o. 96272 39976 0.08124 65541 o. 96658 86465 0. 07164 74181 

0.19621 20074 0.00152 06894 0.23979 20448 0.00069 69771 0.27969 31248 0.00036 97155 
0.4171 0  02118 0.01695 73249 0.46093 36 745 0.01021 05417 0.49870 98270 0.00672 96904 
0.64857 00042 0.06044 49532 0.68005 92327 0.04402 44695 o. 70633 381 89 0.03376 77450 
0.84560 51500 0.10031  65045 0.86088 6343 7 0.08271 27131 0.87340 2 7279 0.07007 13397 

. 0.96943 57035 0.07076 05281 o. 97261 44185 0. 06235 52986 0.97519 3 8347 0.05572 81761 

0.15227 31618 0.00056 1 7109  0.1 8946 95839 0.00021 94140 0.22446 89954 0.00010 1 3258 
0.33130 04570 0.00708 53159 0.37275 1 1560 0. 00372 67844 0.40953 33505 0. 00218 79257 
0.53241 1 566 7 o. 03052 61922 0.56 757 23729 0.01995 62647 0.59778 90484 0.01396 96531 
o. 72560 2 7783 0.06844 3281 8 o. 74883 64975 0.05223 99543 o. 76841 36046 0.04148 63470 
0.88161 66844 0. 08830 09912 0.89238 51584 0.07464 91503 0.90135 0 7338 0.06445 88592 
o. 976 79 53517 0.05508 25080 o. 97898 52313 0.04920 84323 o. 98079 72084 0. 04446 25560 

0.12142 71288 0.00022 99041 0.1 5324 14389 0.00007 7073 7 0.18382 87683 0. 00003 1 1 046 
0.26836 34403 0.00314 75964 0.30632 65225 0.00144 70088 0.34080 75951 0. 00075 53838 
0.44086 64606 0.01531 216 71 0.47654 0 0930 0.00892 69676 0.50794 05240 0.00566 04137 
0.61860 40284 0.04099 51686 0.64638 93025 0. 02854 78428 0.67036 34101 0.02095 92982 
o. 78025 35520 0.06975 00981 o. 79771 66898 0.05522 48742 0.81258 84660 0.0451 0 49816 
o. 90636 25341 0.07655 65614 o. 91421 99006 0.06602 1 8459 o. 92085 641 73 0.05790 76135 
o. 98176 99145 0.04400 85043 o. 98334 38305 0.03975 43870 o. 98466 7 4508 0.03624 78712 

0.09900 1 7577 0.00010 24601 0.12637 29744 0.0 0002 97092 0.15315 06616 0. 00001 05316 
0.22124 35074 0.00148 56841 0.25552 90521 0.00059 89500 0.28726 44039 0. 00027 83586 
0.36912 39000 0.00785 50738 0.40364 1 2989 0.00407 79241 0.43462 7406 7 0.00233 53415 
0.52854 54312 0.02363 15807 0.55831 66758 0.01490 99334 0.58451 85666 0.01004 46144 
0.68399 32484 0.04745 43798 0.70600 95429 0.03471 99507 o. 72512 64097 0.02648 53011 
0.82028 39497 0.06 736 18394 0.8336 7 15420 0.05491 00973 0.84518 94879 0.04588 56532 
0.92409 37129 0.06618 2 0353 o. 92999 57161 0.05800 05653 o. 93504 35075 0.05153 42238 
0.98529 34401 0.03592 69468 o. 98646 31979 0.03275 28699 o. 98746 05085 0.03009 26424 
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ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR LAGUERRE INTEGRATION Table 2a.9 

Abscissas =x,: 

Xi 

0. 58578 64376 27 
3. 41421 35623 73 

0. 41577 45567 83 
2. 29428 03602 79 
6. 28994 50829 37 

0. 32254 76896 1 9  
1. 74576 1 1 0 1 1  58 
4, 53662 02969 21  
9. 39507 09123 01 

0. 26356 03197 18 
1. 41340 30591 07 
3. 59642 57710 41 
7. 08581 00058 59 

12. 64080 08442 76 

0. 22284 66041 79 
1. 18893 21016 73 
2. 99273 63260 59 
5. 77514 35691 05 
9. 83746 74183 83 

15. 98287 39806 02 

0. 19304 36765 60 
1. 02666 48953 39 
2. 56787 67449 51 
4. 90035 30845 26 
8. 18215 34445 63 

12. 73418 02917 98 
19. 39572 78622 63 

J,"' n 
e-xJ(x)dx"" .L: w,f(x,) 0 t = l  

(Zeros of Laguerre Polynomials) 

w·  ' 

n=2 l -1� 8. 53553 390593 
-1 1. 46446 609407 

n=3 � -1� 7. 1 1 093 009929 
-1 2. 78517 733569 
-2 ) 1. 03892 565016 

n=4 1 -1! 6. 03154 1 04342 
-1 3. 57418 692438 
-2 3. 88879 08515 0  
- 4  5. 39294 705561 

n=5 
-115, 21755 610583 
-1 3. 98666 811083 
-2 7. 59424 496817 
-3 3. 61175 867992 
-5 2. 33699 723858 

n=6 
-1 4. 58964 673950 
-1 4. 17000 830772 
-1 1 . 1 3373 382074 
-2 1. 03991 974531 
-4 2. 61017 202815 
-7 8. 98547 906430 

n=7 
-1 4. 09318 951701 
-1 4. 21831 277862 
-1 1. 47126 348658 
-2 2. 06335 144687 
-3 1. 07401 014328 
-5 1. 58654 643486 
-8 3. 17031 547900 

x ·  w;e ' 
1. 53332 603312 
4. 45095 733505 

1 .  07769 285927 
2. 76214 296190 
5. 60109 462543 

0. 83273 91238 38 
2. 04810 243845 
3. 63114 630582 
6. 48714 508441 

o. 6 7909 40422 08 
1. 63848 787360 
2. 76944 324237 
4. 31565 690092 
7. 21918 635435 

0. 57353 5 5074 23 
1. 36925 259071 
2. 26068 459338 
3. 35052 458236 
4. 88682 680021 
7. 84901 594560 

0. 49647 75975 40 
1 . 17764 306086 
1. 91824 978166 
2. 77184 863623 
3. 84124 912249 
5. 38067 820792 
8. 40543 248683 

J,"' n 
g(x)dx"" .L: w,: exig(xi) 0 t = l  

Weight Factors = w; 

Xi 

0. 1 5232 22277 32 
o. 80722 00227 42 
2. 00513 51556 1 9  
3 .  78347 39733 31 
6. 20495 67778 77 
9. 37298 52516 88 

1 3. 4662 3 6911 0  92 
1 8. 83359 77889 92 
26. 37407 18909 27 

0. 13779 34705 40 
o. 72945 45495 03 
1.  80834 29017 40 
3. 40143 36978 55 
5. 55249 61400 64 
8. 33015 27467 64 

1 1 . 84378 58379 00 
16. 27925 78313 78 
21. 99658 581 1 9  81 
29. 92069 70122 74 

0, 1 1 572 21173 58 
0, 61175 74845 15  
1. 51261 02697 76 
2. 83375 1 3377 44 
4. 59922 76394 18 
6. 84452 54531 1 5  
9. 62131 68424 57 

13. 00605 49933 06 
17. 1 1685 51874 62 
22. 1 51 09 03793 97 
28. 48796 72509 84 
37. 09912 1 0444 67 

w; 
n=9 

- 1 3. 36126 421798 
- 1 4. 11213 980424 
- 1 1. 99287 525371 
- 2 4. 74605 627657 
- 3 5. 59962 661079 
- 4 3. 05249 767093 
- 6 6. 59212 302608 
- 8 4. 1 1 076 933035 
-11 3. 29087 403035 

n=10 
- 1 1 3. 08441 1 15765 
- 1 4. 01119 929155 
- 1 2. 18068 287612 
- 2 6. 20874 560987 
- 3 9. 50151 697518 
- 4 7. 53008 388588 
- 5 2. 82592 334960 
- 7 4. 24931 398496 
- 9 1. 83956 482398 
-13 9. 91182 721961 

n=12 
- 1 2, 64731 371055 
- 1 3. 77759 275873 
- 1 2. 44082 011320 
- 2 9. 04492 222117 
- 2 2. 01023 811546 
- 3 2. 66397 354187 
- 4 2. 03231 592663 
- 6 8. 36505 585682 
- 7 1 . 66849 387654 
- 9 1. 34239 1 03052 
-12 3. 06160 1 63504 
-16 8. 1 4807 746743 

n=15  

x ·  
Wie ' 

o. 39143 11243 1 6  
o. 9 2 1 8 0  50285 2 9  
1 . 48012 790994 
2. 086 77 0807 55 
2. 77292 1 38971 
3 . 59162 606809 
4. 64876 600214 
6. 2 1 22 7  541975 
9. 3 6 3 2 1  823771 

0. 35400 97386 07 
0. 83190 2 3 0 1 0  44 
1. 33028 8 5 6175 
1. 86306 390311  
2. 45025 555808 
3. 12276 415514  
3. 93415 269556 
4. 99241 487219 
6. 57220 248513 
9.  78469 584037 

0. 29720 96360 44 
o.  69646 29804 31 
1. 1 0778 1 39462 
1. 53846 423904 
1. 99832 760627 
2. 50074 576910 
3. 06532 1 51 828 
3. 72328 911078 
4. 52981 402998 
5. 59725 846184 
7. 21299 546093 

1 0. 54383 74619 

0. 09330 78120 1 7  - 1! 2. 18234 885940 0. 23957 81703 1 1  
0, 49269 17403 0 2  - 1 3. 42210 177923 0. 56010 08427 93 
1 . 21559 54120 71 - 1 2. 63027 577942 0. 88700 82629 19 
2. 26994 95262 04 - 1 1 . 26425 818106 1. 22366 440215 
3. 66762 27217 51 - 2 4. 02068 649210 1 . 57444 872163 

n=8 5. 42533 66274 14 - 3 B. 56387 780361 1. 94475 197653 
7. 56591 62266 1 3  - 3 1. 21243 614721 2. 34150 2 05664 

0. 1702 7  96323 05 -1 3. 69188 589342 0. 43772 34104 93 1 0. 12022 85680 19 - 4 1. 1 1 674 392344 2. 77404 1 92683 
o. 90370 17767 99 -1 4. 18786 780814 1. 03386 934767 1 3. 1 3028 24821 76 - 6 6. 45992 676202 3. 25564 334640 
2. 25108 66298 66 -1 1 .  75794 986637 1 . 66970 976566 1 6. 65440 77083 30 - 7 2. 22631 69071 0 3. 80631 171423 
4. 26670 01702 88 -2 3. 33434 922612 2. 37692 470176 20, 77647 88994 49 - 9 4. 22743 038498 4, 45847 775384 
7. 04590 54023 93 -3 2. 79453 623523 3. 20854 091335 25. 62389 42267 29 -11 3. 92189 726704 5. 27001 778443 

1 0. 75851 60101 81 -5 9. 07650 877336 4. 26857 5 51 083 31. 40751 91697 54 -13 1. 45651 526407 6. 35956 346973 
1 5. 74067 86412 78 -7 8. 48574 671627 5. 81808 336867 38. 53068 33064 86 -16 1. 48302 705111 8. 03178 763212 
22. 8631 3 17368 89 -9 1 .  04800 1 17487 8. 90622 621 529 48. 02608 55726 86 -20 1 .  60059 490621 11. 52777 21009 

Compiled from H. E. Salzer and R. Zucker, Table of the zeros and weight factors 
of the first fifteen Laguerre polynomials, Bull. Amer. Math. Soc. 55, 1004-1012, 
1949 (with permission) . 
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Table 25.10 ABSCISSAS AND WEIGHT FACTORS FOR HERMITE INTEGRATION 

eoo e-x2J(x)dx= i�l 
w;f(x;) 

Abscissas =±Xi (Zeros of Hermite Polynomials) 
Joo d n 2 _.,g(x) X=;�\ w;&;g(x;) 

±Xi Wi 
n=2 

2 
Wi&i 

o. 70710 67811 86548 ( -1 ) 8. 86226 92545 28 1. 46114 11826 611 

n=3 
0. 00000 00000 00000 ( 0) 1. 18163 59006 04 1. 1 8163 59006 037 
1. 22474 48713 91589 ( -1 ) 2. 95408 97515 09 1. 32393 11752 136  

n=4 
0. 52464 76232 75290 ( -1 ) 8. 04914 09000 55 1. 05996 44828 950 
1. 65068 01238 85785 ( -2) 8. 1 3128 35447 25 1. 24022 58176 958 

n=5 
0. 00000 00000 00000 ! -1) 9. 45308 72048 29 0. 94530 87204 829 
0. 95857 24646 1 3819 -1) 3. 93619 32315 22 0. 98658 09967 514 
2. 02018 28704 56086 -2) 1. 99532 42059 05 1 . 18148 86255 360 

n�6 
0. 43607 74119 27617 ( -1l 7. 24629 59522 44 0. 87640 13344 362 
1 . 33584 90740 1 3697 ( -1 1. 57067 32032 29 0. 93558 05576 312 
2. 35060 49736 74492 ( -3 4. 53000 99055 09 1. 1 3690 83326 745 

0. 00000 00000 00000 
0. 81628 78828 58965 
1. 67355 16287 67471 
2. 65196 13568 35233 

n=7 
( -1l 8. 1 0264 61755 68 
( -1 4. 25607 25261 01 
( -2 5. 45155 82819 13  
( -4) 9. 71781 24509 95 

n=8 

0. 81026 46175 568 
0. 82868 73032 836 
0. 89718 46002 252 
1. 1 0133  07296 103  

±Xi 

0. 34290 1 3272 23705 
1. 03661 08297 89514 
1. 75668 36492 99882 
2. 53273 16742 32790 
3. 43615 91188 37738 

0. 31424 03762 54359 
0. 94778 83912 40164 
1. 59768 26351 52605 
2. 27950 70805 01060 
3. 02063 70251 20890 
3. 88972 48978 69782 

0. 27348 10461 381 5 
0. 82295 14491 4466 
1 . 38025 85391 9888 
1. 95178 79909 1625 
2. 54620 21578 4748 
3. 17699 91619 7996 
3. 86944 79048 6012 
4. 68873 89393 0582 

Weight Factors =w; 
w; 

n=10 
- 1! 6. 10862 63373 53 
- l 2 . 40138 61108 23 
- 2 3. 38743 94455 48 
- 3 1. 34364 57467 81 
- 6) 7. 64043 28552 33 

n=l2 
- 1l 5. 70135 23626 25 
- 1 2. 60492 31 026 42 
- 2 5. 16079 85615 88 
- 3) 3 . 90539 05846 29 
- 5) 8. 57368 70435 88 
- 7) 2. 65855 16843 56 

n = l6 ! - 1 5. 07929 47901 66 
- 1 2. 80647 45852 85 
- 2 8. 38100 41398 99 1- 2 1. 28803 11535 51  
- 4 9. 32284 00862 42  
- 5 2 .  71186 00925 38  
- 7 2. 32098 08448 65  
-10  2. 65480 74740 11  

n = 20 

0. 68708 18539 513  
o.  70329 63231 049 
o. 74144 19319 436 
0. 82066 61264 048 
1 . 02545 16913 657 

0. 62930 78743 695 
0. 63962 12320 203 
0. 66266 27732 669 
o. 70522 03661 122 
o. 78664 39394 633 
0. 98969 90470 923 

0. 54737 52050 378 
0. 5 5244 19573 675 
0. 56321 78290 882 
0. 58124 72754 009 
0. 60973 69582 560 
0. 65575 56728 761 
o. 73824 56222 777 
0. 93687 44928 841 

0. 38118 69902 07322 
1. 15719 37124 46780 
1 . 98165 67566 95843 
2. 93063 74202 57244 

! -1) 6. 61147 01255 82 o. 76454 41286 517 

-2) 1. 70779 83007 41 0. 86675 26065 634 o. 73747 37285 454 - 1 2. 86675 50536 28 0. 49384 33852 721 
-1) 2. 07802 32581 49 o. 79289 00483 864 0. 24534 07083 009 - 1l 4. 62243 66960 06 0. 49092 15006 667 

( -4) 1 . 99604 07221 14  1. 07193 01442 480 1 . 23407 62153 953 - 1 1. 09017 20602 00  0. 49992 08713 363 

n=9 1. 73853 77121 166 - 2! 2. 48105 20887 46 0. 50967 90271 175 
2. 25497 40020 893 - 3 3. 24377 33422 38 0. 52408 03509 486 

0. 00000 00000 00000 -1l 7. 20235 21560 61 0. 72023 52156 061 2. 78880 60584 281 - 4 2. 28338 63601 63 0. 54485 1 7423 644 
0. 72355 10187 52838 -1 4. 32651 55900 26 o. 73030 24527 451 3. 34785 45673 832 - 6 7. 80255 64785 32 0. 57526 24428 525 
1. 46855 32892 16668 -2 8. 84745 27394 38 o. 76460 81250 946 3. 94476 40401 156 - 7! 1. 08606 93707 69 0. 62227 86961 914 
2. 26658 05845 31843 -3) 4. 94362 42755 37 0. 84175 27014 787 4. 60368 24495 507 -10 4. 39934 09922 73 o. 70433 29611 769 
3. 19099 32017 81528 -5) 3. 96069 77263 26 1. 04700 35809 767 5. 38748 08900 112  ( -13  2. 22939 36455 34 0. 89859 19614 532  

Table 25.11 

Compiled from H. E. Salzer, R. Zucker, and R. Capuano, Table of the zeros 
and weight factors of the first twenty Hermite polynomials, J. Research NBS 
48, 111-116, 1952, RP2294 (with permission) . 

COEFFICIENTS FOR FILON'S QUADRATURE FORMULA 
9 a {J 'Y 

o. oo 0. 00000 000  0. 66666 667 1. 33333 333 
0. 01 0. 00000 004 0. 66668 000 1. 33332 000  
0. 02 0. 00000 036 0. 66671 999 1. 33328 000 
0. 03  o. ooooo 120 0. 66678 664 1. 33321 334 
0. 04 0. 00000 284 0. 66687 990 1. 33312 001 

o. 05 0. 00000 555 0. 66699 976 1. 33300 003  
0 .  06 o. 00000 961 0. 66714 617 l. 33285 340 
0. 07 o. 00001 524 0. 66731 909 1. 33268 012 
o. 08 o.  00002 274 o.  66751 844 l. 33248 020 
0. 09 o. 00003 237 o. 66774 417 l. 33225 365 

0. 1 o. 00004 438 0. 66799 619 1. 33200 048 
o. 2 o. 00035 354 o. 67193 927 l. 32800 761 
o. 3 o. 00118 467 0. 67836 065 1. 32137 1 84 
o. 4 o. 00278 012 o. 68703 909 l. 31212 154 
o. 5 o. 00536 042 0. 69767 347 l. 30029 624 

o. 6 o. 00911 797 o. 70989 111  1. 28594 638 
o. 7 0. 01421 151 o. 72325 813 1. 26913 302 
o. 8 o. 02076 156 o. 73729 136 l .  24992 752 o. 9 0. 02884 683 o. 75147 168 1. 22841 118 
1. 0 0. 03850 188 o.  76525 831 1. 20467 472 

See 25.4.47. 
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Mathematical Properties 3 

26.1. Probability Functions : Definitions and 
Properties 

Univariate Cumulative Di11tribution Function& 

A real-valued function F(x) is termed a (uni
variate) cumulative distribution function (c.d.f. )  
or simply distribution function if 

i) F(x) is non-decreasing, i.e. , F(x,) � F(x2) for 
x, � x2 

ii) F(x) is everywhere continuous from the 
right, i.e. , F(x) = lim F(x+t) 

HO+ 

iii) F( - co ) =O,  F( co ) = l .  

The function F(x) signifies the pro�ability of 
the event "X�x" where X is a random variable, 
i .e. , Pr { X� x }  =F(x) , and thus describes the 
c .d.f. of X. The two principal types of distribu
tion functions are termed discrete and continuous. 
Discrete Distributions: Discrete distributions are 

characterized by the random variable X taking 
on an enumerable number of values . . ., x_" 
x0, x1 1 • • •  with point probabilities 

p,.=Pr { X= x,.}  � 0  

which need only be  subject to the restriction 

�p .. = l .  
tl 

The corresponding distribution function can 
then be written 

26.1.1 F(x) =Pr{X�x}  = � p,. 
.z"Sz 

a Comment on notation and conventions. 
a. We follow the customary convention of denoting a 

random variable by a capital letter, i.e., X, and using the 
corresponding lower case letter, i.e., x, for a particular 
value that the random variable assumes. 

b. For statistical applications it is often convenient to 
have tabulated the "upper tail area," 1 - F(x) , or the 
c.d.f. for J XJ ,  F(x) - F( -x) , instead of simply the c.d.f. 
F(x) . We usc the notation P to indicate the c.d.f. of 
X, Q = 1 - P to indicate the "upper tail area" and A =  
P - Q  to denote the c.d.f. of I X J .  In particular we use 
P(x) , Q(x), and A (x) to denote the corresponding functions 
for the normal or Gaussian probability function, see 
26.2.2-26.2.4. \\"hen these distribut ions depend on other 
parameters, say 91 and 82, we indicate this by " riting 
P(xJ9�, 82) , Q (xJ9�, 82) , or A (x J9� o liz) . For example the chi
square distribution 26.4 depends on the parameter P and 
the tabulated function is written Q (x2 JP) . 

where the summation is over all values of x for 
which x,. � x. The set { x,. }  of values for which 
p,.>O is termed the domain of the random variable 
X. A discrete distribution of a random variable 
is called a lattice distribution if therL- exist numbers 
a and b � 0 such that every possible value of X 
can be represented in the form a+bn where n 
takes on only integral values. A summary of 
some properties of certain discrete distributions 
is presented in 26.1.19-26.1.24. 

Continuous Distributions. Continuous distri
butions are characterized by F(x) being absolutely 
continuous. Hence F(x) possesses a derivative 
F' (x) = j(x) and the c.d.f. can be written 

26.1.2 F(x) =Pr { X� x} =  f�J(t)dt . 

The derivative j(x) is termed the probability 
density junction (p.d.f.) or frequency junction, and 
the values of x for which j(x) >O make up the 
domain of the random variable X. A summary 
of some properties of certain selected continuous 
distributions is presented in 26.1.25-26.1.34. 

Multivariate Probability Function& 

The real-valued function F(x1 , x2, . . .  x,.) 
defines an n-variate cumulative distribution func
tion if 

i) F(x11 x2, . . . x,.) is a non-decreasing func
tion for each x, 

ii) F(x!t x2, . . .  x,.) is continuous from the 
right in each x,; i .e . , F(x� t x2, . . . x,.) 
=lim F(x1 , • • • , x1+ E, . . .  , x,.) 

HO+ 
iii) F(x1 , x2, • • •  x,.) = O  when any x1= - co ;  * 

F( co , co , . . . , co ) = 1 .  

iv) F(x1, x2, • • •  , x,.) assigns nonnegative prob
ability to the event .r1<.X1 � x1 +h, , 
.r2<X2� x2+� • . . .  , x,.<X .. � x  .. +h,. for 
all x" x2, • • •  , .r,. and all nonnegative 
h1 , h2, • • • , h,. , e.g. , for n=2, F(x1 + h1 ,  
x2 +�) - F(xt , .r2 +�) - F(xt + h" x2) + 
F(x" x2) � 0  and in general for x1<X1$ 
x,+h1 (i= l , 2, . . . , n) , the kth order 
difference D.kF(x" X2, • . .  , x,.) >O for 
k = l ,  2, . . .  , n. 

927 
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The joint probability of the event X1 � X� o  
Xz � Xz, . . .  , x .. � xn i s  F(xt , x2, . . .  x,.) . Analo
gous to the one-dimensional case, discrete distribu
tions assign all probability to an enumerable set of 

vectors (x1 1 x2, . . .  , x,.) and continuous distribu
tions are characterized by absolute continuity of 
F(x1 ,  x2, . . .  , x,.) . 

CharacterutiC8 of distribution functions: Moments, characteristic functions, cumulant& 

16.1.8 n•b moment about orlgln 

26.1., mean 

16.1.1 variance 

16.1.6 n•• centrBI moment 

26.1.'7 eTet\!d value operator tor 
be function q(,;) 

16.1.8 characteristic tunetlon or X 

16.1.9 ehare.l'tertsttc function of 
q(X) 

16.1.10 Inversion formula 

Continuous dl.stributious 

"�-f : 
.. 

Z"/�)dz 

. f .. m•p1• _.., :r;f�)dz 

.,.,.;-mt-f .. �-�)t/(z)dz 
-· 

,. .. J_"' 
.. 

�-m)•/(,;)dz 

Efi(X)J• J_"'.,. q(z)/(z)dz 

4>(t)• E(e11Z) • J_: t"•f(,:)dz 

f>,(t) •E(tl••<.r>)• f : 
.. 

tllll•) f(,:)ds 

l f .. /�) •- ru"f>(t)dt 2r -.. 

Discrete distributions 

���-l: z:P• 
• 

--��;-l: :z,,. 
' 

.,.,.;-m•• � (z,-m)lp, 
• 

l'••l: �.-m)•p, 
I 

E[g(X)]• � q(,:,)p, 

' 
.p(t)•E(f1 1Z) • � tl''•ll• 

• 

4>1(t) •E(till<.r> ) •l:e"•<•.>p, 
' bf"/b P.-- ,_ ..... (1)1# 2r -•/b 

(lattice dlstrlbutlous only) 

Relation of the Characteristic Function to Momenta 
About the Orisin 

Coefficient. of Skewneu and Exceu 

26.1.11 

26.1.12 

q,(I•> (O)= [d: q,(t)J =i"'"'� dt t•O 

Cumulant Function 

ln q,(t)=='£ ""(it,)" 
n-o n 

"• is called the nt11 cumulant. 

26.1.13 Kt=m, K2=u', �ea=J.'a, "•=1'4-3s4 
Relation of Central Momenta to Momenta About the 

Origin 

26.1.14 p.,.=± (n:) (-1)"-:ll'�m"-1 
J-0 3 

26.1.15 

26.1.16 

Occasionally coefficients of skewness 

(or kurtosis) are given by 

26.1.17 
I (�Ja)2 {31 ='Yt = tl-

26.1.18 1'4 /32="12+3=, (1 

(skewness) 

(excess) 

and excess 

(skewness) 

(excess or kurtosis) 



---
Name Domain Point 

Probabilities 

26o1o19 
Single point or r=c (c a constant) p=1 

degenerate 

26.1o20 

(:) p•(l-p) .... Binomial x, =a, for 1 =0, 1, 2, . . .  , n 

26o1o21 
Hypergeometric z,=a, for 

• =O, 1, 0 0 o min (n, N,) (t;'') (n�:) 

• 
(N'!N•) 

26o1o22 
Poisson :r,=,, for •=O, 1, 2, . . .  , co e-••• 

-.�-

Z6ol.23 
Negative binomial :r,=,, for •=0, I, 2, . . .  , co (n+•-1) 

• p•(1-p)• 

26o1o24 
Geometric z,=,, for •=O, 1, 2, . . .  , oo p(1-p)• 

Some one-dimemional diacrete distribution functiom 

Restrictions on Mean 
Parameters 

- CD<c<+CD c 

O<P<1 (g= 1-p) np 

N, and Nt integers, np 
and n<N,+Nt 
(N=M+No. 
p=N,/N and 
g=1-p=N'I/N) 

O<m<ao m 

n2:;0 and O<P<1 nP 
(p=1/Q, and 
1-p= P/Q) 

O<P<1 1-p -
p 

Variance 

0 

npg 

c
N-n

) npg N- 1  

m 

nPQ 

1-p 
fjJ 

Skewness 'Y1 

----- -· -------- - - - - - - - -------

9-P 
..fftif 

i 
.!=!!.. cN- 1) c

N-2n
) .,fniif N-n N-2 

m·t 

Q+P 
,/nPQ 

2-p 
..fH, 

Excess .,.. Characteristic 
function 

------------ e'"' 

1-6Jl9 <t+ped)• 
ftJl9 

Compll- �5 F(-n, -N.; Nt-n+1; ed) 
c&ted 

m-• em(ed-1) 

l+6PQ (Q-Pe;•)-• 
nPQ 

p2 6+ 1-p 
p[1- (1-p)e;•)-• 

Cumulants 

•• =:>., .,=0 for r> 1 

�t=nP 
d., > ••+� =P9 iiP for r _1 

Complicated 

ICr=m 
for r=l, 2, . . .  

••=nP 
de, .,..., =PQ dO 

for r2:;1 

1-p ICI-p 
... +•= - (1-p) de., dp 

r'2::1 

"d l:tl 0 
� tl:! 
t: � 
� � 

� (0 



Name 

26.1.25 Error !Unction 

26.1.26 Normal 

26.1.27 Cauchy 

26.1.28 Exponential 

26.1.29 Lapluce, or double 
exponential 

26.1.30 Extreme-Value,• 
(Fisber-Tippett 
Type I or doubly 
exponential) 

26.1.31 Pearson Type III 

26.1,32 Gamma distribution 

26.1.33 Beta distribution 

26.1.34 Rectangular, or 
unl!orm 

Domain 

- =<x< .. 

- .. <z< ..,  

_ .,<z<., 

a:S:r<"' 

- CD Q<CD 

- ao <X< CD 

a:Sx<oo 

O:Sz<., 

O:Sx:Sl 

II II m-2Sx5m+2 

' -r (Euler's constant) • .57721 56649 • • • •  

Probabllitfc Density 
Funot on f(x) 

.i. ,-h'r 
{; 

1 -!(!'.::!!!)1 
-- t  • 

.� 
1 1 

� e-ar t+ T 

l -(..-� - t  II 
/J 

1 -1�1 _ e II 
2/J 

1 j; exp <-r-e-•) 

:r-a 
with vaT 

_1_ , ... .,-. 
fll'(p) 

%-a wtth r•T 
_l _zr-te-• 
I'(p) 

1 
B(a, b) :r-t(t-x) >--' 

1 
ii 

• _ _ }a+b+l {3(a+b+1)[2(a+b)t+1Jb(a+b-6))_3}· 
'�'• "\' tJb 1Jb(a+b+2)(a+b+3) 

Some one-dimensional continuous distribution functions 

Restrictions Skewness Characteristic 

on Mean Variance -r, Excess -r1 function Cumulants 

Parameters 

-I' 
1 e4'hi 1 

O<h<oo 0 2/1:1 0 0 •t=O, «1=2/1:1 
•·=O for n>2 

.'r ,.,., __ 

- "' <m<oo "' .,.J 0 0 t z «1•m, .ca=c:rl, _.,.=0 for n>2 
O<v< ., 

eial-111 1 1 not detlned - .. <a< .. not de- not detlned not de- not detlned 
O<JJ<"' tined tined 

- oo <a<.., a+ll (II 2 6 eia1(I-i/#)-1 .,-a+IJ, •·=IJ•r(n) for n>l 

O<IJ< oo 

e.-..'<t+fllt')-1 - = <a<ao a 2(11 0 3 IC1•crt q=?JP 
O<IJ<m (2n) l 

"211+t=O, ct .. =-;;- /P• 

for 71 = 1, 2, • • •  

a+-rfl 
(r/J)I 1 .3 u r(l-i/#)e.-..1 

(.-/))1 
- m <a< .., -6- «t="Y, IC)•-6-

O<IJ<"" 
.. 1 

•·=IJ•r(n)�- for n>2 
r- T" 

- m <a< oo a+Jlfl 1lfll 
:a 

6/p e'"''(l-fj!C)-• <t=a+flp, •• =/J"pl'(n) 
O<IJ< "" .fP for n>l 

O<p< .. 

O<p< .. 
2 

6/p (l-It)-• •••P, ••=pl'(n) for n>l 'P 'P .fP 
l�a< = 

IJ tJb 2(a-b) See footnote II. M(a, a+b, it) 
tSb< .. a+b <a+b)t(a+b+l) (a+b+2l 

II' �sin ( �) eiMI c-t=m,. «�•+t=O - "' <"'<"' "' i2 0 -1.2 
0<11< .. AtoBta 

... ---21'1 * 

Bt. (Bernoulli numbers) , 

Bt=A· B·= -:Ai· . • •  
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Inequalities for distribution functions 
(F(z) denotes the c. d. f. of the random variable X and t denotes a positive constant; further m Is always assumed to be finite and all expectations are assumed to exist.) 

Inequality 

26.1.35 Pr{ g(X) ;::: t l  SE[g(X)]tt 

26.1.36 Pr{ X ;:::t l ::;;mlt 
m F(t) ;::: 1-T 

26.1.37 Pr{ IX- m! ;:::eu l :::;; 1/tt 

26.1.38 

1 F(m+tu) - F(m-tu) ;::: 1-(.i 

Pri iX-ml ;:::tu l S ,!, 

26.1.39 
1 + --{ (m-xo)'} 

Pri !X- ml �tcr l st (e-j�IY 
1 +  --{ (m-:ro)'} 

F(m+tu) -F(m-tu) 

;:::
1

- � (e-I�IY 26.1.40 Pr{ IX -ml ;:::tu l 5:4/9t2 

26.1.41 

4 F(m+ tu) - F(m-tu) ;::: 1- 9tt 

lzo Is such that F'(zo»F'(z) tor zp!zo. 

26.2. Normal or Gaussian Probability Function 

26.2.1 Z(x) =-
1
- e-zt/2 

-12; 
26.2.2 P(x)= �fz e -t'l2dt=f111 

Z(t)dt 
'\'271' -.. -.. 

26.2.3 Q(x) k, i"' e-1'12dt = i"' Z(t)dt 

26.2.4 

26.2.5 
26.2.6 
26.2.7 

A(x) = 1
1 Jz 

e-1'12dt==fz Z(t)dt '\'271' -z -111 

P(x) +Q(x) = 1  
P(-x) = Q(x) 

A(x) =2P(x)- 1  
Prohabtuty Integral with Mean m and Vari11nce u2 
A random variable X is said to be normally 

distributed with mean m and variance cr2 if the 
probability that X is less than or equal to x is 
given by 

Conditions 

(i) g(X) ;:::o 

(i) Pr{ X<O l =O 
(ii) E(X) =m 

(i) E(X} = m * 
(ii) E(X- m)2=u2 

(i) E(X,) =m, 
(ii) E(X;- m;)2=u1 

(iii) E([X,- m,][X;- m;]) =O(i¢J) 

- n X, (iv) X= '5:-' 
t;;t n 

_ � m; _ [t;t" u�Ji m = £....J _, u= -
f=l n -1 n 

(i) E(X - m)'=u2 
(ii) F(x) is a continuous c.d.f. 

(iii) F(x) is unimodal at :ro8 

(i) E(X- m)*= u' 
(ii) F(x) is a continuous c.d.f. 

(iii) F(x) is unimodal at zo& 
(iv) m=xo 

(i) $(X - m)2=u2 
(ii) E(X -m)4=#'4 

26.2.8 
1 Jz (t-m)l 

Pr {X�x} == . , - e-� dt 
0''\'211" -... 

=- e 1 dt=P -- · 
1 J (lll-fll) / .. - 2/2 cx- m) 

-12; -... 0' 

The corresponding probability density function 
is 

26.2.9 

and is symmetric around m, i.e. 

The inflexion points of the probability density 
function are at m ± u. 

*See page n. 
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26.2.10 

26.2.ll 

where 

Power Series (x �0) 

1 .. x2n+! P(x)=2+Z(x) � 1 · 3 · 5  . . .  (2n+ l) 

Asymptotic Expansions (x >O) 

- )"+! ( + ) f "' Z(t) dt R,.- ( - 1 1 . 3 . . . 2n 1 J, t2n+2 

which is less in absolute value than the first 
neglected term. 

26.2.13 

Z(x) { a1 a2 Q(x) ,.._,_x_ 1 --x2+2 + (x2+2) (x2+4) 

(x2+2) (x2�4) (x2+6) + · · · } 
where a1= 1 ,  a2= 1 ,  a3=5, a4=9, a5= 129 and the 
general term is 

a,.=co1 ·  3 . . .  (2n-1) +2c11 ·  3 . . .  (2n-3) 
+22c21 · 3 . . .  (2n-5) + . . .  +2"-1c,_1 

and c, is the coefficient of t"-• in the expansion of 
l l t- 1 ) . . .  ( t -n+ l ) .  

Continued Fraction Expansions 

26.2.14 

(x>O) 

Polynomial and Rational Approximations 7 for P(x) 
and Z(x) 
o:::; x< (X) 

26.2.16 

P(x)= 1-Z(x) (a1t+a2t2+a3t3) +E (x) , 1 t=--1 +px 

p=.33267 

26.2.17 

al= .43618 36 
a2=- . 12016 76 
a3= .93729 80 

P(x)= 1-Z(x) (b1t+b2t2+b3t3+b4t4+b6t6) +E (x) , 
t=-�-1+px 

IE(X) I<7.5X 10-8 
p= .23164 19 

b!= .31938 1530 b4=- 1 .82125 5978 
b2=- .35656 3782 bs= 1 .33027 4429 
b3= 1 .78147 7937 

26.2.18 

1 P(x)= 1-2 ( 1+clx+c2x2+cazB+c4x4) -4+E (x) 

26.2.19 

j E(x) J<2.5X I0-4 
CJ= . 1 96854 
c2= . 1 15194 

Ca= .000344 
C4= .019527 

1 P(x) = 1-2 (1 +d1x+d2x2+d3x3 

+d4x4+d5x5+d6x6)-16+E(x) 
j E(x) J<L5X 10-7 

dl = .04986 734 70 d4 = .00003 80036 
�= .02 1 14 10061 
d3= .00327 76263 

d5= .00004 88906 
d6= .00000 53830 

26.2.20 Z(x) = (a0+a2x2+a4x4+a6x6)-1+E(x) 
j E(x) J<2.7X I0-3 

a0=2.490895 
a2= 1 .466003 

a4= - .024393 
a6= . 1 78257 

7 Based on approximations in C. Hastings, Jr., Approxi
mations for digital computers. Princeton Univ. Press, 
Princeton, N.J., 1955 (with permission) . 
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26.2.21 

Z(x) = (b0+b!!X2+b4x4+b6x6+b8x8+bloX10)- 1+ e (x) 
l e(x) I<2.3X l0-4 

b0=2.50523 67 
b2= 1 .283 12 04 
b4= .22647 18 

b6= . 13064 69 
b8=-.02024 90 
blO= .00391 32 

Rational Approximations 7 for Xv where Q(xv)=p 

26.2.22 

26.2.23 

! e(p) I<3X 10-a 
a0=2.30753 
a1= .27061 

bl=.99229 
b2=.0448 1 

l e (p) I <  4.5X 10-4 
c0=2.515517 
C1= .802853 
c2= .010328 

dl 1 .432788 
d2= . 189269 
da= .001308 

Bounds Useful as Approximations to the Normal 
Distribution Function 

(x>L4) 

26.2.25 

P(x) 2:: 

(x>2 .2) 

See Figure 26.1 for error curves. 

.006 

.004 

.002 

- .008 

.4 3.2 

FIGURE 26. 1 .  Error curves for bounds on normal 
distribution. 

Derivatives of the Normal Probability Density Function 

26.2.26 dm 
z<m> (x) = - Z(x) 

dxm 

Differential Equation 

26.2.27 z<m+2> (x) +xz<m+0 (x) + (m+1)z<m> (x)=O 
Value at x=O 

26.2.28 

for m=2r, r=O, 1 ,  . . .  

for odd m>O 
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Relation of P(x) and Z<m)(x) to Other Functions 

Function 

26.2.29 Error function 

26.2.30 Incomplete gamma function (special case) 

26.2.31 Hermite polynomial 

26.2.32 " 

26.2.33 Hh function 

26.2.34 " 

26.2.35 Tetrachoric function 

26.2.36 Confluent hypergeometric function (special 
case) 

26.2.37 

26.2.38 " 

26.2.39 " 

26.2.40 Parabolic cylinder function 

Relation 

erf x=2P(x-J2)- 1  

�G� x) r(�) =[2P (.ffx) - 1] 

z<n> (x) Hen(x) = (-1)" Z(x) 

H (x) = (- 1) "2"'2 z<n> (x.J2) n Z(x../2) 

Hh_n (x)= ( - 1) n- t.J2;z<n-o (x) 

(1 3 r) ..J21r{ 1} M -, -,-- =--- P(x) --2 2 2 X 2 

M
(

1 , �, x�=-1 {P(x) -!} 2 2) xZ(x) 2 

M (2m+ I , !,_ x2\ zc2m> (x) 
2 2 2) zc2m> (O) 

M (2m+2, ��-�) zc2nl-t> (x) 
2 2 2 xZ<2"'> (0) 

u(-n-!, x)=e-lz\ -1)" z<n> (x) 
2 Z(x) 

Repeated Integrals of the Normal Probability Integral 

26.2.41 In(X)=i"' In-t(t)dt (n� O) 

where I _1(x)=Z(x) 
26.2.42 ( d )n- 1 
Ln(x) = -dx Z(x) = (- 1) n-tz<n-O (x) 

(n� - 1) 

26.2.43 

26.2.44 

(n+1)In+l (x) +xln(x)-ln-t (x)= O (n> - 1) 

(x� O) 

(x�O) 

(n>O) 

(n>O) 

(x>O) 

(x>O) 

{x� O) 

(x �O) 

(n>O) 
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26.2.45 

In (x)=i "' (t -,x) n Z(t)dt = e -x2/2 f"' � Z(t)dt 
z n. Jo 11 .  

26.2.46 
1 ln (O)=J -n (O) ( ) n+2 '!!: 12 2 2 . 

(n>-1) 
(n even) 

Asymptotic Expansions of an Arbitrary Probability 
Density Function and Distribution Function 

Let Y1 (i= 1 ,  2, . . .  , n) be n 

independent random variables with mean m1, 
variance <T1, and higher cumulants Kr, t· Then 
asymptotic expansions with respect to n for the 
probability density and cumulative distribution 
function of 

26.2.47 

f(x) "'Z(x) -[!! zca> (x)]+['Y2 zw (x)+ 'Y� Z<6> (x)J . 6 24 72 

-[-1!. Z<6> (x)+ 'Yt'Y2 zm (x)+ 'Y� Z<9> (x)J 120 144 1296 
+[_!!_ z<6l (x)+ 'Y� zcs> (x)+ 'Yt'Ya z<s> (x) 720 1152 720 

26.2.48 

2 4 J +;.;�� zoo> (x)+31�M Z(12l (x) + . . . 

F(x) "'P(x) -['YI Z<2> (x)]+['Y2 zca) (x) + 'Y� Z<6l (x)J 6 24 72 
-[-1!. z<•> (x)+ 'Yt'Y2 Z<6> (x)+_!L zcs> (x)J 120 144 1296 
+[_!!_ zc6> (x)+_li_ zm(x)+ 'Yt'Ya zc7l (x) 720 1 152 720 

+ �'Y2 zc9> ( ) + 'Yt zot> ( )]+ 1728 X 31104 X • • • 
where 

'Yr-2 

Terms in brackets are terms of the same order 
with respect to n. When the Y1 have the same 
distribution, then m1=m, o7 = u2, K,, 1=K, and 

Asymptotic Expansion for the Inverse Function of an 
Arbitrary Distribution Function 

Let the cumulative distribution function of 
n 

Y = "5: ¥.1 be denoted by F(y) . Then the (Cornish-t:i 
Fisher) asymptotic expansion with respect to n for 
the value of y, such that F(y,) 1 -p is 

26.2.49 y,- m + <Tw 

where 

W=x+htht (x) ] 
+ ['Y�2(x) +r1hu (x) ] 
+hsha(x) +'Yt'Y2h12(x) +y�hm (x) ] 
+ ['Y,h,(x) +Y�2(x) +'Yt'Yahta(x) +'rl'Y�u2Cx) 

and 
Q(x)=p, 

26.2.50 

1 h1 (x)=6 He2(x) 
1 h2 (x)=24 Hea(x) 
1 hu (x)=-36 [2He3(x)+He1 (x) ] 

1 ha (x)= 120 [He4(x) ] 
1 h12(:B)=-24 [He,(x)+He2(x) ] 

+'Ythuu (x) J+ . . . 
r=3, 4, . . .  

1 hm(x)=324 [12He.(x)+ 19He2(x) ] 
1 h.(x)=720 He6(x) 

1 h22 (x) =-384 [3He&(x) +6He3(x) +2H e1 (x) ] 
1 h13(x)=-180 [2He6(x)+3Hea(x) ] 

1 h112(x)=288 [14H e6(x) +37Hea(x) +8He1(x) ] 
1 huu (x)=-7776 [252Hes(x)+832He3(x) 

+227He1 (x) ] 
Terms in brackets in 26.2.49 are terms of the 

same order with respect to n. The Hen (x) are the 
Hermite polynomials. (See chapter 22.) 
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26.2.51 
z<ll> (x) m (- 1)"' Hen(x)= (- 1)" Z(x) =n! �o 2"'ml (n-2m) !  x"-2m 

In the following auxiliary table, the polynomial functions h1 (x) , h2(x) . . . h1111 (x) are tabulated for 

p= .25, . 1 ,  .05, .025, .01 ,  .0051 .00251 .001 1  .0005. 
Auxiliary coefficients 8 for use with Corniah-Fisher asymptotic expansion. 26.2.49 

.25 .10 .05 .025 .01 .006 .0025 .001 .()()06 

% . 67449 1. 28165 1. 64485 1. 95996 2. 32636 2. 571583 2. 80703 3. 09022 3. 29053 lt'tl -.09034 . 10706 . 28426 • 47353 . 73532 . 93915 1. 14657 1. 42491 1. 63793 
ht t -. 07153 -. 07249 -. 02018 . 06872 . 23379 . 39012 . 57070 . 84331 1. 07320 bn zl . 07663 . 06106 -. 01878 -. 14007 -. 37634 -.  59171 -. 83890 -1. 21025 -1. 52234 �: :1 . 00398 - . 03464 -. 04928 -. 04410 -. 00152 . 06010 . 14841 . 30746 . 46059  

. 00282 . 14644 . 17532 . 10210 -. 17621 -. 53531 - 1. 02863 -1. 89855 -2. 71243 hill :t -. 01428 -. 11629 -. 11900 -. 02937 . 2ft195 . 59767 1 .06301 1. 86787 2. 62337 
ht % . 00998 . 00227 - . 01082 -. 02367 - . 03176 -. 02621 - . 00066 . 04591 . 109(1() btu - . 03285 . 00776 . 05985 . 09659 . 07888 -. 01226 -. 19116 -. 59060 - 1. 0355& h11 X -. 05126 . 01086 . ()9462 . 16106 . 16058 . 06366 -. 17498 -. 70464 -1. 30531 

hm :t) . 14764 -. 10858 -. 30517 -. 55856 -. 32621 . 35696 1. 60445 4. 29304 7. 23307 
hun x) -.06808 . 00586 . 25623 • 31624 . 07286 -. 46534 -1.39199 -8. 32708 -5. {()702 

� From R. A. Fisher . Contributions to mathematical statiRtlcs, Paper 30 (with E. A. Cornish) Extralt de Ia Revue de 
!'Institute International de Statlstlque 4, 1-U (1937) (with permission) . 

26.3. Bivariate Normal Probability Function 

26.3.1 

g(xl yl p) =[2'11'.Vl - p2J-1 exp-� ex�-;�;+Y2) 

26.3.2 g(x1 y, p) =  ( 1- P') -f Z(x)Z (J; P;,) 

26.3.3 

L(h, k1 p) = .["' dx J:"' g(x, y1 p)dy 

=.["' Z(x)dx Jll)"' Z(w) dw1 w==( k- px ) 
�1 - p' 

26.3.4 L(-h1 -k1 p) = J� ... dx J� .. g(x1 y1 p)dy 

26.3.5 L( -h, k1 - p)=J" dx f"' g(x, y1 p)dy 
- ... J� 

26.3.6 L(h, -k, - p)= f"' dxJk g(x1 y1 p)dy J ll - ... 

26.3.7 L(h, k1 p)=L(k, h, p) 
26.3.8 L(-h, k1 p) +L(h, k1 - p) =Q(k) 
26.3.9 L(-h1 -k1 p)-L(h1 k1 p) =P(k) - Q(h) 
26.3.10 

* 2[L(h, k, P)+L(h, k, -p) +P(h) -Q(k)]- 1 
= J�11dx J�k g(x, y, p)dy 

Probability Function With Means m., rnu, Variances 
cr!, .,:, and Correlation p 

The random variables X, Y are said to be dis
tributed as a bivariate Normal distribution with 

• See page 11. 

means and variances (m111 m11) and (�, CT�) and 
correlation p if the joint probability that X is 
less than or equal to h and Y less than or equal to 
k is given by 

26.3.11 

11-m. k-m, 

Pr {XSh, YSk } ==-1 f�f "• g(s, t 1 p)d8 dt 
tr,tr" _ .,  - .. 

( (h- m:) ek-m") ) =L - --;;:;- I - --;;- I p 

The probability density function is 

26.3.12 

1 exp - Q 
2'11'tTztTII.J1 - p2 2(1 - p2) 

where 

1 ex- mil 11 mil ) g --· I P  fi:O'u 0': a" 

Q (x-m.)2 2p(x- m,.,) (y- m11) + (y-�11)2 
� f1'ztr11 a11 

Circular Normal Probability Density Function 

26.3.13 

1 ex- m., y- mv o)-0'2 g -(j-, -0'-, -
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Special Values of L(h, k, p) 

26.3.14 L(h, k, O)=Q(h)Q(k) 
26.3.15 L(h, k, -1 )=0 (h+k� O) 
26.3.16 L(h, k, -l)=P(h)-Q(k) (h+k::;O) 
26.3.17 L(h, k, l )=Q(h) (k::;h) 
26.3.18 L(h, k, 1)=Q(k) (k�h) 

26.3.19 
p 

.24 
0 I 

L(O 0 ) =!_+arc sin p 
' , p  4 211" 

.22 .20 . 1 8  1 /  I / ' /  J 
J 

1/ 
/v 

I J / 
V L 

v v / v J / 
v v v v / v v / / v 

-.2 

/ / / / 
/ 

/ / / v / 
-,3 

/ v v / / J / / 
/ / /v / / / 

-.4 

I / / v / / 
/ / 5

v / / � / / 
-. 

/ v / 
/ / / / / v v v v v v / / 

-.6 

v v v v v v / "" / 
v v v v / v v / / ./ 

-.1 

v/ v v v v v v v / / ,; ./ / 8 "' v v "' v v v v / / ../ / / 
-. 

v � � v , v � 
9 /  / � v v � � v / I-"' v ...... 

v v _.. � t--� 
V-k � """" 

-� I""' 
-1.0 I"-"': 

. 1 6  

/ 

v 
/ 

v 

� 
v 

/ 
/ 

v 

v 
v 
v 
v 
v 

L(h, k, p) as a Function of L(h, 0, p) 

26.3.20 

L(h k ) =L (h 0 
(ph-k) (sgn h)) 

' ' p ' ' -Jh2-2phk+k2 

+L(k 0 (pk-h) (sgn k)) , ' -Jh2-2phk+k2 

- {� if hk>O or hk=O 
and h+k20 
otherwise 

where sgn h= l if h 20 and sgn h=- 1 if h<O . 

. 1 4  . 1 2  . 1 0  .09 .08 
1/ v I I II v // 1/ I / 
l/ v / / / 

/ 
J / .01 

v / v 17 7 / / 
v / / / 

v / / 
.06 v v v v / / / / 

v I/ 7 / [/ / 
/ / ,05 v / v / / / / / 

I' I/ y 1/ [7 [7 / 
/ / v / // // / 

.04 
/ 

/ 
17 [7 7 v /7 / / / 

..,v v / 
/ / / 

.03 

/ / 
v v v vv v / 

/ 
v v v l/ v 

.02 / / / 
v 

17' v v v / / ,. 

1/ v v v / � """' .0 1 

v v v / v _,..,. 
v v v _... v __.... 
v � 

!,.....-I--" 

0 .05 . 10 . 1 5  .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50 .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95 1.00 
h 

FIGURE 26.2. L(h, 0, p) for O �h �l and - 1  �p�O. 

Values for 11<0 can be obtained using Ll)l, 0 ,  -p) •j-L(-11, 0,  p), 
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p 
.48 .46 .44 .42 .40 .38 .36 .34 .32 .30 .28 .26 .24 .22 .20 .1 8  .16  

t::::r:::,��V' / � /I� I v I J I !I I I I II I 1.0 

v v v v / v lL J 1/ I J v / J j 
v v / v / v v J I 1/ I 1/ / ,I / J 

.9 

.a v v / v / v L_ v J v I v / I 
., /  / / 

/ / / _l_ LZ v I I J I v j 
v / / / v I v v I I v J I / / I 7 / / / / I I I I I / / J J J 

/v / v v I I v v J 
.14 

J I _L 6 v v v I I II v L / / J I /v I v I v 1/ I J j_ / / _L :5 1/  v / I / 1/ v v v v v / v v v / I L / I I I J .12 
4 / _j_ 
v v v v v / / / J v I � J J j 
v v v v v v v v II / -'- I .3 1/ v v v v v I v I 1/ / 

.2 / I I / / I I I I .10 

I J / L / v I / I I 
v / I v / I / I / / / J I J _L L I ·08 

. I V / v / / / J v / L L / 1/ / / I / / v/ I , 
0 / I/ 1/ / / / � / I/ 

0 .0:5 . 10  . 15 .20 .2:5 .30 .35 .40 .45 .so .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95 1.00 
h 

FIGURE 26.3. L (h, 0, p) for 0 �h � 1 and 0 �P � 1 .  

Values for 11<0 can be obtained using L(/i, 0, -p)=!-L(-11, 0, p). 



p 
.14 .1 2 

1.0 I I 
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I/ v i/ 

.21/ / 
I/ / 

.3 / v 
1/ /v 

.4 / / 
v 

/ .s v / 
v / .sv 
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I 7 

:/ I 1 /  
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I 17 
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.06 .05 .04 .03 .02 .01 

I I I '  I I l 

I 
I I I 

7 '/ I II II II I 
I J 7 

1/ I I ,, 
J 1/ 1/ j I 

I j J I 1/ 
1/ v 

I J I I 
v v v 

I I 1/ I 1/ I I j 
v 'I / 

1/ v 1/ 
J / J 

/ / 
/ / 

/ / /v /.v 
/ 

v 
/ 

./ 
v 

1.00 LOS 1.10 1.15 L20 L25 1.30 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55 1.60 1.65 1.70 1.75 1.80 1.85 1.90 L95 2.00 205 2JO 2.15 2.20 �.25 2.30 2.35 2 110  2 115 2.50 

FIGURE 26.4. L(h, 0, p) for h� 1 and - 1  :$;p :$; 1, 
Values for 11<0 can be obtained 'usiDg L(h, o,  -p) =i-L< -II, o ,  p.) 
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Integral Over an Ellipse With Center at (mz, mu) 

26.3.21 

where A is the area enclosed by the ellipse 

Integral Over an Arbitrary Region 
26.3.22 f·r (11,11u) - lg cx-m,, y-mu, p) dxdy 

JA�� � � 

==JJ g(s, t, o)dsdt 
A• (,, I) 

where A *(s, t) is the transformed region obtained 
from the transformation 

- 1 cx-m, y- mu) t== .V2-2p --;;----;;-
Integral of the Circular Normal Probability Function 

With Parameters mz=mu=O, u= l Over the Triangle 
Bounded by y=O, y=ax, x=h 

26.3.23 

V(h, ah)==_!_ f" fa" e-t<z2+u2>dxdy 2'11' Jo Jo  

where 

1 1 ==4 +L(h, 0, p)-L(O, 0, p)- 2 Q(h) 

a p==-.JI+a2 

Integral of Circular Normal Distribution Over an Offset 
Circle With Radius Ru and Center a Distance ru From 
(mz, mu) 

26.3.24 

L f 11-2g cx�m,, y 
11
mu, 0) dxdy=P(R212, r2) 

where P(R2j2, r2) is the c.d.f. of the non-central 
X2 distribution (see 26.4.25) with v=2 degrees of 
freedom and noncentrality parameter r. 

Approximation to P(R2J2, r2) 
26.3.25 

A pproximation 

2R2 2r 
4+R2 exp-4+R2 

26.3.26 P(x1) 

26.3.27 P(x2) 

Condition 

R, r both large 

Inequality 
26.3.28 

* 

Q(h)- 1
h
-p

k
2 Z(k) [Q (�-pk)]<L(h, k, p)<Q(h) p - ,Yl-p2 

where 
ph-k>o, 

26.3.29 
Series Expansion 

L(h, k, p)=Q(h)Q(k)+ to z<n����;"; (k) p"+ l 

26.4. Chi-Square Probability Function 

26.4.1 
2 • t 

P(x2jv)=[2•'2r (�)T1.C (t)2-1e -2dt 

26.4.2 

(O�x2< oo) 

Q(x2jv)= l-P(x2j v) (O�x2< oo) 

==[ 2•'2 r (�) J-lsx: (t) �-1 e -� dt 

Relation to Normal Distribution 

Let XII x2, . . .  , X, be independent and identi
cally distributed random variables each following 
a normal distribution with mean zero and unit 

variance. Then X2= ± � is said to follow the 
1-1 

chi-square distribution with v degrees of freedom 
and the probability that X2�x2 is given by P(x2jv) .  

Cumulants 

26.4.3 (n==O, 1 ,  . . . ) 

•se .. page u. 
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Series ExpaiUiiOIUI 

26.4.4 

•- 1 
2 X2r-1 

Q(x2j "}=2Q(x) +2Z(x)f:;1 1 · 3 · 5  . . .  (2r-1) 

(v odd) and X={'X.2 
26.4.5 

(v even) 
26.4.6 

Recurrence and Diff'erentiaJ Relation• 

26.4.8 

26.4.9 

Continued Fraction 

26.4.10 

Asymptotic Distribution lor Large " 

Asymptotic E:a:panaioll8 for Large x' 

26.4.12 

Approximatioll8 ,to the Chi-Square Distribution for 
Large " 

26.4.13 
Approzimation 

Q(x2l v) ""'Q(xt)1 x1=..fiii-,J2v 1 
26.4.14 

Q(x2jv) �Q(X2) ,  

26.4.15 

Q(X2Iv) �Q(x2+h.) ,  

z A so 
-- --

-3. 6  -. 0118 -3.0 -. 0067 
-2. 6 -. 0033 
-2. 0 -. 0010 -1. 6 +. ooot 

60 h,=- h&o 
" 

Values of hfl(j 

z Aso 
-- --

-1. 0 +. 0006 
-. 5 . 0006 . 0  +.0002 +. 6 -. 0003 l. O -. 0006 

z 
--

+l.li 
2. 0 2. 5 
3.0 3.11 

Ccmdition 

(v>tOO) 

(v>30) 

1140 

-. 000 5 
2 7 +. 000 . 001 

0043 
82 :oo 

Approximations for the Inverse Function for Large ., 

If Q(x� jv) =p and Q(x11)=1-P(x11)=p, then 

26.4.16 

26.4.17 

26.4.18 

Approximation 

X� ""'� { x11+-J2v 1} 2 
x2 ""'" { 1-�+x �}3 11 911 11 9v 

X� ""'"·{ 1 :" + (x11-h.).J :, } 3 

Condition 

(v>lOO) 

(v>30) 

(v>30) 

where h. is given by 26.4.15. 

Relation to Other Functions 

26.4.19 Incomplete gamma function 

'Y(a, x) =P1X2jv) v=2a, X2=2x r(a) ' ' 

r(a, x) -Q( 2l ) r (a) - x v 

26.4.20 Pearson's incomplete gamma function 

l(u,p) r (p�1 ) iu-{trHt11e-1dt=P(X2jv) 

v=2(p+l) ,  X2=2u -Jp+ l 
26.4.21 Poisson distribution 

v x2 c=-, m=-, (" even) 
2 2 
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26.4.22 Pearson Type III [a:Jbf�
a
( l +�Yb 

e-b1dt=P(x2Jv) 

v=2ab+2, X2=2b(x+a) 

26.4.23 Incomplete moments of Normal distribu
tion "' { (n- 1) !! 

P(;J v) i t"Z(t)dt= 
o (n� ! !  P(x2J v) 

211" 

(n even) 

(n odd) 

x2= x2, v=n+ 1 

26.4.24 Generalized Laguerre Polynomials 

Non-Central x2 Distribution Function 

26.4.25 

P (X'2lv, A) = i: e-"1./2 (A/�)J P(x'2Jv+2j) j-0 J! 

where A ;?: O  is termed the non-centrality param
eter. 

Relation of Non-Central x2 Distribution With v=2 to the 
Integral of Circular Normal Distribution (u2= 1) Over 
an Offset Circle Having Radius R and Center a Dis
tance r=-.fi. From the Origin. (See 26.3.24-26.3.27.) 

26.4.26 

ff
A 

g(x, y, O) dxdy=P(X2=R2Jv=2, A) 
"' e -"l.t2A1 

= 1 -� 2i
J1 Q(R2J2+2J) 

Approximations to the Non-Central )(2 Distribution 

Approximating Function 

26.4.27 x2 distribution 

26.4.28 Normal distribution 

26.4.29 Normal distribution 

A b=
v+A 

Approximation 

a 
v*=--

l+b 

Approximations to the Inverse Function of Non-Central 
x2 Distribution 

If Q(X�2 Jv, A) =p, Q(x� lv*) =p, and Q(x11) =p then 

Approximating Variable Approximation to the Inverse Function 

26.4.30 x2 

26.4.31 Normal 

26.4.32 Normal 

-



Varicllk 

26.4.33 "' 

26.4.34 -/27ii 

26.4.35 (x1/PJ1fl 

26.4.36 J.n (x2/r) 

26.4.37 x'• 

26.4.38 ,f2)li 

26.4.39 (Jtl/a) tfl 

Properties of Chi-Square, Non-Central Chi-Square, and Related Quantities 

Men 

(2r-1)f{I+[l6r(•-1)]-1J+0(,-71J) 

1- 2 I��· I 0(,-<J 

., (!:)-ln c�) =-!-hto(,-4) 2 2 • 3 .. 

a 

[2a-(I-tb)Jf+O(trlll} 

2 l+b � � +O(tr') 1-Si a-3• a• 

a-r+� 

4 1/t(z) -liZ In r{z) , 

Varianu 

2r 

1-.!.-ht..!.. -0(,-4) 
4• 8pl 64pl 

2 104 
31.-31p� I 0(,-<J 

rft' (!'.)=_!_ [ t- -1 -]+0((r-1)-t) 2 r-1 3(r-1)1 

2a(t+b) 

(1-tb)-�1 [Sb+(l+b) (1-7b))+O(trl) 

� a-1(1-tbJ� a--lbt+O(a-1} 

� b=r+� 
4• 

1/t"(z)-dz• 1/t(z) 

2111 
,r, 

OM/lidmt of 1kewnu• ( 'Y1) 

_1 [14 1 ] .,f2; 8r -128,0 +0(,-711) 

zt!t [ 8 ] 31.a11 1+31,. +0(,-7tt) 

"'" G) -
1/t' G)'/1 =-.J,-:1 [ 1-2(v�1)t]+O((v-1)-ttt) 

( 2 )
Itt , 

1-tb (1+2b)a -t 

4-t(l-ll) (1+3(>) +O(a-1) 2f(l+b)ltt 

( 2 )"' 
1-tb bla -l+O(a-111) 

O«Jjidmt of ezceu ( n) 

12.-1 

3 1 [ 3
] iii � 1ii; +0{,-4) 

_ _! [ 1�]+o<.-•> 9. 9 .. 

rftCil co 4 .,, GY = ·-1 [ 1 1 3,.�l).]+o<<•-1)-1) 

g (1+3b) 
a U+ll)• 

3b(b+2) :1-0(trl) (l+bJ'� 

4 (1+3b+ 12bl-44bl) O(a-1) 3i a(I-tb)' 

., 
� i 
I 
� 

� Cl) 
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26.5. Incomplete Beta Function 

26.5.1 

I (a b)=-1- rrta- 1 ( 1 - t)6- 1dt " ' B(a, b) Jo (O� x� l )  

26.5.2 

/.,(a, b) = 1 -1�-:�,(b,a) 
Relation to the Chi-Square Distribution 

If X� and Xi are independent random variables 
following chi�square distributions 26.4.1 with v1 

and 112 degrees of freedom respectively, then 

X���
Xi is said to follow a beta distribution with 

111 and 112 degrees of freedom and has the distribu
tion function 

26.5.3 P{ X� < } _ 1 f" a - 1 ( ) t- Id 
X�+ X�- x -B(a, b) Jo

t 1 - t t 

Series Expansions (O<x<l) 
26.5.4 

* J t  b) �( l - x) b { I + � B(a+ I , n + 1 ) x" + l } .,,a , a B(a, b) t=6 B(a+ b,  n+ 1 )  

26.5.5 

�(1 - x) b- t 
lz(a, b) aB(a, b) 

26.5.6 

{ 1 + ± B(a+ 1 , n+ l ) ( x )"+ 1} 
n-o B(b-n- 1 , n + l )  1 -x 

�(1 - x)b- 1  
aB(a, b) { 1 + � B(a+ l , n + l )  (_3_)"+ 1} 

n-o B(b- n- 1 , n+ l )  1 - x 
+I.r(a+s, b- s) 

l -lz(a, b) =ll -.r(b, a) 
_( l - x)b a-1 i (a-1) (1 -;r) i . 
-B(a, b) ?; (-

1) .i b + i- (mteger n) 

26.5.7 

1 -lr(a , b) =l�-:�:(b, a.) 
a-1 (a+b- l) ( .c )i = ( 1 - x)«H- 1 "5": . - (integel" a) "1':0 t l - x  

26.5.8 
Continued Fractions 

� ( 1 - x)6{ 1 d1 d2 } * 

aB(a, b) 1 +  1 +  1 +  · · · 

(a+m) (a+b+m) 
(a+2m) (a+2m + l )  x 

m(b-m) d2m (a+2m - 1 ) (a+2m) x 

a- 1 Best results are obtained when x<a + b -2· 
Also the 4 m and 4 m + 1 con vergen ts are less than 
lz(a, b) and the 4m+2, 4m+3 convergents are 
greater than lz(a, b) . 
26.5.9 

26.5.10 

* x < 1 e 1 = 1  

(a+m- l) (b-m) x 
e2m= - -

(a+2m-2) (a+2m- 1 )  l - x 

m (a+b- l + m ) x 
(a+2m - 1 ) (a+2m) - x  
Recurrence Relations 

lz(a , b) = xlx (a- 1 , b) + ( 1 - x)/.,(a, b- 1 )  
26.5.U 

1 l,(a , b)-- {Ix(a+ 1 , b) ( 1 - x)J.,(a+ 1 , b- 1 ) } X 

26.5.12 �.,(a, b) =]a ( l -
l
x) + b { bl'f(a,b+ 1 ) 

* 

+ a( l -x)lr(a+ 1 ,b- 1 ) )  
26.5.13 

1 lz(a , b) =  a+b { alz(a+1 , b) + blz(a, b + I ) } 

26.5.14 

lz(a ,a) 1 /1 -z' (a , �} 

26.5.15 

x' = 4 (x-Dl x � �1 
lx(a, b) r (��0 �

)
(b) �(1 -x)b- 1+ lx,(a+ 1 ,  b - 1 )  

26.5.16 

- r(a+b) & /z(a , b)- r (a+ 1 ) r (b) 1'(1 -x) +l.,(a+ I , b) 
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Asymptotic Expansions 

26.5.18 

I ( b),.._, r (a,w) +e- "'w"{ (a- 1-w) 
'" a, r (a) r (a) 2b 

+-1- c�-� a2+� a-!-w c� a2_!! a+!] (2b)2 2 3 2 3 2 6 3 
+w2 ( � a-D-� w)} 

w=b C�x) 

d . k . h < a- 1 an y 1s ta en negat1ve w en x a+b-2 

Approximations 

26.5.20 If (a+b-1) (1-x) � .8 

l,.(a, b) =Q(X2/v)+ E, 
/ E /<5X 10-3 if a+b>6 

X2= (a+b-1) (1-x) (3-x)- (1-x) (b- 1) , 
v=2b 

26.5.21 If (a+b-1) (1-x) 2:: .8 

/,.(a, b)=P(y)+ E, 
/ E /<5X 10-3 if a+b>6 

Approximation to the Inverse Function 

26.5.22 If I., (a, b)=p and Q(yp) =p then p 

( 1 1 )- I 
h=2 2a- 1+2b- 1 ' 

;\=y�-3 
6 

Function 

Relations to Other Functions and Distributions 

Relation 

26.5.23 Hypergeometric function 

26.5.24 Binomial distribution 

26.5.25 " 

26.5.26 Negative binomial distribution 

26.5.27 Student's distribution 

26.5.28 F-(variance-ra.tio) distribution 

1 X' 
B(a, b) a F(a, 1-b; a+ 1 ;  x) =l.,(a, b) 

± (n)p'( 1-p)n-•=JP(a, n-'a+l) 
•-a 8 

± cn+s-l) pnq'=lg(a, n) 
•-a 8 

! ( 1-A(t /v) ]=! I c�, !), 2 2 % 2 2 

Q (F/v1 , v2) =l,. (�' ;'} 

Jl x=v+t2 

945 

* 
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26.6. F�(Variance-Ratio) Distribution Function 

26.6.1 

where 

Relation to the Chi-Square Distribution 

If X� and Xf are independent random variables 
following chi�square distributions 26.4.1 with "' 
and 112 degrees of freedom respectively, then the 

distribution of F= xx�//PI is said to follow the 2 1'2 
variance ratio or F�distribution with v1 and v2 
degrees of freedom. The corresponding distribu
tion function is P(Fj v11 112) .  

26.6.3 
Statistical Properties 

mean : 

variance: tr2 2vhp1 +��2-2) 
v1 (v2- 2)2(v2-4) 

third central moment: 

-("2)3 8v1 (v1+v2-21 (2v1 +1'2-2) JJ.a- - -
111 (v2-2)3 (v2-4) (112- 6) 

moments about the origin: 

n r ("' +2n) r (v,-2n) 
I ("2) 2 2 

JJ.n= ;; r (�) r (�) 
characteristic functiom 

Series Expansions 

26.6.4 

* Q(Fjv,, "2)=x•212[1 +� (1 -x)+"2(;2
.!2)(1 - x) 2+ . . .  

(v1 even) 

'See page n. 

26.6.5 

Q(Fivr , v2)= 1 - (1-xtt12 [1 +� x+"' (;'.t2) x2+ . . . 

+ "' (v,+2) . . .  (Pz+vt-4) x
•2;2] (v2 even) 2 · 4 . . .  (v2-2) 

26.6.6 
•t+•2-2 [ v1 +v2-2 (1 - x) Q(Fjv�, v2) =x 2 I + 2 -x-

+ (v1+v2-2) (P1 +v2-4) (1 - x)2
+ 2 ·4 X • • •  

+ (v,+Pz-2) . . . (v2+2) (1 -x)·�;2] (vt even) 2 · 4 . . .  (v1-2) x 
26.6.7 

26.6.8 
(v2 even) 

Q(Fivt , v2) = 1 -A(t i v2) +!3(v1 1  P2) (v1 , Pz odd) 

where 

�{o+sin O[cos o+� cos3 O+ . . . + 

0 for lit = 1 * 

O=arctan � -y ;; r 
Reflexive Relation 

If F,(vt , 112) and Ft_11 (v2, v1) satisfy 

Q(F,(v,, v2) lvt ,  112) =p 
Q(F,_,(vz , v1) i v2, v,) = l -p 
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26.6.9 then 26.6.15 

Relation to Student's t-Distribution Function (See 26.7) 

Limiting Forms 

26.6.11 

26.6.12 

lim Q(FI11" 112) =P(X2/112) , 
.,,�t» 

Approximations 

26.6.13 

Q(F/111 > 112) ;:::Q(x) , 
(111 and liz large) 

26.6.14 

Approximation to the Inverse Function 

26.6.16 If Q(F,j111 > 112) =p, then 

F11 R� e2111 where w is given by 26.5.22, with 

"1 =2b, 112=2a 

Non�Central F-Distribution Function 

26.6.17 

P(F' jv, , 112 , 'X) = iF' p(t j11t , vz, 'X)dt= l -Q(F' /1111 112, 'X) 

where 

�l +2J-2 - (•l +2J+•2)/2 
Xt_2_ [v2 + (vt+2j) t ] 

and ).� 0 is termed the non-centrality parameter. 

Relation of Non-Central F-Distribution Function to Other Functions 

Function 

26.6,18 F-distribution 

26.6.19 Non-central t-distribution 

26.6.20 Incomplete Beta function 

26.6.21 Confluent hypergeometric function 

• See page 11. 

Relation 

P(F' /v1 1  112 , 'X) = £ e-)./2 ('X/�1)
' 

P(F' j 11,+2j,112) J•O 3 
P(F' /111 1 ,2 , 'X=O) =P(F'/vt , vz) 

P(F' /,1=1 , 112, 'X) =P(t' / 11, o) , t ' =.../F' , 11=112, o=..J'. 

P(F' I ) -� -xlz (>../2)1 I c�+3. 
�) vh 112 - � e •1 z 2 , 2 ' 

J - 0 3· 

x'f+\1-x)�-i-lM (111tv2, �+ i+ l , ;x) 
(v2 even and x vd;,2+11) 
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Series Expansion 

26.6.22 

(v2 even) 

where 
T0= 1  

1 1 - x  
T1 =2 (v1 +vz-2+Xx) x 

1 - x T T1=� [ (v1 + v2 - 2i+Xx) T, _ I +X(l - x) t- zl 

Limiting Forms 

26.6.23 

26.6.24 

lim P(F' Iv 1 ,  Vz ,X) = Q(X2!v) , 
Vl_.o:t 

Approximations to the Non-Central F-Distribution 

26.6.25 P(F' I v� > vz, X) �P(x1 ) , 

wherf' 

(v1 and v2 large) 

26.6.26 

26.6.27 

F "' F' * = v1 +X ' 111 

26.7. Student's t-Distrihution 

If X is a random variable following a normal 
distribution with mean zero and variance unity, 
and X2 is a random variable following an inde
pendent chi-square distribution with v degrees of 

freedom, then the distribution of the ratio X 
..jx2/v 

is called Student's t-distribution with v degrees of 

freedom. The probability that 1X will be less 
-v X2/v 

in absolute value than a fixed constant t is 

where 

26.7.2 

mean : 

variance: 

= 1 - J  (�' !), 
X 2 2 

" x= v+ i2 

Stat istical Properties 

m=O 

(v>2) 

skf'wness: 'YJ = O  

6 
f'XCl'SS: -y.,.=--- v-4 
moments: 

1 · 3 . . .  (2n- l ) vn 
(v-2) (v-4) . . .  (v-2n) 

�2n+l=0  
eharacteristic function :  

26.7.3 

A (t ! v) =  

26.7.4 

( l t l  )'12 
21;, y 

�
(l tl) 

7rr (v/2) 2 ..j11 

Series Expansions (8=arctan :�) 
2{ [ ') 
:;;: 8+sin 8 cos 8+� cos3 8+ . . .  

+2 . 4 . . .  (v-3) 
·-2 8]} cos . 1 · 3 . . .  (v- 2)  

( v  > 1 and odd) 

� 0 (v= l )  
7r 

{ 1 1 ·  3 
A( t l v)= sin 0 I +2 cos2 8+2 _ 4 eos4 0+ . . .  

* 

+ 1 · 3 · 5 · · · 
(v

-
3) cos•-2 8 ")) (v even) * 2 · 4 · 6  . . .  (v- 2) ----
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Asymptotic Expansion for the Inverse Function 

If A(t11/v)= 1-2p and Q(x11)=p, then 

26.7.5 

t +g1 (x,) +g2(x,) +ga(x,) + 71"'X11 11 112 v3 · · · 
1 g1 (x)=4 (x3+x) 
1 g2(x) =96 (5:t+ 16x3+3x) 
1 g3(x)=384 (3x7+19:t+17x3- 15x) 

g.(x)=92!60 (79x9+ 776x7 + 1482x5- 1 920x3-945x) 
Limiting Distribution 

26.7.6 
1 f' lim A(t /v)= rn= e-x212dx=A(t) 

H'"' -y27r - 1  

Approximation for Large Values of t and .. �5 

26.7.7 A(t /v) -=::: 1-2 {�:+ t��1} 
.. 1 s 3 4 5 

a. 
b. 

.3183 

.0000 
.4991 
.0518 

1 . 1094 3 .0941 
- .0460 -2.756 

9.948 
- 14 .05 

Approximation for Large • 

26.7.8 A(t / v) -=:::2P(x)- 1 ,  

Non-Central t-Distribution 

26.7.9 

=1-..;.... _,2,2 (82/2) 1 
I c� !+J·) k...J e 2jl X 2 ' 2 I }•0 • 

" 

X= v+t '2 * 

where 6 is termed the non-centrality parameter. 

Approximation to the Non-Central t-Distribution 

26.7.10 

where x 

Numerical Methods 

26.8. Methods of Generating Random Numbers and Their Applications 9 
Random digits are digits generated by repeated 

independent drawings from the population 0, 1 ,  
2 ,  . . .  , 9 where the probability of selecting any 
digit is one-tenth. This is equivalent to putting 
10 balls, numbered from 0 to 9, into an urn and 
drawing one ball at a time, replacing the ball 
after each drawing. The recorded set of numbers 
forms a collection of random digits. Any group of 
n successive random digits is known as a random 

number. 
Several lengthy tables of random digits are 

available (see references). However, the use of 
random numbers in electronic computers has re
sulted in a need for random numbers to be gen
erated in a completely deterministic way. The 
numbers so generated are termed pseudo-random 
numbers. The quality of pseudo-random num
bers is determined by subjecting the numbers to 
several statistical tests, see [26.55), [26.56). The 
purpose of these statistical tests is to detect any 
properties of the pseudo-random numbers which 
are different from the (conceptual) properties of 
random numbers. 

v The authors wish to express their appreciation to 
Professor .J . W. Tukey who mnde many penetrating and 
helpful suggestions in this section. 

Experience has shown that the congruence 
method is the most preferable device for genera.ting 
random numbers on a computer. Let the sequence 
of pseudo-rand

.
om numbers be denoted by { X,. } , 

n=O , 1 , 2, . . . . Then the congruence method 
of generating pseudo-random numbers is 

X,.+t =aX,.+b (mod T) 
where b and T are relatively prime. The choice 
of T is determined by the capacity and base of the 
computer; a and b are chosen so that : ( 1 )  the re
sulting sequence { X,.}  possesses the desired sta
tistical properties of random numbers, (2) the 
period of the sequence is as long as possible, and 
(3) the speed of generatiOn is fast. A guide for 
choosing a and b is to make the correlation 
between the numbers be near zero, e.g., the correla
tion between X,. and Xn+• is 

where 

1-6 b'(1-�) p,= T T +e a, 

a,=a' (mod T) 
b,= (1 +a+a2+ . . .  +a'-1)b (mod T) 
i e /<a,/T 

•see page n. 
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which occur in 

Xn+s=a,Xn+b, (mod T) 

When a is chosen so that a ""'  1'112, the correlation 
P1 ""' r- 112• 

The sequence defined by the multiplicative 
congruence method will have a full period of T 
numbers if 

(i) b is relatively prime to T 
(ii) a= 1 (mod p) if p is n prime factor of T 
(iii) a= 1 (mod 4) if 4 is a factor of T. 

Consequently if T=2q, b need only be odd, and 

a= 1 (mod 4) .  When T= 10q, b need only be  not 
divisible by 2 or 5, and a= 1 (mod 20) .  The 
most convenient choices for a are of the form 
a=2'+1 (for binary computers) und a=10'+ 1  
(for decimal computers) . This results in the 
fastest generation of random numbers as the 
operations only require a shift operation plus 
two additions. Also any number can serve as 
the starting point to generate a sequence of 
random digits. A good summary of generating 
pseudo-random numbers is [26 .5 1 ] . 

Below are listed various congruence schemes 
and their properties. 

Congruence methods for generating random numbers 
X •• 1 =aX.+b(mod T), T and b relatively prime 

a b T Period Xo Sp.Jcial cases for which random numbers have passed statistical 
tests for randomness to 

26.8.1 I+t• odd T=t• t• O�Xo<T T=2", Xo unknown; a=2'+1. b=l; T=2". a=2'+1. 
b=29741 09625 8473, Xo=76293 94531 25. 26.8.2 r2•±1 (r odd, 0 T=t• tr• relatively T=2", 2", Xo= I ;  a=5"(s=2) 

·�2) prime to T=2", Xo= l ;  T=2", Xo=I-2-", .5478126193; a=5"(•=2) 
T T=2", Xo= l ;  a = 5"(s=2) 26.8.3 r2•±1 (r odd, 0 T=t•±1 (varies) relatively T=2"+1, Xo= l0,987,654,321; a=23; period "" 10' 

·�2) prime to T= lO'+l, Xo=47,594,118; a=23; period , 5.8X IO' 
T 26.8.4 7h+l 0 T=IO• 5 · 10rl relatively T= !Oto, Xo= l ;  a=7 
prime to T= IO", Xo=l;  a=7" 
T 26.8.5 3h+l 0 T=IO• 5 · 10r2 relatively 

(&=0, 2, 3, 4) prime to 
T 

" Xo given is the starting point for random numbers when statistical tests were made. 

When the numbers are generated using a con
gruence scheme, the least significant digits have 
short periods. Hence the entire word length can
not be used. If one desired random numbers with 
as many digits as possible, one would have to 
modify the congruence schemes. One way is to 
generate the numbers mod T± 1 .  This unfor
tunately reduces the period. 

Generation of Random Deviates 
Let {X} be a generated sequence of independent 

random numbers having the domain (0, T) . 
Then { U} = { T- 'X} is a sequence of random 
deviates (numbers) from a uniform distribution 
on the interval (0, 1) .  This is usually a necessary 
preliminary step in the generation of random 
deviates having a given cumulative distribution 
function F(y) or probability density function j(y) . 
Below are summarized some general techniques 

•see page u. 

for producing arbitrary random deviates. (In 
what follows { U} will always denote a sequence of 
random deviates from a uniform distribution on 
the interval (0, 1 ) .) 

1. Inverse Method 

The solutions { y } of the equations { u=F(y) } 
form a sequence of independent random deviates 
with cumulative distribution function F(y) . (If 
F(y) has a discontinuity at y=y0, then whenever u 
is such that F(y0-0)<u<F(y0) , select Yo as the 
corresponding deviate. )  Generally the inverse 
method is not practical unless the inverse function 
y=F-' (u) can be obtained explicitly or can be 
conveniently approximated. 

2. Generating a Discrete Random Variable 

Let Y be a discrete rnndom variable with point 
probabilities p1=Pr {  Y=yd for i= l ,  2, . . . .  



PROBABILITY FUNCTIONS 951 

The direct way to generate Y is to generate { U} 
and put Y=y1 if 

P• +P2+ . . . +Pt- •<U<p, +p2+ . . .  +Pi· 
However, this method requires complicated ma
chine programs that take too long. 

An alternative way due to Marsaglia [26.53] 
is simple, fast, and seems to be well suited to high
speed computa.tions. Let P• for i= 1 ,  2, . . . , n 
be expressed by k decimal digits as p1= .o1 1ou . . . 
ok1 where the o's are the decimal di�its. (If the 
domain of the random variable is infinite, it is 
necessary to truncate the prohability distrihu
tion at p •. ) Define 

n 
P0=:0, P,= w-r � o,t for r= 1 ,  2, . . .  , k, and 

i=l 
3 

II.=� 10'P,, s= 1 , 2, . . .  , k. 
r=O 

Number the computer memory locations by 0, 
1 , 2, . . .  , IIk- 1 .  The memory locations are 
divided into k mutually exclusive sets such that 
the sth set consists of memory locations II,._ 1 ,  
II,_, + 1, . . . , II,- 1 .  The information stored 
in the memory locations of the sth set consists of 
y1 in o,1 locations, Y2 in 082 locations, . . . , Yn 
in Osn locations. 

Denote the decimal expansion of the uniform 
deviates generated by the computer by u 
= ·d,d2d3 • • • and finally let a { m }  be the con
tents of memory location m. Then if 

put 

This method is perhaps the best a1l-around 
method for generating random deviates from a 
discrete distribution. In order to illustrate this 
method consider the problem of generating 
deviates from the oinomial distribution with point 
probabilities 

P •=(7) pi (l -p)n-i  

for n=5 and p= .20. The point probabilities to 
4 D are 

Value of 
Random Variable 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

Point Probabilitie8 
Po=0.3277 
p, = .4096 
P2= .2048 
]Ja= .0512 
p4= .0064 
Ps= .0003 

and thus P0 =0, P,= .9, P2= .07, P3= .027, 
P4= .0030 from which II0=0, II1 =9, II2= 16, 
11a=43, 114=73. The 73 memory locations are 
divided into 4 mutually exclusive sets such that 

Set Memory Locations 
1 0, 1 ,  . . .  ' 8 
2 9, 10, . . . ' 15 
3 16 ,  42 
4 43, . . .  ' 72 

Among the nine memory locations of set 1 ,  zero 
is stored o10=3 times, 1 is stored ou =4 times, 2 is 
stored o12=2  times ; the seven locations of set 2 
store 0 o20=2 times and 3 o23=5 times ; etc. 
A summary of the memory locations is set out 
below: 

Frequency (set 1 )  
Frequency (set 2) 
Frequency (set 3) 
Frequency (set 4) 

Value of Random Variable 
0 1 2 3 4 5 

3 4 2 
2 0 0 
7 9 4 
7 6 8 

0 0 
5 0 
1 6 
2 4 

0 
0 
0 
3 

Then to generate the random variables if 

o:::;u<.9 
.9 :Su<.97 
.97 :Su<.997 
.997 :::;u<LOOO 

put y=a {dd 
y=a { d,d2-8l } 
y=a { d1d2d3-954 } 
y= a { d,d2d3d4- 9927 } 

3. Generating a Continuous Random Variable 

The method for generating deviates from a 
discrete distribution can be adapted to random 
variables having a continuous distribution. Let 
F(y) be the cumulative distribution function and 
assume that the domain of the random variable 
is (a,b) where the interval is finite. (If the 
domain is infinite, it must be truncated at (say) 
the points a and b.) Divide the interval (b-a) 
into n sub-intervals of length .1 (n.1=b-a) such 
that the boundary of the ith interval is (y;_, ,  y;) 
where y1=a+i.1 for i=O, 1 ,  . . . , n. Now 
define a discrete distribution having domain 

{ Z;=Yt+t-1} 
with point probabilities p1=F(y1) -F(yt-�) . 
Finally, let W be a random variable having a 

·r d' 'b . ( .1 .1) Th' b um orm 1stn utwn on -2, 2 · IS can e 

done by setting W=.1( U-�} Then random 
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deviates from the distribution function F(y) , can 
be generated (approximately) by setting y= z+w 

= z + .:1 ( u-D· This is  simply an approximate 

decompositio-n of the continuous random variable 
into the sum of a discrete and continuous random 
variable. The discrete variable can be generated 
quickly by the method described previously. 
The smaller the value of .:1 the better will be the 
approximation. Each number can be generated 
by using the leading digits of U to generate the 
discrete random variable Z and the remaining 
digits forming a uniformly distributed deviate 
having (0, 1 )  domain. 

4. Acceptance-Rejection Methods 

In what follows the random variable Y will be 
assumed to have finite domain (a, b) . If the 
domain is infinite, it must be truncated for com
putational purposes at (say) the points a and b.  
Then the resulting random deviates will only have 
this truncated domain . 

a) Let j be the maximum of j(y) . Then the 
procedure for generating random deviates is : 
( 1 )  generate a pair of uniform deviates U�> U2 ;  
(2) compute a point y=a+ (b-a)u2 in (a, b) ; 
(3) if u1 <f(y)jj accept y as the random deviate, 
otherwise reject the pair (u�, u2) and start again. 
The acceptance ratio of deviates actually produced 
is [ (b - a)jJ- 1 . Hence the acceptance ratio de
creases as the domain increases. One way to 
increase the acceptance ratio is to divide the 
interval (a, b) into mutually exclusive sub
intervals and then carry out the acceptance
rejection process. For this purpose let the interval 
(a, b) be divided into k sub-intervals such th at the 
end points of the jth interval are (�J- 1 ,  �1) with 

�o= a, �k=b and .rj j(y)dy=pj ; further let the 
ei-1 

maximum ofj(y) in the jth interval bej1. Then to 
generate random deviates from j(y) , generate 
n pairs of deviates (u�s, u2,)s = l ,  2, . . .  , n. 
Assign [np1] such pairs to the jth interval and 
compute Y1= �1-1 + (��- �J-1)Uzs·  If U1s<f(y1) lf1 
accept y1 as a deviate. The acceptance ratio of 
this method is 

b) Let F(y) be such that j(y) =j1 (y)j2(y) 
where the domain of y is (a, b) . Let }1 and }2 be 
the maximum of j1 (y) and j2(y) respectively. 
Then the procedure for generating random de-

viates having the probability density function 
j(y) is : ( 1 )  generate U�, Uz, U3 ; (2) define z=a 

+ (b-a)u3 ;  (3) if both u1< ��;) and u2< fzJ:) 
1 

take z as the random deviate ; otherwise take 
another sample of three uniform deviates. The 
acceptance ratio of this method is [ (b -a)jtf2] - 1 

and can be increased by dividing (a, b) into sub
intervals as in the previous case. 

c) Let the probability density function of Y be j(y)= ill g(y, t)dt , (a� t �{3) , (a�y� b) . 

Let g be the maximum of g(y, t) . Then "the pro
cedure for generating random deviates having the 
probability density function j(y) is : ( 1 )  generate 
U1, Uz, U3 ; (2) define s = a + (f3-a)u2; z=a+ 

(b-a)u3 ;  (3) if u1 < 
g(z, s)

' take z as the random g 
deviate ; otherwise take another sample of three. 
The acceptance ratio for this method is [ (b-a)gJ - 1 

and can be increased by dividing the domain of 
t and y into sub-domains. 

5. Composition Method 

Let g,(y) be a probability density function 
which depends on the parameter z; further let 
H(z) be the cumulative distribution function for z. 
In order to generate random deviates Y having 
the frequency function 

j(y) = .r_: g.(y)dH(z) 

one draws a deviate having the cumulative distri
bution function H(z) ; then draws a second sample 
having the probability density function g,(y) . 

6. Generation of Random Deviates From Well Known 
Distributions 

a. Normal distribution 

( 1 )  Inverse method: The inverse method depends 
on having a convenient approximation to the 
inverse function x=P-1 (u) where 

u= (2·�r) - l/2 J.: e - t2tzdt. 

Two ways of performing this operation are to (i) 

use 26.2.23 with t =(ln � }'2 
or (ii) approximate 

x=P-1 (u) piecewise using Chebyshev polyno
mials, see [26.54] .  

(2)  Sum of uniform deviates: Let U1, Uz, . . .  , 
Un be a sequence of n uniform deviates. Then 
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will be distributed asymptotically as a normal 
random deviate. When n=12,  the m'l-ximum 
errors made in the normal deviate are 9 X 10-3 
for IXI <2,  9X 10-1 for 2< !X I<3 . An improve
ment can be made by taking a polynomial function 
of X,. (say) 

as the normal deviate where a2. are suitable 
coefficients . These coefficients may be calculated 
using (say) Chebyshev polynomials or simply by 
making the asymptotic random deviate agree 
with the correc normal deviate at certain specified 
points. When n= 12,  the maximum error in the 
normal deviate is 8X 10-4 using the coefficients 

* ao = 9.8746 * a6 (- 7) - 5.102 
* a2 =  (- 3 ) 3 .9439 * a� = (- 7 ) 1 . 141 
* a4 = 5 ) 7.474 

(3) Direct method: Generate a pair of uniform 
deviates (U, , U2) .  Then 

X1 = ( -2 ln U1) 112 cos 2wU2, 
X2= ( -2 ln Ut)

112 sin 211.U2 will be a pair of 
independent normal random deviates with mean 
zero and unit variance. This procedure can be 
modified by calculating cos 2rU and sin 2rU 
using an acceptance rejection method ; e.g. , 
(1 )  generate (Ut, U2) ;  (2) if (2 U1 - 1)2+ (2 U2- 1)2 ::; 1 
generate a third uniform deviate U3, otherwise 
reject the pair and start over ; (3) calculate 

u2 u2 u u Yt= (-ln ua) 112 �+
-:' Y2= ± 2 (-ln u3) 112 � (± u1 u2 u1 ,-u2 

random) . Both y1 and y2 are the desired random 
deviates. 

(4) Acceptance-rejection method: 1 )  Generate a 
pair of uniform deviates ( U1 , U2) ;  2) compute 

* x = - In u1 ; 3) if e-�<z-ll2 �u2 (or equivalently 
(x- 1  )2::; -2 (In �) accept x, otherwise reject the 

pair and start over. The quantity will be the 
required normal deviate with mean zero and unit 
variance. 
h. Bivariate normal distribution 

Let { Xh X2 } be a pair of independent normal 
deviates with mean zero and unit variance. Then 
{ X" pX1 + ( 1  p2) 112X2 } represent a pair of devi
ates from a bivariate normal distribution with 
zero means, unit variances, and correlation 
coefficient p. 
c. Exponential distribution 

( 1 )  Inverse method: Since F(x) = e-m, X= 
- 8  In U will be a deviate from the exponential 
distribution with parameter 8. 

(2) Acceptance-rejection method: 1) Generate a 
pair of independent uniform deviates ( U0, U1) ; 
2) if Ut< U0 generate a third value U2 ; 3) if 
U1 + U2< U0 generate a fourth value U3, etc. ; 
4) continue generating uniform deviates until an 
n is obtained such that Ut+ U2+ . . .  + U,_,  
< Uo<Ut + . . . + Un ; 5) if n is  even reject the 
procedure and start a fresh trial with a new value 
of U0, otherwise if n is odd take X=8Uo as the 
desired deviate ; 6) in general if t is the number of 
trials until an acceptable sequence is obtained 
X= 8(t+ U0) .  The random deviates produced in 
this way follow an exponential distribution with 
parameter 8. One can expect to generate approxi
mately six uniform deviates for every exponential 
deviate. 

(3) Discrete Distribution Method: Let Y and n 
be discrete random variables with point probabili
ties 

* Pr{ Y=r}  (e - l) e-<r+ t l r=0, 1 , 2, . . . 

Pr{n=s} = fs/(e - l)J-1  s = 1 ,  2,  3, . . . . 

Then X= Y +min(Ut, U2, . .  , Dn) will follow 
an exponential distribution. The average value 
of n is 1 .58 so that one needs, on the average, only 
1 .58 u's from which the minimum is selected. 

26.9. Use and Extension of the Tables 

Use of Probability Function Inequalities 

Example 1. Let X be a random variable with 
finite mean and variance equal to m and a-2, 
respectively. Use the inequalities for probability 
functions 26.1.37, 40, 41 to place lower bounds 
on 

Lower bounds on A(t) = F(t) - F( -t) 

A(t) = F(t) - F( -t) =P{ iX�m[ ::; t} 
for t= 1 (1 )4.  

• See page u. 

t = 1  

0 

.5556 

0 

2 3 

.7500 .8889 

.8889 .9506 

.8182 .9697 

4 Remarks 

.9375 no knowledge of 
F(t) ; 26.1.37 

.9722 F(t) is unimodal and 
continuous; 26.1.40 

.9912 F(t) IS such that 
J.l4= 3 ;  26.1 .41 
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It is of interest to note that the standard normal 
distribution is unimodal, has mean zero, unit 
variance J.£4=3,  is continuous, and such that 

A(t) =P(t) -P(-t) 
= .6827 , .9545, .9973, and .9999 

for t = 1 ,  2, 3 and 4 respectively. 

Interpolation for P(x) in Table 26.1 

Example 2. Compute P(x) for x=2.576 to 
fifteen decimal places using a Taylor expanswn. 

Writing x=x0+1J we have 
1)2 

P(x) =P(x0) +Z(x0)1J+Z(I) (xo) 21 

1)3 1]4 +Z<2l (xo) 3!+z<al (xo) 4 !+ . . .  

Taking x0=2 .58 and IJ= -4 X 10-3 we calculate 
the successive terms to 16D 

+ .99505 99842 42230 
5 72204 35976 6 

2952 57449 6 
8 63097 8 

1439 4 
9 

.99500 24676 84265 7 

The result correct to 17D is 

P(2.576) = .99500 24676 84264 98 

Calculation for Arbitrary Mean and Variance 

Example 3. Find the value to 5D of 

· P {X< .50 } = 1 s·s e-112C;1/dt -
2,Y27r _ .,  

using 26.2.8 and Table 26.1. 
This represents the probability of the random 

variable being less than or equal to .5 for a normal 
distribution with mean m= 1 and variance u2=4.  
Using 26.2.8 we have 

P {X:::; .5 } =P ('5;- 1 )=P(- .25) 

Since P( -x) = l -P(x) , we have 

P( - .25) = 1 -P(.25) = 1 - .59871 = .40129 

where a two-term Taylor series was used for inter
polation . Note that when interpolating for P(x) 
for a value of x midway between the tabulated 

values we can write x=x0+ .01 and a two-term 
Taylor series is P(x) =P(x0) + Z(x0) 10-2. Thus one 
need only multiply Z(x0) by 10-2 and add the 
result to P(xo) . 

Calculation of P(x) for x Approximate 

Example 4. Using Table 26.1, find P(x) for 
x= 1 .96, when there is a possible error in x of 
± 5 X 10-3• 

This is an example where the argument is only 
known approximately. The question arises as to 
how many decimal places one should retain in 
P(x) . If �x and �P(x) denote the error in x and 
the resulting error in P(x) , respectively, then 

�(x) �Z(x)� 

Hence �P(l .960) =3 X 10-4 which indicates that 
P(l.960) need only be calculated to 4D. There
fore P(l .960) = .9750. 

Inverse Interpolation for P(x) 

Example 5. Find the value of x for which 
P(x) = .97500 00000 00000 using Table 26.1 and 
determining as many decimal places as is consistent 
with the tabulated function. l 

For inverse interpolation the tabulated function 
P(x) may be regarded as having a possible error 
of . 5X l0-15• Hence 

�x ��(x) 
.
. 5 X  10-15 

Z(x) Z(x) 

Let P(x0) correspond to the closest tabulated 
value of P(x) . Then a convenient formula for 
inverse interpolation is 

where 

t P(x) -P(x0) 
Z(xo) 

If only the first two terms (i.e . , x=xo+t) are used, 

the error in x will be bounded by � X 10-4 and the 

true value will always be greater than the value 
thus calculated.  

With respect to this example, �x � l0-14 and 
thus the interpolated value of x may be in error 
by one unit in the fourteenth place . The closest 
value to P(x) = .97500 OOOOO OOOOO is P(x0) = .97500 
21048 51780 with x0= 1 .96. Hence using the 
preceding inverse interpolation formulas with 
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t= .00003 60 167 3 1 129 

and carrying fifteen decimals we have the succes-
sive terms 

+ 1 .  96000 00000 00000 
.00003 60167 31 1 29 

+ 12  71261 
68 
0 

+ 1 .95996 39845 40064 

Edgeworth Asymptotic Expansion 

Example 6. Find the Edgeworth asymptotic 
expansion 26.2.49 for the c.d.f. of chi-square. 

Method 1 .  Expansion for x2 
Let 

I Q(x2J v) = 1-F(t) 
where 

Since the values of 'YI and 'Y2 26.4.33 are 

/'2= 12/v , 
we obtain , by using the first two bracketed terms 
of 26.2.49 

The Edgeworth expansion is an asymptotic 
expansion in terms of derivatives of the normal 
distribution function . It is often possible to 
transform a random variable so that the distribu
tion of the transformed random variable more 
closely approximates the normal distribution 
function than does the distribution of the original 
random variable. Hence for the same number of 
terms, greater accuracy may be achieved by using 
the transformed variable in the expansion . Since 
the distribution of ..j2x2 is more closely approxi
mated by a normal distribution than X2 itself 
(as judged by a comparison of the values of 'YI 
and 'Y2) ,  we would expect that the Edgeworth 
asymptotic expansion of ..j2x2 would be superior 
to that of x2• 

Method 2. Expansion for ..)2X2. Let 

Q (x' J •H-F(t)� l-F ((�;,y I)') 
where (2v- 1)l and 1 -L are the mean and vari

ance to terms of order v-2 of ..j2x2 (see 26.4.34) . 
The values of ")'1 and 'Yz for ../2X2 are 

'Yt ""'-1- [1 +.!] ..j2v 8v 
Thus we obtain 

F(t) "'P(t)-!_ [{2 (1 +!) z<2l (t)J vl 12 811 

+� [-1 z<3l (t)+-1 (I+1.)2Z(5) (t)J v 32v 144 8v 
For numerical examples using these expansions 

see Example 12. 

Calculation of L(h, k, p) 

Example 7. Find L(.5, .4, .8) .  Using 26.3.20 

->.lh:-'.lnhf(·+[(•·= ..j.09= .3 

L(.5, .4, .8) =L(.5, 0, 0) + L(.4, 0, .6) 
Reference to Figure 26.2 yields 

L(.5, 0, O) +L(.4, 0, -.6) = . 1 6 -t- .08=.24 
The answer to 3D is L(.5, .4, .8) = .250. 

Calculation of the Bivariate Normal Probability 
Function 

Example 8. Let X and Y follow a bivariate 
normal distribution with parameters mx=3, 
m11=2 ,  <Tz=4, o-11=2,  and p= -. 125. Find the 
value of P,{X2:2 ,  Y2:4 } using 26.3.20 and 
Figures 26.2, 26.3. 

Since P, {X?.h, Y ?. k }  =L (h-mx, k-mv, p) we <Tz <Tv 
have P{X?_ 2, Y?_4 } =L(- .25, 1 ,  . 125) . Using 
26.3.20 

L(- .25, 1 ,  - . 125) =L(-.25, 0, .969) 
1 +L(l , 0, .125) -2 

Figure 26.2 only gives values for h>O, however, 
using the relationship 26.3.8 with k=O, L(-h, 0, p) 
=!-L(h, 0, - p) and thus L( - .25, 0, .969) 
=!-L(.25, 0, -.969). Therefore L(-.25, 1 ,  -. 125) 
=-L(.25, 0, -.969)+L(l, 0, . 125)=- .01+.09= .08. 

The answer to 3D is L(- .25, 1 . ,  - . 125) = .080. 
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Integral of a Bivariate Normal Distribution Over a 
Polygon 

Example 9. Let the random variables X and Y 
have a bivariate normal distribution with param
eters mx=5, O"x=2, mu=9, Uv=4, and p= .5. 
Find the probability that the point (X, Y) be 
inside the triangle whose vertices are A= (7, 8) , 
B= (9, 13) , and 0= (2 ,  9) . 

When obtaining the integral of a bivariate 
normal distribution over a polygon, it is first 
necessary to use 26.3.22 in order to transform the 
variates so that one deals with a circular normal 
distribution. The polygon in the region of the 
transformed variables is then divided· into con
figurations such that the integral over any selected 
configuration can be easily obtained. Below are 
listed some of the most useful configurations. 

y 

FIGURE 26.5 

y 

FIGURE 26.6 

l"' laz g(x, y, O)dxdy 
arctan a 

271" 

k 
.C ili x  g(x, y, o)dxdy=V(h, k)11 

1 1  See 26.3.23 for definition of V(h, k) . 

X 

For the following two configurations we define 

h= / t�,- t 1s2/ 
[ (sz-81) 2+ (t2- t1) 2]i 

k _ /s1 (sz-s,) +t, (t z-t1) /  
,- [ (sz-s,)

2+ (t2-t 1) 2]l 

/sz (sz-s,) + t2Ctz- t,) I kz [ (sz-s,) 2+ (t2- t,) 2]l 

FIGURE 26.8 

f•f g(x, y, O)dxdy= V(h, k2) - V(h, k,) 
JuaB 

FIGURE 26.9 

f•f g(x, y, O)dxdy=V(h, k2) +V(h, k,) 
JliAOB 

Using the circularizing transformation 26.3.22 · 
for our example results in 

8= � CX-;-5 +y 
4 
9) 

t = -i e 2 
5_y 

4 
9) 
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The vertices of the triangle in the (s, t) coordinates 
become A= (J3/4, -5/4) , B= (J3, 1) and 

( 13 3) 0= -"'2 1 2 · These points are plotted below. 

From the figure it is seen that the desired prob
ability is the sum of the probabilities that the 
point having the transformed variables as coor
dinates is inside the triangles AOB, AOC, and 
BOO. 

2 

a<Jl.-n 

FIGURE 26. 10 

For these three triangles we have 
h k, k2 

tlAOB �.J2! -/i/14 ;-tt 
tlAOC 

t:.BOC 7 ;-
13" 13 

21/3
7 

74 

6 -
13 .J13 

From the graph it is see'n that the probability 
over AOB may be found in the same manner as 
that over Figure 26.8, and over AOO and BOO 
the probabilities may be found as that over 
Figure 26.9. 

Hence 

JJ g (xl yl .5)dxdy= JJ g(s, t , O)dsdt 
.:1. .:I.ABC 

= JJ g(s, t , O)dsdt+ JJ g(s1t, O)dsdt 
.:I.AOB .:I.AOC 

+ J J g(s, t , O)dsdt 
.:I.BOC 

a.nd consequently using 26.3.23 and Figure 26.2 

ff (2 - 4-/i) (2 -11) g(s , t , O)dsdt=V 7-12�, 7 -v 7.J21� 14 .:I.AOB 

=[�+L(1 .31 1 0,- .76) -L(O, 0,- .76) -� Q(1 .31) J 

-G+LCI .31 , o ,'---- . 14) -L(o, o,- .14) -� Q(L31)J 

=L(1 .31 , 0,- .76)-L(O, 0,- .76) 
-L(1 .31 , 0,- . 14)+L(O, 0,- .14) 

= .00- . 1 1- .04+ .23= .08 

ff ( t o)dsdt=v({fiT s.J37\+v(VIT1 21 .J37\ g S, 1 74 I 37) 74 I 74-) .:I.AOC 

=[�+L(. 14, 0,- .99)-L(O, 0,- .99) 1 Q(. 14) J 
+[�+L(. 14, 0,-1 )-L(O, 0,- 1 )-� Q(. 14) J 

= .01+ .02= .03 

JJ g(s, t, O)dsdt=v( �� 7�)+v( f;, 6�) 
.:I.BOC 

=[�+L(.48, 0,- .97)-L(O, 0,- .97)-� Q(.48) J 

+[�+L(.48, 0,- .96)-L(O, 0,- .96)-� Q(.48) J 
= .05+ .04= .09 

Thus adding all parts, the probability that X 
and Y are in triangle ABC is =.08+.03+.09= .20. 
The answer to 3D is .2 1 1 . 

Calculation of a Circular Normal Distribution Over an 
Offset Circle 

Example 10. Let X and Y have a circular 
normal distribution with u= 1000. Find the 
probability that the point (X, Y) falls within a 
circle having a radius equ�l to 540 whose center 
is displaced 1210 from the mean of the circular 
normal distribution . 

In units of u, the radius and displacement from 

the center are, respectively, R=1��6= .54 and r 
1210 . =1000=1 .21 . The problem 1s thus reduced to 

finding the probability of X and Y falling in a 
circle of radius R=.54 displaced r=1 .2 1 from the 
center of the distribution where u= 1 .  
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Since R<l, the approximation 26.3.25 is used. 
This results in 

P(R2j2,  r2) 2 (.54)2 -2(1 .21 )2 
4+ (.54) 2 exp 4 + (.54)2 

= (.1359)e-· 6823= .06869 

The answer to 5D is .06870. 
Interpolation for Q(x2 j ") 

Example 11. Find Q(25.298j20) using the 
interpolation formula given with Table 26.7. 

Taking X2=25, 0=.298 and applying the inter
polation formula results in 

Q(25.298)20)=� [ Q(25j 16)02+Q(25 l 18) (46-282) 
+Q(25 j20)(8-48+(12) } 

=� { (.06982)(.088804) 

= .19027 

( .12492) (1 .014392) 
+ ( .20143) (6.896804) } 

A less accurate interpolate may be obtained by 
setting (12 equal to zero in the above formula. 
This results in the value . 19003. The correct 
value to 6D is Q(25.298j20) = . 190259. 

On the other hand if X2=25.298 is assumed to 
have an error of ± 5 X lO-\ then how large an 
error arises in Q (x2jv)? Denoting the error in 
X2 by D.X2 and the resulting error in Q (x2jv) by 
t;,.Q(x2jv) , we then have the approximate relation
ship 

D.Q(X2j11) � oQ��:j P) t;,.x2 

Using 26.4.8 we can write 

OQ��:jv) � [Q(X2lP-2) - Q(X2j v) l 
and 

For practical purposes it is sufficient to evaluate 
the derivative to one or two significant figures. 
Consequently we can write 

oQ(x2] v) oQ(xgj v) 
ox2 """ ox2 

where x� is the closest value to X2 for which Q is 
tabulated. Hence 

For this example D.X2= ± 5X l0-4 and xg=25. This 
results in 

as the possible error in Q(x2j11) .  
Calculation of Q(x2jv) Outside the Range of Table 26.7 

Example 12. Find the value of Q(84 j72) . 
Since this value is outside the range of Table 

26.7 we can approximate Q(84 j72) by (1)  using the 
Edgeworth expansion for Q(x2jv) given in Example 
6, (2) the cube root approximation 26.4.14, (3) 
the improved cube root approximation 26.4.15 or 
(4) the square root approximation 26.4.13. The 
results of using all four methods are presented 
below: 

1. Edgeworth expansion 

The successive terms of the Edgeworth expan
sion for the distribution of chi-square result in 

I -Q(84 I72) = .841345 
.000000 
.001 120 

. 842465 
Hence Q (84j72) = . 1 5754 . 

The successive terw.s of the Edgeworth expan
sion for the distribution of ..j2x2 result in 

1 - Q(84 !72) = .842544 
.000034 

- .000138 

.842372 
Hence Q (84 l72) = . 15764. 
2. Cube root approximation 26.4.14 

Using the cube root approximation we have 

Q (84 j72) = Q(x) 
where 

(�)1/3 [1 -�J 
X [ 2 ]! 

9(72) 
1 .0046 

This results in Q(84 j72) = Q(1 .0046) 1 
P(l .0046) = . 1 5754. 
3. Improved cube root approximation 26.4.15 

The improved cube root approximation in
volves calculating a correction factor h. to x. 
Linearly interpolating for h60 (which appears 
below 26.4.15) with x= 1 .0046 results in h60= 
- .0006 and hence 
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60 h72= 72 ( - .0006) = .00049 

Thus 

Q(84 /72)= Q(l .0046- .0005)= Q(1 .0041 )  
= 1 -P(L004 1 

4. Square root approximation 26.4.13 
15766 

Using the square root approximation we have 
Q(84 /72) = Q(x) where 

x=.V2 (84) -,'2(72) - 1 = 1 .0032. 
This results in 

Q(84 / 72) = Q(1 .0032)= 1 -P(I .0032)= . 1 5788 
The value correct to 6D is Q(84 / 72) = . 157653. 

Generally the improved cube root approximation 
will be correct with a maximum error of a few 
units in the fifth decimal and is recommended for 
calculations which are outside the range of 
Table 26.7. 

Calculation of x2 for Q(x2 l v) Outside the Range of 
Table 26.8 

Example 13. Find the value of x2 for which 
Q (x2/ 144) = .01 .  

Since 11= 144 is outside the range of Table 26.8, 
we can compute it by using ( I )  the Cornish-Fisher 
asymptotic expansion 26.2.50, for x2, (2) the cube 
approximation 26.4.17, (3) the improved cube 
approximation 26.4.18, or (4) the square approxi
mation 26.4.16. We shall compute the value by 
all four methods . 
I. Cornish-Fisher asymptotic expansion 26.2.50 

The Cornish-Fisher asymptotic expansion for 
X2 with 11= 144 can be written as 

r=- 4.V2 X2"' 144+ 1 2.Y2x+4hl (x) +12 [ 3h2(x) +2hu (x) 1 
8 l&v'2 + 122 [6ha(x) +3h12 (x) +2hu1 (x) 1+}'23 [30h4(x) 

+9�2(X) + 12h13(x) +6h112 (x) +4hu11 (x) ] 
Hence using the auxiliary table following 26.2.51 
with p = .Ol  we have 

•see page 11. 

144. 0000 
39. 4794 
2. 9413 

-. 0242 
-. 0019 
+. 0002 

X2= 186. 395 

2. Cube approximation 26.4.17 
Taking x.01 =2 .32635 we have 

x2= 144 { [1 -9(1�4)] 

+ (2 .326:35)� 9 (1�4) } 3 = 1 86.405 

3. Improved cube approximation 26.4.18 
From the table for h60 we obtain using linear 

interpolation with x= 2.33 (approximately) 
60 h60= .0012 and thus h1 44= 144 ( .0012) = .00049 

Hence 

X2= 144 [1 -9(1�4) 

(2 .3263.5- .00049)� 9(1
2
44) J = 186 .394 

4. Square approximation 26.4.16 

The correct answer to 3D is X2= 1 86.394 . 
Generally the improved cube approximation will 
give results correct in the second or third decimal 
for ">30. 

Calculation of the Incomplete Gamma Function 

Example 14. Find the value of 

1' (2.5 , .9) = i 9 t ue- 'dt 

making use of 26.4.19 and Table 26.7. 
Using 26.4.19 we have 

y(2.5,  .9) = r (2.5)P(1 .8/5)= r (2 .5) [ 1 - Q(1 .8 /5) J 
3 -y(2.5,  .9) =4 .V11'[ 1 - .87607]= . 16475 

Poisson Distribution 

Example 15. Find the value of m for which 

using 26.4.21 and Table 26.8. 
From Table 26.8 with P=2c = 8  and Q= .99 

we have X2= 1 .646482. Hence m=x2/2 = .82324 L 
Inverse of the Incomplete Beta Function 

Example 16. Find the value of x for which 
lx(10, 6) = . 10 using Table 26.9 and 26.5.28. * 
Using 26.5.28 we have 
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20 
lz( 10 ,6) =Q(Fj 12 ,20) = .10 wherP x 20+ 1 2F 

From Table 26.9 the upper 10  percent point of F 
with 12  and 20 degrees of freedom is F= 1 .89. 
Hence 

20 
X 20+ 12 ( 1 .89) •

469 

The correct value to 4D is x= .4683. 

Calculation of' l.,(u, b) f'or a or b Small Integers 

Example 17. Calculate /.10(3, 20) . 
Values of f:z(a, b) for small integral a or b can 

conveniently be calculated using 26.5.6 or 26.5.7. 
Using 26.5.6 we have 

(.9)20 { 2 i (2) .9i } 
l-J.go(20, a) B(3, 20) � (- 1)  i 20+i 

. 121576 c 0_2) - 62 ()4 .216450 X 1 0_3 . 1 10390 X l  - . Q, 0 

Binomial Distribution 

Example 18. Find the value of p which satisfies 

q= l -p 

using 26.5.24 and Table 26.9. 
Combining 26.5.24 and 26.5.28 we have 

± (n) p'q"-'=Q(Fiv1 1 v2) l=tl 8 
where 

Hence 

f (so)p'qMH= 1-t ·c5o) p•rfO-• 
,.o 8 ••21 8 

= 1 - Q(Fj60, 42) = .  95 

Harmonic interpolation on v2 in the table for 
which Q(Fillh ll2) = .05 results in F= 1 .624 for 

42 ll1 = 60, ll2=42, and thus p 42+60(l .624) =
.301 . 

The correct answer to 4D is p= .3003. 

Approximating the Incomplete Beta Function 

Example 19. Find /.60(16,  10.5) using 26.5.21. 
Values of l,(a, b)  can conveniently be calculated 

with good accuracy using the npproximation 
given by 26.5.20 or 26.5.21. For this example 
(a+b - I ) ( I -x) = 1 0.20 which is greater than .8 
and hence 26.5.21 will be used. Thus 

*See page n. 

Wt = ( ( 10.5) (.60) }113= 1 .8469, W2= [ 1 6 (.4) ]113= 1 .8566 

3[ (1 .8469) (.98942) - (1 .8566) (.99306) ] y [ ( 1 .8469)2 + ( 1 .8566) 2]1 
10.5 1 6  

and interpolating i n  Table 26.1 gives 

P(- .0668 ) = 1 -P(.0668) = .47336 

.0668 

The answer correct to 5D is I. e0(16, 10.5) .47332. 

Interpolation for F in Table 26.9 

Example 20. Find the value of F for which 

Q(FI7, 20) =.05 using Table 26.9. 

Interpolation in Table 26.9 is approximately 
linear when the reciprocals of the degrees of 
freedom (v17 v2) are used as the interpolating 
variable. For this example it is only necessary to 
interpolate with respect to 1/v1• Thus linear 
interpolation on 1/v1 results in F=2.5 1 which is 
the correct interpolate. 

Calculation of F f'or Q(Fivl, II2)>.50 

Example 21. Find the value of F for which 
Q(Fj4, 8) = .90 using 26.6.9 and Table 26.9. 

Table 26.9 only tabulates values of F for which 
Q(Fill11 ll2) =p where p = .500, .250, . 1 00, .050, 
.025, .010, .005, .00 1 .  However making, use of 
Table 26.9 we can find the values of FP for which 
p=.15, .9, .95, . 975, .99, .995, . 999. For this ex
ample we have 

1 F.90(4,8)  F (8 4) . 10 I 

and referring to the table for which Q(Fivt, ll2) = . 1 0  
1 

gives F.10(8, 4) =3.95 and thus F. 90 (4, 8 )=3.95 
=.253. 

Calculation of Q(FI"h�'2) f'or Small Integral vi or 112 

Example 22. Compute Q{2.5/4, 1 5) using 
26.6.4. 

Values of Q(FI v17 vz) can be readily computed for 
small ll1 or liz using the expansions 26.6.4 to 26.6.8 
inclusive. We have using 26.6.4 

and 

15 
X 15+4(2.50) .BO 

Q(2.50j4 , 15) = (.6) 7· 5 [ 1 +!J (.4) ]=.086 735 
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Approximating Q(Fiv,, P2) 

Example 23. Calculate Q(1 .714j 10, 40) using 
26.6.15. 

The approximation given by 26.6.15 will result 
in a maximum error of .0005. For this example 
we have 

(1 .714)1/3 ( 1-9(�0) )-(1-9(�0)) X 1 . 2222 
[9cio) + CL7 l4)213 9 (!oJ! 

Interpolating in Table 26.1 results in 

Q(l .714 / 10, 40) �Q(1 .2222) 1-P(1 .2222) = . 1 108 
The correct value to 5D is Q(l .714/ 10, 40) = . 1 1 108. 

On the other hand the approximation given by 
26.6.14 which is usually less accurate results m 

�[2(40) -1 ] G�) (1 .714) --vf2(10)-1 
X =1 .2210 

�1+!� (1 .7 14) 
and interpolating in Table 26.1 gives 

Q(l. 714/ 10, 40) ""'Q(l .22 10) = 1 -P(l .22 10) = . 1 1 12 
Calculation of F Outside the Range of Table 26.9 

Example 24. Find the value of F for which 
Q(F/ 10, 20) ""' .0001 using 26.6.16 and 26.5.22. 

For this problem we have a=i=10, b=i=5, 
p= .OOO l .  The value of the normal deviate which 
cuts off .0001 in the tail of the distribution is 

y=3.7 190 (i.e. , Q(3 .7190) .0001 ) . Hence sub
stituting in 26.5.22 gives [ 1 1

]
-1 h=2 19+9 =12 .2143 

}, 3.719t-3 1 .8052 

=3 7190 (12.2143+1 .8052) ! w . 12 .2143 
-(§-1�) [1.8052+.8333 3(12.�143) ] 

W=.9889 
and thus F-:::::: e2w=7.23. The correct answer 1s 
F=7. 180. 

Approximating the Non-Central F-Dietribution 

Example 25. Compute P(3. 71 /3, 10, 4) using 
the approximation 26.6.27 to the non-central F
distribution. 

Using 26.6.27 with P1=3, "2= 10, X=4, F'=3.71 
we have 

x= [( 3 ) ]
1'3

[ 
2 J [ 2 (3+8) ] m (3.7 1 ) 1-9(10) - 1-9� 

[2 3+8 2 [( 3 ) ]2/3]! 9 (3+4) 2+ 9(10) 3+4 (3·7 1 )  

and interpolating i n  Table 26.1 gives 

P(3.71 /3 , 10,4) ::;?(.675) .750 
The exact answer is P(3.71 /3 , 10, 4) = .745. 

= .675 
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Table 26.1 NORMAL PROBABILITY FUNCTION AND DERIVATIVES 

.I' P(:r) 
0.00  0.50000 00 000 00000 
0 .02  0. 50797 83137 16902 
0. 04 0.51595 34368 52831 
0.06 0 .52392 21826 54107 
0.08 0.53188 13720 13988 

0 .10  0 .53982 78372 77029 
0 .12  0 .54775 84260 20584 
0.14 0.55567 00048 05907 
0.16 0 .56355 94628 91433 
0.18 0.57142 37159 00901 

0. 20 0.57925 97094 39103 
0. 22 0. 58706  4 4226 48215 
0. 24 0.59483 4 8716 97796 
0.26 0.60256 81132 01761 
0.28 0.61026 12475 55797 

0.30 0.61791 14221 88953 
0.32 0.62551 58347 23320 
0.34 0.63307 17360 36028 
0.36 0.64057 64332 17991 
0 .38 0 .64802 72924 24163 

0.40 0.65542 17416 10324 
0.42 0.66275 7 2731 51751 
0.44 0.67003 14463 39407 
0.46 0.67724 18897 49653 
0.48 0.68438 63034 83778 

0.50 0.69146 24612 74013 
0.52 0 .69846 82124 53034 
0.54 0.70540 1 4837 84302 
0.56 0.71226 02811 50973 
0.58 0.71904 26911 01436 

0 .60 0.72574 68822 49927 
0 .62 0.73237 11065 31017 
0.64 0. 73891 37003 07139 
0.66 0.74537 30853 28664 
0 . 68 0.75174 77695 46430 

0 ,70  0 . 75803 63477 76927 
0. 72 0. 76423 75022 20749 
D. 74 0. 77035 00028 35210 
0. 76 0.77637 27075 62401 
o. 78 0.78230 45624 14267 

0.80 0. 7881 4 46014 16604 
0.82 0.79389 19464 14187 
0.84 0, 79954 58067 39551 
0.86 0.80510 54787 48192 
0.88 0.81057 0 3452 23288 

0.90 0.81593 98746 53241 
0.92 0.82121 36203 85629 
0.94 0.82639 12 196 61376 
0.96 0.83147 23925 33162 
0.98 0.83645 69406 72308 

1.00 0.84134 47460 68543 [(-1�1] 
Z(.r) = 1 e- t.r' �27r P(:r) = J� "' Z(t)dt 

Z(.r) 
0.39894 22804 01433 
0. 39886 24999 23666 
0.39862 32542 04605 
0. 39822 48301 95607 
0.39766 77055 11609 

0.39695 25474 77012 
0.39608 02117 93656 
0.39505 17408 34611 
0.39386 83615 68541 
0.39253 14831 20429 

0.39104 26939 75456 
0.38940 37588 33790 
0.38761 66151 25014 
0.38568 33691 91816 
0. 38360 62921 53479 

0.38138 78154 60524 
0.37903 05261 52702 
0.37653 71618 33254 
0.37391 06053 73128 
0.37115 38793 59466 

0.36827 01403 03323 
0.36526 26726 22154 
0.36213 48824 13092 
0.35889 02910 33545 
0.35553 25285 05997 

0.35206 53267 64299 
0.34849 25127 58974 
0.34481 80014 39333 
0.34104 57886 30353 
0.33717 99438 22381 

0, 33322 46028 91800 
0.32918 39607 70765 
0.32506 22640 84082 
0.32086 38037 71172 
0.31659 29077 10893 

0.31225 39333 66761 
0.30785 12604 69853 
0.30338 92837 56300 
0.29887 24057 75953 
0,29430 50297 88325 

0.28969 15527 61483 
0.28503 63584 89007 
0.28034 38108 39621 
0.27561 82471 53457 
0.27086 39717 98338 

0.26608 52498 98755 
0.26128 63012 49553 
0.25647 12944 25620 
0,25164 43410 98117 
0. 24680 94905 67043 

0.24197 07245 19143 

[(-1�2] 
( )  dn Z n (x) = - Z(x) d.1;n 

Z(ll (:r) 
0.00000 00000 00000 

-0.00797 72499 98473 
-0.01594 49301 68184 
-0.02389 34898 11736 
-0.03181 34164 40929 

-0.03969 52547 47701 
-0.04752 96254 15239 
-0.05530 72437 16846 
-0.06301 89378 50967 
-0.07065 56669 61677 

-0. 07820 85387 95091 
-0.08566 88269 43434 
-0.09302 79876 30003 
-0.10027 76759 89872 
-0.10740 97618 02974 

-0.11441 63446 38157 
-0.12128 97683 68865 
-0.12802 26350 23306 
-0.13460 78179 34326 
-0.14103 84741 56597 

-0.14730 80561 21329 
-0.15341 03225 01305 
-0.15933 93482 61761 
-0.16508 95338 75431 
-0.17065 561 36 82879 

-0.17603 26633 82150 
-0.18121 61066 34667 
-0.18620 17207 77240 
-0.19098 56416 32997 
-0.19556 43674 16981 

-0.19993 47617 35080 
-0.20409 40556 77874 
-0.20803 98490 13813 
-0.21177 01104 88974 
-0.21528 31772 43407 

-0.21857 77533 56733 
-0.22165 29075 38294 
-0.22450 80699 79662 
-0.22714 30283 89724 
-0.22955 79232 34894 

-0.23175 32422 09186 
-0.23372 98139 60986 
-0.23548 88011 05281 
-0.23703 16925 51973 
-0.23836 02951 82537 

-0.23947 67249 08879 
-0.24038 33971 49589 
-0.24108 30167 60083 
-0.24157 85674 54192 
-0.24187 33007 55702 

-0.24197 07245 19143 

[( -1�3] 
Hen(x) = (- 1)nz(n) (x) jZ (x) 



PROBABILITY FUNCTIONS 967 
NORMAL PROBABILITY FUNCTION AND DERIVATIVES Tahl(' 2fd 

X Z(2)(x) Z(3)(x) Z(4) (x) z(.))(x) ZIGl(.'t) 
0.00 -0.39894 2 2 8 04 0 .00000 000 1.19682 684 0.00000 0 0 0  -5.984 1 3  4 2 1  
0,02  -0,39870 29549 0.02392 856 1.19563 029 -0.1 1962 684 -5.97575 893 
0.04 -0.39 79 8  54570 0.04780 9 2 8  1.19204 4 0 0  -0.23891 887 -5 ,9 5 066 325 
0.06 - 0. 3 9679 1 2 2 08 0.07159 4 4 5  1.18607 800 -0.35754 249 -5.90893 742 
0.08 -0.39512 2 6322 0 . 0 9 5 2 3  6 6 4  1.17774 8 9 7  -0. 47516 649 -5.85073 1 5 1  

0.10  -0.39298 30220 0 . 1 1868 881 1. 16708 019 -0.59146 327 -5.77625 460 
0 . 1 2  - 0 . 3 9 0 3 7  6 65 67 0 . 1 4 1 9 0  445 1 . 1 5 4 1 0  144 -0.70610 997 -5.68577 399 
0 , 1 4  - 0 . 3 8 7 3 0  87267 0 . 1 64 8 3  771 1 . 1 3884 890 -0.81878 968 -5.5 7 9 61 395 
0. 1 6  - 0.3837 8  5 3 3 1 5  0.18744 3 53 1 . 1 2 1 3 6  5 0 3  - 0 . 9 2 9 1 9  2 5 2  -5.45815 435 
0 . 1 8  -0.37981 34631 0.209 67 7 7 6  1 . 1 01 69 839 -1.03701 674 -5.32182 895 

0.20  -0. 37540 09862 0. 2 3 1 49 727 1. 0799 0 350 -1.14196 9 80 -5.1 7 1 1 2  35 6 
0.22 -0.37055 6 61 69 0.25286 0 1 1  1.05604 0 6 3  -1.24376 9 3 8  -5.0065 7 387 
0.24 -0.36528 98981 0 .27372 555 1 . 0 3 0 1 7 556 - 1 . 34 2 1 4  434 -4 .82876 317 
0.26 -0.35961 1 1 7 3 4  0.29405 4 2 6  1 . 0 0 2 3 7  941 - 1.43683 5 68 -4.63831 979 
0 . 2 8  -0.35353 1 55 8 8  0.31 380 836 0.97272 834 -1.52759 7 37 -4.43591 441 

0.30 . -0.34 7 0 6  2 9 1 2 1  0 . 3 3295 1 5 6  0.9 41 3 0  327 -1.61 4 19 7 2 3  -4.22 2 2 5  7 1 6  
0. 32 -0.34021 78003 0.35144 9 2 3  0 . 9 0 8 1 8  965 -1. 6 9641 762 -3.99809 4 59 
0. 34 -0. 3 3 3 0 0  9 4 6 59 0.36926 849 0 .87347 7 1 1  -1.77405 6 1 7  -3.76420 6 4 6  
0 . 3 6  -0.32545 1 79 09 0.38637 828 0.8.3725 9 1 9  - 1 . 84692 6 4 3  -3.5 2 1 4 0  244 
0.38 - 0 . 3 1 7 5 5  92592 0.40274 947 o. 79963 298 -1.91485 840 -3.27051 871 

0 , 4 0  - 0. 30 9 3 4  691 79 0.41835 4 88 0.76069 880 - 1 .9 7 7 69 9 0 4  -3.01241 439 
0, 4 2  -0.30083 03372 0.4 3 3 1 6  939 o. 7 2 0 5 5  987 -2.03531 2 69 -2.7 4796 802 
0.44 -0.29202 55692 0.44716 995 0.67932 193 -2.08758 144 -2.47807 382 
0.46 - 0.2 8294 9 1 0 5 5  0.46033 5 6 6  0.63709 2 9 1  -2.13440 537 -2.20363 810 
0.48 - 0 . 2 7 3 6 1  7 8 3 39 0.4 7264 779 0.59398 2 5 6  -2.17570 2 7 8  -1.9 2557 548 

0 . 5 0  -0.26404 8 9 9 5 1  0.48408 9 8 2  0.55010 207 -2.21141 0 3 3 - 1.64480 520 
0.52 -0.25426 0 1 3 7:3 0,49464 748 0.5 0 5 5 6  3 7 2  - 2 . 2 4 1 4 8  3 0 7  - 1 . 3 6 2 2 4  740 
0.54 -0.24426 9 07 2 2  0.5 04 3 0  8 7 4  0.46048 0 5 0  -2. 26589 4 4 3  -1.07881 949 
0. 5 6  - 0 . 2 3 4 0 9  38293 0.5 1 3 0 6  383 0.4 1 4 9 6  5 74 -2.28463 6 1 3  -0.79543 249 
0.58 -0.223 75 2 6 1 0 7  0,52090 525 0.36913 279 -2.29771 8 0 1  - 0.5 1298 749 

0.60 - 0. 21 32 6  37459 0. 5 27 8 2  777 0.32309 4 5 7  - 2 . 3 0 5 1 6  7 8 3  - 0 . 2 3 2 3 7  218 
0.62 - 0.20264 5 64 6 3  0.53382 8 4 1  0.27696 332 -2.30703 091 +0.04554 255 
0 . 64 - 0. 1 9191 67607 0.5 3890 643 0,23085 017 -2.30336 981 0.31990 583 
0.66 - 0. 1 8109 5 53 0 8  0 . 5 4 3 0 6  3 2 7  0.18486 483 -2.29426 .388 0,5 8988 999 
0.68 -0.17020 03472 0,54630 259 0.13911 528 -2.27980 875 0.85469 355 

0.70 - 0 . 1 5 9 2 4  95060 0 . 5 48 6 3  016 0.09370 741 -2.2601 1  583 1 . 1 1 354 405 
0.72 -0.14826 1 16 7 0  0 . 5 5 0 0 5  3 8 6  0.04874 4 7 3  -2. 2 35 3 1  162 1.36570 074 
o. 74 -0.13725 3 3 1 2 0  0.55058 3 5 9  +0.0043:::: 8 0 8  - 2 . 2 0 5 5 3  7 1 4  1.6 1045 7 0 9  
0 . 7 6  - 0. 12624 3 7 0 4 2  0 . 5 5 0 2 3  1 2 7  - 0. 0 3944 4 6 5  -2, 1 7 09 4  7 1 5  1 . 8 4 7 1 4  3 1 1  
0,78 - 0. 1 1 5 2 4  98497 0.54901 073 -0.08 2 4 7  882 -2, 1 3 1 7 0  9 4 4  2 . 0 7 5 1 2  7 4 6  

0 . 8 0  - 0 . 1 0 4 2 8  89590 0.54693 765 - 0. 1 2468 324 -2. 0880 0 4 0 1  2.29381 943 
0,82 -0.09337 7 9 1 1 0  0.5 4402 9 5 2  - 0 . 1 6 5 9 7  0 4 7  -2.04002 2 28 2.50267 061 
0.84 - 0. 08253 3 2 1 79 0,54030 5 51 -0.20625 697 -1.98796 6 1 7  2 . 7 0 1 1 7  6 4 3  
0 . 8 6  -0.07177 099 1 6  0,5 3578 6 4 4  -0.24546 3 3 6  -1.93204 726 2.88887 7 4 5  
0.88 - 0. 0 6 1 1 0  69120 0 . 53049 4 6 7  -0.28351 458 -1.87248 587 3,06536 044 

0.90 - 0. 0 5 05 5  61975 0 . 5 24 4 5  403 - 0 . 3 2034 003 -1.80951 008 3 . 2 3 0 25 923 
0.92 -0.04013 35759 0,51768 9 68 -0.35587 378 - 1 . 74 3 3 5  486 3.38325 :,38 
0.94 -0.02985 3 2 5 87 0 . 5 1 0 2 2  310 -0.39005 463 -1.67426 103 3.52407 854 
0. 9 6  -0.01972 89163 0.5 0 2 09 689 - 0. 4 2282 627 -1.60247 436 3.65250 673 
0.98 -0.00977 36558 0,49332 478 - 0. 45 4 1 3  732 - 1. 5 2824 4 5 6  3 . 7 6 8 3 6  6 2 8  

1 . 00 0. 00000 00000 0,48394 145 -0.48394 145 -1.45182 4 3 5  3.871 53 1 5 9  [C-g)6J [C-t) l] (C-:)3] [(-:)7] [C-�)2] 
P(-x)=l-P(x) Z(-x)=Z(x) ZCn)(-x)=( -ltZ(n)(x) 



968 PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.1 NORMAL PROBABILITY FUNCTIO� AND DERIVATIVES 

X P(x) Z(x) ZOl (x) 

1.00 0.84134 47460 68543 0.24197 07245 19143 -0.24197 07245 19143 
1.02 0.84613 57696 27265 0.23713 19520 19380 -0.24187 45910 59767 
1.04 0.85083 00496 69019 0.23229 70047 43366 -0.24158 88849 33101 
1.06 0.85542 77003 36091 0.22746 96324 57386 -0.24111 78104 04829 
1.08 0.85992 89099 11231 0.22265 34987 51761 -0.24046 57786 51902 

1 .10 0.86433 39390 53618 0.21785 21770 32551 -0.23963 73947 35806 
1.12 0.86864 31189 57270 0.21306 91467 75718 -0.23863 74443 88804 
1.14 0.87285 68494 37202 0.20830 77900 47108 -0.23747 08806 53704 
1.16 0.87697 55969 48657 0.20357 13882 90759 -0.23614 28104 17281 
1.18 0.88099 98925 44800 0.19886 31193 87276 -0.23465 84808 76986 

1.20 0.88493 03297 78292 0.19418 60549 83213 -0.23302 32659 79856 
1.22 0.88876 75625 52166 0.18954 31580 91640 -0.23124 26528 71801 
1.24 0.89251 23029 25413 0.18493 72809 63305 -0.22932 22283 94499 
1.26 0.89616 53188 78700 0.18037 11632 27080 -0.22726 76656 66121 
1.28 0.89972 74320 45558 0.17584 74302 97662 ' -0.22508 47107 81008 

1.30 0.90319 95154 14390 0.17136 85920 47807 -0.22277 91696 62150 
1.32 0.90658 24910 06528 0.16693 70417 41714 -0.22035 68950 99062 
1.34 0.90987 73275 35548 0.16255 50552 25534 -0.21782 37740 02216 
1.36 0.91308 50380 52915 0.15822 47903 70383 -0.21518 57149 03721 
1.38 0.9162 0 66775 84986 0.15394 82867 62634 -0.21244 86357 32434 

1.40 0.91924 33407 66229 0.14972 74656 35745 -0.20961 84518 90043 
1.42 0.92219 61594 73454 0.14556 41300 37348 -0.20670 10646 53034 
1.44 0.92506 63004 65673 0.14145 99652 24839 -0.20370 23499 23768 
1.46 0.92785 49630 34106 0.13741 65392 82282 -0.20062 81473 52131 
1.48 0.93056 33766 66669 0.13343 53039 51002 -0.19748 42498 47483 

1.50 0.93319 27987 31142 0.12951 75956 65892 -0.19427 63934 98838 
1.52 0.93574 45121 81064 0.12566 46367 89088 -0.19101 02479 19414 
1. 54 0.93821 98232 88188 0.12187 75370 32402 -0.18769 14070 29899 
1.56 0.94062 00594 05207 0.11815 72950 59582 -0.18432 53802 92948 
1.58 0.94294 65667 62246 0.11450 48002 59292 -0.18091 75844 09682 

1.60 0.94520 07083 00442 0.11092 08346 79456 -0.17747 33354 87129 
1.62 0.94738 38615 45748 0.10740 60751 13484 -0.17399 78416 83844 
1. 64 0.94949 74165 25897 0.10396 10953 28764 -0.17049 61963 39173 
1.66 0.95154 27737 33277 0.10058 63684 27691 -0.16697 33715 89966 
1.68 0.95352 13421 36280 0.09728 22693 31467 -0.16343 42124 76865 

1. 70 0.95543 45372 41457 0.09404 90773 76887 -0.15988 34315 40708 
1.72 0.95728 37792 08671 0.09088 69790 16283 -0.15632 56039 08007 
1. 74 0.95907 04910 21193 0.08779 60706 1 0906 -0.15276 51628 62976 
1. 76 0.96079 60967 1 2518 0.08477 63613 08022 -0.14920 63959 02119 
1. 78 0.96246 20196 51483 0.08182 77759 92143 -0.14565 34412 66014 

1.80 0.96406 96808 87074 0.07895 01583 00894 -0.14211 02849 41609 
1.82 0.96562 04975 54110 0.07614 32736 96207 -0.13858 07581 27097 
1.84 0.96711 58813 40836 0.07340 68125 81657 -0.13506 85351 50249 
1.86 0.96855 72370 19248 0.07074 03934 56983 -0.13157 71318 29989 
1.88 0.96994 59610 38800 0.06814 35661 01045 -0.12810 99042 69964 

1.90 0.97128 34401 83998 0.06561 58147 74677 -0.12467 00480 71886 
1.92 0.97257 10502 96163 0.06315 65614 35199 -0.12126 05979 55581 
1.94 0.97381 01550 59548 0.06076 51689 54565 -0.11788 44277 71856 
1.96 0.97500 21048 51780 0.05844 09443 33451 -0.11454 42508 93565 
1.98 0.97614 82356 58492 0.05618 31419 03868 -0.11124 26209 69659 

2.00 0.97724 98680 51821 0.05399 09665 13188 -0.10798 19330 26376 

[(1g) l] [(1g)9] [( lg)2] 
1 P (x) = f � Z(t)dt dn 

Hen(x) = ( - wz<nl (x)/Z(x) Z(x) = �  e-!x' z<nl (x) = dxn Z(x) 
.V2tr 



PROBABILITY FUNCTIONS 969 
NORMAL PROBABIUTY FUNCTION AND DERIVATIVES Table 26.1 

X Z<2) (x) Z<3l (x) Z <4) (x) Z<5) (x) Z<6) (x) 
1. 00 o.ooooo 00000 0.48394 145 -0.48394 145 -1.45182 435 3.87153 159 
1. 02 0.00958 01309 0.47397 745 -0.51219 739 -1.37346 846 3.96192 478 
1. 04 0,01895 54356 0,46346 412 -0.53886 899 -1.29343 2 72 4.03951 497 
1.06 0.02811 52466 0.45243 346 -0.56392 521 -1.21197 312 4.10431 754 
1.08 0,03704 95422 0.44091 805 -0.58734 012 -1.12934 487 4. 15639 308 

1. 10 0,04574 89572 0.42895 094 -0.60909 290 -1.04580 155 4.19584 622 
1. 12 0.05420 47909 0.41656 552 -0.62916 776 -0.96159 420 4.22282 430 
1.14 0.06240 901:39 0.40379 549 -0.64755 390 -0.87697 050 4.23751 585 
1.16 0.07035 42718 0.39067 467 -0.66424 543 -D. 79217 397 4.24014 894 
1.18 0.07803 38880 0.37723 697 -0.6 7924 129 -0.70744 317 4.23098 941 

1.20 0,08544 18642 0.36351 629 -0,69254 515 -0.62301 100 4.21033 894 
1 .22 0,09257 28784 0.34954 639 -0.70416 524 -0.53910 399 4.17853 305 
1 .24 0.09942 22822 0.33536 083 -0.71411 427 -0.45594 161 4.13593 896 
1.26 0.10598 60955 0.32099 285 -0.72240 928 -0.37373 571 4.08295 339 
1 .28 0.11226 09995 0.30647 534 -0.72907 143 -0.29268 993 4.02000 029 

1,30 0,11824 43285 0,29184 071 -0.73412 591 -0.21299 916  3.94752 847 
1.32 0.12393 40598 0.27712 083 -0.73760. 168 -0. 13484 911 3.86600 921 
1,34 0.12932 88019 0.26234 695 -0.73953 132 -0.05841 584 3.  77593 384 
1.36 0.13442 77819 0.24754 965 -0.73995 087 +0.01613 459 3.67781 128 
1.38 0,13923 08305 0.23275 873 -0.73889 953 0.0 8864 645 3.57216 556 

1.40 0.14373 836 70 0.21800 319 -0.73641 957 0.15897 463 3.45953 335 
1.42 0,14795 1 3818 0.20331 117 -0.73255 600 0.22698 486 3.34046 152 
1.44 0.15187 14187 0.18870 986 -0.72735 645 0.29255 386 3.21550 469 
1.46 0.15550 05559 0.17422 548 -0.72087 087 0.35556 954 3.08522 283 
1.48 0. 15884 13858 0.15988 325 -0.71315 137 0.41593 103 2.95017 891 

1.50 0.16189 69946 0.14570 730 -0.70425 193 0,47354 871 2.81093 65 7 
1.52 0.1646 7 09400 0.13172 067 -0.69422 823 0.5 2834 425 2.66805 791 
1.54 0.16716 72298 0.11794 528 -0.68313 742 0 .58025 051  2.52210 132  
1.56 0.16939 02982 0.10440 190 -0.6 7103 785 0.62921 147 2.37361 937 
1 .58 0.1 7134 49831 0.0911 1  010 -0.65798 890 0.67518 208 2.22315 681 

1.60 0.17303 65021 0.07808 827 -0.64405 073 0.71812 810 2. 07124 871 
1.62 0.17447 04284 0.06535 359 -0.62928 410 0.75802 588 1.91841 857 
1.64 0.17565 2666 7 0.05292 202 -0.61375 011 0. 79486 211 1.76517 671 
1 .66 0,17658 94284 0.04080 829 -0.59751 005 0.82863 352 1.61201 862 
1.68 0. 17728 72076 0.02902 592 -0.58062 516 0.85934 661 1.45942 351 

1. 70 0.1 7775 27562 0,01758 718 -0.56315 647 0.88701 729 1.30785 296 
1.72 0,17799 30597 +0.00650 315 -0.54516 459 0.91167 051 1.15774 966 
1. 74 0.17801 53128 -0.00421 632 -0.526 70 954 0,93333 988 1. 00953 633 
1.76 0.17782 68955 -0. 01456 254 -0.50785 061 0,95206 725 0,86361 469 
1. 78 0.17743 53495 -0.02452 804 -0,48864 614 0,96790 228 0.72036 463 

1.80 0.17684 83546 -0.03410 647 -0.46915 342 0 .98090 203 0.58014 345 
1.82 0.17607 37061 -0.04329 263 -0.44942 853 0.99113 045 0,44328 526 
1.84 0.17511 92921 -0.05208 243 -0.42952 621 0,99865 794 0,31010 045 
1.86 0.17399 30717 -0,0604 7 285 -0.40949 971 1.00356 087 0.18087 536 
1.88 0.17270 3 0539 -0.06846 193 -0,38940 073 1.00592 110  +0.05587 197 

1.90 0.17125 72766 -0.07604 873 -0.36927 924 1.00582 548 -0.06467 219 
1.92 0.16966 37866 -0.08323 327 -0.34918 347 1.00336 537 -0.18054 414 
1.94 0.16793 06209 -0.09001 655 -0.32915 976 0,99863 613 -0.29155 530 
1.96 0.16606 57874 -0.09640 044 -0.30925 250 0,99173 666 -0.39754 137 
1.98 0.16407 724 76 -0.10238 771 -0.28950 408 o. 98276 891 -0.49836 204 

2,00 0.16197 28995 -0.10798 193 -0.26995 483 0,97183 740 -0.59390 063 
[(-:)4] [ (-:)7] [C -:)2] [(-:)4] [(-;)1] 

P( -x) = l - P(x) Z( -x) =Z(x) z<n) ( -x) = ( - l )nz(n) (x) 



970 PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.1 NORMAL PROBABILITY FUNCTION AND DERIVATIVES 

X 

2.00 
2. 02 
2. 04 
2. 06 
2. 08 

2.10 
2.12 
2. 14 
2.16 
2. 18 

2. 20 
2.22 
2.24 
2. 26 
2.28 

2. 30 
2.32 
2.34 
2.36 
2.38 

2. 40 
2.42 
2. 44 
2.46 
2,48 

2.50 
2.52 
2.54 
2.56 
2.58 

2. 60 
2.62 
2.64 
2.66 
2.68 

2. 70 
2.72 
2.74 
2.76 
2.  78 

2.80 
2.82 
2 .84 
2.86 
2.88 

2.90 
2.92 
2.94 
2.96 
2.98 

3.00 

P(x) 
0.97724 98680 51821 
0.97830 83062 32353 
0.97932 48371 33930 
0.98030 07295 90623 
0.981 23 72335 65062 

0,98213 55794 37184 
0,98299 69773 52367 
0.98382 26166 27834 
0.98461 36652 16075 
0.98537 1 2692 24011 

0.98609 65524 86502 
0.98679 06161 92744 
0.98745 45385 64054 
0.98808 93745 81453 
0.98869 61557 61447 

0.98927 58899 78324 
0.98982 95613 31281 
0.99035 81300 54642 
0.99086 25324 69428 
0.99134 36809 74484 

0.99180 24640 75404 
0.99223 97464 49447 
0.99265 63690 44652 
0.99305 31492 11376 
0.99343 08808 64453 

0.99379 03346 74224 
0.99413 22582 84668 
0.99445 73765 56918 
0.99476 63918 36444 
0.99505 99842 422 30 

0.99533 88119 76281 
0.99560 35116 51879 
0.99585 46986 38964 
0.99609 29674 25147 
0.99631 88919 90825 

0.99653 30261 96960 
0.99673 59041 84109 
0,99692 80407 81350 
0.99710 99319 23774 
0.99728 20550 77299 

0.99744 48696 69572 
0.99759 88175 25811 
0.99774 43233 08458 
0.99788 1 7949 59596 
0.99801 16241 45106 

0.99813 41866 99616 
0.99824 98430 71324 
0.99835 89387 65843 
0.99846 18047 88262 
0.99855 87580 82660 

0.99865 01019 68370 [c 1Z)s] 

Z(x) 
0.05399 09665 13188 
0.05186 35766 82821 
0.04980 00877 35071 
0.04779 95748 82077 
0.04586 10762 71055 

0.04398 35959 80427 
0.04216 61069 61770 
0.04040 75539 22860 
0.03870 68561 47456 
0.03706 29102 47806 

0.03547 45928 46231 
0.03394 07631 82449 
0.03246 02656 43697 
0.03103 19322 15008 
0. 02965 45848 47341 

0.02832 70377 41601 
0.02704 80995 46882 
0.0 2581 65754 71588 
0.02463 12693 06382 
0.02349 09853 58201 

0.02239 45302 94843 
0.02134 07148 99923 
0.02032 83557 38226 
0.01935 62767 31737 
0. 01842 33106 46862 

0.01752 83004 93569 
0.01667 01008 37381 
0.01584 75790 25361 
0.01505 96163 27377 
0.01430 51089 94150 

0.01358 29692 33686 
0.01289 21261 07895 
0.01223 15263 51278 
0.01160 01351 13703 
0.01099 69366 29406 

0.0104 2  09348 14423 
0.00987 1 1537 94751 
0 .00934 66383 67612 
0.00884 64543 98237 
0.00836 96891 54653 

0.00791 54515  8 2980 
0.00748 28725 25781 
0.00707 1 1048 86019 
0.00667 93237 39203 
0.00630 67263 96266 

0.00595 25324 19776 
0.00561 59835 95991 
0.00529 63438 65311 
0.00499 28992 13612 
0.00470 49575 26934 

0.00443 18484 1 1938 [c!g)s] 
l 

Z(x) = 1 -- e-!x' 
"\' 27r 

P(x) = f ro Z(l)dt 
dn 

Z(nl (x) = -- Z(x) dxn 

ZC ll (x) 
-0.10798 19330 26376 
-0.10476 44248 99298 
-0.10 159 2 1789 79544 
-0.09846 71242 57079 
-0.09539 1 0386 43794 

-0.09236 55515 58897 
-0.08939 21467 58953 
-0.08647 21653  94921 
-0.08360 68092 78504 
-0.08079 71443 40218 

-0.07804 41042 61709 
-0.07534 84942 65037 
-0.07271 09950 41882 
-0.07013 21668 05919 
-0.06761 24534 51938 

-0.06515 2 1868 05683 
-0.06275 15909 48766 
-0.06041 0 7866 03515 
-0.05812 97955 63063 
-0.05590 85451 52519 

-0.05374 68727 07623 
-0.05164 45300 57813 
-0.04960 1 1880 01271 
-0.04761 64407 60073 
-0.04568 98104 04218 

-0.04382 07512 33921 
-0.04200  86541 10200 
-0.04025 28507 24416 
-0.03855 26177 98086 
-0.03690 71812 04906 

-0.03531 57200 07583 
-0.03377 73704 02686 
-0.03229 12295 67374 
-0.03085 63594 02449 
-0.02947 1 7901 66807 

-0.02813 65239 98941 
-0.02684 95383 21723 
-0.02560 97891 27258 
-0.02441 62141 39135 
-0.02326 77358 49935 

-0.02216 32644 32344 
-0.02110  17005 22701 
-0.02008 19378 76295 
-0.01910 28658 94119 
-0.01816 33720 21246 

-0.01726 23440 17350 
-0.01639 86721 00294 
-0.01557 12509 64014 
-0.01477 89816 72293 
-0.01402 07734 30263 

-0.01329 55452 35814 [c1gl7J 
Hen (X) = ( - l)nzln1 (x) /Z(x) 
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XORMAL PROBABIUTY FU:\'CTIO� AND DERIVATIVES Table 26.1  

X Z<2l (x) Z<3l (x)  Z<4l (x) z<5l (x) Z<6l (x) 

2, 00 0.16197 28995 -0.10798 193 -0.26995 483 0.97183 740 -0.59390 063 
2.02 0.15976 05616 -0. 11318 748 -0.25064 297 0.95904 873 -0.68406 360 
2.04 0,15744 79574 -0.11800 948 -0.23160 454 0,94451 117 -0.76878 007 
2.06 0.15504 27011 -0.12245 372 -0.21287 345 0.92833 417 -0.84800 1 14 
2,08 0.15255 22841 -0.12652 66 7 -0. 19448 137 0.91062 795 -0.92169 927 

2.10 0.14998 40623 -0.13023 543 -0.17645 779 0.89150 307 -0,98986 750 
2.12 0 .14734 52442 -0.13358 762 -0.15882 997 0,87107 003 -1.05251 862 
2.14 0.14464 28800 -0.13659 143 -0.14162 297 0,84943 890 -1.10968 436 
2, 16 0.14188 38519 -0.13925 550 -0.1 2485 967 0,82671 890 -1.16141 446 
2. 18 0,13907 48644 -0.14158 892 -0.10856 076 0,80301 811 -1.20777 570 

2,20 0,13622 24365 -0.14360 115 -0,09274 478 0.77844 311 -1.24885 097 
2,22 0,13333 28941 -0.14530 204 -0.077 42 816 0,75309 866 -1.28473 823 
2. 24 0,13041 23633 -0.14670 170 -0.06262 527 0,72708 743 -1.31554 947 
2.26 0.12746 67648 -0.14781 055 -0.04834 844 0,70050 969 -1.34140 971 
2.28 0.12450 18090 -0.14863 922 -0.03460 801 0.67346 314 -1.36245 589 

2,30 0.12152 29919 -0.14919 851 -0.02141 241 0,64604 257 -1.37883 587 
2.32 0,11853 55915 -0.14949 9 39 -0.00876 819 0.61833 976 -1.39070 730 
2.34 0.11554 46652 -0. 14955 294 +0.00331 989 0.59044 323 -1.39823 661 
2,36 0.11255 50482 -0.14937 032 0.01484 882 0,56243 808 -1.40159 796 
2,38 0.10957 13521 -0.14896 273 0.02581 724 0,53440 589 -1.40097 220 

2,40 0.10659 79642 -0.14834 137 0.03622 539 0.50642 453 -1.39654 584 
2.42 0.10363 90478 -0.14751 744 0.04607 505 0.47856 812 -1.38851 010 
2.44 0.1 0069 85430 -0.14650 207 0.05536 942 0.45090 689 -1.37705 991 
2.46 0.09778 016 75 -0.14530 633 0.06411 307 0.42350 717 -1.36239 299 
2,48 0,09488 74192 -0.14394 118 0.07231 187 0,39643 129 -1.34470 892 

2,50 0,09202 35776 -0.14241 744 0.07997 287 0,36973 759 -1.32420 833 
2, 52 0,08919 17075 -0.14074 579 0.08710 428 0.34348 039 -1.30109 199 
2.54 0.08639 46618 -0.13893 6 74 0.09371 533 0.31771 001 -1.27556 010 
2,56 0,08363 50852 -0.13700 058 0.09981 624 0,29247 277 -1.24781 146 
2.58 0,08091 54185 -0.13494 742 0. 10541 808 0,26781 102 -1.21804 284 

2,60 0.07823 79028 -0.13278 711 0.11053 277 0.24376 323 -1.18644 824 
2.62 0.07560 45843 -0.13052 927 0.11517 293 0.22036 399 -1.15321 833 
2. 64 0.07301 73197 -0.12818 3 26 0.11935 186 0.19764 415 - 1.11853 985 
2.66 0.07047 77809 -0.12575 818 0.12308 341 0.17563 084 -1.08259 509 
2,68 0.06798 74610 -0.12326 282 0.12638 196 0.1 5434 760 -1. 04556 139 

2. 70 0.06554 76800 -0.12070 569 0.12926 232 0.13381 449 - 1. 00761 072 
2,72 0.06315 95904 -0.11809 501 0.13173 965 0.11404 817 -0.96890 932 
2, 74 0,06082 41838 -0.11543 869 0.13382 945 0,09506 206 -0.92961 727 
2. 76 0,05854 22966 -0.1 1274 431 0.13554 741 0.07686 640 - 0.88988 829 
2. 78 0.05631 46165 -0.11001 916 0.13690 942 0.05946 846 -0.84986 942 

2.80 0.05414 H:888 -0.10727 020 0.13793 149 0.04287 262 -0.80970 080 
2.82 0.05202 39229 -0.10450 406 0,13862 969 0.02708 053 -0.76951 553 
2.84 0 .04996 15987 -0.10172 706 0,13902 007 +0.01209 127 -0.72943 954 
2 .86 0.04795 48727 -0.09894 520 0,13911 867 -0.00209 857 -0.68959 143 
2.88 0.04600 37850 -0.09616 416 0,13894 142 -0.01549 465 -0.65008 248 

2.90 0.04410 82652 -0.09338 928 0.13850 412 -0.02810 482 -0.61101 661 
2.92 0.04226 81389 -0.09062 562 0.13782 240 -0,03993 892 -0.57249 036 
2,94 0 .04048 31340 -0.08787 791 0.1 3691 166 -0.05100 863 -0.53459 292 
2.96 0.03875 28865 -0.0 8515 058 0.13578 706 -0.06132 737 -0,49740 627 
2,98 0.03707 69473 -0.08244 776 0,1 3446 347 -0.07091 012 -0.46100 520 

3.00 0.03545 4 7873 -0.07977 327 0,13295 545 -0.07977 327 -0.42545 7 45 [<-g)IJ [<-g) 5] [(-:)7] [(-t)2] [<-t)7] 
P(-x) = l - P(x) Z( -x) =Z(x) z<n) ( - x) = ( - l)nz(n) (x) 
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Table 26.1 NORMAL PROBABILITY FUNCTION AND DERIVATIVES 

.I' P(x) Z (.r) Z(l) (:r) 
3,00 o. 99865 01020 ( -3 4.43184 8412 -2 -1.32955 45 
3.05 0.99885 57932 r 3.80976 2098 -2 -1.16197 74 
3.10 0.99903 23968 -3 3.26681 9056 -2 -1.01271 39 
3.15 0.99918 36417 -3 2.  79425 8415 -3 -8.80191 40 
3.20 o. 99931 28621 -3 2.38408 8201 -3 -7.62908 22 

3.25 o. 99942 29750 -3 2. 02904 8057 rr·'"" ., 
3,30 0.99951 65759 -3 1. 72256 8939 -3 -5.68447 75 
3.35 o. 99959 59422 -3 1.45873 0805 -3 -4.88674 82 
3,40 0.99966 30707 -3 1. 23221 9168 -3 -4.18954 52 
3.45 0.99971 97067 -3 1. 03828 1296 -3 -3.58207 05 

3.50 0,99976 73709 -4 a. 72682 6950 rr·'"" .. 3.55 o. 99980 73844 -4 7.31664 4628 -3 -2.59740 88 
3.60 0.99984 08914 -4 6,11901 9301 -3 -2.20284 69 
3.65 0.99986 88798 -4 5.10464 9743 -3 -1.86319 72 
3. 70 o. 99989 22003 -4 4.24780 2706 -3 -1.57168 70 

3.75 o. 99991 15827 -4 3. 52595 6824 -3 -1.32223 38 
3.80 o. 99992 76520 -4 2. 91946 9258 -3 -1.10939 83 
3.85 0,99994 09411 -4 2.41126 5802 -4 -9.28337 33 
3,90 0.99995 19037 -4 1.98655 4714 -4 -7.74756 34 
3.95 0.99996 09244 -4 1.63256 4088 -4 -6.44862 81 

4.00 o. 99996 83288 -4 1.33830 2258 -4 -5,35320 90 
4.05 o.  99997 43912 -4 1. 09434 0434 -4 -4.43207 88 
4.10 0.99997 93425 -5 8.92616 5718 -4 -.3.65972 79 
4.15 0.99998 33762 -5 7.26259 3030 -4 -3.01397 61 
4.20 0.99998 66543 -5 5.89430 6 776 -4 -2.47560 88 

4.25 0.99998 93115 -T. 77186 "" -4 -2.02804 21 
4.30 0.99999 14601 -5 3,85351 9674 -4 -1.65701 35 
4,35 o. 99999 31931 -5 3.10414 0706 -4 -1.35030 12 
4,40 0.99999 45875 -5 2.49424 7129 -4 -1.09746 87 
4.45 0.99999 57065 -5 1. 99917 96 71 -5 -8.89634 95 

4.50 0.99999 66023 -5 1.59837 4111 -5 -7.19268 35 
4.55 0.99999 73177 -5 1.27473 3238 -5 -5.80003 62 
4.60 0.99999 78875 -5 1.01408 5207 -5 -4.66479 20 
4.65 0.99999 83403 -6 8.04718 2456 -5 -3.74193 98 
4. 70 0.99999 86992 -6 6, 36982 5179 -5 -2.99381 78 

4,75 o. 99999 89829 -6 5.02950 7289 -5 -2.38901 60 
4,80 0,99999 92067 -6 3.96129 9091 -5 -1.90142 36 
4.85 0,99999 93827 -6 3.11217 5579 -5 -1.50940 52 
4.90 0.99999 95208 -6 2.43896 0746 -5 -1.19509 08 
4,95 o. 99999 96289 -6 1.90660 0903 -6 -9.43767 45 

5.00 0.99999 97133 [<-�)3] ( -6) 1.486 71 9515 ( -6) -7.43359 76 

Table 26.2 NORMAL PROBABILITY FUNCTION FOR LARGE ARGUMENTS 

.I: -log Q (:r) :r --log Q (.1) ,l' -log Q (:r,) 

5 6.54265 15 50.43522 25 137,51475 
6 9,00586 16 57.19458 26 148.60624 
7 11.89285 17 64. 38658 27 160.13139 
8 15. 20614 18 72.01140 28 172.09024 
9 18.94746 19 80.06919 29 184.48283 

10 23.11805 20 88.56010 30 197.30921 

11 27.71882 21 97.48422 31 210.56940 
12 32.75044 22 106. 8416 7 32 224.26344 
13 38. 21345 23 116.63253 33 238.39135 
14 44.10827 24 126.85686 34 252.95315 [<-g)5] [<-:)5] [<-:)5) 

From E. S. Pearson and H.  0. Hartley (editors) , Biometrika tables for statisticians, 

vol. I. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954(with permission) . Known 

error has been corrected. 



X 
3.00 
3,05 
3.10 
3.15 
3.20 

PROBABILITY FUNCTIONS 

NORMAL PROBABILITY FUNCTION AND DERIVATIVES 

Z<Z>(x) � -2! 3.54547 87 
-2 3. 16305 50 
-2 2.81273 12 
( -2 2.49317 71 
( -2) 2.20289 75 

Z<3>(x) 
( -2) -7.97732 . 71 
� -2) -7.32336 28 
-2) -6.69403 89 
-2) -6.09312 50 
( -2) -5.52345 55 

Z<4>(x) 
( -1 1. 32955 45 
( -1 1.28470 92 ( -1 1.23133 27 
( -1 1.17138 12 
( -1 1.10663 65 

Z<5l(x) 
! -2 -7.97732 71 
-2 -9.89017 82 
-1 -1.13951 58 
-1 -1.25260 09 
( -1 -1.33185 4 7 
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Table 26.1 

Z<6l(x) 
� -1 -4.25457 45 
-1 -3.40704 15 
-1 -2.62416 45 
( -1 -1.91121 33 
( -1 -1.27124 77 

3.25 -2 1.94027 72 
3.30 -2 1. 70362 07 
3.35 -2 1,49118 76 
3.40 -2 1.30122 34 
3.45 -2 1.13198 62 

� -2) -4.98701 97 
-2) -4.48505 27 
-2) -4.01812 87 
( -2) -3.58625 07 
( -2) -3.18893 82 

!-1) 1.03869 82 �-1) -1.38096 14 (-2� -7.05366 66 -2) 9.68981 20 -1) -1.40361 69 ( -2 -2.12970 34 
-2) 8.98716 85 -1� -1.40345 00 ( -2 +2.07973 11 
-2) 8,28958 19 ( -1 -1.38395 76 ( -2) 5.60664 85 
-2) 7,60587 84 ( -1 -1.34845 27 ( -2) 8.49222 78 

3.50 l -3 9.81768 03 3.55 -3 8,48913 69 
3.60 -3 7.31834 71 
3.65 -3 6.29020 46 3.70 -3 5.39046 16 

( -2) -2.82531 02 
( -2) -2.49416 18 ( -2) -2.1940 3 56 
( -2) -1.92328 53 
( -2) -1.68013 34 

-2l 6. 94328 17 l -1� -1.30002 45 !==ill! 1.07844 49 -2 6.30753 35 -1 -1.24150 96 1.25359 25 
-2 5.70302 39 -1 -1.17547 44 1.38019 58 
-2 5.13292 98 -1) -1.10420 53 1.46388 44 
-2 4.59935 51 -1) -1.02970 80 -1) 1.51024 21 

3.75 
3.80 
3.85 
3.90 
3.95 
4.00 
4.05 
4.10 
4.15 
4.2 0 

( -3 4,60578 11 
! -3 3,92376 67 
-3 3.33297 22 . -3 2.82289 42 
-3 2. 38395 17 
( -3) 2.00745 34 
( -3) 1.68555 79 
( -3) 1.41122 68 
( -3) 1.17817 42 
( -4) 9.80812 65 

( -2 -1.46272 12 
( -2 -1.26915 17 
� -2 -1.09752 68 
-3 -9.45977 49 
-3 -8. 12688 36 
-3) -6.95917 17 
-3! -5.94009 36 
-3 -5.05408 43 
-3 -4.28662 75 
-3 -3.62429 14 

( -2) 4.10347 00 ( -2! 3.64564 64 
� -2 3.22558 66 
-2 2.84244 39 
-2 2.49493 35 

-2! -9.53712 78 
-2 -8.77684 95 
-2 -8.02840 11 
-2 -7.30162 14 
-2) -6.60423 39 

-2 2.18143 27 ( -2) -5.94206 20 
-2 1. 90007 05 ( -2) -5.31924 82 
-2 1.64880 65 ! -2� -4.7384 7 30 
-2 1.42549 82 \ -2 -4.20ll6 64 
-2 1.22795 86 ( -2 -3. 70770 95 

! -1) -1) -1) -1) ( -1) 
-1) 
-1) 
-1) 
-1) 
-2) 

1. 52468 79 
1.51237 96 
1.47814 11 
1.42641 04 
1.36120 56 
1.28610 85 
1.20426 03 
1.11837 07 
1.03073 50 
9.43258 69 

4,25 ( -4 8. 14199 24 1 -3) -3.05473 83 ( -2 ) 1.05400 40 4,30 ( -4 6. 73980 59 -3) -2.566 71 38 ( -3! 9.01492 78 4.35 � -4 5.56339 62 -3I -2.15001 71 � -3 7. 68355 55 
4.40 -4 4.57943 77 -3 -1.79545 89 -3 6.52618 76 
4.45 -4 3. 75895 76 -3 -1.49480 91 -3 5.52421 34 

-2� -3.25762 18 � =
-
2�1 8,57487 24 -2 -2.84973 34 7. 74638 98 

-2 -2.48233 98 6.95640 04 
-2) -2.15333 90 ( -2 6.21159 79 
-2) -1.860.35 13 ( -2 5,51645 66 

4,50 
4.55 
4,60 
4,65 
4. 70 
4. 75 
4,80 
4.85 
4,90 
4,95 
5,00 

( -4� .3.07687 02 ( -3) -1.24073 79 -3) 4.66025 95 ( -2) -1.60082 16 
! -4 2. 51154 32 ( -3� -1.02675 14 -3) 3.91825 60 ( -2) -1.37210 59 
-4 2.04439 58 � -4 -8.47126 22 -3� 3.28346 19 � -2i -1.17154 20 
-4) 1.65953 02 -4 -6.96842 75 -3 2.74245 97 -3 -9.96506 67 
-4) 1.34339 61 -4 -5.71519 82 -3 2.28312 43 -3 -8.44460 51 
-4) 1 .08448 75 l -4) -4.67351 25 l-3 1.89457 22 -3) -7.12981 28 -5) 8.73070 32 -4) -3.81045 28 -3 1.56709 63 -3) -5,99788 09 
-5I 7.00939 74 -4! -3.09761 61 -3 1.29209 13 -3i -5.02751 21 
-5 5,61204 87 -4 -2.51088 57 -3 1.06197 25 -3 -4.19931 11 
-5 4.48098 88 -4 -2.02933 60 -4 B .  70091 63 -3 -3.49521 92 
( -5) 3.56812 68 ( -4) -1.63539 15 ( -4) 7.10651 93 ( -3) -2.89910 31 

NORMAL PROBABILITY FUNCTION F'OR LARGE ARGUMENTS 

:r 

35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 

-log Q (x) 
267. 94888 
283.37855 
299,24218 
315.53979 
332.27139 
349.43701 
367. 03664 
385, 07032 
403. 53804 
422.43983 [ ( -:)5] 

X 

45 
46 
47 
48 
49 
50 
60 
70 
80 90 

-Jog Q (J·) 
441.77568 
461.54561 
481. 74964 
502,38776 
523.45999 
544,96634 
783.90743 
1066.26576 
1392. 04459 
1761.24604 [ (0�5] 

.r 

100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 
450 
500 

-2 4.87356 75 
-2 4.28395 39 
-2 3.74736 21 
-2 3.26252 61 
-2 2,82740 22 
-2 2.43937 50 
-2 2.09543 47 
-2 1. 79232 68 
-2 1.5266 7 62 
-2 1.29508 77 
( -2) 1.09422 56 

Table 26.2 
--log Q (.l'} 
2173.87154 
4888.38812 
8688. 58977 
13574.49960 
19546. 12790 
26603.48018 
34746. 55970 
43975.36860 
54289.90830 [< +:) 1 J 

1 J"' 2 1 Jr dn Q(x) =1-P(x) ="'Z1f x e-! t 'dt Z(x) = .J21re- � x2 P(x) = _ .,  Z(t)dt Z(nl (x) =;r;::n Z(J') 

Hen(x) = ( -1) nz(nl (:r) fZ (.r) P(-x) =l-P(:r) Z (-J') =Z(x) ZCnl ( -;·) = ( -1) 11Z (n) (.r) 
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Table 26.3 

. I' 

D.D 
D.1 
0.2 
D.3 ( 
0.4 ( 

D.5 
0.6 
0.7 
D.8 
D.9 

l.D ( 
l.1 ( 
1 .2  ( 
1.3 ( 
1.4 ( 

1 .5  ( 
1 .6  ( 
l. 7 ( 
1 .8 ( 
l. 9 ( 

ZCil (.l') 
D.DDODD DD  

D)  4. 1264D 51 
D)  7. 886D4 35 

1
1) l .D9518 61 
) 1 .3D711  6D 

1

1
1
� 1.4D9D8 65 

1. 397D4 30 
1.27812 14 

1) 1.06929 69 
D)  7. 94982 72 

0) 4.83941 45 
D) +1.6593 7 85 
0) -1.31434 D7 
D) -3.85379 20 
D) -5.79719 45 

D) -7.05769 71 
0) -7.62276 66  
D) -7. 54545 38  
D)  -6.9296 7 D4 
D) -5.912D7  57  

2 .D  ( D) -4.64322 31 
2 .1  ( D) -3. 27029 67 
2 .2  ( D) -1.92318 65 
2.3 ( -1 ) -7.04932 91 
2.4 ( -1) +3.13162 82 

2.5 ( D) 
2.6 ( D) 
2. 7 ( D) 
2.8 ( D)  
2 .9  ( D) 

3.0  ( D)  
3.1 ( D) 
3.2 ( D� 
3.3 ( -1 
3.4 ( -1 

l.D92D9 53 
1.62218 61 
1.91766 2D 
2 .DD992 65 
1. 94D5 7 7 1  

1. 755D1 20 
1.4972D D5  
l .2D591 21 
9. 1245D  33 
6.39748 51 

3.5 ( -1 4.D2558 98 
3.6 ( -1 2. D8414 13 
3. 7 ( -2 +5. 9D352 21 
3.8 ( -2 -4.8D932 87 
3.9 ( -1 -1. 18202 76 

4 .D  ( -1 -1.57919  67 
4.1 ( -1 -1.74223 6D  
4.2 ( -1 -1. 737D6  D8 
4.3 ( -1 -1.6211D 76 
4.4 ( -1 -1.44109 96  

4.5 ( -1 -1.23261 24  
4 .6  ( -1 -l.D2 086 14 
4. 7 � -2 -8.222D2 74 
4.8 -2 -6.45935 81 
4. 9 -2 -4.96112 66 

PROBABILITY FUNCTIONS 

HIGHER DERIVATIVES OF THE NORMAL PROBABILITY FUNCTION 

Z<S! (.I') 
1) 4 .18889 39 
1i� 4.DD211  42  

3.46206 56 
2.627D2 42  

1) 1.58584 37  

D) +4.4682D 41 
Dl -6. 75565 29 
1 -1.67416 58 
1 -2.4611 1  1 1  
1 -2.97666 59 

1) -3.194D1 36 
1 ) -3.11962 4D 
1) -2.78951 64 
1 )  -2 .26227  7D  
1) -1.61D06 61 

0) -9. D9DD1 D3 
D) -2.30231 44 
D) +3. 6723D 07 
0) 8.4124D 26  
1) 1 . 16856 49 

1) 1 .34437 51 
1) 1 . 37966 95  
1
1
) 1 .29729 67 
) 1 .12731 97  

D)  9 .02423  D1 

( D) 6.53922 D1 
( D)  4 .D8745 39 
( D) 1.87558 77 
( -2) +4.D1113  24 
( D) -1.35D55 73  

0 )  -2.28683 38 
D)  -2.8D44D 64 
D)  -2.9 69D4 52 
D) -2.862DD 69 
D) -2.56 761 03 

( 0� -2.16386 79 
( 0) -1.71642 8D 
( 0) -1.27559 98 
( -1) -8.75911 24  
( -1) -5.37496 49 

( -1) -2.68597 2 6  
( -2 1 -6.85427 28  � -2  +6. 92844 6D  

-1 1 .54828  96 
-1 l. 99272 DD 

� =B 
( -1)  
( -1) 
( -1)  

2 .13525  86 
2 .0728D 89 
1.88517 1 3  
1 .63368 7 6  
1 .36227 87 

Z<9l (.1') 
D.DDDDO 00  

1) -3.70133 55  
1 ) -7. D0124 79 
1) -9.54959 57  
2)  -1. 10912 65  

2)  -1.14961 02 
2)  -1.07710  05  
1) -9.05305 52  
1) -6. 58548 60 
1 )  -3.68086 24 

0) -6.77518 03 
1) +2 .10408 36 
1 l 4.39889 22  
1 6.02399 37 
1 6.89184 82 

1
1

) 7.00965 92 
) 6.46658 36 

1) 5.41207 19 
1
1
) 4.02950 39 
) 2 . 50938 72  

1) +1. 02582  84  
0 )  -2.81068 72 
1 )  -l.3155D  35 
1) -2.02888 89 
1) -2.41634 55 

1) -2.50848 12 
1) -2.36D48 69 
1l -2.04053 83 
1 -1.61917 24  
1 -1 .16080 01  

0 ) -7.17959 44 
( 0) -3.28394 42 { -1) -1.46351 84 

0) +2. 14502 OD 
O)  3 .61188 70 

l(J -1 

4.35306 57  
4 .51182 76 
4.24743 76 
3. 71320 90 
3. 04185 84 

2. 33774 64 
1.6 7481 40 
1 . 09865 39 
6.31 121  50 
2. 76082 94 

( -2) +2.52235 61 
( -1) -1.36802 99 � -1)  -2.28268 33 
-1)  -2.67421 39 
-1) -2.70626 44 

Z ( I O) (.1') 
2) -3.77000 46  
2)  -3.56488 94 
2)  -2.97583 41 
2)  -2.07783 39 
1) -9.83608 69 

1 1 +1. 72666 73 
2 1 .25426 91 
2 2. 14046 31 
2 2.74183 89 
2)  3 ,D1D27 69 

( 2) 2 .  94236 40 
( 2 )  2.57621 24  { 2 l l. 98269 77  

2 1 .25293 01  
1 +4.84200 76  

Z(I I ) (r) 
0.00000 OD 

( 2) 4.05 782 44 
( 2) 7.59641 48 
( 3) 1 .01729 46 
( 3) 1.14847 09 

( 
3
3 1 .14097 69 

( 1 .00184 44 
( 2  7.55473 11 
( 2 4.39201 49 
( 1 +9. 71613 18  

( 2) -2.26484 60 
( 2) -4.93791 72 � 2) -6.77812 94 

2) -7.65280 28 
2) -7.56972 92 

Z02) (.r) 
( 3) 4 .14700 50 
( 3) 3.88080 01  
( 3) 3.12148 92 
( 3) 1. 98042 89 
( 2) +6.22581 20 

( 2 l -7 .60421 83 { 3 -1.98080 26 
3 -2.88334 06 
3) -3.36738 39 

( 3) -3.3987 4 98 

( 3) -3.01011  58 
( 3) -2.29066 27 � 3 � -1.36759 19 

2 -3.83358 74 
2 +5.27141 25  

1 -2.3334 7 96  
1 -8. 27 445 07 
2 -1 .25D55 93 
2 -1.48242 69 
2 -1.52849 20 

( 2)  -6.65963 73 ( 3
3

) 
( 2) -5.1426 7 14 ( ) 
( 2) -3.28612 11  ( 3 )  
( 2) -1.36113 54 ( 3) 
( 1) +3.94747 58 ( 3 )  

1 .25562 83  
1 .73301  70  
l. 93425 58 
1 .87567 40 
1.60633 92 

I 2) -1 .4151D 32 ( 2)  
2 ) -1.18267 82 � 2)  

1 -5.4 7943 26  ) 
1 l -8. 78156 27 2

2
) 

1.80437 81 
2.  76469 29  
3.24744 73  
3.28915 84 
2.97376 42 1 -2.32257 79 ( 2) 

( 0) +3.85905 05 
( 1 )  2 .45855  73 
( 1) 3.82142 44 
( 1 )  4.49758 25  
( 1) 4.58182 18  

� il � i 
4.212D2  87 
3 .54198 84 
2.  71897 33 
1. 86794 96 
1. 08280 77 ( 1 )  

( O)  +4.23908 09 
( -1) -7.94727 62 
( D� -4.2351 2  06 
( 0 -6.22699  31 
( 0 -7.02577 94 

I D) -6.93361 02 
0) -6.24985 27  
O l -5.23790 66 
0 -4. 10728 31  
0 -3.0D821 29 

( 2) 2 .41200 50 
( 2) 1 .72126  20 
( 2) 1. 00875 37 
( 1) +3.59849 29 
( 1) -1 .67928 25 

( 1 -5.45649 18  
( 1  -7.69621 99  1 1 -8.55436 26  

1 -8. 30925 36 
1 -7.29343 32 

( 1 � -5.83674 40 
( 1 -4.22572 5 6  
( 1 -2.68044 2 9  
( 1 )  -1.34695 16  
( 0 )  -3.01804 44  

( D) +4.35697  68 
( D) 8.87625 64  { 1l l .10126  69 

1 1. 13501 02 
1 1.04753 07 

( 0) -2.D3523 88 ( 0) 
( 0) -1.23623 43 ( 0) � -1) -6.23793 04 ( 

0
0) 

-1) -1.86696 14 ( ) 

8.90633 89 
7.05470 76 
5 .21451  06 
3.5  7035 54  
2 .21617 2 7  - 1 )  +1.00018 72 ( D) 

( 3 1 .19573 79 
( 2 7.20360 48 � 2 +2.51533 48 
2 -1.53768 85 
2 -4.58219 83 

( 2) -6.45450 80 � 2)  -7.17969 42 
2)  -6.92720 18 
2 )  -5.95491 88 

( 2 )  -4.55301  20 

( 2) -2.99628 41 
( 2) -1.51 035 91 { 1 )  -2. 53474 5 6  
1 )  +6.87309 15  
2)  1 .2886 7 88 

gl { �� 
1.57656 15  
1.60868 13  
1.45762 72 
1.19681 09 
8.9 0539 46 

1 )  5.88418 0 5  
1 )  3 .23557 2 8  
1 )  +1.13637 6 5  
0 )  -3.62532 62  
1 )  -1 .30010  10 

( 1  -1.76908 98 
( 1 -1.88530 78 1 1 -1.76464 76  
1 -1.50840 48  
1 -1 .19594 52  

5 ,0  ( -2 )  -3.73166 60 ( -1) 1 .09987 51  ( -1) -2 .51404  27  ( -1) 2 .6  7133 76  ( D) 1 . 17837 39 ( 0) -8.83034 08 
1 d n  

Z (:r) = �2.1rp-t,r' Z<nl (.!') =d.I'" Z (.,·) He 11 (.1) = ( -1) "Z (n)  (.1') /Z (.1 ') Z(n) ( -.1·) = ( - 1) "Z(n) (.r) 
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NORMAL PROBABILITY FUNCTION-VALUES OF Z(x) II\ TERMS OF P(x) A'\TD Q(x) Table 26. 1 

( / (.1') 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 
0 . 0 �  0 . 00 0 0 0  0.00337 0 . 0 0 6 34 0 . 0 0 9 1 5  0 . 0 1 1 8 5  0 . 0 1 44 6  0 . 0 1 7 0 0  0 . 0 1949 0.0 2192 0 . 02431 0 , 02 6 65 0 . 9 9  
0.01 0 . 0 2 665 0.02896 0.03123 0.03348 0.03569 0 . 03787 0 . 04003 0 . 0 4 2 1 6  0 . 04427 0.04635 0 . 04842 0 . 9 8  
0 . 0 2  0 . 04842 0.05046 0.05249 0 . 05449 0.05648 0.05845 0 . 06040 0 . 0 6 2 3 3  0 . 06425 0 . 06 6 1 5  0 . 06804 0 . 9 7  
0 . 0 3  0 . 06804 0 . 0 6992 0. 0 7 1 7 7  0 . 0 7 3 6 2  0 . 07545 0 . 07 7 2 7  0 . 0 7 9 0 8  0 . 0 8 0 8 7  0 . 08265 0 . 08442 0 . 08617 0.96 
0.04 0.08617 0 . 0 8 7 9 2  0 .0 8965 0.09137 0 . 09309 0.09479 0 . 09648 0 . 09 8 1 6  0 . 09 9 8 3  0 . 10149 0 . 1 0 314 0 . 9 5  

0 . 0 5  0 . 1 0 3 1 4  0 . 1 0478 0 . 1 0 641 0 . 1 0803 0 . 1 0964 0 . 1 1 1 24 0 . 11 2 8 4  0 . 1 1442 0 . 1 1 6 0 :1  0 . 1 1 7 5 6  0 . 11912 0 . 9 4  
0 . 0 6  0 . 1 19 1 2  0 . 1 2 0 6 7  0 . 1 2 2 2 2  0 . 1 2 375 0.12528 0 . 1 2679 0.12830 0 . 1 2981 0 . 1 3 1 3 0  0 . 13279 0 . 1 3427 0 . 9 3  
0.07 0.13427 0 . 1 3 5 7 4  0.137 2 0  0 . 13866 0.14011 0 . 14156 0 .14299 0 . 14442 0 . 1 4584 0 . 14726 0 . 1 4867 0 . 9 2  
0 . 0 8  0 . 14867 0 . 1 5007 0 . 1 5 1 4 6  0 . 1 5 285 0.15423 0 . 1 5 5 6 1  0 . 1 5693 0.15834 0 . 1 5 9 7 0  0 . 1 6 1 0 5  0 . 1 62 3 9  0 . 9 1  
0 . 0 9  0 . 16239 0.16373 0 . 1 6506 0 .1 6639 0.16770 0 . 1 69 0 2  0 . 1 7 0 3 3  0 . 1 7 163 0 . 1 7 2 9 2  0 . 1 7 4 2 1  0 . 1 7 5 5 0  0 . 9 0  

0 . 1 0  0 . 1 7 5 5 0  0 . 1 7 678 0 . 1 7 8 0 5  0 . 17 9 32 0.1 805 7 0 . 18184 0.18309 0.18433 0. 1 85 5  7 0.18681 0 . 1 8804 0.89 
0 . 1 1  0. 18804 0 . 1 8 9 2 6  0.19048 0 . 1 9 1 69 0 . 1 9 2 9 0  0 . 1 9 4 1 0  0 . 1 95 3 0  0 . 1 9649 0 . 1 9 7 6 8  0. 19886 0.20004 0 . 88 
0 . 1 2  0 . 20004 0 . 2 0 1 2 1  0. 2 0238 0 . 2 0354 0.20470 0 . 2 0585 0 . 2 0 7 0 0  0 . 2 08 1 4  0 . 2 0928 0 . 2 1 04 2  0 . 2 1 1 5 5  0 . 8 7  
0 . 1 3  0 . 2 1 1 5 5  0 . 2 1 2 6 7  0 . 2 1 3 7 9  0 . 2 1 4 9 0  0 . 2 1 6 0 1  0 . 2 1 7 1 2 0. 21822 0 . 2 19 3 2  0 . 2 2 0 4 1  0 . 2 2 1 4 9 0 . 2 22 5 8  0 . 8 6  
0 . 1 4  0.22258 0. 22365 0 . 2 2 473 0 . 2 2 5 8 0  0. 2 2 686 0 . 2 2 7 9 2  0 . 22898 0 . 2 3 003 0.23108 0 . 2 3 2 1 2  0.23316 0 . 8 5  

0 . 1 5  0 . 2 3 3 1 6  0.23419 0.23522 0.23625 0.23727 0.23829 0 . 23930 0.24031 0 . 2 4 1 3 1  0 . 2 4 2 3 2  0.24331 0.84 
0.16 0. 24331 0. 24430 0.24529 0.24628 0.24726 0 . 24823 0.24921 0 . 2 5 0 1 7  0 . 2 5 1 1 4  0 . 2 5 2 1 0  0 . 25305 0.83 
0 . 1 7  0.25305 0 . 2 5 4 0 1  0 . 25495 0.25590 0 . 2 5 684 0 . 2 5 7 7 8  0 . 25 8 7 1  0 . 2 5964 0.26056 0 . 26148 0 . 2 62 4 0  0 . 8 2  
0.18 0. 26240 0.26331 0 . 26422 0 . 26513 0.26603 0 . 26693 0. 26782 0 . 2 6 8 7 1  0 . 2 6960 0 . 2 7049 0 . 2 7 1 3 7  0 . 8 1  
0 . 1 9  0 . 2 7 1 3 7  0 . 2 7 2 2 4  0 . 2 7 31 1 0 . 2 7398 0 . 2 7485 0 . 2 7 5 7 1  0 . 2 76 5 7  0. 27742 0 . 27827 0 . 2 7 9 1 2  0.27996 0.80 

0 . 2 0  0 . 27996 0 . 2 8 0 8 0  0.28164 0.2824 7 0 . 28330 0 . 28413 0 . 28495 0 . 2 8 5 7 7  0 . 28658 0. 28739 0 . 2 8 8 2 0  0 . 79 
0 . 2 1  0 . 2 8 8 2 0  0 . 2 8 9 0 1  0.28981 0. 29060 0.29140 0 . 2 9 2 1 9 0 . 2 9 2 9 8  0 . 29376 0 . 29454 0 . 2 9 5 3 2  0. 29609 o .  7 8  
0 . 2 2  0 . 2 9 6 0 9  0.29686 0 . 29763 0.29840 0 . 2 9 9 1 6  0 . 2 9 9 9 1  0 . 3 0 0 6  7 0 . 30 1 4 2  0 . 3 0 2 1 6  0 . 3 0 2 9 1  0 . 30365 0 . 7 7 
0 . 2 3  0 . 3 0 3 6 5  0.30439 0 . 3 0 5 1 2  0.30585 0 . 30658 0 . 3 0730 0 . 3 0802 0.30874 0 . 30945 0 . 3 1 0 1 6  0 . 3 1087 0.  7 6  
0 . 2 4  0 . 3 1 0 8 7  0 . 3 1 1 5 8  0.31228 0 . 3 1298 0.31367 0 . 31436 0 . 3 1 5 0 5  0 . 3 1 5 7 4  0 . 3164 2 0 . 3 1 7 1 0  0 . 3 1 778 0 . 7 5  

0 . 2 5  0 . 31778 0.31845 0 . 3 1 9 1 2  0 . 3 1 9 79 0.32 045 0.321 1 1  0 . 3 2 1 77 0.32242 0.32307 0 . 32372 0.32437 o.  74 
0.26 0 . 3 2 4 3 7  0 . 32 5 0 1  0 . 3 2 5 6 5  0 . 3 2628 0.32691 0.32754 0 . 3 2 8 1 7  0 . 3 2 8 7 9  0 . 32941 0.33003 0 .  33065 0 . 7 3  
0 . 2 7  0.33065 0. 3 3 1 2 6  0 . 3 3 1 8 7  0 .33247 0.33307 0.3336 7 0.33427 0. 3 3486 0.33545 0.33604 0 . 33662 o .  7 2  
0 . 2 8  0.33662 0.33720 0 . 33778 0 . 33836 0 . 33893 0 . 3 3 9 5 0  0 . 34 0 0 7  0. 34063 0 . 3 4 1 1 9  0 . 3 4 1 7 5  0 . 3423 0  0 . 7 1  
0.29 0.34230 0.34286 0. 34341 0.34395 0.34449 0.34503 0.34557 0 . 34611 0. 34664 0.347 1 7  0 . 34769 o .  70 

0. 3 0  0 . 34769 0.34822 0. 34874 0 . 34925 0 . 34977 0 . 3 5 0 2 8  0 . 3 5 0 7 9  0 . 3 5 1 2 9  0 . 3 5 1 8 0 0.35230 0.35279 0,69 
0.31 0.35 279 0 . 3 53 2 9  0.35378 0 . 3 5 4 2 7  0.35475 0.35524 0.35572 0.35620 0.3566 7 0.35714 0 . 3 5 7 6 1  0.68 
0.32 0.35761 0.35808 0.35854 0.35900 0.35946 0.35991 0.36037 0 . 36082 0.36126 0 . 3 6 1 7 1  0 . 36215 0 . 6 7  
0,33 0.36215 0.36259 0.36302 0.36346 0 . 36389 0 . 36431 0.36474 0.36516 0.36558 0.36600 0 . 36641 0 , 6 6  
0.34 0.36641 0.36682 0.36723 0 . 3 6764 0.36804 0. 36844 0 . 36884 0.36923 0 . 36962 0.37001 0 . 3 7040 0 . 65 

0.35 0.37040 0 . 3 7078 0 . 3 71 1 6  0 . 3 7 1 5 4 0 . 3 7 1 9 2  0.37229 0.37266 0 . 3 7 303 0.37340 0.37376 0 . 3 74 1 2  0 , 64 
0.36 0.37412 0.3744 7  0 . 3 7 4 8 3  0.37518 0.37553 0.37588 0.37622 0 . 3 7656 0 . 3769J 0.37724 0 . 3 7757 0.63 
0.37 0.37757 0 . 3 7 7 9 0  0.37823 0 . 3 7855 0 . 3 7888 0 . 3 7 9 2 0  0 . 3 79 5 1  0 . 37983 0.38014 0.38045 0 . 38076 0.62 
0.38 0.38076 0.38106 0.38136 0 . 3 8 1 66 0.38196 0.38225 0 . 38254 0 . 38283 0 . 3 8 3 1 2  0.38340 0 . 38368 0 . 6 1  
0.39 0.38368 0.38396 0 . 38423 0.38451 0 . 38478 0.38504 0.38531 0.3855 7 0 . 38583 0 , 38609 0 . 3 8 634 0 . 6 0  

0.40 0 . 38634 0.38659 0 . 38684 0 . 38709 0.38734 0.38758 0.38782 0 . 3 8805 0 . 38829 0 . 38852 0 . 38875 0 . 5 9 
0.41 0.38875 0.38897 0. 38920 0 . 38942 0 . 38964 0.38985 0 . 3 9 0 0 7  0 . 3 9028 0.39049 0 . 39069 0.39089 0.58 
0 . 4 2  0.39089 0 . 3 9 1 09 0 . 3 9 1 29 0 . 39149 0.39168 0 . 3 9 1 8 7  0.39206 0.39224 0 . 39243 0.39261 0 . 39279 0 . 5 7  
0.43 0.39279 0.39296 0.39313 0.39330 0.39347 0.39364 0.39380 0.39396 0.39411 0 . 39427 0. 3 9442 0 . 5 6  
0.44 0.39442 0.39457 0 . 39472 0.39486 0 . 39 5 0 1  0 . 3 9 5 1 4  0 . 39528 0 . 39542 0 . 39 5 5 5  0 . 39568 0 . 39580 0.55 

0.45 0 . 39 5 80 0 .39593 0 . 39605 0 . 39617 0.39629 0 . 39640 0 . 39651 0 . 3 9 66 2  0 . 39673 0 . 39683 0 . 39694 0 . 5 4  
0.46 0.39694 0.39703 0 . 39 7 1 3  0.39723 0 . 39732 0 . 3 9 7 4 1  0.39749 0 . 3 9 7 5 8  0 , 39 7 66 0 . 39774 0 . 3 9781 0 . 5 3  
0.47 0 . 39781 0.39789 0 . 3 9 7 9 6  0.39803 0.39809 0.39816 0 . 39 8 2 2  0 . 39828 0 . 39834 0 . 39839 0 . 39844 0 . 5 2  
0 . 4 8  0 . 39844 0 . 39849 0 . 3 9 8 5 4  0 . 39853 0 . 39862 0.39866 0 . 3 9 8 7 0  0 . 39873 0 . 39876 0 . 39879 0 . 39882 0 . 5 1  
0.49 0 . 39882 0 . 3 9 8 8 4  0 . 39886 0 . 39888 0 . 39890 0 . 39 8 9 1  0 . 39892 0 . 39893 0 . 39894 0 . 39894 0 . 39894 0 . 5 0  

0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0.000 P(.�·) 
Linear interpolation yields an error no greater than 5 units in the fifth decimal place. 

1 ! 2 Z(r) = - e� X 
..J27r 

P(, ) =l-r! (• ) =t00 Z(t)dt 

Compiled from T. L. Kelley, The Kelley Statistical Tables. Harvard Univ. Press, Cambridge, Mass., 
1948 (with permission ) .  
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Table 26.5 NORMAL PROBABILITY FUNCTION-VALUES 01<' x IN TERMS OF P(x) AND Q(x) 

Q (.r) 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 
o.oo 00 3.09023 2.87816 2.74778 2.65207 2.57583 2.51214 2.45726 2.40892 2 .36562 2.32635 0.99 
0.01 2.32635 2.29037 2.25713 2.22621 2.19729 2.17009 2.14441 2.12007 2.09693 2.07485 2.05375 0.98 
0.02 2.05375 2.03352 2.01409 1.99539 1.97737 1.95996 1.94313 1.92684 1.91104 1.89570 1.88079 0.97 
0.03 1.88079 1.86630 1.85218 1 .83842 1.82501 1.81191 1. 79912 1. 78661 1.77438 1. 76241 1. 75069 0.96 
0.04 1. 75069 1. 73920 1. 72793 1. 71689 1. 70604 1.69540 1.68494 1.67466 1.66456 1.65463 1.64485 0.95 

0.05 1.64485 1.63523 1.62576 1.61644 1.60725 1.59819 1.58927 1.58047 1.57179 1.56322 1.55477 0.94 
0.06 1.55477 1. 54643 1.53820 1.53007 1.52204 1.51410 1.50626 1.49851 1.49085 1 .48328 1.47579 0.93 
0.07 1.47579 1.46838 1.46106 1.45381 1.44663 1.43953 1.43250 1.42554 1.41865 1.41183 1.40507 0.92 
0.08 1.40507 1.39838 1.39174 1.38517 1.37866 1.37220 1.36581 1.35946 1.35317 1 .34694 1.34076 0.91 
0.09 1.34076 1.33462 1.32854 1.32251 1.31652 1.31058 1 . 30469 1.29884 1.29303 1.28727 1 .28155 0.90 

0.10 1.28155 1.27587 1.27024 1.26464 1.25908 1.25357 1.24808 1 .24264 1.23723 1 .23186 1 .22653 0.89 
0.11 1.22653 1.22123 1.21596 1.21072 1.20553 1.20036 1.19522 1.19012 1.18504 1.18000 1.17499 0.88 
0.12 1. 17499 1.17000 1.16505 1.16012 1.15522 1.15035 1.14551 1 . 14069 1.13590 1.13113 1 .12639 0.87 
0.13 1.12639 1.12168 1.11699 1.11232 1.10768 1.10306 1.09847 1.09390 1.08935 1.08482 1.08032 0.86 
0.14 1.08032 1.07584 1.07138 1.06694 1.06252 1.05812 1.05374 1 .04939 1.04505 1 .04073 1.03643 0.85 

0.15 1.03643 1.03215 1.02789 1.02365 1.01943 1.01522 1.01103 1.00686 1.00271 0.99858 0.99446 0.84 
0.16 0.99446 0.99036 0.98627 0.98220 0.97815 0.97411 0.97009 0.96609 0.96210 0. 95812 0.95416 0.83 
0.17 0.95416 0.95022 0.94629 0.94238 0.93848 0.93458 0.93072 0.92686 0.92301 0.91918 0.91537 0.82 
0.18 0.91537 0.91156 0.90777 0.90399 0.90023 0.89647 0.89273 0.88901 0.88529 0.88159 0.87790 0.81 
0.19 0.87790 0.87422 0.87055 0.86689 0.86325 0.85962 0.85600 0.85239 0.84879 0.84520 0.84162 0.80 

0.20 0.84162 0.83805 0.83450 0.83095 0.82742 0.82390 0.82038 0.81687 0.81338 0.80990 0.80642 0.79 
0.21 0.80642 0.80296 o. 79950 o. 79606 o. 79262 o. 78919 0.78577 o. 78237 o. 77897 0.77557 o. 77219 0.78 
0.22 o. 77219 o. 76882 o. 76546 o. 76210 o. 75875 o. 75542 o. 75208 0.74876 o. 74545 o. 74214 o. 73885 0.77 
0.23 o. 73885 o. 73556 o. 73228 o .  72900 o. 72574 o. 72248 0.71923 o. 71599 0.71275 o. 70952 o. 70630 o. 76 
0. 24 o. 70630 o. 70309 0.69988 0.69668 0.69349 0.69031 0.68713 0.68396 0.68080 0.67764 0.67449 0.75 

0. 25 0.67449 0.67135 0.66821 0.66508 0.66196 0.65884 0.65573 0.65262 0.64952  0.64643 0.64335 0.74 
0.26 0.64335 0.64027 0.63719 0.63412 0.63106 0.62801 0.62496 0.62191 0.61887 0.61584 0.61281 0.73 
0.27 0.61281 0.60979 0.60678 0.60376 0.60076 0.59776 0.59477 0.59178 0.58879 0.58581 0.58284 0.72 
0.28 0.58284 0.57987 0.57691 0.57395 0.57100 0.56805 0.56511 0.56217 0.55924 0.55631 0.55338 0.71 
0.29 0.55338 0.55047 0.54755 0.54464 0.54174 0.53884 0.53594 0.53305 0.53016 0.52728 0.52440 o. 70 

0.30 0.52440 0.52153 0.51866 0.51579 0.51293 0.51007 0.50722 0.50437 0.50153 0.49869 0.49585 0.69 
0.31 0.49585 0.49302 0.49019 0.48736 0.48454 0.48173 0.47891 0.47610 0.47330 0.47050 0.46770 0.68 
0.32 0.46770 0.46490 0.46211 0.45933 0.45654 0.45376 0.45099 0.44821 0.44544 0.44268 0.43991 0.67 
0.33 0.43991 0.43715 0.43440 0.43164 0.42889 0.42615 0.42340 0.42066 0.41793 0.41519 0.41246 0.66 
0.34 0.41246 0.40974 0.40701 0.40429 0.40157 0.39886 0.39614 0.39343 0.39073 0.38802 0.38532 0.65 

0.35 0. 38532 0.38262 0.37993 0.37723 0.37454 0.37186 0.36917 0.36649 0.36381 0.36113 0.35846 0.64 
0.36 0.35846 0.35579 0.35312 0.35045 0.34779 0.34513 0.34247 0.33981 0.33716 0.33450 0. 33185 0.63 
0.37 0.33185 0.32921 0.32656 0.32392 0.32128 0.31864 0.31600 0.31337 0.31074 0.30811 0.30548 0.62 
0.38 0.30548 0.30286 0.30023 0.29761 0.29499 0.29237 0.28976 0.28715 0.28454 0.28193 0.27932 0.61 
0.39 0.27932 0.27671 0.27411 0.27151 0.26891 0.26631 0.26371 0.26112 0.25853 0.25594 0.25335 0.60 

0.40 0.25335 0.25076 0.24817 0.24559 0.24301 0.24043 0.23785 0.23527 0.23269 0.23012 0.22754 0.59 
0.41 0.22754 0.22497 0.22240 0.21983 0.21727 0.21470 0.21214 0.20957 0.20701 0.20445 0.20189 0.58 
0.42 0.20189 0.19934 0.19678 0.19422 0.19167 0.18912 0.18657 0. 18402 0.18147 0.17892 0. 17637 0.57 
0.43 0.17637 0.17383 0.17128 0.16874 0.16620 0.16366 0.16112 0.15858 0.15604 0.15351 0.15097 0.56 
0.44 0.15097 0.14843 0.14590 0.14337 0.14084 0.13830 0.13577 0.13324 0.13072 0.12819 0.12566 0.55 

0.45 0.12566 0.12314 0.12061 0.11809 0.11556 0.11304 0.11052 0.10799 0.10547 0.10295 0.10043 0.54 
0.46 0.10043 0.09791 0.09540 0.09288 0.09036 0.08784 0.08533 0.08281 0.08030 0.07778 0.07527 0.53 
0.47 0.07527 0.07276 0.07024 0.06773 0.06522 0.06271 0.06020 0.05768 0.05517 0.05266 0.05015 0.52 
0.48 0.05015 0.04764 0.04513 0.04263 0.04012 0.03761 0.03510 0.03259 0.03008 0.02758 0.02507 0.51 
0.49 0.02507 0.02256 0.02005 0.01755 0.01504 0.01253 0.01003 0.00752 0.00501 0.00251 o.ooooo 0.50 

0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0.000 P(x) 
For Q (x)>0.007, linear interpolation yields an error of one unit in the third decimal place ; five-point 
interpolation is necessary to obtain full accuracy. 

P(x)=1-Q(x) = J � m Z (t)dt 

Compiled from T. L. Kelley, The Kelley Statistical Tables. Harvard Univ. Press, Cambridge, Mass., 
1948 (with permission) . 
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NORMAL PROBABILITY FUNCTION-VALUES OF x FOR EXTREME VALUES ())<' P(x) AND Q(x) Table 26.b 

IJ (.r) 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 
o.ooo 00 3, 71902 3.54008 3.43161 3.35279 3.29053 3.23888 3.19465 3.15591 3.12139 3.09023 
0.001 3,09023 3,06181 3.0356 7 3.01145 2,98888 2.96774 2.94784 2. 92905 2.91124 2.89430 2.87816 
0.002 2,87816 2.86274 2,84796 2.83379 2.82016 2,80703 2. 79438 2. 78215 2. 77033 2. 75888 2.  74778 
0.003 2. 74778 2. 73701 2, 72655 2. 71638 2. 70648 2 .69684 2.68745 2,6 7829 2.66934 2.66061 2.65207 
0,004 2.65207 2.64372 2.63555 2.62756 2.61973 2.61205 2.60453 2,59715 2.58991 2.58281 2.57583 

0.005 2.57583 2.56897 2.56224 2.55562 2.54910 2.54270 2.53640 2,53019 2.52408 2.51807 2.51214 
0,006 2.51214 2,50631 2.50055 2.49488 2.48929 2.48377 2.47833 2.47296 2.46765 2.46243 2.45726 
0.007 2.45726 2.45216 2.4471 3  2.44215 2.43724 2.43238 2.42758 2.42283 2.41814 2.41350 2.40891 
3,008 2,40891 2.40437 2. 39989 2.39545 2.39106 2.386 71 2.38240 2.37814 2.37392 2.36975 2.36562 
0,009 2.36562 2.36152 2,35747 2.35345 2,34947 2,34553 2.34162 2,33775 2,33392 2.33012 2.32635 

0.010 2.32635 2.32261 2.31891 2,31524 2.31160 2.30798 2.30440 2.30085 2,29733 2.29383 2.2903 7 
0.011 2.29037 2.28693 2.28352 2.28013 2.27677 2.27343 2.27013 2. 26684 2.26358 2.26034 2.25713 
0.012 l.25713 2,25394 2.25077 2,24763 2.24450 2.24140 2.23832 2.23526 2.23223 2.22921 2.22621 
0.013 2.22621 2.22323 2.22028 2.21734 2.21442 2.21152 2.20864 2,20577 2.20293 2.20010 2 .19729 
0.014 2.19729 2.19449 2.19172 2.18896 2. 18621 2. 18349 2.18078 2.17808 2.17540 2.17274 2.1 7009 

0.015 2.17009 2.16 746 2.16484 2.16224 2.15965 2.15707 2.15451 2.15197 2.14943 2.14692 2. 14441 
0.016 2.14441 2.14192 2. 1 3944 2.1 3698 2.13452 2,13208 2. 12966 2.12724 2. 12484 2.12245 2 .12007 
0.017 2.12007 2.1 1771 2.11535 2.11301 2.11068 2.10836 2. 10605 2. 10375 2. 10147 2,09919 2.09693 
0.018 2,09693 2.09467 2.09243 2,09020 2.08798 2.08576 2.08356 2 ,08137 2.07919 2.07702 2. 07485 
0.019 2.07485 2.07270 2.07056 2,06843 2.06630 2,06419 2.06208 2.05998 2.05790 2.05582 2. 05375 

0,020 2.05375 2.05169 2.04964 2,04759 2.04556 2,04353 2.04151 2. 03950 2.03750 2.03551 2 .03352 
0.021 2,03352 2.03154 2.02957 2.02761 2.02566 2.02371 2.02177 2,01984 2,01792 2.01600 2.01409 
0,022 2.01409 2.01219 2.01029 2,00841 2.00653 2,00465 2.00279 2,00093 1.99908 1 . 99723 1. 99539 
0.023 1 .99539 1.99356 1.99174 1.98992 1.98811 1.98630 1.98450 1.98271 1 .98092 1.97914 1.97737 
0,024 1.97737 1.97560 1.97384 1. 97208 1.97033 1.96859 1.96685 1 .96512 1.96340 1.96168 1.95996 

0.0010 0.0009 0.0008 0.0007 0.0006 0.0005 0.0004 0.0003 0.0002 0.0001 0.0000 
For Q (.r) >0.0007, linear interpolation yields an error of one unit in the third decimal place; five-point 

interpolation is necessary to obtain full accuracy. 

1,) (.r) .1' r;> (.r) .I' I.J (•') .I' li(.r) .I' 

( -4) 1. 0 3, 71902 ( - 9) 1. 0 5, 99781 ( -14) 1. 0 7. 65063 ( -19) 1, 0 9. 01327 

( -5) 1. 0  4. 26489 ( -10) 1. 0 6, 36134 ( -15) 1. 0 7. 94135 ( -20) 1. 0 9. 26234 

( -6) 1. 0 4. 75342 ( -11) 1. 0 6, 70602 ( -16) 1. 0 8, 22208 ( -21) 1. 0 9. 50502 

( -7)  1.  0 5. 19934 ( -12) 1. 0 7. 03448 ( -1 7) 1, 0  8, 49379 ( -22) 1. 0 9. 74179 

( -8) 1. 0 5. 61200 ( -13) 1. 0  7. 34880 ( -18) 1. 0 8. 75729 ( -23) 1. 0 9. 97305 

P (.r) �
1-'.J(•) � L ro Z (t)dt 

Compiled from T. L. Kelley, The Kelley Statistical Tables. Harvard Univ. Press, Cambridge, Mass., 
1948 (with permission) for Q (.r) >(-9) 1 .  
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Table 26.7 PROBABILITY INTEGRAL OF x2-DISTRIBUTION, INCOMPLETE GAMMA FUNCTION 
CUMULATIVE SUMS OF THE POISSON DISTRIBUTION 

x2=0.001 0.002 0.003 0.004 ' 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 m=0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0040 0.0045 0.0050 
1 o. 97477 0. 96433 0, 95632 0. 94957 0. 94363 0. 93826 0. 93332 0. 92873 o. 92442 0. 92034 
2 0. 99950 0, 99900 0. 99850 0, 99800 0, 99750 o. 99700 0. 99651 o. 99601 0. 99551 o. 99501 
3 0. 99999 0. 99998 o. 99996 0. 99993 o. 99991 0. 99988 0. 99984 0. 99981 o. 99977 0 . 99973 
4 0. 99999 0. 99999 o. 99999 0. 99999 

x2=0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 m=0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 
1 o. 92034 0, 88754 o. 86249 o. 84148 0. 82306 0. 80650 o. 79134 o. 77730 o. 76418 o. 75183 
2 0. 99501 0. 99005 o. 98511 0. 98020 0. 97531 0. 97045 0. 96561 0. 96079 0 . 95600 0 . 95123 
3 0. 99973 o. 99925 0, 99863 0. 99790 0. 99707 0 . 99616 0. 99518 0. 99412 0 . 99301 0. 99184 
4 0. 99999 0. 99995 0, 99989 0. 99980 0, 99969 0. 99956 0. 99940 0. 99922 0. 99902 0. 99879 
5 0. 99999 0. 99998 0. 99997 0. 99995 0. 99993 0. 99991 0. 99987 0. 99984 

6 0. 99999 o. 99999 0 . 99999 0 . 99998 

x2=0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 m=0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 
1 o. 75183 0. 65472 0, 58388 0. 52709 0. 47950 0. 43858 0 . 40278 o. 37109 0. 34278 0 . 31731 
2 0. 95123 0. 90484 0. 86071 0. 81873 o. 77880 o. 74082 o. 70469 o. 67032 0 . 63763 0. 60653 
3 0. 99184 o. 97759 0. 96003 0. 94024 0. 91889 0. 89643 o. 87320 0. 84947 0. 82543 0 . 80125 
4 0. 99879 0. 99532 0. 98981 0. 98248 0. 97350 0 . 96306 o. 95133 0 . 93845 0 . 92456 0 . 90980 
5 0. 99984 0. 99911 0. 99764 0. 99533 o. 99212 0. 98800 0 . 98297 0 . 97703 0 . 97022 0 . 96257 

6 o. 99998 0. 99985 0. 99950 0. 99885 0. 99784 0. 99640 0. 99449 0. 99207 0 . 98912 0. 98561 
7 0. 99997 0. 99990 0 . 99974 0. 99945 0. 99899 0. 99834 0 . 99744 0 . 99628 0 . 99483 
8 0. 99998 0. 99994 0, 99987 0. 99973 0 . 99953 0. 99922 0. 99880 0 . 99825 
9 0. 99999 0. 99997 0. 99993 0. 99987 0. 99978 0. 99964 0. 99944 

10 0. 99999 0. 99998 0. 99997 0. 99994 0. 99989 0 . 99983 

11  0. 99999 0. 99998 0. 99997 0. 99995 
12  0. 99999 0. 99999 

x2 =  1 .1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 m= 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 
1 0. 29427 0. 2 7332 0. 25421 0. 23672 0. 22067 0. 20590 0 . 19229 0. 17971 0. 16808 0 . 15730 
2 0. 57695 0. 54881 0 . 52205 0. 49659 0. 47237 0. 44933 0. 42741 0 . 40657 0. 38674 0. 36788 
3 o. 77707 o. 75300 o. 72913 o. 70553 0. 68227 0 . 65939 0. 63693 0. 61493 0. 59342 0. 57241 
4 0. 89427 o. 8781 0 0. 86138 o. 84420 0 . 82664 0� 80879 o. 79072 o. 77248 o .  75414 o .  73576 
5 o. 95410 0. 94488 0. 93493 o. 92431 0. 91307 0. 90125 0. 88890 0 . 87607 0. 86280 0. 84915 

6 0. 98154 0. 97689 o. 97166 0. 96586 0. 95949 0. 95258 0. 94512 o.  93714 0. 92866 o. 91970 
7 0. 99305 0. 99093 0, 98844 0. 98557 0. 98231 0. 97864 0. 97457 0. 97008 0 . 96517 0 . 95984 
8 0. 99753 0. 99664 0. 99555 0. 99425 0. 99271 0. 99092 0. 98887 0. 98654 0. 98393 0 . 98101 
9 o. 99917 0. 99882 0. 99838 0. 99782 o. 99715 0. 99633 0. 99537 0. 99425 0. 99295 o. 99147 

1 0  0. 99973 0. 99961 0. 99944 0. 99921 0. 99894 0. 99859 0. 99817 0 . 99766 0. 99705 0 . 99634 

1 1  0, 99992 0. 99987 0. 99981 0. 99973 0. 99962 0. 99948 0. 99930 0 . 99908 0 . 99882 0. 99850 
12 0. 99998 0. 99996 o. 99994 o. 99991 o. 99987 0. 99982 0. 99975 0. 99966 o. 99954 0, 99941 
13 0. 99999 o. 99999 0. 99998 o. 99997 0, 99996 0. 99994 0. 99991 0. 99988 0. 99983 o. 99977 
14 0, 99999 o. 99999 0. 99999 0. 99998 0. 99997 0 . 99996 0. 99994 0, 99992 
15 0. 99999 0. 99999 0. 99999 0. 99998 0 , 99997 

16 0. 99999 0, 99999 
v t v v 

Q (x2/v) =1-P(x2/v) =[ 22 r (�) rl f�e-ZtZ- l dt=[r (�) ll f �:2 e -ttz- ldt=;f;:� e-mmJj j!(v even, C=!v, m=!x2) 
Compiled from E. S. Pearson and H. 0. Hartley (editors), Biometrika tables for statisticians, vol. I. 
Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954 (with permission) . 
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PROBABILITY INTEGRAL OF x2-DISTRIBUTION, INCOMPLETE GAMMA FUNCTION Table 26.7 

CUMULATIVE SUMS OF THE POISSON DISTRIBUTION 

x2=2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0 
rn=l .1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 1 0, 13801 o. 12134 0, 10686 0. 09426 0. 08327 o. 07364 0. 06520 0. 05778 o. 05125 o. D4550 2 o. 33287 o. 30119 o. 27253 o. 24660 0. 22313 o. 20190 0. 18268 0. 16530 0. 14957 o. 13534 3 o. 53195 0, 49363 0, 45749 o. 42350 D. 39163 o. 36181 0. 33397 0. 30802 0. 28389 0. 26146 4 0, 69903 0. 66263 D, 62682 0. 59183 0. 55783 o. 52493 D. 49325 0. 46284 0. 43375 0, 40601 5 D. 82084 o. 79147 o.  76137 o. 73079 D. 69999 D. 66918 0. 63857 0. 60831 0. 57856 0, 54942 

6 0. 90042 o. 87949 o. 85711 0. 83350 0. 80885 o. 78336 o. 75722 o. 73062 o. 70372 0. 67668 7 0. 94795 0. 93444 o. 91938 0. 90287 0. 88500 0, 86590 0. 84570 o. 82452 D. 8025D o .  77978 8 0, 97426 0. 96623 D. 95691 D. 94628 D. 93436 D. 92119 0. 90681 0. 89129 o. 8747D o. 85712 9 o. 98790 o. 98345 0, 97807 o. 97170 0. 96430 0. 95583 0. 94631 o. 93572 D. 924D8 o.  91141 10 0, 99457 0, 99225 0, 98934 0, 98575 o. 98142 0. 97632 0. 97039 D. 96359 0. 95592 D. 94735 
11 D, 99766 o. 99652 o. 995D3 o. 99311 o. 99D73 o. 98781 0. 98431 D. 98019 o. 97541 0, 96992 12 o. 99903 o. 99850 o. 99777 0. 99680 0. 99554 0, 99396 0. 99200 0. 98962 o. 98678 D. 98344 13 0, 99961 0. 99938 0. 99903 0, 99856 o. 99793 o. 99711 0, 99606 0. 99475 0. 99314 o.  99119 14 0, 99985 0. 99975 0, 9996D 0, 99938 o. 99907 D. 99866 D. 99813 D. 99743 D. 99655 D. 99547 15 0. 99994 D. 99990 0 • .  99984 o. 99974 o. 99960 o. 99940 o. 99913 0. 99878 o. 99832 o. 99774 
16 0. 99998 0. 99996 0. 99994 0. 99989 0. 99983 D. 99974 0. 99961 0. 99944 o. 99921 0. 99890 17 0, 99999 0, 99999 o. 99998 0. 99996 0. 99993 0. 99989 D, 99983 0, 99975 0. 99964 0, 99948 18 0. 99999 o. 99998 o. 99997 o. 99995 0. 99993 0, 99989 0, 99984 0. 99976 19 0, 99999 0. 99999 o. 99998 0. 99997 0, 99995 0. 99993 0, 99989 20 0. 99999 0. 99999 0. 99998 0. 99997 0. 99995 
21 0. 99999 0. 99999 0, 99998 22 0, 99999 

x2 = 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 5.8 6.0 
rn 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 

1 o. 04042 0, 03594 o. 03197 o. 02846 o. 02535 0. 02259 o. 02014 o.  01796 o. 01603 o. 01431 2 0. 12246 o. 11080 0. 10026 o. 09072 o. 08209 o. 07427 0. 06721 o. 06081 0. 05502 0, 04979 3 0. 24066 0. 22139 0, 20354 0. 18704 0. 17180 0. 15772 0. 14474 0. 13278 0. 12176 0. 11161 4 o. 37962 o. 35457 o. 33085 0. 30844 0. 28730 0. 26739 0. 24866 0. 23108 0. 21459 0. 19915 5 o. 52 D99 0. 49337 0. 46662 o. 44077 0. 41588 D. 39196 o. 36904 o. 34711 0. 32617 D. 3D622 
6 0, 64963 o. 62271 D. 59604 0. 56971 0. 54381 0. 51843 0. 49363 0, 46945 0. 44596 0. 42319 7 0. 75647 o. 73272 o. 70864 o. 68435 o. 65996 o. 63557 o. 61127 0, 58715 0. 56329 0, 53975 8 0. 83864 o. 81935 o. 79935 o.  77872 o. 75758 o. 73600 o. 71409 0. 69194 0. 66962 0. 64723 9 o. 89776 o. 88317 o. 86769 o. 85138 0. 83431 o. 81654 o. 79814 o. 77919 o. 75976 o. 73992 10 0. 93787 0. 92750 0. 91625 o. 90413 D. 89118 D. 87742 D. 86291 0. 84768 0. 83178 0. 81526 
11 0. 96370 o. 956 72 0, 94898 o. 94046 o. 93117 o. 92109 o. 91026 0, 89868 0. 88637 0. 87337 12 o. 97955 0. 97509 0. 97002 o. 96433 0. 95798 0. 95096 o. 94327 0. 93489 0. 92583 o. 91608 13 o. 98887 0. 98614 0. 98298 0. 97934 o. 97519 0. 97052 0. 96530 0. 95951 0. 95313 0. 94615 14 0. 99414 o. 99254 0. 99064 o. 98841 o. 98581 o. 98283 0, 97943 0. 97559 o. 97128 0, 96649 15 0. 99701 o. 99610 0, 99501 0, 99369 o. 99213 0. 99029 0. 98816 0. 98571 0. 98291 0, 97975 
16 0, 99851 0. 99802 0. 99741 0. 99666 o. 99575 o. 99467 0. 99338 0, 99187 0. 99012 0. 98810 17 0, 99928 0. 99902 0. 99869 0. 99828 0. 99777 o. 99715 o. 99639 0, 99550 0, 99443 0. 99319 18 0. 99966 0. 99953 o. 99936 0. 99914 0. 99886 o. 99851 0. 99809 0. 99757 0, 99694 0, 99620 19 0. 99985 o. 99978 0. 99969 o. 99958 0. 99943 o. 99924 0. 99901 0. 99872 0. 99836 0. 99793 20 0. 99993 o. 99990 0. 99986 0. 99980 o. 99972 o. 99962 0. 99950 0. 99934 0. 99914 0. 99890 
21 0. 99997 0. 99995 0, 99993 0, 99991 0. 99987 o. 99982 0. 99975 0. 99967 0. 99956 0. 99943 22 0, 99999 o. 99998 o. 99997 0. 99996 0. 99994 0, 99991 0. 99988 0. 99984 0. 99978 o.  99971 23 o. 99999 o. 99999 o. 99999 o. 99998 0, 99997 o. 99996 0. 99994 0, 99992 0. 99989 0, 99986 24 0. 99999 0. 99999 0. 99999 0. 99998 0. 99997 0. 99996 0, 99995 0, 99993 25 0. 99999 o. 99999 o. 99999 0. 99998 0. 99998 0. 99997 
26 ,;=j ( x2-x�) W=• -•o>O 0. 99999 0. 99999 0, 99998 27 Interpolation on x2 0. 99999 0. 99999 

Q(x2[ •)=Q ( x� j •o- 4) G q;2 ]+Q (x� j v0-2) [q;-q;2]+Q ( x� j vo) [1 -H� ¢2] 
Double Entry Interpolation 

Q (x2 j v)=Q ( x� j vo-4) D q;2]+Q ( x� j v0-2) [¢-¢2-wq; ]+Q ( x� j •0-1) [� w2-� w+w¢] 

+Q ( x� / vo)[ 1-w2-H� ,;2+1cq; ]+Q ( x� j •o+ l) [� w2+� w-w</> J 



980 PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.7 PROBABILITY I N TEGRAL OF x2- DI STRI BL'TION, I NCOMPLETE GAMMA f'UNCTIOl'i 

CUMt;LATIVE SUMS OF T H E  POISSON DISTRI BllTION 

x2 = 6.2 6.4 6.6 6.8 7.0 7.2 7.4 7.6 7.8 8.0 
j) m � 3.1 3.2  3 .3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 
1 0. 01278 0. 0 1 1 4 1  o. 0 1 0 2 0  0, 00912 o.  00815 0. 00729 0 . 00652 0, 00584 0 . 00522 0 . 00468 
2 0. 04505 0. 04076 o. 03688 0. 03337 o. 03020 0, 02732 o.  02472 0. 02237 o. 02024 a .  01 832 

3 0. 1 a228 o. a9369 0. 08580 0. 07855 0.  a7190 0, 06579 0 . 06018 0. 05504 o.  05033 0. 04601 
4 0. 1 8470 0. 1 71 2 0  0, 1 5860 a. 1 4 684 0, 13589 0. 12569 0. 1 1 6 2 0  0 . 1 0738 0. 09919 0 .  a9158 
5 a. 2 8724 0. 26922 a. 25213 a. 2 3 595 a . 22 a64 a. 2 a619 a . 19255 a. 1797a a. 16761 a. 1 5624 

6 o. 40116 0. 3799a 0, 35943 a. 33974 a. 32a85 a. 3a275 0, 2 8543 a. 2689a a . 25313 a. 2 3 8 1 0  
7 a. 51660 a. 4939a a.  47168 0. 4 5 a a a  0. 42888 a. 4 0 836 a. 38845 a . 36918 a . 35a56 a . 33259 

8 0. 62484 o. 60252 o. 58034 0, 55836 a. 53663 a. 51522 a. 49415 a . 47349 0 . 453 2 5  a , 43347 

9 a. 7 1 9 75 a . 69931 a. 67869 a . 65793 o. 63712 a . 61631 a . 59555 a. 57490 0, 55442 a. 53415 
1 a  a .  79819 a. 78a61 a.  76259 o. 74418 a. 72544 0. 7a644 o. 68722 a. 66784 o. 64837 a. 62884 

11 o. 85969 a. 84539 a. 83049 o. 8 1 5 a4 a. 799a8 o. 78266 a. 76583 o.  74862 o .  73 1 1 a  o .  71330 
1 2  o .  9056 7 o. 89459 0, 88288 a. 87054 0. 85761 0. 84412 o. 83009 0. 81556 0, 80056 a .  78513 
1 3  0. 93857 o. 93038 0. 9 2 1 5 7  a. 9 1 2 1 6  o.  90215 0. 89155 0. 88a38 0. 86865 a.  85638 a . 84360 
1 4  0. 96120 0. 95538 0, 94903 0. 94215 0. 93471 0. 926 73 0. 9 1 8 1 9  o .  9 0 9 1 1  0 . 89948 a. 88933 
15 0, 97619 o. 9 72 2 2  a. 96782 0. 96296 0, 95765 0. 95186 0. 94559 0. 93882 0. 93155 0. 92378 

1 6  o. 98579 0. 9 8 3 1 7  0 . 98022 0. 97693 0. 97326 o. 96921 o.  96476 0. 95989 0. 95460 0. 94887 
1 7  0, 9 9 1 74 0, 99a07 0. 98816 o. 98599 a. 98355 0. 9 8081 o.  97775 0. 97437 0 . 97064 0. 96655 
18 0. 99532 0, 99429 o. 993a9 o.  99171 o.  99013 0. 98833 0. 98630 o. 984a2 0 . 98147 0. 97864 
19 0. 99741 a. 996 79 0, 99606 o. 99521 0, 99421 0. 99307 o .  99176 0, 99026 0, 98857 0. 98667 

20 0. 99860 0. 99824 0, 99781 0 , 99729 0. 99669 0. 99598 0. 9 9 5 1 5  0. 99420 0. 99311 0 . 99187 

21 0. 99926 0, 99905 0, 99880 a. 99850 0, 99814 o. 99771 o. 99721 0. 99662 0. 99594 a . 99514 
2 2  a. 99962 a. 9995a a. 99936 a . 99919 a. 99898 a. 99873 0 , 99843 a. 998a7 a . 99765 a. 99716 
2 3  o .  99981 a. 99974 a. 99967 a . 99957 a. 99945 0, 99931 a. 99913 a. 99892 a.  99861 0. 99837 
24 a. 99990 a. 99987 a . 99983 a. 99978 a. 99971 a . 99963 a. 99953 0 , 99941 a. 99926 0. 999a8 
2 5  a. 99995 0, 99994 a. 99991 a. 99989 a. 99985 a. 99981 0. 99975 a.  99968 0, 9996a 0 . 99949 

2 6  a. 99998 a. 99997 a, 99996 a. 99994 a. 99992 a. 99990 a. 99987 a . 99983 a . 99978 a . 99973 
27 a. 99999 a. 99999 a. 99998 a. 99997 a. 99996 a. 99995 a. 99993 a . 99991 a. 99989 a . 99985 
2 8  a. 99999 0, 99999 a. 99999 a. 99998 0 , 99998 a. 99997 0, 99996 0, 99994 a . 99992 
29 0 , 99999 a. 99999 0, 99999 a. 99998 a. 99998 0. 99997 a . 99996 
30 0, 99999 a. 99999 0, 99999 0. 99999 0 , 99998 

x2� 8.2 8.4 8.6 8.8 9.0 9.2 9.4 9.6 9.8 10.0 
j) m � 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 
1 0, 00419 0, 0 0375 a. 00336 a. 0 03 0 1  0,  00270 o. oa242 a. 0 0 2 1 7  0 , 00195 0 . 00175 o . a0157 
2 0. 01657 0, 01500 0. 01357 0. 0 1 2 2 8  0. 0 1 1 1 1  0 ,  0 1 0 0 5  a.  oo9 1 o  0, 00823 0 , 00745 0. 00674 
3 o. 042 0 5  o. a3843 a. a 3 5 1 1  0, a 3 2 a 7  a. 02929 0. 02675 a.  02442 0. 02229 0, 02034 0 ,  01857 
4 0, 08452 0, 07798 0, 0 7 1 9 1  o. 06630 o.  a61 1 0  0. 05629 a. a5184 a. a4773 a. a4394 o. 04043 
5 0. 1 4 5 5 5  a .  1 3 553 a. 1 2 6 1 2  0. 1 1 7 3 1  a. 1 a906 0, 1 a 1 3 5  0 .  09413 o. a874a 0, 081 1 0  0,  07524 

6 0, 22381 0. 2 1 02 4  0, 19736 0. 1 8 5 1 4  0. 1 7358 0. 1 6264 0. 15230 0 , 14254 0, 13333 0,  1.;465 
7 0, 3 1 529 0, 29865 0. 2 8266 0. 2 6  734 0. 25266 0. 23861 0. 22520 0 . 2 1 2 4 0  o. 2 0019 a . 1 8857 
8 o. 41418 0. 39540 0. 37715 a.  35945 a . 34230 0 . 32571 0. 30968 0. 29423 a. 27935 a . 26503 
9 0, 51412 0, 49439 a. 47499 0, 45594 0. 43727 a .  41902 a .  4012a 0. 38383 0, 36692 0, 35049 

1 0  o .  60931 0, 58983 o. 57044 0, 5 5 l 1 8  0.  5 3 2 1 0  0 .  5 1 3 2 3  0, 49461 0 , 47626 o. 45821 0 . 44049 

1 1  a .  69528 0, 677a9 0. 65876 0, 64035 o.  6 2 1 89 0. 6a344 0, 58502 0. 56669 o. 54846 0, 53039 
12 0, 76931 o.  75314 0. 73666 0, 71991 o.  70293 0, 68576 0, 66844 0, 65101 a. 63350 o .  6 1 596 
13 a. 83a33 0, 8166a a.  80244 a. 78788 0, 77294 a. 75768 a. 74211 o.  72627 a. 7 1 a 2 a  a . 69393 
14 0, 87865 a. 86746 a. 85579 a. 84365 0, 831a5 a. 818a3 0,  80461 a.  79081 a. 77666 a. 762 1 8  
1 5  0, 91551 a. 9 a675 a.  89749 0, 88774 0, 87752 0, 86683 0, 85569 0, 84412 a .  83213 0 ,  81974 

16 a. 94269 o.  93606 a. 92897 a .  92142 o.  91341 a. 90495 o .  896a3 0. 88667 a. 87686 a . 86663 
1 7  0. 96208 a. 95723 0. 95198 0.  94633 o.  94026 a. 93378 a. 92687 a .  91954 a .  9 1 1 7 9  a . 90361 
1 8  a .  97551 o. 97207 0. 96830 0. 9642a a. 95974 a. 95493 a. 94974 a. 94418 a .  93824 a . 93191 
19 0. 98454 a. 982 1 7  0 . 97955 0. 97666 0. 97348 0, 97001 0. 96623 a .  962 1 3  o.  95771 a . 95295 
20 0, 99a46 a. 98887 a. 987a9 o. 9851 1 0. 98291 a.  98a47 a .  97779 a . 97486 0. 9 7166 a .  96817 

21 0. 99424 a. 99320 0.  992a3 0.  99070 o. 98921 o. 98755 0. 9857a 0. 98365 0 , 98139 0. 97891 
22 0. 99659 o. 99593 0. 9 9 5 1 8  a. 99431 0, 99333 a. 99222 a.  99098 a . 98958 a .  98803 0 . 98630 
23 o. 99802 0, 99761 o. 99714 0, 99659 o. 99596 0, 99524 0, 99442 0, 99349 a. 99245 o.  99128 
24 o. 99888 a. 99863 a. 99833 a. 99799 a. 99760 0. 99714 o.  99661 0 . 996a1 0 . 99532 0. 99455 
2 5  0 .  9993 7 0. 99922 o. 99905 0, 99884 o. 99860 0, 99831 0, 99798 0. 99760 o .  99716 0 , 99665 

26 0. 99966 0. 99957 0 . 99947 o. 99934 a. 99919 o. 99902 0, 99882 0. 99858 0. 99830 0 . 99798 
27 a. 99981 a.  99977 a. 99971 a. 99963 a. 99955 a. 99944 a. 99932 a.  9991 7 o. 9990a a . 9988a 
2 8  a. 9999a a. 99987 0. 9 9984 a. 99980 o. 99975 a. 99969 a. 99962 a. 99953 a. 99942 o.  9993a 
2 9  a. 99995 a, 99993 a. 99991 a. 99989 a. 99986 a. 99983 0, 99979 a . 99973 o.  99967 0 . 9996a 
3 a  a. 99997 0, 99997 o. 99996 0, 99994 0, 99993 a.  99991 0, 99988 a. 99985 a. 99982 a.  99977 [ V (V)r l co I V  - 1 [ (V) rl co - 1  V_ l c - 1 (J! (x2 lv) �l --l' (x2 1 v) �  22 r  2 fxl 212 di = r 2 J� x2 P 12 dt�i�o"- mmi/j ! (veven, r;� �v , m� � x2) 



PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.7 
PROBABILITY INTEGRAL 0Fx2·DISTRIBUTION, INCOMPLETE GAMMAFUNCTION 

CUMULATIVE SUMS OF THE POISSON DISTRIBUTION 
i�10.5 

II m� 5.25 
1 o. 00119 
2 o. 00525 
3 o. 01476 
4 o. 03280 
5 o. 06225 

6 o. 10511 
7 0. 16196 
8 0. 23167 
9 o. 31154 

1 0  o .  39777 

11 o. 48605 
12 0. 57218 
13 o. 65263 
14 o. 72479 
15 o. 78717 

16 0. 83925 
1 7  0. 88135 
18 o. 91436 
19 o. 93952 
20 o. 95817 

21 o. 97166 
22 o. 98118 
23 0. 98773 
24 o. 99216 
25 o. 99507 

26 o. 99696 
27 0. 99815 
28 o. 99890 
29 o. 99935 
30 o. 99963 

i�15.5 
Jl m �  7.75 
1 0. 00008 
2 0. 00043 
3 0. 00144 
4 o. 00377 
5 o. 00843 

6 0. 01670 
7 0. 03010 
8 0. 05012 
9 0. 07809 

10 o .  11487 

11 0. 16073 
12 o. 21522 
13 o. 27719 
14 o. 34485 
15 0. 41604 

1 6  o. 48837 
17 o. 55951 
18 0. 62740 
19 o. 69033 
20 o. 74712 

21 o .  79705 
22 0. 83990 
23 o. 87582 
24 0. 90527 
25 0. 92891 

26 0. 94749 
27 0. 96182 
28 0. 97266 
29 o. 98071 
30 0. 98659 

11.0 
5.5 

0. 00091 
o. 00409 
o. 01173 
o. 02656 
o. 05138 

0. 08838 
o. 13862 
o. 20170 
o. 27571 
o. 35752 

o. 44326 
o. 52892 
o. 61082 
0. 68604 
o. 75259 

0. 80949 
0. 85656 
0. 89436 
0. 92384 
o. 94622 

o. 96279 
o. 97475 
o. 98319 
o. 98901 
0. 99295 

0. 99555 
o. 99724 
o. 99831 
0. 99899 
0. 99940 
16.0 
8.0 

o. 00006 
0. 00034 
o. 00113 
o. 00302 
0. 00684 

o. 01375 
0. 02512 
o. 04238 
0. 06688 
o. 09963 

o. 14113 
0. 19124 
o. 24913 
o. 31337 
0. 38205 

o. 45296 
0. 52383 
o. 59255 
0. 65728 
o. 71662 

o. 76965 
0. 81589 
0. 85527 
0. 88808 
0. 91483 

o. 93620 
o. 95295 
o. 96582 
0. 97554 
0. 98274 

Interpolation on x2 

11.5 
5.75 

o. 00070 
o. 00318 
0. 00931 
o.  02148 
0. 04232 

o. 07410 
0. 11825 
o. 1 7495 
0. 24299 
o. 31991 

0. 40237 
0. 48662 
0. 56901 
0. 64639 
o. 71641 

o. 77762 
0. 82942 
0. 87195 
0. 90587 
o. 93221 

o. 95214 
0. 96686 
0. 97748 
0. 98498 
o. 99015 

0. 99366 
0. 99598 
0. 997i9 
0. 998 6 
0. 99907 
16.5 
8.25 o. 00005 

o. 00026 
o. 00090 
0. 00242 
0. 00555 

o.  01131 
0. 02092 
0. 03576 
o. 05715 
0. 08619 

0. 12356 
0. 16939 
0. 22318 
o. 28380 
0. 34962 

0. 41864 
o. 48871 
o. 55770 
0. 62370 
0. 68516 

o. 74093 
o. 79032 
0. 83304 
0. 86919 
0. 89912 

0. 92341 
0. 94274 
o. 95782 
o. 96939 
0. 97810 

12.0 
6.0 

o. 00053 
0. 00248 
o. 00738 
o. 01735 
o. 03479 

0. 06197 
0. 10056 
o. 15120 
o .  21331 
o. 28506 

0. 36364 
o. 44568 
0. 52764 
o. 60630 
o. 67903 

0. 74398 
0. 80014 
o. 84724 
0. 88562 
0. 91608 

0. 93962 
o. 95738 
o. 97047 
0. 97991 
0. 98657 

o. 99117 
0. 99429 
0. 99637 
o.  99773 
0. 99860 
17.0 
8.5 

o. 00004 
0. 00020 
o. 00071 
o. 00193 
0. 00450 

0. 00928 
0. 01740 
0. 03011 
0. 04872 
0. 07436 

o. 10788 
0. 14960 
0. 19930 
0. 25618 
0. 31886 

o. 38560 
0. 45437 
0. 52311 
0. 58987 
o. 65297 

o. 71111 
o. 76336 
o. 80925 
o. 84866 
0. 88179 

o. 90908 
o. 93112 
0. 94859 
o. 96218 
o. 97258 

12.5 
6.25 

0. 00041 
0. 00193 
o. 00585 
o. 01400 
0. 02854 

0. 05170 
o. 08527 
o.  13025 
0. 18657 
0. 25299 

o. 32726 
0. 40640 
0. 48713 
0. 56622 
o. 64086 

o. 70890 
o.  76896 
0. 82038 
0. 86316 
o. 89779 

o. 92513 
0. 94618 
o. 96201 
o. 97367 
0. 98206 

0. 98798 
0. 99208 
0. 99487 
0. 99672 
0. 99794 
17.5 
8.75 

0. 00003 
0. 00016 
o. 00056 
o. 00154 
0. 00364 

0. 00761 
0. 01444 
o. 02530 
0. 04144 
0. 06401 

o. 09393 
o. 13174 
o. 17744 
0. 23051 
0. 28986 

0. 35398 
0. 42102 
0. 48902 
0. 55603 
0. 62031 

0. 68039 
o. 73519 
o. 78402 
0. 82657 
0. 86287 

0. 89320 
o. 91806 
0. 93805 
0. 95383 
0. 96608 

<P�Hx2-�) 

13.0 
6.5 

o. 00031 
o. 00150 
0. 00464 
o. 01128 
o. 02338 

o. 04304 
o. 07211 
0. 11185 
0. 16261 
o. 22367 

o. 29333 
0. 36904 
0. 44781 
o. 52652 
0. 60230 

o. 67276 
o. 73619 
o. 79157 
0. 83857 
0. 87738 

0. 90862 
o. 93316 
0. 95199 
0. 96612 
0. 97650 

o. 98397 
0. 98925 
0. 99290 
0. 99538 
0. 99704 
18.0 
9.0 

0. 00002 
0. 00012 
o. 00044 
o. 00123 
0. 00295 

0. 00623 
o. 01197 
0. 02123 
0. 03517 
0. 05496 

o. 08158 
0. 11569 
0. 15752 
0. 20678 
0. 26267 

0. 32390 
0. 38884 
0. 45565 
0. 52244 
0. 58741 

o. 64900 
o. 70599 
o. 75749 
o. 80301 
0 . 84239 

o. 87577 
0. 90352 
o. 92615 
0. 94427 
0. 95853 

13.5 
6.75 

0. 00024 
o. 00117 
o. 00367 
0. 00907 
o. 01912 

o. 03575 
0. 06082 
o. 09577 
0. 14126 
0. 19704 

o. 26190 
o. 33377 
0. 40997 
0. 48759 
0. 56374 

0. 63591 
o. 70212 
o. 76106 
0. 81202 
0. 85492 

0. 89010 
o.  91827 
0. 94030 
o. 95715 
0. 96976 

0. 97902 
0. 98567 
o. 99037 
0. 99363 
0. 99585 

18.5 
9.25 

o. 00002 
o.  00010 
0. 00035 
o. 00099 
o. 00238 

o. 00510 
o. 00991 
o.  01777 
o. 02980 
o. 04709 

0. 07068 
0. 10133 
0. 13944 
0. 18495 
o.  23729 

0. 29544 
o. 35797 
o. 42320 
0. 48931 
0. 55451 

o. 61718 
o. 67597 
o. 72983 
o. 77810 
0. 82044 

0. 85683 
0. 88750 
0. 91285 
0. 93344 
0 .94986 

w�v-vo>O 

14.0 
7.0 

0. 00018 
o. 00091 
o. 00291 
0. 00730 
o.  01561 

o. 02964 
o. 05118 
o. 08177 
0. 12233 
0. 1 7299 

0 .23299 
o.  30071 
0. 37384 
o. 44971 
0. 52553 

o. 59871 
o.  66710 
o. 72909 
o. 78369 
0. 83050 

0. 86960 
0. 90148 
0. 92687 
0. 94665 
0. 96173 

0. 97300 
o. 98125 
0. 98719 
o. 99138 
0. 99428 

19.0 
9.5 

o. 00001 
o. 00008 
0. 00027 
0 . 00079 
o. 00192 

0. 00416 
o. 00819 
0. 01486 
o. 02519 
o. 04026 

o. 06109 
o. 08853 
0. 12310 
0. 16495 
o. 21373 

0. 26866 
0. 32853 
o. 39182 
0. 45684 
0. 52183 

0. 58514 
o.  64533 
o. 70122 
o. 75199 
o. 79712 

o. 83643 
0. 87000 
0. 89814 
0. 92129 
o. 94001 

14.5 
7.25 

0. 00014 
0. 00071 
0. 00230 
0. 00586 
0. 01273 

0. 02452 
o. 04297 
0. 06963 
0. 10562 
0. 15138 

0. 20655 
o .  26992 
0. 33960 
o. 41316 
o. 48800 

0. 56152 
0. 63145 
o. 69596 
o. 75380 
0. 80427 

o. 84718 
o. 88279 
o. 91165 
o. 93454 
o. 95230 

o. 96581 
o. 97588 
0. 98324 
0. 98854 
0. 99227 

19.5 
9.75 

o. 00001 
o. 00006 
0. 00022 
o. 00063 
0. 00155 

o. 00340 
0. 00676 
o. 01240 
o. 02126 
0. 03435 

0. 05269 
o. 07716 
0. 10840 
0. 14671 
0. 19196 

0. 24359 
0. 30060 
0. 36166 
0. 42521 
o. 48957 

0. 55310 
o. 61428 
0. 67185 
o. 72483 
o. 77254 

0. 81464 
0. 851 07 
0. 88200 
0. 90779 
0. 92891 

15.0 
7.5 

o. 00011 
0. 00055 
0. 00182 
0. 00470 
o. 01036 

o. 02026 
0. 03600 
0. 05915 
0. 09094 
o. 13206 

0. 18250 
0. 24144 
0. 30735 
0. 37815 
0. 45142 

0. 52464 
0. 59548 
0. 66197 
0. 72260 
0. 77641 

0. 82295 
0. 86224 
0. 89463 
0. 92076 
o. 94138 

0. 95733 
0. 96943 
0. 97844 
0. 98502 
0. 98974 

20.0 
10.0 

0. 00001 
0. 00005 
o. 00017 
o. 00050 
0. 00125 

o. 00277 
0. 00557 
0. 01034 
0. 01791 
0. 02925 

0. 04534 
0. 06709 
0. 09521 
o. 13014 
0. 1 7193 

o. 22022 
0. 27423 
0. 33282 
0. 39458 
0. 45793 

0. 52126 
0. 58304 
o.  64191 
0. 69678 
0. 74683 

o. 79156 
0. 83076 
0. 86446 
0. 89293 
0. 91654 

Q (x2 l v)�Q (x� lvo-4) [�l]+Q (� jv0-2)[<P-i]+Q (x� j v0) [ 1-</>+�4>2] 
Double Entry Interpolation 

Q (x2 ! v)�Q (x� l v0-4) [�i]+Q(x� hl-2) [<P-<P2-w<P]+Q (� I v0-1 )[� w2-� w+w<!>] 
+Q(� l•o) [ 1-w2-<P+�</>2+w�+Q (x� i v0+ 1 ) [� w2+� w- w<!>] 
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982 PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.7 PROBABILITY INTEGRAL OF x2-DISTRIBUTION, INCOMPLETE GAMMA FUNCTION 

1 2 
3 
4 5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 15 
16 17 
18 
19 2D 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

v 
5 
6 7 
8 
9 
10 
11 12 
13 
14 
15 16 17 18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 28 
29 
3a 

x2 = 21 
rll = 10.5 
a. aaaa1 
a. aaaa3 
o. aaa11 
a. aa032 D. OOD81 
a. aa184 
0, 00377 
o. a0715 
a. a1265 
o. D2109 
0. 03337 
o. 05038 o. 07293 
o. 10163 0, 13683 
0, 17851 
0. 22629 
o. 27941 a. 3368a 
D. 39713 
a. 45894 
D. 52a74 
o. 58109 
a. 63873 
o. 69261 
a. 74196 a, 78629 
o. 82535 o. 85915 
0. 88789 

x2 = 31 
11! 15.5 o. 00001 
o. 00003 
o. 00006 
o. 00014 
o. 00030 
o. 00059 a. aallO 
o. 00197 a. 00337 a. aa554 
o. 00878 o. 01346 o. 01997 o. 02879 
o. 04037 
o. 05519 o. 07366 
o. 09612 
o. 12279 
o. 15378 
a. 18902 
o. 22827 
o. 27114 o. 31708 0, 36542 
o. 41541 

22 
11.0 
a. aoao2 o. oaa07 
o. aoa2a a. aOD52 
o. oa121 
o. a0254 
o. 00492 
o. 00888 
o. 01511 
o. 02437 0. 03752 
o. 05536 
0. 07861 0. 10780 
0. 14319 o. 18472 
0. 23199 
o. 28426 0, 34051 
D. 39951 
a. 45989 
a. 52a25 
a. 57927 
o. 63574 
o. 68870 
o. 73738 
o. 78129 
o. 82a19 
0, 85404 

32 
16.0 o. 00001 
o. 00002 o. 00004 
o. 00009 o. 00020 
o. 00040 
a. oaa76 0, 00138 
o. aa240 o. aa4a1 
o. 00644 o. 01000 o. 01505 a. 02199 
0, 03125 
o. 04330 
o. a5855 
o. 07740 
o. 10014 
0, 12699 
0. 15801 
0. 19312 
0. 23208 o. 27451 a. 31987 
0. 36753 

CUMULATIVE SUMS OF THE POISSON DISTRIBUTION 

23 
11.5 
o. oooal 
a. o oao4 
a. aoa13 
O. OD034 
D. 00080 
o. 00171 
o. 00336 0, 00620 
D. 01075 
0. 01768 0. 02773 
0. 04168 o. 06027 0. 08414 
0. 11374 0. 14925 
0, 19059 
0. 23734 
a. 2888D 
a. 34398 
a. 4a173 
a. 46077 
0, 51980 
D. 57756 
0. 63295 
0. 68501 
o. 733a4 o. 77654 
0, 81526 

33 
16.5 
o. ooa01 
o. 00003 
o. oooa6 
0, 00013 
0, 00027 
o. 00053 
0, 00097 
a. a017a a. Oa288 
o. 00469 0. 00739 a. Oll27 
o. 01669 
o. 02404 
0, 03374 
0, 04622 
a. 06187 
o. 081a7 
a. 10407 
0. 13107 
o. 16210 
0, 19707 
0, 23574 
0. 27774 
0, 32254 

24 
12.0 
o. o ooa1 
a. oooa3 
a. aaao8 
D. aaD22 
0. 00052 
a. 00114 
0. 00229 
0. 00430 
o. a0760 
o. 01273 o. 02034 
o. 03113 0. 04582 0. 06509 
o. 08950 
0. 11944 
o. 15503 
a. 19615 
a. 24239 
a. 293a6 
a. 34723 
D. 4a381 
D. 4616D 
0, 51937 
a. 57597 
a. 63032 
o. 68154 
o. 72893 
o. 772a3 

34 
17.0 
o. 00001 
o. 00002 
o. aaoa4 
0. 00009 
0. 0001 9 
0, 00036 a. 00068 0, Oa120 
a. oa2a6 
a. a0341 o. 00543 a. 00840 
0. 01260 
0. 01838 
a. 02613 
o. 03624 
0. 04912 
0, 06516 
a. 08467 
0, 1 0791 
0. 13502 
0. 16605 0. 20087 
0. 23926 
0, 28083 

25 26 
12.5 13.0 

o. oaoo2 a. aa001 
o. oaaa5 a. aooa3 o. a0014 D. aOD09 
o. aao34 o. oa022 
a. oa076 o. ooa5o 
o. 00155 0. 00105 
0. 00297 o. 00204 
0. 00535 o. a0374 
o. 00912 o. a0649 0, 01482 o. 01073 
0. 02308 0, 01700 
0. 03457 0. 02589 0. 04994 0. 03802 
o. 06982 0. 05403 0. 09471 0, 07446 
0, 12492 0, 09976 
a. 16a54 a. 13a19 
D. 2a143 D. 16581 
D. 24716 a. 20645 
a. 297a7 a. 25168 
0, 35a29 a. 30087 
0, 40576 D. 35317 
a. 46237 0. 40760 
a. 51898 o. 46311 0. 57446 o. 5186a 
0, 62784 a. 57305 
o. 67825 0. 62549 
o. 72503 0, 67513 

35 36 
17.5 18.0 

0. 00001 0, 00001 o. 00003 0, 00002 0. 00006 o. 00004 
0. 00012 o. ooao8 a. 00025 a. ooan o. ooa47 o. aa032 0. 00085 o. o oa59 a. a014 7 o. aa1a4 
0. 00246 0. a0177 0, 00397 0. 00289 0, 00622 0. 00459 0, 00945 0. 00706 o. 01397 a. 01056 
o. 0201a 0. 01538 o. 02824 0. 02187 0, 03875 o. 03037 o. a5202 0. 04125 0, 0684a o. 05489 
0, 0882a o. 07160 0. 1 1165 0. 09167 0. 13887 0. 11530 a. 16987 0. 14260 0. 2a454 0. 17:356 
0, 24264 a. 20808 

27 
13.5 

a. 00001 a. aaoa2 
O. DDOD6 
0, 00015 
o. oa033 
a. 00071 
0. 0014a 
D. OD260 
0, 00460 
0. 00773 
0. 01244 o. 01925 
o. 02874 
o. 04148 
0. 05807 
0, 07900 
a. 1a465 
0. 13526 
0. 17085 
a. 21123 
0, 25597 
0. 30445 
0, 35588 
a. 40933 0. 46379 
0. 51825 
o. 57171 
o. 62327 

37 
18.5 

o. 00001 
0. 00003 
o. oooa6 
0. 00012 a. aa022 
0. 00041 o. aa074 
o. Oa127 a. 00210 0, 00337 
0. a0524 
a. 00793 
o. 01170 
0. 01683 
a. 02366 
0. 03251 
0, 04376 
a. a5774 
0. 07475 0, 09507 
0, 11886 
0, 14622 
0, 17714 

28 
14.0 

a. aooa1 
a. DOOD4 
0. 00009 
o. ooa22 
a. oa047 
0, 00095 
D. 00181 
0. 00324 0. 00553 
a. 00905 0. 01423 
o. 02157 
0. 03162 
0. 04494 
0. 06206 
a. 08343 
0, 1094a 
a. 14015 
0. 17568 
D. 21578 
D. 26D04 
0. 30785 
D. 35846 0, 41097 
0, 46445 
0. 51791 
0, 57044 

38 
19.0 

0, 00001 
0, 00002 
0. 00004 0. 00008 
0, 00015 0. 00029 
o. a0052 
a. 00090 o. oa151 0. 00246 
o. a0387 
0. 00593 
a. oa886 
o. 01289 
0. 01832 
a. 02547 
a. 03467 
0. 04626 o. 06056 
o. 07786 0, 09840 
0. 12234 
0. 14975 

29 
14.5 

D. aoaa1 
O. ODD02 
o. ao006 
o. aao15 
a. 00032 
0. 00065 
o. a0125 
o. a0227 0. 00394 
0. 00655 o. 01045 
0. 01609 
o. 02394 o. 03453 
o. 04838 
0, 06599 
o. 08776 
a. 11400 
a. 14486 
a. 18031 
a. 22013 
0. 26392 
o. 311a8 
0. 3609a 
a. 41253 
o. 46507 
o. 51760 

39 
19.5 

o. 00001 
o. 00003 o. oaoo5 o. aao11 a. oaa20 
a. a0036 
o. 00064 
0. 00109 o. 00179 
0, 00285 
a. a0442 
0. 00667 
0, 00981 
o. 01411 
o. a1984 
o. a2731 
o. 03684 
0. 04875 
0. 06336 
0. 08092 
o. 10166 
o. 12573 

30 
15.0 

a. aODD1 D. Oa002 
o. aoaa4 
0. 00010 
0, 00021 
o. OOa44 
o. ooa86 
0. 00159 0. 00279 
0, 00471 
0, 00763 O. Oll92 
0, 01800 0, 02635 
0. 03745 
o. a518a 
a. 06985 
a. D9199 
a, 11846 
0. 14940 
0, 18475 
a. 22429 
0. 26761 
0. 31415 
a, 36322 
0. 41400 
0. 46565 

40 
20.0 

o. 00001 
o. oaao2 
0. 00004 0. 00007 
o. oa014 a. aaa26 
0. 00045 0, 00078 0, 00129 
a. oo2o9 
0. 00327 
0, 00500 
a. a0744 
a. o1a81 
o. 01537 
0, a2139 
a. 02916 0. 03901 
0. 05124 
o. 06613 
0. 08394 
0. 10486 
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PROBABILITY INTEGRAL QF x2.DISTRI BUTION, INCOMPLETE GAMMA FUNCTION Table 26.7 

CUMULATIVE SUMS OF THE POISSON DISTRIBUTION 

x2=42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 
v m=21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

10  o .  00001 
11  0, 00002 0. 00001 
12  o .  0 0003 o. 00002 0 . 00001 
13  o .  0 0006 0. 00003 0 , 00001 0. 00001 
14 o. 0 0012 0. 00006 0. 00003 0. 00001 o. 00001 

15  o. 00023 o. 00011 0. 00005 0 . 00003 o. 00001 0 , 00001 
16 o. 00040 0 . 00020 0. 0 0010  0. 00005 o .  00002 o. 00001 0. 00001 
17  o. 00067 0 . 00034 0 . 00017 0 . 00009 o .  0 0004 0 . 00002 0. 00001 0 . 00001 
18 o. 00111 0. 00058 0. 00030 0 . 00015 o. 0 0008 0 . 00004 0. 00002 o .  00001 
19  o. 00177 O. OD094 o. OOD5D O , OD026 o. 00013 0 , 00007 O . ODOD3 D . DD002 O. ODOD1 

20 o .  00277 0, 00151 o. 00081 0 . 00043 o. 00022 o .  00011 0. 00006 o .  00003 0. 00001 0 . 00001 
21 0, 00421 0 . 00234 o .  00128 0. 00069 0. 00036 0 . 00019 0. 00010 0 , 00005 0 , 00003 0 . 00001 
22 o. 00625 0. 00355 o. 00198 0. 00109 o. 00059 0. 00031 0. 00016 0 , 00009 0 . 00004 0 . 00002 
23  o .  00908 o. 00526 o. 00299 0. 00167 0, 0 0092 o. 00050 0. 00027 0 . 00014 0 , 00007 o .  00004 
24 o.  D1291 o. 00763 0. 00443 0, 00252 o. 00142 0 , 00078  0. 00043 0 , 0 0023 o .  00012 0 . 00006 

2 5  0, 01797 0. 01085 0. 00642 0, 00373 o .  00213 o .  00120  0. 00066 0 , 00036 0 , 00020 0 . 00011 
26 0, 02455 o .  01512 o. 00912 o. 00540 o. 00314 0. 00180 0. 00102 0, 00056 0 , 00031 0. 00017 
2 7  D. D3292 o. 02068 0. 01272 D. 00768 D. 0 0455 o .  00265 o. 00152 0, 00086 0, 00048 O . OD026 
28 o. D4336 o. 02779 o. 01743 o. D1072 D. D 0647 0, 00384 O. D0224 0. 00129 D.  00073 O . D0041 
29 D. 05616 0. 03670 0. 02346 0. 01470 o. 00903 0 . 00545 D. 00324 o. 00189 o. 00109 O . OOD62 

30 o. 07157 0. 04769 0. 03107 o. 01983 o. 01240 0 , 00762 o. 00460 0. 00273 0 , 00160 0 . 00092 

xz 62 64 66 68 70 72 74 76 
v m 31 32 33 34 35 36 37 38 

21  0, 00001 
22  o. 00001 o. 00001 
23  O. D0002 o .  DOOD1 D. DDOD1 
24 0. 00003 o. 00002 0. 00001 
25 0. 00006 o. 00003 0, 00002 0. 00001 

26 0. 0 0009 o. 00005 0 . 00003 0 . 00001 0. 00001 
27 o. 00014 o. 00008 0. 00004 0, 00002 o.  00001 0, 00001 
28 0. 00023 o. 00012 0. 00007 0, 00004 0 , 00002 0, 00001 0 , 00001 
29 o. 0 0035 o .  00019 0. 00011 o. 00006 o. 00003 0. 00002 0, 00001 
30 0, 00052 0. 00029 o .  00016 o. 00009 o. 0 0005 0 . 00003 0. 00001 0, 0 0001 

[ � ( )rl 00 _£ �- !  [ ( )ll 00 � t  � � !  c� l 
Q (x2 lv) = 1-P (x2 l v) = 22 r � fx2e 2t2 dt= r � Jh2 e t2 dt=j"f:o e-mrnj/ j ! (v even, c=t•, m=tx2) 

<t>=� (xLx�) W�v-vo>O 
Interpolation on x2 

(J (x21 v)=Q ( x� l •o-4) n q,2]+Q ( x� \ v0-2) [<t>-<t>2]+Q ( x� l • o) [ 1-H� <�>2] 
Double Entry Interpolation 

Q ( x2 \ v)=Q ( x� \ vo-4) G q,2]+Q ( x� \ •o-2) [<t>-4>2-w¢ ]+Q (x� l v0-1) G w2-� w+w<t> J 
+Q ( x� \ •o)[ 1-w2-H� <t>2+w¢ ]+Q ( x� \ ·0+1) [� w2+� w-w<t> J 
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Table 26.8 PERCENTAGE POINTS OF THE x2·DISTRIBUTION-VkLUES OF 
x2 IN TERMS OF Q AND P 

\ 
v \ Q 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.75 0.5 0.25 
1 � -5) 3. 92704 � -4� 1.57088 � -4� 9.82069 ( -3) 3.93214 0.0157908 0.101531 0,454937 1.32330 
2 -2� 1. 00251 -2 2.01007 -2 5, 06356 0.1 02587 0,210720 0,575364 1.38629 2. 77259 
3 -2 7.17212 0,114832 0.215795 0.351846 0,584375 1,212534 2,36597 4.10835 
4 0.206990 0,297110 0.484419 0,710721 1,063623 1. 92255 3,356 70 5.38527 
5 0.411740 0,554300 0.831211 1.145476 1.61031 2,67460 4,35146 6.62568 

6 0.675727 0,872085 1.237347 1.63539 2.20413 3,45460 5.34812 7.84080 
7 o. 989265 1.239043 1.68987 2.16735 2.83311 4.25485 6,34581 9.03715 
8 1,344419 1.646482 2.17973 2.73264 3.48954 5.07064 7.34412 10.2188 
9 1. 734926 2.087912 2,70039 3.32511 4,16816 5,89883 8,34283 11.3887 

10 2.15585 2.55821 3,24697 3.94030 4,86518 6.73720 9,34182 12.5489 

11  2.60321 3.05347 3.81575 4.57481 5.57779 7.58412 10.3410 13.7007 
12 3.07382 3,57056 4.40379 5.22603 6.30380 8,43842 11.3403 14.8454 
1.3 3.56503 4,1 0691 5.00874 5.89186 7.04150 9.29906 12.3398 15.9839 
14 4,07468 4.66043 5.62872 6,57063 7,78953 1 0,1653 13.3393 17.1170 
15 4.60094 5.22935 6.26214 7.26094 8.54675 1 1.0365 14.�389 18.2451 

1 6  5.14224 5.81221 6.90766 7.96164 9.31223 11.9122 15,3385 19.3688 
17 5,69724 6,40776 7.56418 8.67176 10.0852 12.7919 16.3381 20,4887 
18 6.26481 7,01491 8.23075 9.39046 10.8649 13.6753 17.3379 21.6049 
19 6.84398 7,63273 8,90655 10.1170 11.6509 14.5620 18.3376 22.7178 
20 7.43386 8.20'040 9.59083 1 0. 8508 12.4426 15.4518 19.3374 23,8277 

21 B.0336b 8,89720 10. 28293 11.5913 13.2390 16.3444 20.3372 24,9348 
22 8.&4272 9.54249 10.9823 12.3380 14.0415 17.2396 21.3370 2&.0393 
23 9.26042 1 0.195&7 11.6885 13.0905 14,8479 18,1373 22.3369 27,1413 
24 9.88&23 1 0.8564 12.4011 13.8484 15.&587 19.0372 23.336 7 28,2412 
25 1 0.5197 11.5240 13.1197 14.&114 16.4734 19.9393 24.336b 29.3389 

26 11.1603 12.1981 13.8439 15.3791 17.2919 20.8434 25.3364 30.4345 
27 11.8076 12,8786 14.5733 1 6.1513 18,1138 21.7494 26,3363 31.5284 
28 12.4613 13.5648 15,3079 16.9279 18,9392 22.6572 27,3363 32.6205 
29 13.1211 14.2565 1 6. 0471 17.7083 19. 7677 23.5666 28.3362 33.7109 
30 13.7867 14.9535 16.7908 18.4926 20.5992 24.4776 29.3360 34.7998 

40 20.7065 22.1643 24.4331 26,5093 29.0505 33.6603 39.3354 45.6160 
50 27,9907 29,7067 32.3574 34.7642 37.6886 42.9421 49.3349 56,3336 
60 35,5346 37.4848 40.4817 43,1879 46.4589 52.2938 59.3347 66,9814 
70 43.2752 45.4418 48.7576 51.7393 55.3290 61.6983 69.3344 77.5766 
80 51.1720 53.5400 57.1532 60.3915 64.2778 71.1445 79,3343 88.1303 

90 59.1963 61.7541 65.6466 69,1260 73,2912 80.6247 89.3342 98.6499 
100 67.3276 70.0648 74.2219 77,9295 82.3581 90,13.32 99.3341 109.141 

X -2,5758 -2.3263 -1.9&00 -1.6449 -1.2816 -0.6745 o.oooo 0.6745 [ '  ( )rl s w  t .  1 Q(x2 \
_
v) = 22 r � x' e-2 t2 - dt 

From E. S. Pearson and H. 0. Hartley (editors) , Biometrika tables for statisticians, vol. I. 
Univ. Press, Cambridge, England, 1954 (with permission) for Q > 0.0005 . 

Cambridge 
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PERCENTAGE POINTS OF THE x2-DISTRIBUTION-VALUES OF Table 26.8 
x2 IN TERMS OF Q AND v 

\ 
v \ Q 0 . 1  0.05 0.025 0.01 0.005 0.()01 0.0005 0.0001 
1 2. 70554 3.84146 5.02389 6. 63490 7.87944 10.828 12.116 15.137 
2 4.60517 5.99147 7.37776 9.21034 10.5966 13.816 15.202 18.421 
3 6.251 39 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381 16.266 17.730 21. 108 
4 7. 77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8602 18.467 19.997 23.513 
5 9.23635 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496 20.515 22. 105 25.745 

6 10. 6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476 22.458 24. 103 27.856 
7 12.0170 14. 0671 16.0128 18.4753 20.2777 24.322 26.018 29.877 
8 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550 26.125 27.868 31.828 
9 14.6837 16.9190 19. 0228 21.6660 23.5893 27.877 29.666 33.720 
10 15.9871 18.3070 20.4831 23.2Q93 25.1882 29.588 31.420 35.564 

11 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7569 31.264 33.137 37.367 
12 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995 32.909 34.821 39. 134 
13 19.8119 22.3621 24.7356 27.6883 29.8194 34.528 36.478 40.871 
14 21.0642 23.6848 26. 1190 29.1413 31.3193 36.123 38.109 42.579 
15 22.3072 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013 37.697 39.719 44.263 

16 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672 39.252 41.308 45.925 
17 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185 40.790 42.879 47.566 
18 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564 42.312 44.434 49. 189 
19 27.2 036 30.1435 32.8523 36.1908 38.5822 43.820 45.973 50.796 
20 28.4120 31.41 04 34.1696 37.5662 39.9968 45.315 47.498 52.386 

21 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010 46.797 49. 011 53.962 
22 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956 48.268 50.511 55.525 
23 32.0069 35.1725 38.0757 41. 6384 44.1813 49.728 52.000 57.075 
24 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798 45.5585 51.179 53.479 58.613 
25 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9278 52.620 54.947 60.140 

26 35.5631 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899 54.052 56.407 61.657 
27 36.7412 40.1133 43.1944 46.9630 49.6449 55.476 57.858 63.164 
28 37.9159 41. 3372 44.4607 48.2782 50.9933 56.892 59.300 64.662 
29 39.0875 42.5569 45.7222 49.5879 52.3356 58.302 60.735 66.152 
30 40.2560 43.7729 46.9792 50.8922 53.6720 59.703 62.162 67.633 

40 51.8050 55.7585 59.3417 63.6907 66.7659 73.402 76.095 82. 062 
50 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900 86.661 89. 560 95.969 
60 74.3970 79.0819 83.2976 88.3794 91.9517 99.607 102.695 109.503 
70 85.5271 90.5312 95.0231 100.425 104.215 112.317 115.578 122.755 
80 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321 124.839 128.261 135.783 

90 107.565 113.145 r 118.136 124. 116 128.299 137.208 140.782 148. 627 
100 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169 149.449 153.167 161.319 

X 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758 3.0902 3.2905 3. 7190 

[ .  ( )r� J � t .  Q (x2 l v) = 22r � x' e -2 t2 -1 dt 
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Table 26.9 PERCENTAGE POINTS OF THE F-DISTRIBUTION -VALUES 

OF F IN TERMS OF Q, �' 11'2 

Q( F lv1, v2) �0.5 

Vz\V1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 "' 
1 1.00 1.50 1.71 1.82 1.89 1.94 2.00 2.07 2.09 2.12 2.15  2.17 2.20 
2 0.667 1.00 1.13 1,21 1.25 1.28 1.32 1.36 1,38 1.39 1.41 1.43 1.44 
3 0.585 0.881 1.00 1.06 1.10 1.13 1.16 1.20 1.21 1.23 1.24 1.25 1.27 
4 0.549 0,828 0.941 1.00 1.04 1.06 1.09 1.13 1.14 1.15 1.16 1.18 1.19 
5 0.528 0.799 0,907 0.965 1.00 1.02 1.05 1.09 1.10 1.11 1.12 1.14 1.15 

6 0.515 0.780 0.886 0.942 0.977 1.00 1.03 1.06 1.07 1.08 1.10 1.11 1.12 
7 0,506 o. 767 0.871 0.926 0.960 0,983 1.01 1.04 1.05 1.07 1.08 1.09 1.10 
8 0.499 0.757 0.860 0.915 0.948 0.971 1.00 1.03 1.04 1.05 1.07 1.08 1.09 
9 0,494 0,749 0,852 0,906 0,939 0,962 0.990 1.02 1.03 1.04 1.05 1.07 1.08 

10  0.490 o. 743 0,845 0.899 0.932 0.954 0.983 1.01 1.02 1.03 1.05 1.06 1.07 

11  0.486 o. 739 0.840 0.893 0,926 0.948 0.977 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 
12  0.484 0.735 0.835 0,888 0,921 0.943 0.972 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 1.06 
13 0,481 o. 731 0.832 0�885 0,917 0,939 0.967 0.996 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 
14 0,479 0.729 0.82� 0.881 0.914 0.936 0,964 0,992 1.00 1.01 1.03 1.04 1.05 
15  0.478 o. 726 0.826 0.878 0.911 0,933 0,960 0,989 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 

16 0.476 0.724 0.823 0,876 0.908 0.930 0.958 0,986 0.997 1.01 1.02 1.03 1.04 
17 0.475 0.722 0.821 0.874 0,906 0.928 0,955 0,983 0.995 1.01 1.02 1.03 1.04 
18 0.474 0.721 0.819 0.872 0,904 0.926 0.953 0.981 0.992 1.00 1.02 1.03 1,04 
19 0.473 o. 719 0.818 0.870 0,902 0,924 0,951 0,979 0,990 1.00 1.01 1.02 1.04 
20 0,472 0.718 0,816 0.868 0.900 0.922 0.950 0.977 0.989 1.00 1.01 1.02 1.03 

21 0,471 0.716 0.815 0,867 0.899 0.921 0.948 0.976 0.987 0.998 1.01 1.02 1.03 
22 0,470 0.715 0.814 0.866 0.898 0,919 0.947 0,974 0.986 0.997 1.01 1.02 1.03 
23 0.470 0.714 0.813 0.864 0.896 0.918 0.945 0.973 0.984 0.996 1.01 1.02 1.03 
24 0.469 0.714 0.812 0.863 0.895 0.917 0,944 0.972 0.983 0.994 1.01 1.02 1.03 
25 0,468 o. 713 0.811 0.862 0,894 0,916 0.943 0.971 0.982 0.993 1.00 1.02 1.03 

26 0,468 0.712 0.810 0.861 0,893 0.915  0.942 0.970 0.981 0.992 1.00 1.01 1.03 
27 0.467 0.711 0.809 0,861 0,892 0,914 0.941 0,969 0.980 0.991 1.00 1,01 1.03 
28 0,467 0.711 0.808 0.860 0.892 0,913 0.940 0.968 0.979 0,990 1.00 1.01 1.02 
29 0.466 0.710 0.808 0,859 0.891 0.912 0.940 0,967 0,978 0,990 1.00 1.01 1.02 
30 0.466 0.709 0,807 0.858 0.890 0.912 0.939 0.966 0.978 0.989 1.00 1.01 1.02 

40 0.463 o. 705 0,802 0.854 0,885 0,907 0.934 0.961 0.972 0.983 0,994 1.01 1.02 
60 0,461 0.701 0.798 0.849 0.880 0,901 0.928 0.956 0,967 0,978 0.989 1.00 1.01 

120 0.458 0.697 0.793 0.844 0.875 0,896 0,923 0.950 0.961 0.972 0.983 0.994 1.01 00 0.455 0.693 0.789 0.839 0.870 0.891 0,918 0.945 0,956 0.967 0.978 0.989 1.00 

Q(F l ii , Vz) �0.25 

vzw1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 
1 5,83 7,50 8,20 8.58 8.82 8.98 9.19 9.41 9.49 9.58 9.67 9,76 9.85 
2 2.57 3.00 3.1 5  3.23 3.28 3.31 3.35 3.39 3.41 3.43 3.44 3.46 3.48 
3 2.02 2.28 2.36 2.39 2.41 2.42 2.44 2.45 2.46 2.46 2.47 2.47 2.47 
4 1.81 2.00 2.05 2.06 2.07 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 
5 1.69 1.85 1.88 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.88 1.88 1.87 1.87 

6 1 .62 1.76 1.78 1,79 1.79 1.78 1. 78 1.77 1.76 1.76 1.75 1.74 1.74 
7 1.57 1. 70 1.72 1.72 1. 71 1. 71 1.70 1.68 1.68 1.67 1.66 1.65 1.65 
8 1.54 1,66 1.67 1.66 1.66 1.65 1.64 1.62 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 
9 1.51 1.62 1.63 1.63 1.62 1.61 1.60 1.58 1.57 1.56 1.55 1.54 1.53 

10  1,49 1.60 1.60 1.59 1.59 1.58 1.56 1.54 1.53 1.52 1,51 1.50 1.48 

11 1.47 1.58 1.58 1.57 1.56 1.55 1.53 1.51 1.50 1.49 i.48 1.47 1.45 
12 1,46 1,56 1 .56 1.55 1.54 1,53 1,51 1,49 1.48 1,47 1,45 1,44 1,42 
13  1.45 1.55 1.55 1.53 1.52 1.51 1.49 1.47 1.46 1.45 1.43 1.42 1,40 
14 1.44 1.53 1.53 1.52 1.51 1.50 1.48 1.45 1.44 1.43 1.41 1.40 1.38 
15  1.43 1.52 1 .52 1.51 1.49 1.48 1.46 1.44 1.43 1.41 1.40 1.38 1.36 

16 1.42 1.51 1.51 1.50 1.48 1.47 1.45 1.43 1.41 1.40 1.38 1.36 1.34 
17 1.42 1.51 1.50 1.49 1.47 1.46 1.44 1.41 1.40 1.39 1.37 1.35 1.33 
18 1.41 1.50 1.49 1.48 1.46 1.45 1.43 1.40 1.39 1.38 1.36 1.34 1,32 
19 1.41 1.49 1.49 1.47 1,46 1.44 1,42 1.40 1.38 1.37 1.35 1.33 1.30 
20 1.40 1.49 1.48 1.47 1.45 1.44 1.42 1.39 1.37 1.36 1.34 1.32 1.29 

21 1.40 1.48 1.48 1.46 1.44 1.43 1.41 1.38 1.37 1.35 1.33 1.31 1.28 
22 1.40 1.48 1.47 1.45 1.44 1.42 1.40 1.37 1.36 1.34 1.32 1.30 1.28 
23 1.39 1.47 1.47 1.45 1.43 1.42 1.40 1.37 1.35 1.34 1.32 1.30 1.27 
24 1.39 1.47 1.46 1.44 1.43 1.41 1.39 1.36 1.35 1.33 1.31 1.29 1.26 
25 1.39 1.47 1,46 1.44 1,42 1.41 1.39 1.36 1.34 1.33 1.31 1.28 1.25 

26 1.38 1.46 1.45 1.44 1.42 1.41 1.38 1.35 1.34 1.32 1.30 1.28 1.25 
27 1.38 1.46 1.45 1.43 1.42 1.40 1.38 1.35 1.33 1.32 1.30 1.27 1.24 
28 1,38 1.46 1.45 1,43 1.41 1.40 1.38 1.34 1,33 1.31 1.29 1.27 1.24 
29 1.38 1.45 1.45 1,43 1.41 1.40 1.37 1.34 1.32 1.31 1.29 1.26 1.23 
30 1.38 1.45 1.44 1.42 1.41 1.39 1.37 1.34 1,32 1.30 1.28 1.26 1.23 

40 1.36 1.44 1.42 1.40 1.39 1.37 1.35 1.31 1.30 1.28 1.25 1.22 1.19 
60 1.35 1.42 1.41 1.38 1.37 1.35 1.32 1.29 1.27 1.25 1.22 1.19 1.15 

120 1.34 1.40 1.39 1.37 1.35 1.33 1.30 1.26 1.24 1.22 1,19 1.16 1.10 
1.32 1.39 1.37 1.35 1.33 1.31 1.28 1.24 1.22 1,19 1,16 1,12 1,00 

Compiled from E. S. Pearson and H. 0. Hartley (editors) , Biometrika tables for 
statisticians, vol. I. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954 (with 
permission). 
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PERCENTAGE POINTS OF THE F-DISTRIBUTION -VALUES Table 26.9 
OF F IN TERMS OF Q, v1, v1 

Q(F ! vi Pz) �0.1 
�'z1�'1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 59.44 60.71 61.22 61.74 62.26 62.79 63.33 
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.37 9.41 9.42 9.44 9.46 9.47 9.49 
3 5.54 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.25 5.22 5.2 0  5.18 5.17 5.15 5.13. 
4 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.95 3.90 3.87 3.84 3.82 3.79 3.76 
5 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.34 3.27 3.24 3.21 3.17 3.14 3.10 

6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 2.98 2.90 2.87 2.84 2.80 2. 76 2.72 
7 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2. 75 2.67 2.63 2.59 2.56 2.51 2.47 
8 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.6 7 2.59 2.50 2.46 2.42 2.38 2.34 2.29 
9 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.47 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 2.16 

10 3.29 2.92 2. 73 2.61 2.52 2.46 2.38 2.28 2.24 2.20 2.16 2.11 2.06 

11 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.30 2.21 2.17 2.12 2.08 2.03 1.97 
12 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.24 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96 1.90 
13 3.14 2. 76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.20 2.10 2.05 2.01 1.96 1.90 1.85 
14 3.1 0 2. 73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.15 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.80 
15 3.07 2.  70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.12 2.02 1.97 1.92 1.87 1.82 1. 76 

16 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.09 1.99 1.94 1.89 1.84 1. 78 1.72 
17 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.06 1.96 1.91 1.86 1.81 1. 75 1.69 
18 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.04 1.93 1.89 1.84 1. 78 1.72 1.66 
19 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.02 1.91 1.86 1.81 1. 76 1.  70 1.63 
20 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.00 1.89 1.84 1. 79 1. 74 1.68 1.61 

21 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 1.98 1.87 1.83 1. 78 1. 72 1.66 1.59 
22 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 1.97 1.86 1.81 1. 76 1. 70 1.64 1.57 
23 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.95 1.84 1.80 1.74 1.69 1.62 1.55 
24 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.94 1.83 1.78 1. 73 1.67 1.61 1.53 
25 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.93 1.82 1.77 1.72 1.66 1.59 1.52 

26 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.92 1.81 1. 76 1.71 1.65 1.58 1.50 
27 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.91 1.80 1. 75 1. 70 1.64 1.57 1.49 
28 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.90 1.79 1. 74 1.69 1.63 1.56 1.48 
29 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.89 1. 78 1.73 1.68 1.62 1.55 1.47 
30 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.88 1.77 1.72 1.67 1.61 1.54 1.46 

40 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.83 1.71 1.66 1.61 1.54 1.47 1.38 
60 2. 79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.77 1.66 1.60 1.54 1.48 1.40 1.29 

120 2.75 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 1.72 1.60 1.55 1.48 1.41 1.32 1.19 
2.71 2.30 2.08 1.94 1.85 1. 77 1.67 1.55 1.49 1.42 1.34 1.24 1.00 

Q( F1Vt . V2) �0.05 
Vz\1'1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 

1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 245.9 248.0 250.1 252.2 254.3 
2 18.51 19.00  19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 19.43 19.45 19.46 19.48 19.50 
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.85 8.74 8. 70 8.66 8.62 8.57 8.53 
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.04 5.91 5.86 5.80 5.75 5.69 5.63 
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.62 4.56 4.50 4.43 4.36 

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.15 4.00 3.94 3.87 3.81 3.74 3.67 
7 5.59 4. 74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.73 3.57 3.51 3.44 3.38 3.30 3.23 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3.28 3.22 3.15 3.08 3.01 2.93 
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.07 3.01 2.94 2.86 2.79 2. 71 

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.07 2.91 2.85 2.77 2.70 2.62 2.54 

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2. 79 2.72 2.65 2.57 2.49 2.40 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.85 2.69 2.62 2.54 2.47 2.38 2.30 
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.77 2.60 2.53 2.46 2.38 2.30 2.21 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2. 70 2.53 2.46 2.39 2.31 2.22 2.13 
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.64 2.48 2.40 2.33 2.25 2.16 2.07 

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.59 2.42 2.35 2.28 2.19 2.11 2.01 
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.31 2.23 2.15 2.06 1.96 
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.51 2.34 2.27 2.19 2.11 2.02 1.92 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.48 2.31 2.23 2.16 2.07 1.98 1.88 
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.45 2.28 2.20 2.12 2.04 1.95 1.84 

21 4. 32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.42 2.25 2.18 2.10 2.01 1.92 1.81 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.40 2.23 2.15 2.07 1.98 1.89 1. 78 
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.37 2.20 2.13 2.05 1.96 1.86 1.76 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.36 2.18 2.11 2.03 1.94 1.84 1.73 
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.34 2.16 2.09 2.01 1.92 1.82 1.71 

26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.32 2.15 2.07 1.99 1.90 1.80 1.69 
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.31 2.13 2.06 1.97 1.88 1. 79 1.67 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.29 2.12 2.04 1.96 1.87 1.77 1.65 
29 4.18 3.33 2.93 2. 70 2.55 2.43 2.28 2.10 2.03 1.94 1.85 1.75 1.64 
30 4. 17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.27 2.09 2.01 1.93 1.84 1. 74 1.62 

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.18 2.00 1.92 1.84 1. 74 1.64 1.51 
60 4.00 3.15 2. 76 2.53 2.37 2.25 2.10 1.92 1.84 1. 75 1.65 1.53 1.39 

120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.02 1.83 1. 75 1.66 1.55 1.43 1.25 00 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 1.94 1. 75 1.6 7 1.57 1.46 1.32 1.00 
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Table 26.9 PERCENTAGE POINTS OF THE F-DISTRIBUTION -VALUES 

OF F IN TERMS OF Q, J11, V2 
Q(F IV! . v2) =0.025 

''z\r1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 "' 
1 647.8 799.5 864,2 899.6 921.8 937.1 956.7 976.7 984.9 993,1 1001 1010 1018 
2 38,51 39.00 39.17 39.25 39.30 39,33 39.37 39,41 39.43 39.45 39.46 39,48 39.50 
3 17,44 16,04 15.44 15.10 14,88 14.73 14.54 14.34 14.25 14.17 14,08 13,99 13,90 
4 12.22 10.65 9,98 9,60 9,36 9,20 8,98 8.75 8.66 8,56 8.46 8,36 8.26 
5 10.01 8.43 7.76 7,39 7.15 6.98 6,76 6,52 6,43 6.33 6.23 6.12 6.02 

6 8.81 7.26 6.60 6.23 5,99 5.82 5,60 5,37 5.27 5.17 5,07 4.96 4,85 
7 8,07 6.54 5,89 5.52 5.29 5.12 4.90 4.67 4,57 4,47 4.36 4,25 4.14 
8 7.57 6.06 5.42 5,05 4.82 4,65 4,43 4,20 4.1 0  4,00 3.89 3, 78 3.67 
9 7,21 5. 71 5.08 4.72 4,48 4,32 4.10 3,87 3.77 3,67 3.56 3.45 3.33 

1 0  6,94 5.46 4.83 4.47 4.24 4,07 3.85 3.62 3.52 3,42 3.31 3,20 3,08 

11 6.72 5.26 4,63 4.28 4,04 3.88 3.66 3.43 3.33 3.23 3.12 3.00 2,88 
12 6.55 5.1 0  4,47 4.1 2  3.89 3.73 3.51 3.28 3.18 3,07 2.96 2,85 2.72 
13 6,41 4,97 4.35 4,00  3.77 3.60 3.39 3.15 3.05 2.95 2.84 2. 72 2.60 
14 6.30 4,86 4.24 3.89 3,66 3.50 3.29 3.05 2.95 2,84 2.73 2,61 2,49 
15 6,20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.20 2.96 2.86 2,76 2.64 2,52 2,40 

16 6.12 4,69 4,08 3.73 3.50 3.34 3.12 2,89 2.79 2,68 2,57 2,45 2.32 
17 6,04 4.62 4,01 3.66 3.44 3.28 3.06 2.82 2.72 2,62 2,50 2,38 2.25 
18 5,98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3,01 2,77 2.67 2.56 2.44 2,32 2.19 
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3. 17  2.96 2. 72 2.62 2.51 2.39 2,27 2.13 
20 5,87 4,46 3.86 3.51 3.29 3.13 2.91 2,68 2.57 2,46 2,35 2,22 2,09 

21 5,83 4.42 3.82 3.48 3,25 3.09 2.87 2.64 2.53 2.42 2.31 2.18 2,04 
22 5.79 4,38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.84 2,60 2,50 2,39 2,27 2,14 2,00 
23 5.75 4,35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.81 2.57 2.47 2.36 2,24 2.11 1.97 
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2,99 2. 78 2.54 2,44 2,33 2.21 2,08 1.94 
25 5,69 4.29 3.69 3.35 3,13 2.97 2.75 2,51 2.41 2,30 2.18 2,05 1.91 

26  5.66 4,27 3.67 3.33 3.10 2,94 2.73 2,49 2,39 2,28 2.16 2,03 1.88 
27 5.63 4,24 3.65 3.31  3.08 2.92 2. 71 2.47 2, 36 2,25 2,13  2,00  1.85 
28 5.61 4.22  3.63 3.29 3.06 2.90 2.69 2.45 2.34 2,23 2.11 1,98 1.83 
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2,88 2.67 2.43 2.32 2,21 2,09 1.96 1,81 
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.65 2.41 2.31 2.20 2.07 1.94 1,79 

40 5.42 4,05 3,46 3.13 2.90 2.74 2,53 2.29 2.18 2.07 1.94 1,80 1,64 
60 5,29 3.93 3.34 3.01 2,79 2.63 2,41 2,17 2.06 1,94 1.82 1,67 1.48 

120 5,15 3,80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.30 2.05 1.94 1.82 1,69 1.53 1.31 
5.02 3.69 3.12 2. 79 2.57 2.41 2.19 1.94 1.83 1 .  71 1.57 1.39 1.00 

Q(F IVt .Vz) =O.Ol 
V2\f1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 
1 4052 4999.5 5403 5625 5764 5859 5982 6106 6157 6209 6261 6313 6366 
2 98.50 99,00 99.17 99,25 99,30 99,33 99,37 99.42 99,43 99,45 99,47 99,48 99,50 
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.49 27,05 26,87 26,69 26,50 26,32 26.13 
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.80 14.37 14,20 14,02 13.84 13,65 13,46 
5 16.26 13.27 12,06 11,39 10.97 10.67 10,29 9,89 9,72 9,55 9,38 9.20 9.02 

6 13.75 10,92 9,78 9,15 8.75 8.47 8.10 7.72 7.56 7,40 7.23 7,06 6,88 
7 12.25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,84 6.47 6.31 6.16 5.99 5,82 5.65 
8 11,26 8.65 7,59 7.01 6,63 6,37 6,03 5.67 5,52 5.36 5.20 5,03 4,86 
9 10,56 8.02 6.99 6.42 6.06 5,80 5.47 5.11 4.96 4.81 4.65 4,48 4.31 

10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5,39 5,06 4.71 4.56 4.41 4.25 4,08 3.91 

11 9,65 7.21 6,22 5.67 5.32 5.07 4.74 4,40 4,25 4,1 0  3,94 3,78 3.60 
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.50 4.16 4.01 3,86 3.70 3,54 3.36 
13 9,07 6, 70 5.74 5.21 4,86 4,62 4,30 3,96 3.82 3,66 3.51 3,34 3.17 
14 8,86 6.51 5.56 5,04 4.69 4,46 4.14 3.80 3.66 3.51 3.35 3,18 3,00 
15 8,68 6,36 5.42 4,89 4,56 4,32 4.00 3.67 3.52 3.37 3.21 3,05 2.87 

16 8,53 6.23 5.29 4.77 4,44 4,20 3.89 3,55 3.41 3.26 3.10 2,93 2. 75 
17 8.40 6,11 5,18 4.67 4,34 4.10 3.79 3.46 3.31 3.16 3,00 2,83 2,65 
18 a.29 6,01 5,09 4,58 4.25 4,01 3.71 3.37 3.23 3.08 2.92 2.75 2.57 
19 8.18 5.93 5.01 4,50 4.17 3.94 3.63 3.30 3.15 3,00 2.84 2.67 2,49 
20 8,10 5.85 4,94 4.43 4.1 0  3.87 3.56 3.23 3,09 2,94 2. 78 2,61 2,42 

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.51 3.17 3.03 2.88 2.72 2,55 2,36 
22 7.95 5. 72 4,82 4.31 3,99 3. 76 3,45 3.1 2  2.98 2,83 2.67 2,50 2,31 
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3. 71 3.41 3.07 2,93 2, 78 2,62 2.45 2.26 
24 7,82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.36 3.03 2,89 2. 74 2,58 2.40 2.21 
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3.85 3.63 3.32 2,99 2,85 2. 70 2,54 2,36 2,17 

26  7.72 5.53 4,64 4.14 3.82 3.59 3.29 2.96 2.81 2.66 2,50 2,33 2.13 
27 7,68 5,49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.26 2.93 2.78 2.63 2.47 2.29 2.10 
28 7.64 5,45 4.57 4.07 3. 75 3.53 3.23 2.90 2.75 2,60 2,44 2,26 2,06 
29 7.60 5.42 4,54 4,04 3.73 3.50 3.20 2.87 2.73 2,57 2.41 2.23 2,03 
30 7.56 5,39 4.51 4,02 3. 70 3.47 3.17 2.84 2.70 2.55 2.39 2,21 2,01 

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3,29 2,99 2,66 2.52 2.37 2.20 2,02 1,80 
60 7,08 4,98 4.13 3.65 3.34 3.12 2,82 2,50 2,35 2,20 2.03 1.84 1,60 

120 6,85 4. 79 3.95 3,48 3.17 2,96 2,66 2.34 2.19 2,03 1.86 1.66 1,38 "' 6.63 4.61 3,78 3.32 3.02 2,80 2.51 2.18 2.04 1.88 1. 70 1,47 1,00 
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PERCEI\TAGE POI �TS OF THE F-DISTR JB[TIO\ -\ ALUES Tablt• 2(),<) 
OF F l \  TEIOI S OF Q, v, . Vc 

Q(F lv� ,v� ) �0.005 
"z "

1 1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 
16211 20000 2161 5 22500 23056 23437 23925 24426 24630 248% 25044 25253 25465 

198, 5 199. 0 199. 2 199. 2 199,3 199,3 199.4 199,4 199,4 199,4 199,5 199,5 1 99,5 
55, 5 5  49. 80 47.47 46, 19 45.3S 44.84 44.13 43.39 43.08 42.78 42,47 42.15 41,83 
31.33 26.28 24.26 23.15 22.46 21.97 21.35 20.70 20.44 20. 1 7  19.89 19.61 19.32 
22.78 18.31 16.53 15.56 14.94 14.51 13,96 13.38 13. 1 5  12.90 1 2.66 12,40 12.14 

6 18.63 14.54 12.92 12.03 11.46 1 1.07 10.57 10,03 9.81 9,59 9,36 9.12  8,88 
7 16.24 12.40 10.88 10,05 9,52 9, 1 6  8.68 8. 1 8  7,97 7, 75 7.53 7,31 7,08 
8 14.69 11.04 9.60 8.81 8,30 7,95 7,50 7.01 6,81 6,61 6,40 6. 18 5.95 
9 13.61 10.11  8.72 7,96 7,47 7,1 3  6.69 6.23 6,03 5.83 5,62 5,41 5,19 

10 12.83 9,43 8,08 7,34 6.87 6,54 6,12 5.66 5.47 5,27 5.07 4.86 4.64 

1 1  12.23 8,91 7,60 6,88 6.42 6,10 5,68 5.24 5,05 4,86 4,65 4,44 4.23 
12 1 1 . 7 5  8.51 7,23 6.52 6,07 5, 7t 5,35 4,91 4. 72  4,53 4,33 4,12 3.90 
13 1 1. 3 7  8, 19 6,93 6. 23 5,  79 5,48 5,08 4,64 4.46 4. 27 4,07 3.87 3.65 
14 1 1. 0 6  7,92 6,68 6.00 5.56 5,26 4,86 4,43 4,25 4,06 3.86 3.66 3.44 
1 5  10.80 7, 70 6.48 5.80 5.37 5,07 4.67 4.25 4,07 3.88 3,69 3,48 3,26 

16 10.58 7.51 6,30 5.64 5.21 4,91 4,52 4,10 3.92 3. 73 3.54 3.33 3.11  
1 7  1 0.38 7,35 6. 1 6  5 , 5 (  5,07 4. 78 4,39 3,97 3. 79 3.61 3.41 3.21 2,98 
1 8  10.22 7,21 6.03 5.37 4,96 4,66 4.28 3.86 3.68 3. 50 3,30 3.10  2.87 
19 10,07 7,09 5. 92 5, 2 7  4,85 4, 56 4, 1 8  3. 76 3.59 3, 40 3, 21 3, 00 2. 78 
20 9,94 6,99 5,82 5 . 1 7  4 ,  7 6  4,47 4,09 3,68 3,50 3,32 3,12 2.92 2,69 

21 9.83 6,89 5.73 5,09 4.68 4,39 4,01 3,60 3.43 3,24 3.05 2.84 2,61 
22 9, 73 6,81 5.65 5,02 4.61 4,32 3,94 3.54 3.36 3.18 2,98 2,77 2.55 
23 9,63 6, 73 5.58 4,95 4,54 4,26 3.88 3.47 3.30 3,12 2,92 2. 71  2.48 
24 9, 55 6.66 5.52 4,89 4,49 4.2l 3,83 3.42 3.25 3.06 2,87 2,66 2.43 
25 9,48 6,60 5.46 4,84 4.43 4.15 3. 78 3.3 7 3,20 3.01 2.82 2.61 2.38 

26 9,41 6,54 5.41 4, 79 4,38 4,10 3.73 3.33 3.15 2,97 2.77 2,56 2.33 
27 9,34 6,49 5,36 4, 74 4,34 4.06 3.69 3,28 3,11  2,93 2. 73 2.52 2.29 
28 9,28 6,44 5.32 4, 70 4,30 4,02 3,65 3.25 3.07 2,89 2,69 2,48 2,25 
29 9,23 6.40 5,28 4.66 4.26 3,98 3.61 3.21 3,04 2,86 2,66 2.45 2.21 
30 9,18 6.35 5,24 4.62 4.23 3,95 3.58 3.18 .l,Ol 2.82 2.63 2.42 2.18 

40 8.83 6,07 4,98 4.37 3,99 3,71 3.35 2,95 2.78 2,60 2.40 � . 1 8  1,93 
60 8.49 5, 79 4.73 4.14 3, 76 3,49 3.13 2,74 2.57 2,39 2,19 1.96 1,69 

120 8, 1 8  5,54 4,50 3.92 3. 5 5  3,28 2.93 2,54 2,3 7 2,19 1.98 l. 7 5  1.43 
7.88 5,30 4,28 3.72 3.35 3,09 2.74 2,36 2,19 2,00 1. 79 1.5> 1.00 

Q(Fiv � ,  v2) 0.001 

* 
"

2'
"1 l 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 

1 ( 5) 4,053 ( 5) 5,000 ( 5 ) 5.404 ( 5 )  5,625 ( 5) 5,764 ( 5) 5,859 ( 5) 5.981 ( 5) 6.107 ( 5) 6. 1 5 8  ( 5) 6,209 ( 5 ) 6,261 ( 5) 6. 313 ( 5 ) 6,366 
2 998.5 999,0 999.2 999,2 999.3 999,3 999,4 999,4 999,4 999,4 999, 5 999,5 999,5 
3 167,0 148.5 141.1 137.1 134,6 132.8 130.6 128.3 1 27,4 126,4 125.4 124.5 123.5 
4 74. 1 4  61,25 56.18 53,44 51.71 50.S3 49,00 47.41 46,76 46, 10 45,43 44. 7 5  44.05 
5 47.18 37.12 33.20 31.09 29.75 28,84 27,64 26.42 25.91 25,39 24,87 24,33 23,79 

6 35,51 27.00 23.70 21.92 20.81 20,03 19.03 17,99 17,56 17.12  16.67 1 6. 2 1  15,75 
7 29. 2 5  21,69 18.77 1 7. 1 9  16.21 1 5,52 14.63 13.71 13.32 12,93 1 2,53 1 2 . 1 2  1 1. 7 0  
8 25,42 1 8.49 15.83 14.39 13.49 12.86 12.04 1 1.19 10.84 1 0.48 1 0. 1 1  9 .  73 9,33 
9 22,86 16.39 13.90 12.56 11.71  11.13  10.37 9,57 9.24 8,90 8,55 8,19 7,81 

10 21.04 14.91 12.55 1 1.28 1 0.48 9,92 9,20 8.45 8.13 7,80 7.47 7.12 6. 76 

11 19,69 13.81 11.56 10.35 9,58 9,05 8.35 7,63 7.32 7,01 6.68 6.35 6.00 
1<. 18,64 12.97 10,80 9,63 8.89 8.38 7, 71 7,00 6,71 6,40 6,09 5, 76 5,42 
13 17.81 1 2. 3 1  1 0. 2 1  9, 0 7  8, 35 7,86 7.21  6, 52 6, 23 5,93 5,63 5, 30 4,97 
14 17.14 1 1.78 9, 73 8,62 7,92 7,43 6,80 6.13 5,85 5.56 5.25 4,94 4,60 
15 16.59 1 1 .34 9,34 8,2 5  7,57 7,09 6,47 5.81 5,54 5.25 4,95 4,64 4.31 

1 6  16.12 10.97 9,00 7.94 7,27 6.81 6.19 5,55 5.27 4,99 4, 70 4,39 4,06 
1 7  15.72 10.66 8. 73 7.68 7,02 6,56 5.96 5,32 5.05 4. 78 4,48 4,18 3.85 
18 15.38 10.39 8.49 7,46 6,81 6.35 5. 76 5,13 4,87 4,59 4.30 4,00 3.67 
19 1 5.08 1 0. 1 6  8. 28 7,26 6,62 6.18 5.59 4.97 4. 70 4.43 4.14 3.84 3. 5 1  
2 0  14,82 9,95 8. 1 0  7.10 6,46 6,02 5,44 4.82 4.56 4,29 4,00 3, 70 3,38 

21 14,59 9,77 7,94 6.95 6,32 5,88 5.31 4, 70 4.44 4,17 3.88 3.58 3.26 
22 14.38 9,61 7,80 6,81 6, 1 9  5,76 5.19 4,58 4,33 4,06 3. 78 3.48 3.15 
23 14,19 9.47 7,67 6,69 6,08 5,65 5.09 4,48 4.23 3,96 3,68 3,38 3,05 
24 14.03 9,34 7,55 6.59 5,98 5.55 4,99 4.39 4,14 3,87 3,59 3.29 2.97 
25 13,88 9,22 7,45 6,49 5.88 5,46 4.91 4.31 4,06 3. 79 3,52 3,22 2.89 

26 13.7 4 9.12 7.36 6.41 5,80 5,38 4.83 4,24 3,99 3.72 3.44 3.15 2.82 
27 13.61 9,02 7,27 6.33 5. 73 5,31 4, 76 4.17 3.92 3,66 3.38 3.08 2, 75 
28 13.50 8,93 7,19 6.25 5,66 5,24 4,69 4.11 3,86 3,60 3.32 3,02 2,69 
29 13.39 8,85 7.12 6.19 5, 59 5,18 4,64 4,05 3,80 3.54 3. 27 2, 97 2.64 
30 13,29 8, 77 7,05 6.1 2  5.53 5.12 4,58 4,00 3,75 3,49 3.22 2,92 2.59 

40 1 2.61 8.25 6.60 5. 70 5.13 4,73 4,21 3.64 3,40 3 , 1 5  2,87 2,57 2,23 
60 11.97 7, 76 6,1 7  5.31 4,76 4,37 3.87 3.31 3.08 2.83 2,55 2,25 1.89 

120 11.38 7,32 5. 79 4,95 4,42 4,04 3.55 3,02 2,78 2,53 2.26 1 ,95  1 , 54 
10,83 6,91 5.42 4.62 4.10 3, 74 3, 27 2, 74 2,51 2.27 1,99 1.66 1.00 

*See page 11. 
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Tahlc 26.1 0 1 b1 LA1e RJtL ( , /' ),ROBABILITY 

PERCEI\T ·\C�OI :\TS OF Ti l E  t- J I ST H I B l  TION- \ ATX ES OF t 1 !\  T E H \I S  OF A A N D  v 

v 1A 0.2 0.5 0 .8 0.9 0.95 0 .98 0.99 0.995 0.998 0.999 0.9999 0.99999 0.999999 
1 0.325 
2 0,289 
3 0.277 
4 0,271 
s 0.267 

6 0,265 
7 0.263 
8 0,262 
9 0.261 

1 0 0,260 

1 1  0,260 
12 0,259 
1 3  0,259 
1 4  0,258 
15 0.258 

16 0,258 
17 0,257 
18 0,257 
1 9  0,257 
20 0,257 

21 0.257 
2 2  0 , 2 5 6  
2 3  0,256 
24 0,25_6 
2 5  0,256 

2 6  0,256 
2 7  0,256 
28 0.256 
29 0;25& 
3 0  0.256 

4 0  0.255 
60 0.254 

1 2 0  0,254 
00 0 . 2 5 3  

1.00 0 3. 078 6.314 
0,816 1.886 2,920 
0, 7 65 1 . 638 2 . 3 5 3  
0.741 1 . 5 3 3  2 . 1 3 2  
o.  7 2 7  1 . 4 7 6  2 . 0 1 5  

0,718 1.440 1.943,  
0 , 7 1 1  1.415 1.895 
o. 706 1 . 397 1.860 
0.703 1 , 383 1 . 8 3 3  
o.  7 00 1 . 37 2  1 . 81 2 

0,69 7 1 . 363 1 . 7 9 6  
0.695 1 . 3 56 1. 782 
0.694 1 . 3 5 0  1 . 7 7 1  
0.692 1 . 345 1 . 7 6 1  
0,691 1 , 34 1  1 .  7 5 3  

0.690 1 . 3 3 7  1 .  7 4 6 ' 
0.689 1 . 33 3  1 . 7 4 0  
0,688 1 . 3 3 0  1 . 7 34 
0,688 1 . 3 28 1 . 7 2 9  
0.687 1 . 3 2 5  1 . 7 2 5  

0,686 1 . 3 2 3  1.  7 2 1  
0.686 1 . 3 2 1  1 . 7 1 7  
0,685 1 . 3 1 9  1 . 7 1 4  
0.685 1 . 3 18 1 .  7 1 1  
0.684 1.316 1.708 

0.684 1 . 3 1 5  1 . 7 0 6  
0,684 1 . 3 1 4  1 .  7 0 3  
0,683 1 . 3 1 3  l .  7 0 1  
0.683 1 . 3 1 1  1 ,699 
0,6B3 1.310 1 ,697 

0.681 1 . 3 0 3  1 . 684 
0,679 1 . 296 1 . 6 7 1  
0,677 1 . 2 89 1,658 
0.674 1 . 2 82 1.645 

1 2 .706 3 1 . 821 63.65 7 1 2 7 , 3 2 1  318. 309 636.619 
4.303 6,965 9.925 14. 089 2 2 . 3 2 7  3 1 . 59 8  
3 . 1 82 4.541 5.841 7 . 4 5 3  1 0 . 2 1 4  1 2 .924 
2. 776 3.747 4.604 5,598 7. 1 7 3 8.61 0 
2 . 5 7 1  3 . 3 6 5  4 . 0 3 2  4. 773  5.893 6,869 

2. 447 3 . 1 4 .3  3 , 7 0 7  4 , 3 1 7  5.208 5,959 
2 , 365 2,998 3,499 4.029 4.785 5.408 
2. 306 2.896 3,355 3 , 8 3 3  4 . 5 0 1  5 , 0 4 1  
2.262 2,821 3,250 3,690 4,297 4 , 7 81 
2.228 2.  7 64 3 . 169 3,581 4,144 4 . 5 87 

2 . 2 0 1  2.  7 1 8  3 . 106 3 .497 4.025 4.437 
2 . 1 79 2.681 3,055 3,428 3 . 9 3 0  4 . 3 1 8  
2 . 1 6 0  2 , 6 5 0  3 , 0 1 2  3 . 372 3.852 4.221 
2.145 2,624 2.977 3 . 326 3.787 4 . 1 4 0  
2 . 1 3 1  2,602 2.947 3.286 3. 7 3 3  4 , 0 7 3  

2 . 1 2 0  2 , 5 8 3  2.921 3.252 3 , 686 4 . 0 1 5  
2 . 1 1 0  2,567 2,898 3.223 3,646 3 .965 
2.101 2 . 5 5 2  2.878 3 . 1 9 7  3.61 0 3,922 
2, 093 2 . 5 3 9  2.861 3 . 1 7 4  3 , 5 7 9  3,883 
2. 086 2 . 528 2,845 3 . 1 5 3  3 , 5 5 2  3 . 8 5 0  

2,080 2 . 5 1 8  2 . 8 3 1  3 . 1 3 5  3 . 5 2 7  3,819 
2.074 2 . 5 08 2,819 3 . 1 1 9  3,505 3 .  792 
2. 069 2 . 500 2.807 3 . 1 04 3,485 3 .  768 
2. 064 2,492 2.797 3 , 090 3,467 3,745 
2. 060 2,485 2 . 787 3 . 0 78 3.450 3.725 

2.056 2.479 2,779 3 . 067 3 . 4 3 5  3 .  7 0 7  
2.052 2.473 2.771 3.057 3,421 3.690 
2. 048 2.467 2.763 3 . 04 7  3,408 3.674 
2.045 2.462 2 . 7 56 3.038 3 , 39 6  3 . 6 5 9  
2.042 2.457 2 . 7 5 0  3.030 3.385 3.646 
2,021 2.423 2 , 7 04 2.971 3.307 3 . 5 5 1  
2.000 2 . 3 9 0  2.660 2.915 3.232 3 . 4 6 0  
1 .980 2 , 3 5 8  2 . 6 1 7  2 , 8 6 0  3 . 1 6 0  3 . 3 7 3  
1 , 9 60 2,326 2.576 2,807 3.090 3.291 

[ - (1 p)r 1 rl ( x2r(�l) A =A(tlv) = , vB 2
, 2 . _ 1 1+ v dx 

6 3 66.198 63661,977 
99.992 3 1 6. 2 2 5  
28.000 60. 397 
15. 544 2 7 . 7 7 1  
1 1 . 1 7 8  1 7.897 

9, 082 1 3 . 5 5 5  
7,885 1 1 . 2 1 5  
7 . 1 2 0  9,782 
6.594 8.827 
6.21 1 8,1 50 

5.921 7.648 
5.694 7.261 
5.513 6.955 
5.363 6. 7 06 
5,239 6,502 

5 , 1 3 4  6. 3 3 0  
5.044 6. 184 
4,966 6.059 
4.897 5.949 
4.837 5.854 

4.  784 5,769 
4. 736 5.694 
4.693 5.627 
4,654 5.566 
4,619 5 , 5 1 1  

4.587 5.461 
4 . 558 5.41 5 
4 . 5 3 0  5 . 3 7 3  
4.506 5. 3 3 5  
4.482 5.299 

4 , 3 2 1  5 . 0 5 3  
4 . 1 69 4.825 

* 4.025 * 4.61.3 
3.891 4.417 

From E.  S. Pearson and H.  0. Hartley (editors) , Biometrika tables for statisti-
cians, vol. I. Cambridge Univ. Press, Cambridge, England, 1954 for A 0.999, 
from E. T. Federighi , Extended tables of the percentage points of Student's 
t-distribution, J. Amer. Statist. Assoc. 54, 683-688 (1959) for !I 0.999 (with 
permission) . 

• SeP page 11. 

-

6 3 66 1 9. 772 
999,999 
1 30 . 1 55 

49,459 
28,477 

20,047 
1 5 . 764 
1 3 . 2 5 7  
1 1 . 6 3  7 
1 0, 5 1 6  

9.  702 
9,085 
8,604 
8 . 2 1 8  
7 , 9 0 3  

7. 642 
7,421 
7,232 
7.069 
6.92 7 

6.802 
6.692 
6.593 
6 , 504 
6,424 

6,352 
6,286 
6.225 
6 . 1 70 b.ll9 
5.768 
5.449 * 5.158 
4.892 
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2500 FIVE DIGIT RANDOM NUMBERS Table 26.ll 

53479 81115 98036 12217 59526 40238 40577 39351 43211 69255 
97344 70328 58116 91964 26240 44643 83287 97391 92823 77578 
66023 38277 74523 71118 84892 13956 98899 92315 65783 59640 
99776 75723 03172 43112 83086 81982 14538 26162 24899 20551 
30176 48979 921 53 38416 42436 26636 83903 44722 69210 691 17 

81874 83339 14988 99937 13213 30177 47967 93793 86693 98854 
19839 90630 71863 95053 55532 60908 84108 55342 48479 63799 
09337 33435 53869 52769 18801 25820 96198 66518 78314 97013 
31151 58295 40823 41330 21093 93882 49192 44876 47185 81425 
67619 52515 03037 81699 17106 64982 60834 85319 47814 08075 

61946 48790 11602 83043 22257 11832 04344 95541 20366 55937 
04811 64892 96346 79065 26999 43967 63485 93572 80753 96582 
05763 39601 56140 25513 86151 78657 02184 29715 04334 15678 
73260 56877 40794 13948 96289 90185 47111 66807 61849 44686 
54909 09976 76580 02645 35795 44537 64428 35441 28318 99001 

42583 36335 60068 04044 29678 16342 48592 25547 63177 75225 
27266 27403 97520 23334 36453 33699 23672 45884 41515 04756 
49843 11442 66682 36055 32002 78600 36924 59962 68191 62580 
29316 40460 27076 69232 51423 58515 49920 03901 26597 33068 
30463 27856 67798 16837 74273 05793 02900 63498 00782 35097 

28708 84088 65535 44258 33869 82530 98399 26387 02836 36838 
13183 50652 94872 28257 78547 55286 33591 619.65 51723 14211 
60796 76639 30157 40295 99476 28334 15368 42481 60312 42770 
13486 46918 64683 07411 77842 01908 47796 65796 44230 77230 
34914 94502 39374 34185 57500 22514 04060 94511 44612 10485 

28105 04814 85170 86490 35695 03483 57315 63174 . 71902 71182 
59231 45028 01173 08848 81925 71494 95401 34049 04851 65914 
87437 82758 71093 36833 53582 25986 46005 42840 81683 21459 
29046 01301 55343 65732 78714 43644 46248 53205 94868 48711 
62035 71886 94506 15263 61435 10369 42054 68257 14385 79436 

38856 80048 59973 73368 52876 47673 41020 82295 26430 87377 
40666 43328 87379 86418 95841 25590 54137 94182 42308 07361 
40588 90087 37729 08667 37256 20317 53316 50982 32900 32097 
78237 86556 50276 20431 00243 02303 71029 49932 23245 00862 
98247 67474 71455 69540 01169 03320 67017 92543 97977 52728 

69977 78558 65430 32627 28312 61815 14598 79728 55699 91348 
39843 23074 40814 03713 21891 96353 96806 24595 26203 26009 
62880 87277 99895 99965 34374 42556 11679 99605 98011 48867 
56138 64927 29454 52967 86624 62422 30163 76181 95317 39264 
90804 56026 48994 64569 67465 60180 12972 03848 62582 93855 

09665 44672 74762 33357 67301 80546 97659 11348 78771 45011 
34756 50403 76634 12767 32220 34545 18100 53513 14521 72120 
12157 73327 74196 26668 78087 53636 52304 00007 05708 63538 
69384 07734 94451 76428 16121 09300 67417 68587 87932 38840 
93358 64565 43766 45041 44930 69970 16964 08277 67752 60292 

38879 35544 99563 85404 04913 62547 78406 01017 86187 22072 
58314 60298 72394 69668 12474 93059 02053 29807 63645 12792 
83568 10227 99471 74729 22075 10233 21575 20325 21317 57124 
28067 91152 40568 33705 64510 07067 64374 26336 79652 31140 
05730 75557 93161 80921 55873 54103 34801 83157 04534 81368 
Compiled from Rand Corporation, A million random digits with 100,000 normal deviates. The Free Press, Glencoe, III., 
1955 (with permission).  
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Table 26. l l  2500 F IVE DIGIT RANDOM NUMBERS 

26687 74223 43546 45699 94469 82125 37370 23966 68926 37664 
60675 75169 24510 15100 02011 14375 65187 10630 64421 66745 
4541 8 98635 83123 98558 09953 60255 42071 4093 0 97992 93085 
69872 48026 89755 28470 44130 59979 91063 2 8766 85962 77173 
03765 86366 99539 44183 23886 89977 11964 51581 18033 56239 

84686 57636 32326 19867 71345 42002 96997 84379 2 7991 2 1459 
91512 49670 32556 85189 28023 88151 62896 95498 2 9423 38138 
10737 49307 18307 22246 22461 10003 93157 66984 44919 3 0467 
54870 19676 58367 20905 38324 00026 98440 37427 22896 37637 
48967 49579 65369 74305 62085 39297 10309 23173 74212 32272 

91430 79112 03685 05411 23027 54735 91550 06250 18705 18909 
92564 2 9567 47476 62804 73428 04535 86395 1 2162 59647 97726 
41734 12199 77441 9241 5 63542 42115 84972 12454 33133 48467 
25251 78110 54178 78241 09226 87529 35376 90690 54178 08561 
91657 11563 66036 28523 83705 09956 76610 8811 6  78351 50877 

00149 84745 63222 50533 50159 60433 04822 49577 89049 1 6162 
53250 73200 84066 59620 61009 38542 05758 061 78 80193 26466 
25587 1 7481 56716 49749 70733 327:33 60365 14108 52573 39391 
01176 12182 06882 27562 75456 54261 38564 89054 96911 88906 
83531 15544 4 0834 20296 88576 47815 96540 79462 78666 25353 

19902 98866 3 2805 61091 91587 3 0340 84909 64047 67750 87638 
96516 78705 25556 35181 2 9064 49005 29843 68949 50506 45862 
99417 56171 1 9848 24352 51844 03791 72127 57958 08366 43190 
77699 57853 93213 27342 289 06 31052 65815 21637 49385 75406 
32245 83794 99528 05150 27246 48263 62156 62469 97048 16511 

12874 72753 66469 13782 643 3 0  00056 73324 03920 13193 19466 
63899 41910 45484 55461 66518 82486 74694 07865 09724 76490 
16255 43271 2 6540 41298 35095 32170 7 0625 66407 01050 44225 
75553 3 0207  41814 74985 40223 91223 64238 73012 83100 92041 
41772 1 8441 34685 13892 38843 69007 10362 84125 08814 66785 

09270 01245 81765 06809 10561 10080 17482 05471 82273 06902 
85058 1 7815 71551 36356 97519 54144 51132 83169 27373 68609 
80222 87572 62758 14858 36350 23304 70453 21065 63812 29860 
83901 88028  56743 25598 79349 47880 77912 52020 84305 02897 
36303 57833 77622 02238 53285 77316 40106 38456 92214 54278 

91543 63886 60539 96334 2 0804 72692 08944 02870 74892 22598 
14415 33816 78231 87674 96473 44451 25098 29296 5 0679 07798 
82465 07781 0 9938 66874 7212 8  99685 84329 14530 08410 45953 
27306 39843 05634 96368 72022 0 1278 92830 40094 31776 41822 
91960 82766 02331 08797 33858 21847 17391 53755 5 8079 48498 

59284 96108 91610 07483 37943 96832 15444 12091 36690 58317  
10428 96003 71223 21352 78685 55964 35510 94805 23422 04492 
65527 41039 79574 05105 59588 02115 33446 56780 1 8402 36279 
59688 43078 93275 31978 08768 84805 50661 18523 83235 50602 
44452 10188 43565 46531 93023 07618 12910 60934 53403 18401 

87275 82013 59804 78595 60553 14038 12096 95472 42736 08573 
94155 93110 49964 27753 85090 77677 69303 66323 77811 22791 
26488 76394 91282 03419 68758 89575 66469 97835 66681 03171 
37073 34547 88296 68638 12976 5 0896 10023 27220 0 5785 77538 
83835 89575 55956 93957 30361 47679 83001 35056 07103 63072 



PROBABILITY FUNCTIONS 993 
2500 FIVE DIGIT RANDOM NUMBERS Table 26. l l  

55034 81217 90564 81943 11241 84512 12288 89862 00760 76159 
25521 99536 43233 48786 49221 06960 31564 21458 88199  06312 
85421 72 744 97242 66383 00132 05661 96442 37388 57671 27916 
61219 48390 47344 30413 39392 91365 56203 79204 05330 31196 
20230 03147 58854 11650 2 8415 12821 58931 30508 65989 26675 

95776 83206 56144 55953 89787 64426 08448 45707 803 64 60262 
07603 17344 01148 83300 96955 65027 31713 89013 79557 49755 
00645 17459 78742 39005 36027  98807 72666 54484 68262 38827 
62950 83162 61504 31 557 80590 47893 72360 72720 08396 33674 
79350 10276 81933 26347 08068 67816 06659 87917 74166 85519 

48339 69834 59047 82175 92010 58446 69591 56205 95700 86211 
05842 08439 79836 50957 32059 32910 15842 13918 41365 8011 5  
25855 02209 07307 59942 71389 76159 11263 38787 61541 22606 
25272 16152 82323 70718 98081 3 8631 91956 49909 76253 33970 
73003 29058 17605 49298 47675 9 0445 68919 05676 23823 84892 

8131 0 94430 22663 06584 38142 00146 17496 5111 5  61458 65790 
10024 44713 59832 80721 63711 67882 25100 45345 55743 67618 
84671 52806 89124 37691 20897 82339 22627 06142 05773 03547 
29296 5 8162 21858 33732 94056 88806 54603 00384 66340 69232 
51771 94074 70630 41286 90583 87680 13961 55627 23670 35109 

42166 56251 60770 51672 36031 77213 85218 14812 90758 23677 
78355 67041 22492 51522 31164 30450 27600 44428 96380 26772 
09552 51347 33864 89018 73418 81538 77399 3 0448 97740 18158 
15771 63127 34847 05660 06156 48970 5 5699 61818 91763 2 0821 
13231 99058 93754 36730 44286 44326 15729 37500 47269 13333 

50583 03570 3 8472 73236 67613 72780 78174 18718 99092 64114 
99485 573 3 0  10634 74905 90671 19643 69903 60950 1 7968 37217 
54676 39524 73785 48864 69835 62798 65205 69187 05572 74741 
99343 71549 1 0248 76036 31702 76868 88909 69574 27642 00336 
35492 40231 34868 55356 12847 68093 52643 32732 67016 46784 
9817 0  2 5384 0 3841 23920 47954 10359 70114 11177 63298 99903 
02670 86155 56860 02592 01646 42200 79950 37764 82341 71952 
36934 42879 81637 79952 07066 41625 96804 92388 88860 68580 
56851 12778 24309 73660 84264 24668 1 6686 02239 66022 64133 
05464 28892 14271 23778 88599 17081 33884 88783 39015 57118 
15025 20237 63386 71122 06620 0 7415 94982 32324 79427 70387 
9561 0 0 8030 81469 91066 88857 565 83 01224 28097 19726 71465 
09026 40378 05731 55128 74298 49196 31669 42605 30368 96424 
81431 99955 52462 67667 97322 69808 21240 65921 12629 92896 
21431 59335 58627 94822 65484 09641 41018 85100 1 61 1 0  32077 
95832 76145 11636 80284 17787 97934 12822 73890 66009 27521 
99813 44631 43746 99790 86823 12114 31706 05024 28156 04202 
7721 0  31148 50543 11603 5 0934 02498 09184 95875 85840 71954 
13268 02609 79833 66058 80277 08533 28676 37532 70535 82356 
44285 71735 26620 54691 14909 52132 81 110 74548 78853 31996 
70526 45953 79637 57374 05053 31965 33376 13232 85666 86615 
88386 1 1222 25080 71462 09818 46001 19065 68981 18310 74178 
83161 73994 17209 79441 64091 49790 11936 44864 86978 34538 
50214 71721 :3:3851 45144 0569 6  29935 1 2823 01594 08453 52825 
97689 29341 67747 80643 13620 23943 49396 83686 37302 95350 

-



994 PROBABILITY FUNCTIONS 

Table 26.Il 2500 FIVE DIGIT RANDOM NUMBERS 

12367 23891 31506 90721 18710 89140 58595 99425 22840 08267 
38890 30239 34237 22578 74420 22734 26930 4060 4  10782 80128 
80788 55410 39770 93317 18270 21141 52085 78093 85638 81140 
02395 77585 08854 23562 33544 45796 1 0976 44721 24781 09690 
73720 70184 69112 71887 80140 72876 38984 23409 63957 44751 

61383 17222 55234 18963 39006 93504 18273 49815 52802 69675 
39161 44282 14975 97498 25973 33605 60141 30030 77677 49294 
80907 74484 39884 19885 37311 04209 49675 39596 01052 43999 
09052 65670 63660 34035 06578 87837 28125 48883 50482 55735 
33425 24226 32043 60082 20418 85047 53570 32554 64099 52326 

72651 69474 73648 71530 55454 19576 15552 2 0577 12124 50038 
04142 32092 83586 61825 35482 32736 63403 91499 37196 02762 
85226 14193 52213 60746 24414 57858 31884 51266 82293 73553 
54888 03579 91674 59502 08619. 33790 29011 85193 62262 28684 
33258 51516 82032 45233 39351 33229 59464 65545 76809 16982 

75973 15957 32405 82081 02214 57143 33526 47194 94526 73253 
90638 75314 35381 34451 49246 11465 25102 71489 89883 99708 
65061 15498 93348 33566 19427 66826 03044 97361 08159 47485 
64420 07427 82233 97812 39572 07766 65844 29980 15533 90114 
27175 17389 76963 75117 45580 99904 47160 55364 25666 25405 

32215 30094 87276 56896 15625 32594 80663 08082 19422 80717 
54209 58043 72350 89828 02706 16815 89985 37380 44032 59366 
59286 66964 84843 71549 67553 33867 83011 66213 69372 23903 
83872 58167 01221 95558 22196 65905 38785 01355 47489 28170 
83310 57080 03366 80017 39601 40698 56434 64055 02495 50880 

64545 29500 13351 78647 92628 19354 60479 57338 52133 07114 
39269 00076 55489 01524 76568 22571 2 0328 84623 30188 43904 
29763 05675 28193 65514 11954 78599 63902 21346 19219 90286 
06310 02998 01463 27738 90288 1 7697 64511 39552 34694 03211 
97541 47607 57655 59102 21851 44446 07976 54295 84671 78755 

82968 85717 11619 97721 53513 53781 98941 38401 70939 11319 
76878 34727 12524 90642 16921 13669 1 7420 84483 68309 85241 
87394 78884 87237 92086 95633 66841 22906 64989 86952 54700 
74040 12731 59616 33697 12592 44891 67982 72972 89795 1 0587 
47896 41413 66431 70046 50793 45920 96564 67958 56369 44725 

87778 71697 64148 54363 92114 34037 59061 62051 62049 33526 
96977 63143 72219 80040 11990 47698 95621 72990 29047 85893 
43820 13285 77811 81697 29937 70750 02029 32377 00556 86687 
57203 83960 40096 39234 65953 59911 91411 55573 88427 45573 
49065 72171 80939 06017 90323 63687 07932 99587 49014 26452 

94250 84270 95798 13477 80139 26335 55169 73417 40766 45170 
68148 81382 82383 18674 40453 92828 30042 37412 43423 45138 
12208 97809 33619 28868 41646 16734 88860 32636 41985 84615 
88317 89705 26119 12416 19438 65665 60989 59766 1 1418 18250 
56728 80359 29613 63052 15251 44684 64681 42354 51029 77680 

07138 12320 01073 19304 87042 58920 28454 81069 93978 66659 
21188 64554 55618 36088 24331 84390 16022 12200 77559 75661 
02154 12250 88738 43917 03655 21099 60805 63246 26842 35816 
90953 85238 32771 07305 36181 47420 19681 33184 41386 03249 
80103 91308 12858 41293 00325 15013 19579 91132 1 2720 92603 



PROBABILITY FUNCTIONS 995 

2500 FIVE DIGIT RA�DOM NUMBER S Table 26. 1 1  

92630 78240 19267 95457 53497 23894 37708 79862 76471 66418 
79445 78735 71 549 44843 26104 67318  00701 34986 66751 99723 
59654 71966 27386 50004 05358 94031 29281 18544 52429 06080 
31524 49587 76612 39789 13537 48086 59483 60680 84675 53014 
06348 76938 90379 51392 55887 71015 09209 791 57 24440 30244 

28703 51709 94456 48396 73780 06436 86641 69239 57662 80181 
68108 89266 94730 95761 75023 48464 65544 96583 18911 16391 
99938 90704 93621 66330 33393 95261 95349 51769 91616 33238 
91 543 73196 34449 63513 83834 99411 58826 40456 69268 48562 
42103 02781 73920 56297 72678 12249 25270 36678 21313 75767 

17138 27584 25296 28387 51350 61664 37893 05363 44143 42677 
28297 14280 54524 21618 95320 38174 60579 08089 94999 78460 
09331 56712 51333 06289 75345 08811 82711 57392 25252 30333 
31295 04204 93712 51287 05754 79396 87399 51773 33075 97061 
36146 15560 27592 42089 99281 59640 15221 96079 09961 05371 

29553 18432 13630 05529 02791 81017 49027 79031 50912 09399 
23501 22642 63081 08191 89420 67800 55137 54707 32945 64522 
57888 85846 67967 07835 11314 01545 48535 17142 08552 67457 
55336 71264 88472 04334 63919 36394 11196 92470 70543 29776 
1 0087 10072 55980 64688 68239 20461 89381 93809 00796 95945 

34101 81277 66090 88872 37818 72142 67140 50785 21380 16703 
53362 44940 60430 22834 14130 96593 23298 56203 92671 15925 
82975 66158 84731 19436 55790 69229 28661 13675 99318 76873 
54827 84673 22898 08094 14326 87038 42892 21127 30712 48489 
25464 59098 27436 89421 80754 89924 19097 67737 80368 08795 

67609 60214 41475 84950 40133 02546 09570 45682 50165 15609 
44921 70924 61295 511 37 47596 86735 35561 76649 18217 63446 
33170 30972 98130 95828 49786 13301 36081 80761 33985 68621 
84687 85445 06208 17654 51333 02878 35010 67578 61574 20749 
71886 56450 36567 09395 96951 35507 17555 35212  69106 01679 

00475 02224 74722 14721 40215 21351 08596 45625 83981 63748 
25993 38881 68361 59560 41274 69742 40703 37993 03435 18873 
92882 53178 99195 93803 56985 53089 15305 50522 55900 43026 
25138 26810 07093 1 5677 60688 04410 24505 37890 67186 62829 
84631 71882 12991 83028 82484 90339 91950 74579 03539 90122 

34003 92326 12793 61453 48121  74271 28363 66561 75220  35908 
53775 45749 05734 86169 42762 70175 97310 73894 88606 19994 
59316 97885 72807 54966 60859 11932 35265 71601 55577 67715 
20479 66557 50705 26999 09854 52591 14063 30214 19890 19292 
86180 84931 25455 26044 02227 52015 21820 50599 51671 65411 

21451 68001 72710 40261 61281 13172 63819 48970 51732 54113 
98062 68375 80089 24135 72355 95428 11808 29740 81644 86610 
01788 64429 14430 94575 75153 94576 61393 96192 03227 32258 
62465 04841 43272 68702 01274 05437 22953 18946 99053 41690 
94324 31089 84159 92933 99989 89500 91586 02802 69471 68274 

05797 43984 21575 09908 70221 19791 51578 36432 33494 79888 
1 0395 14289 52185 09721 25789 38562 54794 04897 59012 89251 
35177 56986 25549 59730 64718 52630 31100 62384 49483 11409 
25633 89619 75882 98256 02126 72099 57183 55887 0932 0 73463 
16464 48280 94254 45777 45150 68865 11382 11782 22695 41988 
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27. Miscellaneous Functions 
27 .1. Dehye Functions 

Series Representations 
27.1.]. 

f" tndt 1 X "' B2kx21r. 
Jo e1-1  =xn[n 2(n+l) + 'fj (2k+n) (2k) ! ] 

( /x /<2?r,n;::: 1) 
(For Bernoulli numbers B2k, see chapter 23.) 

27.1.2 f.<D tndt - <D -kx xn nxn- I (n) (n- 1)xn-2 
,. e'- 1 -t.j e [ k + k2 + k3 

n! + . . .  +kn+1] (x>O,n;:::: 1 ) 

Relation to Riemann Zeta Function (see chapter 23) i"' tndt 27.1.3 -,-1=n!r(n+1) . 
o e -

[27.1] J. A. Beattie, Six-place tables of the Debye energy 
and specific heat functions, J. Math. Phys. 6, 
1-32 (1926) . 
� rz yBdy

' 
12 

[ 
rz y'dy - �1. x=0(.01)24 68. x3)o eu- 1  x3 Jo e•- 1 ez- 1  J 

[27.2] E. Griineisen, Die Abhangigkeit des elektrischen 
Widerstandes reiner Metalle von der Temperatur, 
Ann. Physik . (5) 16, 530--540 (1933) . 

!?fe:�\ -ez
�

1
' 

x=0(.1) 13(.2) 18(1)20(2)52(4)80, 48 . 

Table 27.1 Dehye Functions 

X 

0. 0 
0. 1 
0. 2 
0. 3 
0. 4 

0. 5 
0. 6 
0. 7 
o. 8 
o. 9 
1. 0 
1. 1 
1. 2 
1. 3 
1. 4 

1. 6 
1. 8 
2. 0 
2. 2 
2. 4 

2. 6 
2. 8 
3. 0 
3. 2 
3. 4 

3. 6 
3. 8 
4. 0 
4. 2 
4. 4 

4. 6 
4. 8 
5. 0 
5. 5 
6. 0 

6. 5 
7. 0 
7. 5 
8. 0 
8. 5 

9. 0 
9. 5 

10. 0 

998 

1 Soz tdt 
x o e '- 1 

1. 000000 
0. 975278 
0. 951111  
0 .  927498 
0. 904437 

0. 881927 
o. 859964 
0. 838545 
0. 817665 
0. 797320 
0. 777505 
o. 758213 
0. 739438 
0. 721 173 
0. 703412 

0. 669366 
o. 637235 
0. 606947 
0. 578427 
0. 551596 

0. 526375 
0. 502682 
0. 480435 
o. 459555 
0. 439962 

0. 421580 
0. 404332 
0. 388148 
0. 372958 
0. 358696 

0. 345301 
0. 332713 
o. 320876 
0. 294240 
0. 271260 

0. 251331 
0. 233948 
0. 218698 
0. 205239 
0. 193294 

0. 182633 
0. 173068 
0. 164443 

2 Soz t2dt 
x2 o e '- 1 

1. 000000 
0. 967083 
0. 934999 
0. 903746 
0. 873322 

0. 843721 
0. 814940 
o. 786973 
0. 759813 
0. 733451 

o. 707878 
o. 683086 
o. 659064 
o. 635800 
0. 613281 

0. 570431 
o. 530404 
0. 493083 
0. 458343 
0. 426057 

0. 396095 
o. 368324 
0. 342614 
o. 318834 
0. 296859 
0. 276565 
o. 257835 
0. 240554 
0. 224615 
o. 209916 

0. 196361 
0. 183860 
o. 172329 
0. 147243 
0. 126669 

o. 109727 
0. 095707 
0. 084039 
0. 074269 
0. 066036 

0. 059053 
0. 053092 
0. 047971 

3 Soz t3dt 
x3 o e •- 1 

4 Soz t4dt 
x4 o e '- 1 

1. 000000 1. 000000 
0. 963000 0. 960555 
0. 926999 0. 922221 
0. 891995 0. 884994 
0. 857985 0. 848871 

0. 824963 0. 813846 
0. 792924 o. 779911 
o.  761859 0. 747057 
0. 731759 o. 715275 
0. 702615 o. 684551 
0. 674416 0. 654874 
0. 647148 0. 626228 
0. 620798 0. 598598 
0. 595351 0. 571967 
0. 570793 o. 546317 

0. 524275 0. 497882 
0. 481103 o. 453131 
0. 441129 o. 411893 
o. 404194 0. 373984 
o. 370137 o. 339218 

0. 338793 0. 307405 
0. 309995 o. 278355 
0. 283580 o. 2518�9 
0. 259385 o. 2277 2 
0. 237252 0. 205915 
0. 217030 o. 186075 
0. 198571 0. 168107 
0. 181737 0. 151855 
0. 166396 0. 137169 
0. 152424 0. 123913 
0. 139704 0. 1 11957 
0. 128129 0. 101180 
o. 117597 0. 091471 
0. 095241 0. 071228 
0. 077581 0. 055677 

0. 063604 0. 043730 
0. 052506 0. 034541 
0. 043655 0. 027453 
0. 036560 0. 021968 
0. 030840 0. 017702 

0. 026200 0. 014368 
o. 022411 o.  011747 
0. 019296 0. 009674 



MISCELLANEOUS FUNCTIONS 999 
Planck's Radiation Function 

f(x.) =z-5(e"•- 1)-1 
Table 27.2 

X. 

0. 050 
0. 055 
0. 060 
0. 065 
0. 070 
0. 075 
0. 080 
0. 085 
0. 090 
0. 095 
0. 100 

f(x.) X. f(x.) 

0. 007 0. 10 4. 540 
0. 025 0. 1 1  6. 998 
0. 074 0. 12 9. 662 
0. 179 0. 13 12. 296 
0. 372 0. 14 14. 710 
0. 682 0. 15 16. 780 
1. 137 0. 16 18. 446 
1. 752 0 . . 17  19. 692 
2. 531 0. 18 20. 539 
3. 466 0. 19 21. 025 
4. 540 0. 20 21. 199 [ <-;> 2] [< -;>s] 

X. 

0. 20 
0. 22 
0. 24 
0. 26 
0. 28 
o. 30 
0. 32 
0. 34 
0. 36 
0. 38 
0. 40 

X.ma•= .20140 52353 /(Xma•) = 21.20143 58. 

[27.3] Miscellaneous Physical Tables, Planck's radiation 
functions and electronic functions, MT 17 (U.S. 
Government Printing Office, Washington, D.C., 
1941) . 

RA=c1x-a(e•st>-r_ l)-•, Ro-�= l� 
R�dx, 

N�= 2'11'cX-4 (e•st-'r - 1)-1, No-�= l� N�dX 

f(x.) 

21. 199 
20. 819 
19. 777 
18. 372 
16. 809 
15. 224 
13. 696 
12. 270 
10. 965 

9. 787 
8. 733 

X. f(x.) X. f(x) 

0. 40 8. 733 0. 9 0. 831 
0. 45 6. 586 1. 0 0. 582 
0. 50 5. 009 1. 1 0. 419 
0. 55 3. 850 1. 2 0. 309 
0. 60 2. 995 1. 3 0. 233 
o. 65 2. 356 1. 4 0. 178 
0. 70 1. 875 1. 5 0. 139 
0. 75 1. 508 2. 0 0. 048 
0. 80 1. 225 2. 5 o. 021 
0. 85 1. 005 3. 0 0. 010 
0. 90 o. 831 3. 5 0. 006 

Table I: �� Ro-� , �� No-A for RA mu Ro-oo NA m&• No-oo 
AT=[.05(.001) .1 (.005) .4(.01) .6(.02) 1 (.05)2]cm K0• 

Table II: RA, Ro-�, NA, No-� ( T = 1000° K) 
for }..=[.5(.01) 1 ( .05)4(.1)6(.2) 10(.5) 20] microns. 

Table III: N� for }..=[.25(.05) 1 .6(.2)3(1) 10] 
microns, T=[1000°(500°)3500° K and 6000° K] . 

Einstein Functions Table 27.3 

x1e• X X 
(e•- 1)1 e•- 1 

0. 00 1. 00000 1. 00000 
0. 05 0. 99979 0. 97521 
0. 10 o. 99917 0. 95083 
0. 15 o.  99813 o. 92687 
0. 20 o. 99667 o. 90333 
o. 25 0. 99481 o. 88020 
0. 30 o. 99253 o. 85749 
o. 35 o. 98985 o. 83519 
o. 40 o. 98677 o. 81330 
o. 45 o. 98329 o. 79182 
0. 50 o. 97942 o. 77075 
0. 55 0. 97517 o. 75008 
0. 60 0. 97053 o. 72982 
0. 65 0. 96552 o. 70996 
o. 70 o. 96015 o. 69050 
0. 75 0. 95441 o. 67144 
0. 80 o. 94833 o. 65277 
0. 85 o. 94191 o. 63450 
0. 90 0. 93515 0. 61661 
0. 95 0. 92807 o. 59910 
1. 00 0. 92067 o. 58198 
1. 05 o. 91298 0. 56523 
1. 10 0. 90499 0. 54886 
1. 15 0. 89671 o. 53285 
1. 20 0. 88817 0. 51722 
1. 25 0. 87937 o. 50194 
1. 30 0. 87031 o. 48702 
1. 35 0. 86102 o. 47245 
1. 40 0. 85151 o. 45824 
1. 45 0. 84178 o. 44436 
1. 50 0. 83185 o. 43083 

ln (1 -e-•) 

- co 
- 3. 02063 
- 2. 35217 
- 1. 97118 
- 1. 70777 
- 1. 50869 
- 1. 35023 
- 1. 21972 
- 1. 10963 
- 1. 01508. 
-0. 93275 
-0. 86026 
-0. 79587 
-0. 73824 
-0. 68634 
-0. 63935 
-0. 59662 
-0. 55759 
-0. 52184 
-0. 48897 
-0. 45868 
-0. 43069 
- 0. 40477 
-0. 38073 
-0. 35838 
-0. 33758 
-0. 31818 
-0. 30008 
-0. 28315 
-0. 26732 
- 0. 25248 

X 
e•- 1 

-ln ( 1-e-•) 

"''} 

00 
3. 99584 
3. 30300 
2. 89806 
2. 61110 
2. 38888 
2. 20771 
2. 05491 
1. 92293 
1. 80690 
1. 70350 
1. 61035 
1. 52569 
1. 44820 
1. 37684 
1. 31079 
1. 24939 
1. 19209 
1. 13844 
1. 08809 
1. 04065 
0. 99592 
0. 95363 
0. 91358 
0. 87560 
o. 83952 
o. 80520 
0. 77253 
0. 74139 
o. 71168 
o. 68331 
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Table 27.3 Einstein Functions 

z2e• z X (e•- 1)1 e•- 1 

1. 6 0. 81143 0. 40475 
1. 7 0. 79035 0. 37998 
1. 8 0. 76869 o. 35646 
1. 9 0. 74657 o. 33416 
2. 0 0. 72406 o. 31304 
2. 1 0. 70127 0. 29304 
2. 2 0. 67827 0. 27414 
2. 3 o. 65515 0. 25629 
2. 4 o. 63200 0. 23945 
2. 5 0. 60889 0. 22356 
2. 6 0. 58589 0. 20861 
2. 7 o. 56307 0. 19453 
2. 8 0. 54049 0. 18129 
2. 9 o. 51820 0. 16886 
3. 0 o. 49627 0. 1 5719 
3.  2 o. 45363 0. 13598 
3. 4 0. 41289 0. 1 1739 
3. 6 o. 37429 0. 10113 
3. 8 o. 33799 0. 08695 
4. 0 0. 30409 0. 07463 
4. 2 0. 27264 0. 06394 
4. 4 o. 24363 0; 05469 
4. 6 o. 21704 0. 04671 
4. 8 0. 19277 0. 03983 
5. 0 o. 17074 0. 03392 
5. 2 0. 15083 0. 02885 
5. 4 0. 13290 0. 02450 
5. 6 0. 11683 0. 02078 
5. 8 0. 10247 0. 01761 
6. 0 0. 08968 0. 01491 

[27.4] H. L.  Johnston, L. Savedoff and J. Belzer, Contri
butions to the thermodynamic functions by a 
Planck-Einstein oscillator in one degree of free
dom, NAVEXOS p. 646, Office of Naval Re
search, Department of the Navy, Washington, 
D.C. (1949) . Values of x2e•(e•- I)-2, z(e•- 1)-1, 
-In ( 1 - e-•) and x(e• - I)-1 - ln (1 - e-•) for 
x=0(.001) 3(.01) 14.99, 5D with first differences. 

27.4. Sievert Integral 

Relation to the Error Function 

27.4.1 

(For erf, see chapter 7.) 

X 
In (1 - e-•) e•- 1 

-In (1-e-•) 

-0. 22552 0. 63027 
-0. 20173 0. 58171 
-0. 18068 0. 53714 
-0. 16201 0. 49617 
-o. 14541 0. 45845 
-0. 13063 0. 42367 
-0. 11744 0. 39158 
-0. 10565 0. 36194 
-0. 09510 0. 33455 
-0. 08565 o. 30921 
- 0. 07718 0. 28578 
-0. 06957 0. 26410 
-0. 06274 0. 24403 
-0. 05659 0. 22545 
-0. 05107 o. 20826 

-0. 04162 o. 17760 
-0. 03394 o. 15133 
-0. 02770 o. 12883 
-0. 02262 o. 10958 
-0. 01849 o. 09311 

-0. 01511 0. 07905 
- 0. 01235 0. 06705 
-0. 01010 0. 05681 
-0. 00826 0. 04809 
-0. 00676 0. 04068 
-0. 00553 0. 03438 
-0. 00453 0. 02903 
-0. 00370 0. 02449 
-0. 00303 0. 02065 
-0. 00248 0. 01739 

Representation in Terms of Exponential Integrals 

27.4.2 .. 
i6 e-uec •a,q,= 12 e-uec •d¢ 

-::8 a.t(cos 8)2H1E2.t+2 c�o) k=o cos (x�o , o<o<�) 
1 . 3 . 5 . . .  (2k-1) 

ao= 1 , a.�: 2 (2k) · 4 · 6 . . . 
(For E2.t+2(x) , see chapter 5.) 

Relation to the Integral of the Bessel Function Ko(x) 
27.4.3 .. 
ii e -z sec •d¢= Ki1 (x) = i .. K0( t)dt where . { 5 129 xte"Kil (x) "-' (t7r)t 1 -8x +128x2 

2655 301035 } -1 024x3 + 327 68x4 
• • • 

(For Ki, (x) ,  see chapter 

ll

.

) 
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(27.5] National Bureau of Standards, Table of  the Sievert 
integral, Applied Math. Series- (U.S. Government 
Printing Office, Washington, D.C. In press) . 

(27.6] R. M. Sievert, Die v-Strahlungsintensitii.t an der 
Oberflii.ehe und in der nachsten Umgebung von 
Radiumnadeln, Acta Radiologies II, 239-301 
(1930) . 

x\8 

0. 0 
0. 1 
0. 2 
0. 3 
0. 4 

0. 5 
0. 6 
0. 7 
0. 8 
0. 9 

1. 0 
1. 2 
1. 4 
1. 6 
1. 8 

2. 0 
2. 2 
2. 4 
2. 6 
2. 8 

3. 0 
3. 5 
4. 0 
4. 5 
5. 0 

5. 5 
6. 0 
6. 5 
7. 0 
7. 5 

8. 0 
8. 5 
9. 0 
9. 5 

10. 0 

27.5.1 

27.5.2 

x=0(.01)2(.02)5(.05) 10, 8=0°(1  °)90°, 9D. 1• e-A • • •  •dtt>, 4>= 30°(1°) 90°, A= 0(.01) .5, 3D. 

100 

o. 174533 
0. 157843 
0. 142749 
0. 129099 
0. 1 16754 

0. 105589 
0. 095492 
0. 086361 
0. 078103 
0. 070634 

0. 063880 
0. 052247 
0. 042733 
0. 034951 
0. 028587 

0. 023381 
0. 019123 
0. 015641 
0. 012793 
0. 010463 

0. 008558 
0. 005178 
0. 003132 
0. 001895 
0. 001 147 

0. 000694 
0. 000420 
0. 000254 
0. 000154 
0. 000093 

0. 000056 
0. 000034 
0. 000021 
0. 000012 
0. 000008 

Sievert Integral l' e -uec • d4> 

20° 30° 40° 

0. 349066 0. 523599 0. 698132 
0. 3 15187 0. 471456 0. 625886 
0. 284598 0. 424515 0. 561 159 
0. 256978 0. 382255 0. 503165 
0. 232040 0. 344209 0. 451 198 

0. 209522 0. 309957 0. 404629 
0. 189191 0.  2791 18 0. 362893 
0. 170833 0. 251353 0. 325486 
0. 154256 0. 226354 0. 291957 
0. 139289 0. 203845 0. 261901 

0. 125775 0. 183579 0. 234956 
0. 102553 0. 148899 0. 189138 
0. 083620 0. 120780 0. 152298 
0. 068183 0. 097979 0. 122667 
0. 055597 0. 079488 0. 098829 

0. 045335 0. 064492 0. 079644 
0. 036967 0. 052329 0. 064201 
0. 030145 0. 042463 0. 051766 
0. 024582 0. 034460 0. 041750 
0. 020045 0. 027968 0. 033680 

0. 016347 0. 022700 0. 027177 
0. 009817 o. 013477 0. 015912 
0. 005896 0. 008005 0. 009330 
0. 003542 o. 004756 0. 005478 
0. 002127 o. 002828 0. 003221 

0. 001278 0. 001682 0. 001896 
0. 000768 0. 001001 0. 001117 
0. 000461 0. 000596 0. 000659 
0. 000277 0. 000355 0. 000389 
0. 000167 0. 00021 1  0. 000230 

0. 000100 0. 000126 0. 000136 
0. 000060 0. 000075 0. 000081 
0. 000036 0. 000045 0. 000048 
0. 000022 0. 000027 0. 000028 
0. 000013 0. 000016 0. 000017 I 

50° 60° 

0. 872665 1. 047198 
0. 777323 0. 923778 
0. 692565 0. 815477 
0. 617194 0. 720366 
0. 550154 0. 636769 

0. 490508 0. 563236 
0. 437428 0. 498504 
0. 390178 0. 441478 
0. 348109 0. 391204 
0. 310642 0. 346851 

0. 277267 0. 307694 
0. 221027 0. 242523 
0. 176336 0. 191533 
0. 140792 0. 151541 
0. 1 12497 0. 120105 

0. 089954 0. 095342 
0. 071979 0. 075797 
0. 057635 0. 060342 
0. 046179 0. 048100 
0. 037024 0. 038387 

0. 029702 0. 030670 
0. 017164 0. 017576 
0. 009951 0. 010128 
0. 005787 0. 005862 
0. 003374 0. 003407 

0. 001972 0. 001986 
0. 001 155 0. 001 162 
0. 000678 0. 000681 
0. 000399 0. 000400 
0. 000235 0. 000235 

0. 000139 0. 000139 
0. 000082 0. 000082 
0. 000048 0. 000048 
0. 000029 0. 000029 
0. 000017 0. 000017 

75° 

1. 308997 
1. 123611  
0. 968414 
0. 837712 
0. 727031 

0. 632830 
0. 552287 
0. 483134 
0. 423535 
0. 371996 

0. 327288 
0. 254485 
0. 198885 
0. 156087 
0. 122932 

0. 097108 
0. 076905 
0. 061040 
0. 048541 
0. 038667 

0. 030848 
0. 017634 
0. 010147 
0. 005869 
0. 003409 

o. 001987 
0. 001162 
0. 000681 
0. 000400 
0. 000235 

0. 000139 
0. 000082 
0. 000048 
0. 000029 
0. 000017 

Table 27.4 

goo 

1. 570796 
1. 228632 
1. 023680 
0. 868832 
0. 745203 

0. 643694 
0. 558890 
0. 487198 
0. 426062 
0. 373579 

0. 328286 
0. 254889 
0. 199051 
0. 156156 
0. 122961 

0. 097121 
0 .  07691 1  
0. 061043 
0. 048542 
0. 038668 

0. 030848 
0. 017634 
0. 010147 
0. 005869 
0. 003409 

0. 001987 
0. 001 162 
0. 000681 
0. 000400 
0. 000235 

0. 000139 
0. 000082 
0. 000048 
0. 000029 
0. 000017 

27.5. fm(X)=lCD tme- 12-fdt and 

Related Integrals 

Power Series Representations 

m=O, 1 , 2 . . . 
Differential Equations 

xJ::.'- (m-l)J::. +2fm=O 
f�=-fm-l (m=l ,  2 , . . . ) 

Recurrence Relation 

27.5.4 

-2a..,_2 ak k(k-l) (k-2) 
ao=at.=O 
b0= 1  

b -2b..,_2_ (3k2-6k+2)a� 
A: k(k-l ) (k-2) 
�=-bo 

27.5.3 2fm= (m-l)fm-a+xfm-a (For 'Y, see chapter 6.) 
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27.5.5 

2j1 (x) = 1 --{1rx+.6342x2+.5908i'-.1431:t 
- .01968xS+ .00324x6+.000188x7 • • •  

-x2 ln x(1- .08333r+ .001389:t-.0000083x8+ . . .  ) 

27.5.6 

2j2 (x) = f -x+ f x2-.3225i'- .1477x4+.03195x6 

27.5.7 

+ .00328x6- .000491x7- .0000235x" . . .  
+x3 ln x(l- .01667r+ .000198x4- • • •  ) 

� x2 
2j3(x) =1-2 x+2-.2954i'+.1014:t+.02954x6 

- .00578x6- .00047 x7 + .000064x8 . . .  

27.5.8 

-x4 ln x( .0833- .00278x2+ .000025x4- • • •  ) 
Asymptotic Representation 

(x)2/3 V=3 -2 

12(k+2)aH2=- (12P+36k-3m2-3m+25)a.�:H 

+!(m-2k) (2k+3-m) (2k+3+2m)a.�: 

(k=O, 1 ,  2 . . .  ) 

27.5.9 

27.5.10 

Asymptotic Representation 
27.5.U 

g1 (x) =(iY'2 � exp 
[ 

-�GY'3] (A sin e+B cos e) 

27.5.12 (11')112 x [ 3(x)2'3] 
g2(x) = - 3 2 exp -2 2 (A cos e-B sin e) 

3 (x)2/3 e=2.J3 2 

-a4 - +ao - - . . .  
(2)8/3 (2)10/3 J X X 

.J3 [ (2)2/3 (2)4/3 (2)8/3 B"' - a1 - +a2 - -a4 -2 X X X (2)10/3 J -as x + . . .  

(x� oo )  

(x� oo )  

ao= 1  a1 = .972222 �=. 148534 
a3= - .017879 a4=.004594 a5= - .000762 

[27.7] M. Abramowitz, Evaluation of the integral l"' e-.. �-le/udu, J. Math. Phys. 32, 188-192 (1953) . 

[27 .8] H. Fax6n, Expansion in series of the integral L"' exp [-x(t ± r-") ]t2dt, Ark. Mat.,  Astr., Fys. 

15, 13, 1-57 (1921) . 
[27.9] J. E. Kilpatrick and M. F. Kilpatrick, Discrete 

energy levels associated with the Lennard� 
Jones potential, J. Chern. Phys. 19, 7, 930--933 
(1951) . 

[27.10] U .  E. Kruse and N. F. Ramsey, The integral l"' y8 exp ( -yl+i �) dy, J. Math. Phys. 30, 

40 (1951 ) .  
[27.11] 0. Laporte, Absorption coefficients for thermal 

neutrons, Phys. Rev. 52, 72-74 (1937) .  
[27.12] H. C .  Torrey, Notes on intensities of radio frP · 

quency spectra, Phys. Rev. 59, 293 (1941) . 
[27.13] C. T. Zahn, Absorption coefficients for thermal 

neutrons, Phys. Rev. 52, 67-71 (1937) . l"' y"e-r-xl.fvdy for n=O, i, 1 ;  x=0(.01) . 1 (. 1 ) 1.  
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Table 27.5 

X /l (x) /2(x) fa (x) X /l (x) f•(x) /a(x) X /! (x) f•(x) /a(x) 

o. 00 o. 5000 0. 4431 0. 5000 0. 1 0. 4263 o. 3970 o. 4580 0. 6 0. 2255 0. 2415 o. 3025 
o. 01 0. 4914 o. 4382 o. 4956 0. 2 0. 3697 0. 3573 0. 4204 0. 7 0. 2015 o. 2202 o. 2793 
0. 02 0. 4832 o. 4333 0. 4912 0.  3 0. 3238 o. 3227 0. 3864 o. 8 0. 1807 0. 2011  o. 2584 
0. 03 0. 4753 o. 4285 0. 4869 o. 4 0. 2855 0. 2923 o. 3557 0. 9 0. 1626 0. 1839 o. 2392 
o. 04 0. 4676 o. 4238 0. 4826 0. 5 0. 2531 o. 2654 0. 3278 1. 0 0. 1466 0. 1685 o. 2215 
o. 05 o. 4602 o. 4191 0. 4784 

-
X effa(ix) - fJa(ix) X f.?lJa(ix) - f!a(ix) • X  &ifa(ix) -ffa(ix) 

0. 0 o. 50000 0. 00000 4. 0 -0. 2626 o. 0430 8. 0 0. 06078 -0. 09808 
0. 2 o. 4901 9  0. 08754 4. 2 -0. 2552 +o. oo94 8. 5 0. 07562 -0. 07131 
o. 4 o. 46229 0. 16933 4. 4 -0. 2441 -0. 0214 9. 0 0. 08221 -0. 04496 
0. 6 o. 41950 0. 24139 4. 6 -0. 2299 -0. 0490 9. 5 0. 08191 -0. 02082 
0. 8 o. 36543 0. 30136 4. 8 -0. 2132 -0. 0734 10. 0 0. 07626 -0. 00010 
1. 0 o. 30366 0. 34805 5. 0 -0. 1945 - 0. 0944 10. 5 0. 06684 +O. 01654 
1. 2 0. 23746 0. 38122 5. 2 -0. 1745 -0. 1 120 11. 0 0. 05507 0. 02889 
1. 4 o. 16972 0. 40127 5. 4 -0. 1536 -0. 1263 11. 5 0. 04224 0. 03707 
1. 6 o. 10288 0. 40910 5. 6 -0. 1322 -0. 1374 12. 0 0. 02937 0. 04146 
1. 8 +O. 03892 o. 40592 5. 8 -0. 1 108 -0. 1455 12. 5 0. 01727 0. 04259 
2. 0 - 0. 02062 o. 39314 6. 0 -0. 0896 - 0. 1507 13. 0 +O. 00650 o. 04109 
2. 2 - 0. 0746 0. 3722 6. 2 -0. 0691 -0. 1533 13. 5 -0. 00259 0. 03758 
2. 4 - 0. 1221 0. 3448 6. 4 - 0. 0493 -0. 1535 14. 0 - 0. 00982 0. 03268 
2. 6 - 0. 1629 0. 3122 6. 6 -0. 0307 -0. 1515 14. 5 -0. 01517 0. 02696 
2. 8 -0. 1966 0. 2759 6. 8 - 0. 0132 - 0. 1476 15. 0 -0. 01872 0. 02089 
3. 0 - 0. 2233 o. 2371 7. 0 +O. 00286 - 0. 14211 16. 0 -0. 02118 +O. 00921 
3. 2 - 0. 2432 o. 1971 7. 2 0. 01749 -0. 13518 17. 0 - 0. 01906 -0. 00022 
3. 4 -0. 2565 0. 1569 7. 4 o. 03061 -0. 12709 18. 0 - 0. 01435 - 0. 00650 
3. 6 -0. 2639 0. 1 173 7. 6 o. 04220 -0. 1 1805 19. 0 - 0. 00879 - 0. 00965 
3. 8 - 0. 2657 0. 0792 7. 8 o. 05224 - 0. 10830 20. 0 - 0. 00360 - 0. 01021 

Compiled from U. E. Kruse and N. F. Ramsey, The integral I: yi exp ( -u•+i �) du, J. Math. Phys. 30, 40 (1951) (With permission) . 

27.6.1 

f "' _ ,2 27.6. j(x) = Jo t
e
+x dt 

Power Series Representation 

2 2 CD x2k+t  
f(x) = -e -x In x+e -x [� � k! (2k+ l ) 

27.6.2 

Q) x'JJ< 'Y -2: -' --] 
k�l k! 2k 2 

= - e -x2 ln x+! ± (-1)k!f (k+ l)x2k 
2 k=O k! 

_ CD ( _2)kx2Hl 
+ v71' � 1 · 3 · 5  . . .  (2k+ 1)  

(For 'Y and the digamma function lf(x) , see chap
ter 6.) 

Relation to the Exponential Integral 

1 rx 27.6.3 j(x) = -2 e-x2 Ei (x2) +,r;e -x2 J o e12dt 

(For Ei (x) see chapter 5 ; e -x2i" e12 dt ,  see chapter 
7. 

Asymptotic Representation 

27.6.4 

-r; 1 1 1 · 3 1 · 3 · 5 f(x) "'2 [;;+2x3+ 4x5 +---s;r+ · · . ] 
1 1 1 2 !  3! 

-2 [x2+:t+;t+xs+ · · · 1 (x� <X> ) 

[27. 14] A. Erdelyi, Note on the paper "On a definite inte
gral" by R. H. Ritchie, Math. Tables Aids 
Comp. 4, 31 ,  179 (1950) .  

lCD e-u• 
[27. 15] E. T. Goodwin and J. Staton, Table of -+ . du, 

0 U X 

Quart. J. Mech. Appl. Math. 1, 319 ( 1948) . 
x =0(.02) 2( .05)3(. 1 ) 10. Auxiliary function for 
x=O(.Ol) 1.  

[27. 16] R. H. Ritchie, On a definite integral, Math. Tables 
Aids Comp. 4, 30, 75 (1950) . 
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Table 27.6 f"' _ ,2 f(x}= Jo ;+x dt 

X f(x) + ln x  X f(x) + ln x  X f(x) X /(x) X f(x) 

0. 00 - 0. 2886 0. 50 0. 2704 1. 0 0. 6051 2. 0 0. 3543 3. 0 0. 2519 
0. 05 - 0. 2081 0. 55 0. 3100 1. 1 0. 5644 2. 1 0. 3404 3. 5 0. 2203 
0. 10 - 0. 1375 0. 60 0. 3479 1. 2 0. 5291 2. 2 0. 3276 4. 0 0. 1958 
0. 15 - 0. 0735 0. 65 0. 3842 1. 3 0. 4980 2. 3 0. 3157 4. 5 0. 1762 
0. 20 - 0. 0146 0. 70 0. 4192 1. 4 0. 4705 2. 4 0. 3046 5. 0 0. 1602 

0. 25 + O. 0402 0. 75 0. 4529 1. 5 0. 4460 2. 5 0. 2944 5. 5 0. 1468 
0. 30 0. 0915 0. 80 0. 4854 1. 6 0. 4239 2. 6 0. 2848 6. 0 0. 1356 
0. 35 0. 1398 0. 85 0. 5168 1. 7 0. 4040 2. 7 0. 2758 6. 5 0. 1259 
0. 40 0. 1856 0. 90 0. 5472 1. 8 0. 3860 2. 8 0. 2673 7. 0 0. 1 175 
0. 45 0. 2290 0. 95 0. 5766 1. 9 0. 3695 2. 9 0. 2594 7. 5 0. 1 102 

0. 50 0. 2704 1. 00 0. 6051 2. 0 0. 3543 3. 0 0. 2519 8. 0 0. 1037 

Compiled from E. T. Goodwin and J. Staton, Table of f"' e+-•' du, Quart. J. Mech. Appl. Math. 1, 319 (1948) (with permission). Jo u x 

27.7.1 

27.7. Dilogarithm 
(Spence's Integral for n=2) fx In t j(x) =- - dt 

1 t-1  
Series Expansion 

27.7.2 j(x) ="tt (-1)k (x 
k2

1)k (2;::: x;::: o) 

Functional Relationships 
27.7.3 

11"2 j(x) +f(1 -x) = -In x In (1 -x) +6 
27.7.4 

1 j(1-x) + j(1 +x) =2J(1 -x2) 

27.7.5 j(x) + j (D=-� (In x)2 

27.7.6 
71"2 1 j(x+l)-j(x) = -In x ln (x+I )-12-2J(x2) 

(2;::: x;::: o) 

27.7.7 

Relation to Debye Functions 

j(e- ') = -j(e') -f._= f' �dt 
2 )0 e -1  

[27 . 17) L .  Lewin, Dilogarithms and associated functions 
(Macdonald, London, England, 1958) . 

Scz - log 1 1 - yl [27 . 18) K. Mitchell, Tables of the function dy, 
0 y 

with an account of some properties of this and 
related functions, Phil. Mag. 40, 351-368 (1949) . 
x= - 1  (.01) 1 ;  x=0(.001) .5, 9D. 

[27. 19) E.  0 .  Powell, An integral related to the radiation 
integrals, Phil. Mag. 7, 34, 600-607 (1943) . �x log y -1 dy, X =0(.01) 2 (.02} 6, 7D. 

1 y-

[27.20) A. van Wijngaarden, Polylogarithms, by the Staff 
of the Computation Department, Report R24, 
Mathematisch Centrum, Amsterdam, Holland 

"' 
(1954) . F,.(z) =2:; h- nzh for z=x= - 1 (.01) 1 ;  

h=l 
z = ix, for x=0(.01) 1 ;  z = e••a/2 for a= 0(.01)2, 
10D. 



MISCELLANEOUS FUNCTIONS 1005 
Dilogarithm 

f(x) = -f' In t dt 
Table 27.7 

X j(x) X j(x) X j(x) X j(x) X j(x) 

0. 00 1. 64493 4067 0. 10 L 29971 4723 0. 20 1. 07 479 4600 0. 30 0.  88937 7624 0. 40 0. 72758 6308 
0. 0 1  1 .  58862 5448 0. 1 1  1. 27452 9 160 0. 2 1  1 .  05485 9830 0. 3 1  0. 87229 1733 0. 4 1  0 .  71239 5042 
0. 02 1. 54579 97 1 2  0. 1 2  1. 25008 7 584 0. 22 L 03527 7934 0. 32 0. 85542 7404 0. 42 0. 69736 1 058 
0. 03 1. 50789 9041 0. 13 1. 22632 0101 0. 23 1 .  01603 0062 0. 33 0.  83877 6261 0. 43 0. 68247 9725 
0. 04 1. 47312 5860 0. 14 1 .  203 1 6  7961 0. 24 0. 99709 9088 0. 34 0. 82233 0471 0. 44 0. 66774 6644 

0. 05 1 . 44063 3797 0. 1 5  1 .  18058 1 124 0. 25 0. 97846 9393 0. 35 0. 80608 2689 0. 45 0. 653 15 7631 
0. 06 1. 40992 8300 0. 1 6  1 .  1 5851 6487 0. 26 0. 96012 6675 0. 3 6  0. 79002 6024 0. 46 0. 63870 8705 
0. 07 1. 38068 5041 0. 17 1. 13693 6560 0. 27 0. 94205 7798 0. 37 0. 77415  3992 0. 47 0. 62439 607 1 
0. 08 1. 35267 5 1 6 1  o. 1 8  1 .  1 1 580 8451 0. 28 0. 92425 0654 0. 38 0. 75846 0483 0. 48 0. 6 1021 6 1 08 
0. 09 1. 32572 8728 0. 19 1 .  095 10 3088 0. 29 0. 90669 4053 0. 39 0. 74293 9737 0. 49 0. 596 16 5361 

0. 1 0  1. 2997 1 4 723 0. 20 1.  07479 4600 0. 30 0. 88937 7624 0. 40 0. 72758 6308 0. 50 0. 58224 0526 

From K. M!tehell, Tables of the function f 2 -Jog 11-llldu, with an account of some properties of this and related functions, Phil. Mag. 40,351-368 (11149) Jo u 
(With permission) . 

27 .8. Clausen's Integral and Related 
Summations 

27.8.1 

f9 ( t) co sin k8 j(8) = - Jo In 2 sin 2 dt=[;j 

Series Representation 

27.8.2 

"' (-l)A:-1 (J2k+ l 
j(0) = -9 ln l9l +o+t;t (2k) ! B2�.: zk (2k+ l) 

( o::;o<�) 
27.8.3 

... (-l)A:-1 ()2k+l 
j(r-8) =8 ln 2-� (2k) ! B2�.:(22k-l) 2k(Zk+l) 

Functional Relationship 

1 27.8.4 f(r-8) j(8) -2j(28) 

Relation to Spence's Integral 

27.8.5 

(7r/2<0<7r) 

()2 f"' dt ij(8)=g(el9) +4 where g(x) = J 1 lnii + tl 

Summable Series 
27.8.6 

� --= -ln 2 sm -"' cos nO 
( • fJ) n•1 n 2 

... cos nfJ r 7rB 82 � -=---+-n-1 n2 6 2 4 

� s _i_n_=-= � (7r-8) n-1 n 

(27 .21] A. Ashour and A. Sabri, Tabulation of the function 
"' sin rUJ • ,P(e) = � -2-, Math. Tables A1ds Comp. 10, 

n-1 n 
54, 57-6 5 (1956) . 

[27.22] T. Clausen, Vber die Zerlegung· reeller gebrochener 
Funktionen, J. Reine Angew. Math. 8, 298--300 
(1832) . x =0° (10} 1 80°, 1 6D. 

[27.23] L. B. W. Jolley, Summation of series (Chapman 
Publishing Co., London, England, 1 925) . 

[27.24] A. D. Wheelan, A short table of summable series, 
Report No. S M-14642, Douglas Aircraft Co., 
Inc., Santa Monica, Calif. (1953). 
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Table 27.8 Clausen's Integral 

eo j(e) +O In 0 eo f(O) 

0 0. 000000 15 0.  612906 
1 0. 017453 16 0. 635781 
2 0. 034908 17 0.  657571 
3 0. 052362 18 0.  678341 
4 0. 069818 19 0. 698149 
5 0. 087276 20 0. 717047 

6 0. 104735 21 0.  735080 
7 0. 122199 22 0. 752292 
8 0. 139664 23 0. 768719 
9 0. 157133 24 0. 784398 

10 0. 174607 25 0. 799360 

1 1  0. 192084 26 0. 813635 
12 0. 209567 27 0. 827249 
13 0. 227055 28 0. 840230 
14 0. 244549 29 0. 852599 
15 0. 262049 30 0. 864379 

16 t 
j(e) = - In (2 sin -) dt 

0 2 

eo j(e) 

30 0. 864379 
32 0. 886253 
34 0. 906001 
36 0. 923755 
38 0. 939633 
40 0. 953741 

42 0. 966174 
44 0. 977020 
46 0. 986357 
48 0. 994258 
50 1. 000791 

52 1. 006016 
54 1. 009992 
56 1. 012773 
58 1. 014407 
60 1. 014942 

CD 

eo 

60 
62 
64 
66 
68 
70 

72 
74 
76 
78 
80 

82 
84 
86 
88 
90 

f(9) eo J(e) 

1. 014942 90 0. 915966 
1. 014421 95 0. 883872 
1. 012886 100 0. 848287 
1. 010376 105 0. 809505 
1. 006928 1 10 0. 767800 
1. 002576 1 15 0. 723427 

0. 997355 120 0. 676628 
0. 991294 125 0. 627629 
0. 984425 130 0. 576647 
0. 976776 135 0. 523889 
0. 968375 140 0. 469554 

0. 959247 145 0. 413831 
0. 949419 150 0. 356908 
0. 938914 160 0. 240176 
0. 927755 170 0. 120755 
0. 915966 180 0. 000000 

. � sin n8 
Complied from A. Ashour and A. Sabri, Tabulatwn of the function o/1(6) = £-J ---ns- , Math. Tables Aids Comp. 10. 54, 57-65 (1956) (with permiasion). 

n=l 

27.9.2 

27.9.3 

27.9.4 

27.9.5 

27.9.6 

27.9.7 

27.9. Vector-Addition Coefficients 

(Wigner coefficients or Clebsch-Gordan coefficients) 

Conditions 

. . . n 
J1 1 )2 , J= +n or+2 

j,+j2+j=n 

(n=integer) 

j.+j,-j} 
j,-j2+j �0 

-j,+j2+j 
n m1, m2, m=±n or ±2' 

Definition 

27.9.8 

27.9.9 

27.9.10 

27.9.ll 

27.9.12 

Jm, J �j" /m2/ �j2, /m / �j 

Ud2m1 m2 /id2jm) =0 mt+m, ¢m 

Special Values 

(j,OmtO Jj,Ojm)=o(j�, j)o(m,, m) 

(jd200 JjJJO) =0 j, +i2+j=2n+ 1 

(jJ,m,m, JjJdm)=O 2j,+j=2n+ l 
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Symmetry Relations 27.9.17 

27.9.13 

0d2m1m2lid2jm) 
27.9.18 

= ( -1) 11+12-1Ud2-ml-m21jd2j-m) 

27.9.14 
27.9.19 

27.9.15 

27.9.16 27.9.20 

(j, H m, m2 l i1 % j m) Table 27.9.1 

j= m2=� �=-� 

i·+� -Ji•+m+lfJ. 
2j.+ 1 

-Ji•-m+� 
2j.+ 1 

j.-�  --Jj,-m+� 
2j,+ l  

-Ji•+m+� 
2j.+l 

Table 27 .9.2 

j= �= 1 m,=O �= - 1  

j,+ 1 -J(j,+m) (j,+m+ 1) 
(2j,+ 1) (2j,+2) 

-J(j,-m+ 1) (j,+m+ 1) 
(2j, + 1) (j, + 1) 

-J(j,-m) (j,-m+ 1) 
(2j,+ 1) (2j.+ 2) 

j, -..JU•+m) (j,-m+ 1) m -J(j,-m) (j,+m+ 1) 
2j,(j,+ l) ../j, (j,+ l) 2j, (j,+ I) 

j,- 1  ..J(j,-m) (j,-m+ I) --J(j,-m) (j,+m) J(j,+m+ 1) (j.+m) 
2j, (2j,+ l) j, (2j,+ 1) \t 2j, (2ja+ l) 
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Table 27 .9.3 

j= 

j,+ %  

j,+ %  

j,- � 

j,-% 

j= 

it+ %  

j,+}ji 

j, -� 

j,- %  

MISCELLANEOUS FUNCTIONS 

m2= %  

(j,+m-�) (j,+m+ �) (j,+ m+%) 
(2j,+ 1) (2j ,+2) (2j, + 3) 

- �3(j,+m-}ji) (j,+m+%) (j,-m+%) 
2j, (2j,+ 1) (2j, + 3) 

-J3(j, +m-%) (j,- m+ �) (i,-m+%) 
(2j,- l) (2j,+ 1) (2j.+ 2) 

--J(j, -m-%) (j,-m+%) (j,- m+ %) 
2j,(2j,- l) (2j,+ 1) 

m2= - %  

-J3(j,+ m+ %) (j,- m+ }ji) (j,- m+%) 
(2j, + 1) (2j, + 2) (2j, + 3) 

( ' + 3  + %) -J j,-m+ % Jt m 2j,(2j,+ 1) (2j.+ 3) 

( · 3m %)-J j, +m+% 
- Jt - - (2j,- 1) (2j.+ l) (2j, + 2) 

- -J3(j.+m- %) (j,+m+ %) (j,-m- Y2) 
2j, (2j,- 1) (2j,+ 1) 

m2= �  

-J3(j,+m+ �) (j,+m+�) (j,-m+%) 
(2j, + 1) (2j, + 2) (2j, + 3) 

(j 3 + %)-J j,+ m + %  ,- m 2j, (2j,+ 1) (2j,+ 3) 

(j +3 %)� j,-m+ % 
- 1 

m- (2j,- 1) (2j,+ 1) (2j, + 2) 

-J3(j,+m-�) (j,- m - %) (j�- m+J4) 
2j, (2j,- l) (2j, + 1) 

m2= - %  

-J(j, - m- }ji) (j ,-m+}ji) (j,-m+%) 
(2j,+ 1) (2j,+ 2) (2jt+ 3) 

-J3(j,+m+%) (j,-m- %) (j,-m+ %) 
2j, (2j, + 1) (2j,+ 3) 

-J3(j,+m+}ji) (j,+ m+%) (j,-m-J4) 
(2j,- 1) (2j,+ 1) (2j,+ 2) 

(j,+m- Y2) (j,+m+ J4) (j,+m+ %) 
2j, (2j,- 1) (2j,+ 1) 



Table 27.9.4 

i= 

j,+2 

j,+ l  

j, 

j,- 1 

j,- 2  

j,+ 2 

j,+ 1 

j, 

j.- 1 

j,-2 

�=2 

��+m- � �+ � �+m+ � �+m+� 
(2j,+ 1) (2j,+ 2) (2j, +3) (2j, +4) 

-��+m- � �+ � �+m+ � �  m+ 2) 
2j, 0t + 1) 0· + 2) (2j, + 1) �30,+m- 1) 0•+ m) 0·-m+ 1) 0,-m+2) 

(2j,- 1) 2j,0,+ 1) (2j,+ 3) 

-��+m- � � - � �-m+ U � - m + �  
20,- l)ji0t+ 1) (2j,+ 1) �0,-m- 1) 0,- m) (j,- m+ 1) (j, m+ 2) 

(2j,- 2) (2j,- 1)2j, (2j,+ 1) 

ma= - 1 

��-m+ � �-m+ U �- � � + m + �  
(2j.+ 1) 0t+ 1 )  (2j,+ 3) 0.+ 2) 

0 + 2 + 2)-J. 0·-m+ 1) 0, - m) 1 m 
j, (2j,+ 1) (2j, + 2) 0, +2) 

(2m+ 1)� 30t-m)(j,+ m+ 1) 
(2j,- l)jt (2j, + 2) (2j, +3) 

- 0  -2m- 1)-J 0•+m+ 1) 0•+m) I 
0t- l)jt (2j,+ J) (2j,+ 2) 

-�0,-m- 1) 0•+m+ 1) 0•+ m) 0.+ m - 1) 
(j,- 1) (2jl- 1)j, (2j,+ 1) 

�= 1 

��-m+� �+m+��+m+ � � + �  
(2j, + 1) 01 + 1) (2j, + 3) 01 + 2) 

0 2 + 2)� 0,+m+ 1) (j,+ m) - ,- m 
2j,(2j,+ 1) 0,+ 1) 0, + 2) 

( l-2m)� 30,-m+ 1) 0, + m) 
(2j,- 1)j, (2j, + 2) (2j, + 3) 

0 + 2 1)� 0·-m+ 1) 0,- m) 
1 

m-
0,- 1)j, (2j,+ 1) (2j,+ 2) 

-�0,- m +  1) 0,-m) 0·-m- 1) 0.+ m - 1) 
0.- 1) (2j,- 1)j, (2j, + 1) 

m2= -2 

�0,-m- 1) 0,- m) 0,-m+ 1) (j.-m+ 2) 
(2j,+ 1) (2j,+ 2) (2j, +3) (2j, +4) ��-m- U �- � �-m+ U �+m+� 

j, (2j,+ 1 )  0·+ 1 )  (2it+4) �30,-m- 1) (j,- m) 0,+m+ 1) 0•+ m+ 2) 
(2j,- l)j, (2jt + 2) (2j, + 3) �0,-m- 1) 0,+m) 0,+m+ I) 0,+m+ 2) 
(j,- 1)j, (2j, + 1) (2j, + 2) �0,+m- 1) 0,+m) 0,+m+ 1) (j,+m+ 2) 

(2j, - 2) (2j,- 1)2j,(2it+ 1) 

m2 = 0  

�30,-m+ 2) 0,-m+ 1 )  0,+m+ 2) 0t+m+ 1) 
(2j, + 1) (2j, + 2) (2j, + 3) 0, + 2) 

m.J30,-m+ 1) 0,+m+ 1) 
j,(2j.+ 1) 0·+ 1) 0t+ 2) 

3m2-j,0,+ 1) 
../(2j,- 11J,0·+ 1) (2j,+ 3) 

- m.J 30,- m) 0,+ m) 
0,- l)j, (2j, + 1) 0t + 1) �3 0,-m) 0,-m- 1) 0•+ m) 0t+m-:- 1) 

(2j,- 2) (2j,- 1)j,(2j.+ 1) 

...... 
0 0 � 
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a

bl

e 

27

.

9

.

5 

[By use of symmetry relations, 
coefficients may be put in standard form j1�j2�j 
and m;?: 0] 

- 1  
0 
1 
0 
1 
0 
1 
1 

- 1  
0 
1 
0 
1 
1 

- % � % 
% - % 
% 
% 
% % - % - % % 
% - % % 
3} � - % % 
% % 
% 
% 

m 

0 
0 
1 

0 
0 
0 
1 
1 

% 
% % 
0 
0 
0 
1 
1 
2 

% % 
% 
% 
% 
0 
0 
1 
1 
2 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
2 
2 
% % 
% 
% 
% 
% 

1 
1 
1 
1 
1 

% 
% 
% 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

% 
% % % 
% % % % % % % % % % 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

j 

1 
1 
1 

h= 1  

1 
1 
1 
1 
1 

% 
% 
% 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

% % � 
% 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
% � % 

vH 
- .Y% v% 
- .Y% 

v% y).l 
v% 
v% v% v% v% 

.Y'""6 
- .YYI6 
- -v% v% - -06 

v% 
v% 

% v3 

v% 
- v% v% - v% vYio 

v% vYio 
V% 
V% 

0. 70711 
0. 70711  
1 .  00000 

0. 70711  
0 .  00000 

- o. 10111 
0. 70711 

- 0. 70711 
0 .  81650 
0. 57735 
1. 00000 
0. 40825 
0. 81650 
0. 40825 
0. 70711 
0. 70711 
1 .  00000 

0. 73030 
- 0. 25820 
- 0. 63246 

0. 63246 
- 0. 77460 

0. 70711 
0. 70711 
0 .  86603 
0. 50000 
1. 00000 
0. 50000 
0. 50000 

- 0. 50000 
- 0. 50000 

0. 70711 
0. 00000 

- 0. 70711 
0. 70711 

- 0. 70711 
0 .  54772 
0. 77460 
o. 31623 
0. 77460 
0. 63246 
1. 00000 

* 

Compiled from A. Simon, Numerical tables of the Clehsch-Gordan coeffi
cients, Oak Ridge National Laboratory Report 1718, Oak Ridge, Tenn. 
(1954) (with permission). 

[27.25] E. U. Condon and G. A. Shortley, Theory of 
atomic spectra (Cambridge Univ. Press, Cam
bridge, England, 1935) . 

[27.26] M. E. Rose, Elementary theory of angular mo
memtum (John Wiley & Sons, Inc., New York, 
N.Y., 1955) . 

[27.27] A. Simon, Numerical tables of the Clebsch-Gordan 
coefficients, Oak Ridge National Laboratory 
Report 1718, Oak Ridge, Tenn. (1954) . C(jJ.J; m11n2m) for all angub.r moments < %, 
10D. 

•see page n. 
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28. Scales of Notation 
Representation of Numbers 

Any positive real number x can be uniquely 
represented in the scale of some integer b > 1 as 

x= (Am . . .  A1Ao · a-1a-2 . . .  ) <b> • 

where every A1 and a_1 is one of the integers 0, 
1 , . . .  , b- 1 ,  not all At, a_1 are zero, and 
Am>O if x � 1 .  There is a one-to-one correspond
ence between the number and the sequence 

"' 
x=Ambm+ . . .  +Alb+Ao+ � a_ Jb-i 

1 

where the infinite series converges. The integer b 
is called the base or radix of the scale. 

The sequence for x in the scale of b may ter
minate, i.e., a-n-1=a-n-2= . . .  =0 for some 
n� 1 so that 

then x is said to be a finite b-adic number. 
A sequence which does not terminate may have 

the property that the infinite sequence a_11 a-2, 
. . . becomes periodic from a certain digit 
a_ n(n� 1) on ; according as n= l or n>I the 
sequence is then said to be pure or mixed recurring. 

A sequence which neither terminates nor recurs 
represents an irrational number. 

Names of Scales 

Base Scale Base Scale 

2 Binary 8 Octal 
3 Ternary 9 Nonary 
4 Quaternary 10 Decimal 
5 Quinary 11  Undenary 
6 Senary 12 Duodenary 
7 Septenary 16 Hexadecimal 

General Conversion Methods 

Any number can be converted from the scale 
of b to the scale of some integer b � b, "b> I , by 
using arithmetic operations in either the b-scale 
or the b-scale. Accordingly, there are four 
methods of conversion, depending on whether the 
number to be converted is an integer or a proper 
fraction. 

1012 

(I) b-scale arithmetic. Convert b to the b-scale 
and define 

X/b=X�+�b, 
Xdb=X2+AUb, 

where �' A�,  . . .  , A� are the remainders and 
X11 X2, . . .  , X;;; the quotients (in the b-scale) 
where X, X1 , • • •  , X;;;_1, respectively are divided 
by b in the b-scale. Then convert the remainders 
to the b-scale, 

(�)cb">=Ao, (A�) <b">=A�� . . .  , (�)<&>=A;;; 
and obtain 

X= (A;;; 
(II) b-scale arithmetic. Convert b and A0, 

A11 • • •  , Am to the b-scale and define, using 
arithmetic operations in the b-scale, 

then 

X;,._l=Amb+Am-11 
Xm-2=Xm-lb+Am-21 
X1=X2b+A1 , 

Proper fractions x =  (O.a-1a-2 . . .  ) < bl 
To convert a proper fraction x, given to n digits 

in the b-scale, to the scale of b � b such that inverse 
conversion from the b-scale may yield the same n 
rounded digits in the b-scale, the representation 
Of X in the b-scale must be obtained to n rounded 
digits where n satisfies b;>bn. 

(III) b-scale arithmetic. Convert b to the 
b-scale and define 

xb=x1+ii�� 

x1b=x2+a�, 
Xii-l:b=xa+Ci:. 
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where a_i l a::2, . . .  , a_;; are the integral parts and 
x11 x2, • • •  , x;; the fractional parts (in the b-scale) 
of the products xb, x,b, . . .  , xn_,b, respectively. 
Then convert the integral parts to the b-scale, 

and obtain 

(IV) b-scale arithmetic. Convert b and a_1 1 
a_2, . . .  , a_,. to the b-scale and define, using 
arithmetic operations in the b-scale, 

then 

X-n+t =a_,.fb +a-n+ll 

X-n+2=x_,.+tfb+a_,.+2, 

x_, =x2/b+a-1 ; 

Numerical Methods 

The examples are restricted to the scales of 2, 
8, 10 because of their importance to electronic 
computers. 

Note that the octal scale is a power of the binary 
scale. In fact, an octal digit corresponds to a 
triplet of binary digits. Then, binary arithmetic 
may be used whenever a number either is to be 
converted to the octal scale or is given in the octal 
scale and is to be converted to some other scale. 

Decimal 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Octal 1 2 3 4 5 6 7 10 1 1  12 

Binary 1 10 1 1 100 101 1 10 1 1 1 1 000 1 001 1 010 
Exa:mple 1. Convert X= (1369) cio> to the octal 

scale. By (I) we have b= 10, b=8no> and so, 
using decimal arithmetic, 

then 

1369/8= 171+ 1/8, 
171/8=21+3/8, 
21/8=2+5/8, 
2/8=0+2/8 ; 

X= (2531 ) <8> · 

By (II) we have b= (12) c8> and A3= 1 c8> ,  A2 
=3c8> • A,=6c8l l Ao= (l l ) cs> · Hence, using octal 
arithmetic, 

X2=1 · 12+3= (15) cs)l 
X,= 15 · 12 +6= (210) c8l l 
X=210· 12 + 1 1 =  (2531) <8> ·  

Using binary arithmetic we have, by (II) ,  
b= (1010) c2> and A3= 1 c2l l  A2= ( 1 1 ) c2ll A.= (1 10) 12> , 
A0(1001) c2> . Thus 
X2= 1 · 1010+ 1 1 =  (1101) <2> • 
X,=ll01 · 1010+ 1 10= (10 001 OOO) c2> , 
X= 10 001 000 · 1010+1001= (10 101 0 1 1  001 ) 12> ,  
whence, on converting to the octal scale, 

X= (2531 ) c8> · 

Exa:mple 2. Convert X= (2531) cs> to the 
decimal scale. By (I) we have b= 10 = (12) cs> and 
hence, using octal arithmetic, 

2531/12=210+ 1 1/12 
2 10/12= 15+6/12 

15/12= 1 +3/12 
1/12=0+ 1/12 

Thus, converting to the decimal scale, 

Ao= (11 ) 1s>=9, A,=6cs>=6, A2=3 18>=3,  A3= 1 , 

and so 
X= (1369) (lo>· 

By (II) we have b= 10, and the octal digits of X 
are unchanged in the decimal scale. Hence, 
using decimal arithmetic, 

X2=2 · 8+5= (21 ) c•o> , 
X,=21 ·8+3= (171) nol l  
X= 171 · 8 +  1= (1369)no>· 

Using binary arithmetic we have, by (II) ,  
b=8=(1000)(2) and A0= 1, A1 =(1 1) c2>, A2= (101) <2> •  

Aa= (10) (2). Then, 

X2= 10· 1000 + 101= (10 101) c2> • 
x. = 10 101 · 1000 + 1 1 = (10 101 0 1 1) c2l l  
X= 10 101 0 1 1 · 1000+ 1 = (10 101 0 1 1  001) c2> ,  

whence, on converting to the decimal scale, 

X= (1369)no> · 

Observe that in both examples above, octal 
arithmetic is used as an intermediate step to 
convert. according to (II), the given number to 
the binary scale. If, instead, the given number is 
first converted to the binary scale, then binary 
arithmetic may be applied directly to convert, 
according to (I) ,  the given number from the 
binary scale to the scale desired. 
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For example, in converting X= (2531 ) cs> to the 
decimal scale, we find first X= (101010 11001) c2> 
and then obtain, using (I) with b= 10= (1010) c2>' 

10 101 011 001/1010=: 10 001 000+ 1001/1010, 

10 001 000/1010 = 1101 + 1 10/1010, 

1 101/1010= 1 + 11/1010, 

1/1010=0+ 1/1010. 

Thus, on converting to the decimal scale, 

Ao= (100l) c2>=9 ,  At= (1 10) c2>=6, 

whence 
A2= (11) c2>=3 ,  A8= 1 , 

X= (1369) cl0)· 

Example 3. Convert x= (0.355) (1o> to the bi
nary scale. 

We first convert to the octal scale, using decimal 
arithmetic. By (Ill), we find with b=8 

(0.355) · 8=2+0.840, (0.080) · 8=0+0.640 

(0.840) · 8=6+0.720, (0.640) · 8=5+0.120 

(0.720) · 8=5+0.760, (0.120) · 8=0+0.960 

(0.760) · 8=6+0.080, (0.960) · 8=7+0.680 

whence x= (0.26560507 . . .  ) cs> · Thus, on con
verting to the binary scale, 

x= (0.010 1 10 101 1 10 000 101 000 1 1 1  . . .  )(2) .  
In order that inverse conversion of x from the 

binary to the decimal scale yield again x to the 
given number n of deciQlal digits, we must round x 
in the binary scale to at least n digits where n is 
chosen such that zii> 10". As a working rule, we 

may take n � 13
° n. Hence, to obtain X= (0.355) (10) 

by inverse conversion, x must be rounded in the 

binary scale to n � 13
° 3= 10 digits. 

Thus, 
X= (0.010 1 10 110 O) (ll)• 

To carry out the inverse conversion we can first 
convert to the octal scale, 

X= (0.266) (8)! 

and then apply (IV) with b=8, using decimal 

Alternatively, we can apply (III) with b= (1010) C2h 
using binary arithmetic: 

(0.010 1 10 11) · 1010= 1 1 + (0. 100 011 1 ) ,  

(0.100 011 1) · 1010= 101+ (0. 100 011),  

(0 . 100 011) · 1010= 101+ (0.011 1 1),  

(0.01 1 1 1) · 1010= 100 + (0.101 1) .  

Converting the integral parts to the decimal scale, 
we find 

(L1 = (1 1)(2)= 3, (i_2=iLa= (101) c2>=5,  

and thus 
X= (0.3554) (10) 

iL4= (100) c2, =4, 

Note that the fractional part in any step is the 
unconverted remainder. Thus, to round at any 
step, it is only necessary to ascertain whether the 
unconverted portion to be neglected is greater or 
less than ! ; i.e., whether, in the binary scale, the 
first neglected digit is 1 or 0 .  

Example 4 .  Convert X= (3 . 141593) (10) '  10-0 to 
the binary scale. 

The desired representation is 

x= (l.a-ta-2 . . .  a_,) c2l ' z-t 
where n and k are such that inverse conversion 
from the binary scale to the decimal scale will 
produce x to the same given 15 decimal digits. 
Accordingly, by the rule stated in Example 3, n 

and k are to be chosen so as to satisfy n+ k � 1i · 15 

= 50. 
From Table 28.1 we find 

2-29< (3. 14 1593) cto> · I0-9<2-28 

Thus, we must take k=29 and, consequently, 
choose n>21 .  The conversion on a desk calcu
lator thus proceeds as follows. First, we obtain 
by use of Table 28.1 

229x= (1 .686 629 899)uo> 

Then, for convenience's sake, we convert this 
· number to the octal scale, using the method of 
Example 3 and rounding as required, to at least 
7 octal (=21 binary) digits. We find 

arithmetic: Hence 
229x= (1 .537 4337) cs> ·  

x= (1 .537 433 7) cs> . z-" X-:�=6/8+6=6.75, 
X-1 =6.75/8 +2=2 .84375, 

x=2.84375/8=0.355 46875. 

and, consequently, 
x= (l . 101 011 1 1 1  100 0 1 1  011  1 1 l) c2> · 2-n. 
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To convert x back to the decimal scale we only 

need to obtain from Table 28.1 the various powers 
of 2 which appear in the above representation and 
sum them. However, since 2-m=2-m+1_2-m for 
any real constant m, it is more convenient to 
reduce first the binary representation of x to the 
form 

and then sum these powers of 2 .  (Note that the 
number of summands is thereby decreased from 
16 to 7.) From Table 28.1 we have 

+2-28= +3 .725 290 298 . lQ-9 
-2-3'= - .465 661 287 . lQ-9 
-2-33= - . 1 16 4 15 322 . lQ-9 
-2-39= - .001 818 989 . lQ-9 
+2-42= +  .000 227 374 . lQ-9 
-2-46= - .000 028 422 . lQ-9 
-2-110= - .000 000 888 .IQ-9 

X= 3.141 592 764 · 10-9 

Nine decimal digits are used for sufficient accuracy 
reserve. Hence, rounding to seven significant 
figures, we find 

X= (3 . 141593) ( 10) " 10-9. 

To convert a number such as 

x= (�) no> · 1� 

to the binary scale, where k is a positive integer 
so large that Table 28.1 cannot be used, apply the 
following device: Compute 

log2 x= log10 x =k+� 
log10 2 log10 2 

where k is the quotient and x1 the remainder, the 
division being carried out in the decimal scale. 
Then find 'J7= 10Zt , i.e., x1=log10 17, so that · 

whence 

l k 
log10 17 

k l og2 x= +1-2= + og2 11 og,o 

X= (17) (10)2". 

Now convert (17) lto> to the binary scale by any of 
the methods described above. 

A similar device may be used to convert to the 
decimal scale a binary number that is outside the 
range of Table 28.1. 

Example 5. Convert x= (2 .773) ( 1'0> " 1033 to the 
binary scale. 

We first compute, using 4.1.19 and Table 4.1, 

1 log10 x 83.44295 277+ .05764 og2 x log10 2 .30103 = .30103' 

and find from Table 4.1, .05764=log10 1 . 14 19. 
Hence 

log2 x=277+10110 1 . 1i19 277+log2 1 . 1419 og,o 
and so 

X= (1 . 14 19)oo> · 2277. 
Now we apply the methods of Example 3 to ob
tain ( 1 . 1419)00> = ( 1 . 1 10516)l8l where octal nota
tion is used for the sake of convenience. 

To round such that inverse conversion will yield 
the same decimal digits of x, observe that the last 
non-zero decimal digit of x is 3 · 1080• Table 28.4 
shows that 2266<1080<2266. Hence, in the binary 
scale, x must be a binary integer times 2266; i.e. , 
( 1 . 1 10516)c8> must be rounded to 4 octal ( = 12 
binary) digits. As a result, 
X= ( 1 . 1 105) (8) ' 2277 = ( 1 1 105) <8> · 2266 

= (1 001 001 000 101 ) (2)2266 
Conversion back to the decimal scale proceeds 

as follows, we write 
log10 x=log10 2 log2 x 

=log10 2 {265+log2 ( 1 1 105) l8d 

=lo 2 { 265+log10 (11 105) c8>} g,o log10 2 
=265 log10 2 +log10 ( 1 1 105) c8> . 

Hence, converting (1 1 105) <8> to the decimal 
scale by any of the methods of Example 2, we 
obtain 

log10 x=265 log10 2 + log10 4677 

which yields, using Table 4.1 

log10 x=83.44292 

Thus, by Table 4.1, we find, rounded to four 
significant figures, 

X= (2 .773) (10) · 1033• 
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Table 28.1 

zn 

1 
2 
4 

8 
16 
32 

64 
128 
256 

512 
1024 
2048 

4096 
8192 

1 6384 

32768 
65536 

1 31072 

2 62144 
5 24288 

10 48576 

20 97152 
41 94304 
83 88608 

167 77216 
335 54432 
671 08864 

1342 17728 
2684 35456 
5368 70912 

10737 41824 
21474 83648 
42949 67296 

85899 34592 
1 71798 69184 
3 43597 38368 

6 87194 76736 
13 74389 53472 
27 48779 06944 

54 97558 13888 
109 95116 27776 
219 90232 55552 

439 80465 11104 
879 60930 22208 

1759 21860 44416 

3518 43720 88832 
7036 87441 77664 

14073 74883 55328 

28147 49767 10656 
56294 99534 21312 

112589 99068 42624 

n 

0 
1 
2 

3 
4 
5 

6 
7 
8 

9 
1 0  
11  

12 
13 
14 

15 
16 
17  

1 8  
19 
20 

21 
22 
23 

24 
25 
26  

27 
28 
29 

30 
31 
32 

33 
34 
35 

36 
37 
38 

39 
40 
41 

42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 
49 
50 

SCALE

S 

OF NOTATION 

2 ± n  IN DECIMAL 

z-n 
1. 0 
o. 5 
o. 25 

o. oo  24 41406 25 
0. 00 2 20703 125 
o. o oo 1 0351 5625 

0. 0000 05175 78125 
o. ooo 52587 89062 5 
0. 00000 76293 94531 25 

0. 00000 38146 97265 625 
0. 00000 9073 48632 8125 
0. 00000 9136 74316 40625 

�68 37158 20312 5 
2384 1 8579 10156 25 

192 09289 55078 125 

0. 00000 0 596 04644 77539 0625 
o. ooooo 0 298 02322 38769 53125 
0. 00000 0 49 01161 19384 76562 5 

0. 00000 00 74 50580 59692 38281 25 
0. 00000 00 7 25290 29846 19140 625 
o. ooooo 00 8 62645 14923 09570 3125 

0. 00000 000 9 31322 57461 54785 15625 
0. 00000 0 00 4 65661 28730 77392 57812 5 
0. 00000 000 32830 64365 38696 28906 25 

' 
0. 00000 000�6415 32182 69348 14453 125 
o. ooooo 00000 58207 66091 34674 07226 5625 
o. ooooo 00000 9103 83045 67337 03613 28125 . 

o. ooooo 00000 4551 91522 83668 51806 64062 5 
0. 00000 00000 275 95761 41834 25903 32031 25 
o. ooooo 00000 637 97880 70917 1 2951 66015 625 

0. 00000 00000 818 98940 35458 56475 83007 8125 
0. 00000 00000 0 09 49470 1 7729 28237 91503 90625 
0. 00000 00000 00 54 74735 08864 6411 8  95751 95312 5 

o. ooooo 00000 00 27 37367 54432 32059 47875 97656 25 
o. ooooo 00000 00 3 68683 77216 16029 73937 98828 125  
o. ooooo 00000  000 6 84341 88608 08014 86968 99414 0625 

0. 00000 00000 000 8 42170 94304 04007 43484 49707 03125 
0. 00000 00000 000 4 21085 47152 02003 71742 24853 51562 5 
0. 00000 00000 000 1 0542 73576 01001 85871 12426 75781 25 

o. ooooo 00000 000 55271 36788 00500 92935 56213 37890 625 
0. 00000 00000 000 77635 68394 00250 46467 78106 68945 3125 
0. 00000 00000 00000 8817 84197 00125 2 3233 89053 34472 65625 



X 
o. 001 
o. 002 
0. 003 
o. 004 
0. 005 
o. 006 
0. 0 07 
o. 008 
0. 009 

10" 
1 

12 
144 

1 750 
23 420 

303 240 
3 641 1 00 

46 113 200 
575 360 400 

7 346 545 000 

n 
1 
2 
3 
4 
5 

· =  

SCALES OF NOTATION 

2x 
1. 00069 33874 62581 
1. 00138 72557 11335 
1. 00208 16050 79633 
1. 00277 64359 01078 
1. 00347 17485 09503 
1.  00416 75432 38973 
1 .  00486 38204 23785 
1 .  00556 05803 98468 
1.  00625 78234 97782 

X 
0. a1 
a. 02 
a. 03 
a. a4 
0. 05 
0. 06 
0. 07 
a. a8 
a.  a9 

2x IN DECIMAL 

2x 
1. 00695 55500 56719 
1. 01395 94797 90029 
1. 021a1 21257 a7193 
1.  a2811 38266 56a67 
1 .  03526 49238 41377 
1. a4246 576a8 41121 
1.  a4971 66836 23a67 
1 .  05701 80405 61380 
1. a643 7 a1824 5336a 

X 
a. 1 
a. 2 
a. 3 
a. 4 
a. 5 
a. 6 
a. 1 
0. 8 
a. 9 

I O±n IN OCTAL 
n 1o-• 
a 1. aaa aaa oaa ooa oao oaa ao 
1 a. a63 146 314 631 463 146 31 
2 a. ao5 075 341 211 210 243 66 
3 a. ooa 406 111 564 57 a 651 11  
4 o. aoa a32 155 613 53a 704 15 

5 a. oaa aa2 476 132 61a 1a6 64 
6 o. 000 000 206 157 364 055 37 
7 o. oao 000 015 327 745 152 75 
8 a. oaa aoa aa1 257 143 561 a6 
9 o. aoa oao aoa 1a4 56a 276 41 

10" n 
112 4a2 762 oaa 10 

1 351 035 564 aaa 11 
16 432 451 21a aoa 12  

221 411  634  52a  000 13  
2 657 142 036 440 000 14 

34 327 724 461 500 000 15  
434  157 115 760 200 000  16 

5 432 127 413 542 400 000 17  
67 405  553  164 731 000 000  18 

n log10 2, n log2 10 IN DECIMAL 

n logw 2 
o. 30102 99957 
o. 6a205 99913 
o. 90308 99870 
1. 20411 99827 
1. 50514 99783 

n log2 10 
3. 32192 80949 
6. 64385 61898 
9, 96578 42847 

13. 28771 23795 
16. 60964 04744 

n 
6 
7 
8 
9 

10 

n logw 2 
1. 80617 997 40 
2. 10720 99696 
2. 40823 99653 
2.  70926 99610 
3. 01029 99566 

ADDITION AND MULTIPLICATION TABLES 

Addition 

0 + a = a 
0 + 1 = 1 + 0 =  1 

1 + 1 = 10 

0 a1 02 03 a4 05 

1 02 a3 04 05 06 

a3 a4 05 06  07  

04 05 06 07 10 

4 05 06 07 10 11 

5 06 07 1a 11 12 

6 07 1a 11  12 13 

7 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  

Binary Scale 

Octal Scale 
06  07  1 

a7 1 0  2 

1a 11  3 

1 1  12  

12  1 3  5 

13  14  6 

14  15  7 

15 16 

Multiplication 

0 X 1 

a2 03 

04 06 

06 11 

1 0  14 

12 17  

14 22 

16  25 

a X a = 0 
= 1 x 0 = 0  

1 X 1 = 1 

04 05 a6 

1a  12 14 

14 17 22 

20 24 30 

24 31 36 

3a 36 44 

34 43 52 

Tahlt• 28.2 
2I 

1. a7177 34625 36293 
1. 14869 83549 97a35 
1. 23114 44133 44916 
1 .  3195a 79107 72894 
1 .  41421 35623 73a95 
1 .  51571 65665 1a398 
1. 62450 47927 12471 
1 .  74110 11265 92248 
1. 866a6 5983a 73615 

Tahlc 28.:� 
10 I I  

0. aaa aaa oaa a06 676 337 66 
a. aaa ooa aao ooa 537 657 77 
o. 000 000 000 000 043 136 32 
0. 000 ooo 000 000 003 411 35 
0. 000 ODD 000 000 000 264 11 
0. 000 ooo 000 000 000 022 01 
0. 000 000 000 000 000 001 63 
0. 000 000 000 000 000 000 14 
0. 000 aao ooa 000 000 000 01 

Table 28.1 
n logz 10 

19. 93156 85693 
23. 25349 66642 
26. 57542 47591 
29. 89735 28540 
33, 21928 09489 

Table 28.5 

07 

16 

25 

34 

43 

52 

61 

MATHEMATICAL CONSTANTS IN OCTAL SCALE Table 28.6 
( 3. 11037 552421) (a) e =  ( 2. 55760 5213Q5) (a) y =  ( 0, 44742 147707) (a) 

- 1 = ( o. 24276 301556) (a) e- 1 = ( o. 27426 53a661) (a) In r = -( o. 43127 233602) (a) . 

y;= ( 
1. 61337 611a67) (a) ,fe= ( 1. 51411 2307a4) (a) log2 , = -( a. 62573 a3a645) (a) 

In •= ( 1. 11206 4a4435) (a) logw e = ( a. 33626 754251) (a) ,'2 = ( l. 32404 74632a) (a) 

log2 • = ( 1. 51544 163223) (a) log2 e = ( 1. 34252 166245) (a) In 2 =  ( D. 54271 027760) (a) 

yiQ = ( 3. 12305 407267) (a) log2 10 = ( 3. 24464 741136) (a) In 10 =  ( 2 .  23273 067355) (a) 
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29. Laplace Transforms 
29.1. Definition of the Laplace Transform 

One-dimensional Laplace Transform 

29.1.1 j(s) = !f { F(t) } =i
"' 

e-• tF(t)dt 

F(t) is a function of the real variable t and s is a 
complex variable. F(t) is called the original func
tion and j(s) is called the image function. If the 
integral in 29.1.1 converges for a real s = s0, i .e . ,  

limf8 e-•otF(t)dt 
A--+0 A 
B--+., 

exists, then it converges for all s with £3fs>so, and 
the image function is a single valued analytic 

function of s in the half-plane &? s >s0• 

Two-dimensional Laplace Transform 

29.1.2 

j(u, v) = .!£ { F(x, y) } =  i"'i"' e-uz-•vF(x, y)dxdy 

29.1.3 

Definition of the Unit Step Function 

Ct<O) 
(t =O) 
(t >O) 

In the following tables the factor u(t) is to be 
understood as multiplying the original function 
F(t). 

29.2. Operations for the Laplace Transform 1 

29.2.1 

29.2.2 

29.2.3 

29.2.4 . 

29.2.5 

29.2.6 

29.2.7 

29.2.8 

29.2.9 

29.2.10 

Original Function F (t) I mage Function f(s) 

F(t) J:"' e - •t F(t)dt 

Inversion Formula 

j (s) 

Linearity Property 

AF(t) + BG(t) Aj (s) +Bg(s) 

Differentiation 

sj (s) -F( +O) F' (t) 

F(nl (f) snj(s)-sn- 1F( +O)-sn-2F'( +O)- . . .  -· F<n- 1)( +O) 

Integration 

.f F(r)dr 

it i' F(>.)dJ..dr 

1 
-j(s) 8 

1 
82j(s) 

Convolution (Faltung) Theorem 

it Ft (t - r)F2(r)dr=F1*F2 j1(s)j2(s) 

- tF(t) 

(-l) ntnF(t) 

f' (s) 
Differentiation 

1 Adapted by permission from R. V.  Churchill, Operational mathematics, 2d ed., McGraw-Hill Book Co., Inc., New 
York, N .Y.,  1958. 
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Original Function F(t) 

29.2.11 � F(t) 
29.2.12 ea1F(t) 
29.2.13 � F (D (c>O) 

29.2.14 

Translation 

29.2.15 F(t- b)u(t-b) (b>O) 
Periodic Functions 

29.2.16 F(t +a) =F(t) 

29.2.17 F(t+a) = - F(t) 

LAPLACE TRANSFORMS 

Image Function f(s) 
Integration J"' J(x)dx 

Linear Transformation f(s-a) 
j(cs) 

j(cs- b) 

.C e-•tF(t)dt 
1-e-a• 

.f e- s t  F(t)dt 
I + e  as 

Half-Wave Rectification of F(t) in 29.2.17 

29.2.18 
., F(t) L: (- l ) "u(t-na) n�o 

j(s) 
1 - e -a• 

Full-Wave Rectification of F(t) in 29.2.17 

29.2.19 

29.2.20 

29.2.21 

/F(t) / 

r p<•-n> (a) tn- 1 eat L: __ 

n • I  (r-n) ! (n- 1) !  

Heaviside Expansion Theorem 

as f(s) coth 2 

p(s) 
q(s) ' q(s)= (s-al) (s-a2) . . .  (s-am) 
p(s) a polynomial of degree<m 

p(s) 
(s-a) '  
p(s) a polynomial o f  d egree<r 

29.3. Table of Laplace Transforms 2· 3 

1021 

For a comprehensive table of Laplace and other intf'gral transforms s p e  [29.9] .  For a t able' of two
dimensional Laplace transforms see [29 . 1 1 ] .  

f(s) F(t) 

29.3.1 1 
8 

29.3.2 

2 The numbers in bold type in the f(s) and F(t) columns indicate the chapter� in which the properties of th<' r('srwctive 
higher mathematical functions are given. 

3 Adapted by permission from R. V. Churchill, Operational mathematics, 2d. eel . ,  :\fcGraw-Hill Book Co . ,  l 1 1 c . ,  :\'"c\1' 
York, N . Y .,  1958. 
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f(s) 

29.3.3 1 
(n= 1,  2, 3, . . .  ) -s" 

29.3.4 1 
{8 

29.3.5 8-a12 

29.3.6 s- <n+il (n= 1 , 2 , 3, . . .  ) 

29.3. 7 r(k) (k>O) 7 

29.3.8 

29.3.9 1 
(s+a)2 

29.3.10 
1 

(n= 1 , 2, 3, . . .  ) (s +a) "  

29.3.11 r(k) (k>O) (s+a)k 

29.3.12 1 
(a :;e b) (s+a) (s+ b) 

29.3.13 8 (a :;e b) 
(s+a) (s + b) 

29.3.14 1 
(8+a) (s+ b) (8+c) 

(a, b, c distinct constants) 

29.3.15 
82 +a2 

29.3.16 8 
sz+az 

29.3.17 
sZ-a2 

29.3.18 8 
82-a2 

29.3.19 1 
8(s2+a2) 

29.3.20 
82(82+a2) 

29.3.21 
(s2+az) 2 

LAPLACE TRANSFORMS 

F(t) 

t n- l  

(n- 1 ) !  
1 

{;i 

2{ff;r 

1 · 3 · 5  . . . (2n-

ae -at _ be -bt 
a- b 

(b-c) e -a' + (c-a) e- bt + (a- b) e-<1 
(a-b) (b- c) (c-a) 

1 . 
- sm at a 

cos at 

1 
. h sm at a 

cosh at 

1 - (1 -cos at) 
a2 

1 . 
3 (at -sm at) a 

J__ (sin at -at cos at) 2a3 



/(8) 
8 

29.3.22 (82+a2) 2 

29.3.23 
82 

(82+a2)2 

29.3.24 
82-a2 

(82+a2)2 

29.3.25 
8 

(82+a2) (82+b2) 

29.3.26 
1 

(8+a)2+b2 

29.3.27 
8+a 

(8+a)2+b2 

29.3.28 3a2 
s3+a3 

29.3.29 
4a3 

84+4a4 

29.3.30 8 
84+4a4 

29.3.31 1 

84-a4 

29.3.32 8 
84-a• 

29.3.33 8aa82 
(82+a2)a 

29.3.34 i e  8 
1
Y 

29.3.35 8 
(8+a)t 

29.3.36 .V8+a-.V8+b 

29.3.37 1 

.Y8+a 

29.3.38 -./8 
8-a2 

29.3.39 -./8 
8+a2 

29.3.� 1 
-./8(s-a2) 

(a2� b2) 

LAPLACE TRANSFOR!IS 

t . 
2a sm at 

F(t) 

2� (sin at+at cos at) 

t cos at 

cos at-cos bt 
b2-a2 

! e-at sin bt b 

e-at cos bt 

( at � . at �) e-at_ ei<J1 cos -2--..;3 sm -2-

sin at cosh at-cos at sinh at 

1 . . h 2a2 sm at sm at 

2�3 (sinh at-sin at) 

1 
2a2 (cosh at-cos at) 

(1 +a2t2) sin at-at cos at 

Ln(t) 

1 . -== e-a1 (1-2at) 
.,j.,.t 

1 (e -bt_e_,.,) 
2.V.,.t3 

1 
--aea2t erfc a.fi ..;;t 

1 
-=+aea2t erf a.fi 
.,;.,.t 

1 2a fa.y't 2 .J;i--{; e-a2t o e" d). 

1 - ea2t erf ajt a 

1023 

22 

7 

7 

7 

7 
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f(s) 

29.3.41 
1 

{S(s+a2) 

29.3.42 b2-a2 
(s-a2) (b+{S) 

29.3.43 
1 

{8(-{i+a) 

29.3.44 
1 

(s+a)-Js+b 

29.3.45 b2-a2 
{S(s-a2) (-{s+ b) 

29.3.46 
(1 -s) n 
� 

29.3.47 (1 -s)11 
gn+J: 

29.3.48 -Js+2a _ 1 {8 

29.3.49 
1 

-ys+a-Js+b 

29.3.50 r (k) (k>O) (s+a)k(s+b)k 

29.3.51 

29.3.52 -Js+2a--J8 
-b+2a+ {8 

29.3.53 (a- b)k (k>O) (-Js+a+ -Js+b )21< 

29.3.54 (-Js+a+ -JB) -2' 
(v>-1)  18-Js+a 

29.3.55 

29.3.56 (-Js2+a2-s) '  (v> - 1) -Js2+a2 

29.3.57 1 (k>O) (s2+a2)k 

LAPLACE TRANSFORMS 

6 

F(t) 
2 ia{t 2 - e-42t e'A dX a..jif o 

ea2t [b-a erf a�-beb2t erfc b{i 

ea2 1 erfc a{i 

-J 
1 e-at erf (-Jb-a{i) b-a 

ea2 1 [� erf (a{i) - 1 ]+eb21 erfc b{i 

n !  H ({i) (2n) !-y';i 2n 

n !  H (Vf,) (2n+1) !.J; 2n+l 

ae-01[!1 (at)+ l0(at) ] 

e-t(a+b) tfo ca;b t) 
.J; (a�by-t e -t<aHJ t]k-! ( a�

b t) 
t e-t<a+b) t [Io (a;b t)+I1 (a;b t)] 

j e-at]l (at) 

� e-t<a+bl l]k (a;b t) 
� e-tatJ.(! at) a 

Jo(at) 

a•J.(at) 

� ( t y-l 
r(k) 2a Jk-t(at) 

7 

7 

7 

7 

7 

22 

22 

9 

9 

10 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

6, 10 



f(s) 

29.3.58 ( .V82+a2-8)k (k>O) 

29.3.59 (8-.V82 a2) " (v>-1) 
.V82-a2 

29.3.60 
1 (k>O) (82_a2)k 

29.3.61 
1 -k• - e  8 

29.3.62 
1 -ks - e  82 

29.3.63 
1 -ks - e  8� (�>O) 

29.3.64 
1 -e-k• 

8 

29.3.65 1 I +coth jk8 
8(1-e-k•) 28 

29.3.66 1 
8(ek•-a) 

29.3.67 
1 - tanh k8 8 

29.3.68 1 
8 (1 +e-ks) 

29.3.69 
1 

2 tanh k8 8 

29.3.70 1 
8 sinh k8 

29.3.71 1 
8 cosh k8 

LAPLACE TRANSFORMS 

F(t) 

a•I.(at) 

# ( t ) k-t 
r (k) 2a h-i(at) 

9 

9 

6, 10 

u(t-k) Lc 0 k 

(t-k)u(t-k) 

(t��;-1 u(t-k) 

b_ 
6 

0 k 

u(t) -u(t-k) 

� u(t-nk) � 
0 k 2k. 

"' 
2: an- 1u(t-nk) 
n=I 

. 
0 " 2k � 

~ 
"' 

u(t) +2 2: (-1 ) nu(t-2nk) 
n=I 

"' � (- 1 ) "u(t-nk) h O 0 k 2k 3k 

1025 

tu(t) +2 t, (- l) "(t-2nk)u(t-2nk) h6/ 
"' 

2 2: u[t- (2n+ l)k] 
n=O 

"' 
2 2: (-l ) "u[t- (2n+l)k] 

n=O 

0 2k 4k Bk 

ln n 0 k 3k 
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29.3.72 

29.3.73 

29.3.74 

29.3.75 

29.3.76 

29.3.77 

29.3.78 

29.3.79 

29.3.80 

29.3.81 

29.3.82 

29.3.83 

29.3.84 ' 

29.3.85 

29.3.86 

29.3.87 

29.3.88 

/(8) 
1 - coth k8 8 

k 1f'8 
82+/c2 coth 2k 

1 
1 _! - e • 8 

1 ! - e • 
..j8 

1 _! 
(�£>0) ;;; e • 

1 ! 
(�£>0) ;;; e • 

e -k.fi 
(k>O) 

1 -k r, - e " "  
..j8 (k�O) 

1 -k.,f, 
81+1,. e (n=O, 1 ,  2, . . .  ; k�O) 

n-1 ·- -k-{1 8 2 e (n=O, 1 , 2 , . . .  ; k>O) 

•See page u. 

F(t) 

CD 
u(t)+2 � u(t-2nk) 

n•l 

!sin kt l Vvv 
0 !! ll k k 

CD 
� ( -1) " u(t-n1f') sin t 
n-o 

b. cos 2/ki '\j1f't 

k cosh 2/ki 

_ 11 sin 2/ki 
-y1f'k 

b,_ sinh 2/ki 
'\j1rk 

(t)
"-1 k 2 J,._, (2/ki) 

k ( k2) 2-J;r exp -4t 

k erfc r; 2-vt 

-1 exp (-/c2) 
{;i 4t 

lcL 2k 4k 

2/; exp ( -�)-k erfc 2�t=2{i i erfc 2� 

(4t)l" i" erfc __!!_ 2{i 

* 

9 

9 

9 

7 

7 

7 

22 

7 



29.3.89 

29.3.90 

29.3.91 

29.3.92 

29.3.93 

29.3.94 

29.3.95 

29.3.96 

29.3.97 

29.3.98 

29.3.99 

29.3.100 

29.3.101 

29.3.102 

29.3.103 

29.3.104 

29.3.105 

29.3.106 

LAPLACE TRANSFORMS 1027 

/(8) 

ae-k..[i 

s (a+fs) 
e -k{l 

{S(a+ {8) 
e -k..ja(a+a) 

.Js(s+a) 

e -k..j•2+a2 

.../s2+a2 

e -k..ja2-a2 

..Js2 a2 

e-k(..ja2+a2-a) 

..j82+a2 

-kl -k..j a2+a2 e - e 

e-k ..ja•-a•- e-k• 

a•e-k..Ja•+a> 

..j 82+a2( ..j 82+a2+s) • 

1 - In s 8 
1 - In 8 s"' 

(k�O) 

(k�O) 

(k�O) 

(k�O) 

(k�O) 

(k�O) 

(k>o) 

(k>O) 

(v>- 1 , k�O) 

(k>O) 

ln 8 (a>O) s-a 
ln 8 
82+1 
8 ln s 
82+1 

1 (k>O) - In (l+k8) 8 

1 s+a 0 8+b ! ln (1 +k282) 8 (k>O) 

1 (a>O) - In (82+a2) 8 

F(t) 

-eakea21 erfc ( a..ft+__!_ )+erfc }!_ 
2..(t 2-Jf, 

eakea2t erfc ( a..ft+}!_) 2/i 

e-ltltfo(ia.Jt2-k2)u(t-k) 

J0(aVt2-k2)u(t-k) 

l0(a.Jt2-k2)u(t-k) 

J0(a.Jt2+2kt) 

ak ..jtCk2 � J1 (a t2-k2)u(t-k) 2 

ak ..j--
..j_J,(a t2-k2)u(t-k) t2-k2 

e-ky
· 

t+k J,(a.Jt2 k2)u(t-k) 

--y-ln t (-y= .57721 56649 . . .  Euler's constant) 

tk- 1  
r (k) [!Jt(k)-ln t] 

e"1[ln a+ E, (at) ] 

cos t Si (t) -sin t Ci (t) 

-sin t Si (t) -cos t Ci (t) 

E, n) 
! (e -bt_ e-at) t 

-2 Ci (�) 
2 In a-2 Ci (at) 

7 

7 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

6 

5 

5 

5 

5 

5 

5 
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29.3.107 

29.3.108 

29.3.109 

29.3.110 

29.3.111 

29.3.112 

29.3.113 

29.3.114 

29.3.115 

29.3.116 

29.3.117 

29.3.118 

29.3.119 

29.3.120 

29.3.121 

29.3.122 

29.3.123 

29.3.124 

29.3.125 

f(s) 
1 2 ln (82+a2) 8 

82+a2 
ln--82 

82-a2 
In--82 

k arctan -8 

1 k - arctan -8 8 

ek2'2 erfc ks 

! ek112 erfc k8 8 

e0 erfc .Jki 

.Js erf c .Jk8 

� e" erfc {f8 

k erf --[8 
1 !!! k - e' erfc -..(s ..(s 

(a>O) 

(k>O) 

(k>O) 

(k>O) 

(k �O) 

(k �O) 

K0(k8) (k>O) 

Ko(k.[S) 

1 - e°K1(k8) 8 

1 
..[8 K1(k{S) 

- el Ko -
1 � e) .[8 8 

7re-�'/0(k8) 

e-k.t[l(ks) 

(k>O) 

(k>O) 

(k>O) 

(k>O) 

(k>O) 

(k>O) 

LAPLACE TRANSFORMS 

F(t) 
� [at In a+sin at-at Ci (at) ] 5 a 

2 
t (1-cos at) 

2 t (1 -cosh at) 

1 . k t sm t 

Si (kt) 5 

7 
1 ( t2 ) k..,fir exp -4k2 

7 t erf 2k 7 

7 .Jf 
'lr.Jt (t+k) 

7 
1 - u(t -k) .f;i 

7 1 
.J7r(t+k) 

7 :t sin 2k-{t 

7 1 -2k.fi -:= e 
.V7rt 

1 
9 -- u(t-k) .Jt2 k2 

9 1 ( k2) 2t  exp -4t 

9 � .Jt(t +2k) 

9 � exp 
( 

-!:) 
}. K0(2-J2kt) 9 9 

t 

9 
1 

.Jt(2k- t) [u(t) -u(t-2k) ] 

9 k- t  
[u(t) - u(t-2k)] 1rk.Jt(2k-t) 
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/(8) F(t) 

29.3.126 e,..E1 (as) (a>O) 5 
1 

t+a 

29.3.127 !-se"E1 (as) (a>O) 5 1 
a (t+a)2 

29.3.12.8 a1-"e"En(as) (a>O;n=O, 1 , 2, . . .  ) 5 1 
(t+a)n 

29.3.129 [;-si (s) J cos s+Ci(s) sin s 5 
1 

t2+1 
29.4. Table of Laplace-Stieltjes Transforms 4 

q,( s) 
29.4.1 i

"" 
e -"d<I>(t) 

29.4.2 e-"' (k>O) 

29.4.3 1 (k>O) 1-e-"' 

29.4.4 
1 (k>O) 1+e-k• 

29.4.5 1 (k>O) sinh ks 

29.4.6 1 (k>O) cosh ks 

29.4.7 tanh ks (k>O) 

29.4.8 1 (k>O) sinh (ks+a) 

29.4.9 e -"' (k>o, h>o) sinh (ks+a) 

29.4.10 sinh (hs+b) (O<h<k) sinh (ks+a) 
"" 

29.4.U � ane-kn• 
n=O 

For the definition of the Laplace-Stieltjes 
transform see [29.7). In practice, Laplace-Stieltjes 
transforms are often written as ordinary Laplace 
transforms involving Dirac's delta function �(t) . 
This "function" may formally be considered as 

il>( t) 
<I>(t) 

u(t-k) 
"" 
� u(t-nk) 
n-o 

"" 
� (-1) nu(t-nk) 
n=O 

"" 
2 � u[t- (2n+1)k] 

n-o 

"" 
2 � (-1)"u[t- (2n+1)k] 

n•O 

"" 
u(t) +2 � (-1)nu(t-2nk) 

n•! 

"" 
2 � e- <2n+I>au[t- (2n+1)k] 

n•O 

"" 
2 � e- <2n+l>au[t-h- (2n+1)k] 

n=O 

"" 
� e-<2n+lla {  ebu[t+h- (2n+1)k] 
n-o 

-e-bu[t-h-(2n+ l)k] } "" 
�anu(t-kn) 
n=O 

the derivative of the unit step function, du(t) =�(t) 

f" fx {0 (x<O) dt, SO that - oo  du(t)= - oo  �(t)dt= 1 (x>O) . 
The correspondence 29.4.2, for instance, then 

assumes the form e-k•= i"" e-·��(t-k)dt . 

4 Adapted by permission from P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of theoretical physics, vols. 1, 2, McGraw
Hill Book Co., Inc., New York, N.Y., 1953. 
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Gudermannian _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - 77 

H 
Hankel functions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - _ _ _ _ _ _  358, 379, 510 
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Horner's scheme___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  788 
Hyperbolic functions____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  83 

addition and subtraction oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 84 
addition formulas for_ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 83 
continued fraction for___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  85 
DeMoivre's theorem__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  84 
differentiation formulas_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  85 
graph of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  83 
half-angle formulas _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  83 
indefinite integrals__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  86 
infinite products___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  85 
modulus and phase_ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 84 
multiple angle formulas_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  84 
negative angle formulas _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  83 
periodic properties oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 83 
products of_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  84 
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special elementary cases___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  556 
special values of the argument_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  556 
transformation formulas__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  559 
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computation of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  959 
continued fraction for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  944 
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relation to other functions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - _ _ _ _ _ _ _ _  945 
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relation to the x2-distribution _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 944 
relation to the hypergeometric function_ _ _ _ _ _ _ _ 263 
series expansion for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  944 
symmetry relation__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  263 

Incomplete gamma function_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 230, 260, 486, 509 
as a confluent hypergeometric function._ _ _ _ _ _ _ _  262 
asymptotic expansions of_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  263 
computation of__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  959 
continued fraction for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  263 
definite integrals_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  263 
derivatives and differential equations_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 262 
graph of__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  261 
Pearson's form of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  262 
recurrence formulas_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _  262 
series developments for____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  262 
special values oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 262 
table oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 978 

Indeterminate forms (L'Hospital's rule) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 3  
Inequality, Cauchy's____  _ _ _ _  _ _ _ _ _ _  _ _  _ _  _ _ _ _ _ _  _ _  _ 1 1  

Chebyshev's- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 1  
Holder's for integrals_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 1 
Holder's for sums_____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 1  
Minkowski's for integrals___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 1 
Minkowski's for sums__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 1  
Schwarz's______ _ _  _ _ _ _  _ _ _  _ _  _ _ _ _ _ _  _ _  _ _  _ _ _ _ _ _ _  _ 1 1  
triangle_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 1 1  

Integral of a bivariate normal distribution over a 
polygon_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  956 

Integrals 
of circular functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 77 
of exponential functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  71 
of hyperbolic functions-- _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  86 
of inverse circular functions____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  82 
of inverse hyperbolic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  88 
of irrational algebraic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 12 
of logarithmic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 69 
of rational algebraic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  12 

Integration_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  885 
Bode's rule_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  886 
by parts__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  12 
Chebyshev's equal weight formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  887 
Euler-Maclaurin summation formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  886 
Filon's formula___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  890 
five-point rule for analytic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ 887 
Gaussian type formulas _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  � _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  887 
iterated integrals__ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 891 
Lagrange formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  886 
Lobatto's integration formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  888 
multidimensional__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ _ 891 
Newton-Cotes formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  886 
Radau's integration formula_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  888 
Simpson's rule_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _  _ _  _ 886 
trapezoidal rule__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ _ 885 

Interpolation_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  878 
Aitken's iteration method__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  879 
Bessel's formula__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  881 
bivariate_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  882 
Everett's formula_____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  880 
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differentiation formulas_ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 82 
graph oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 79 
indefinite integrals_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  82 
logarithmic representation____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ _ 80 
negative arguments_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  80 
polynomial approximations_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  81 
real and imaginary parts_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 80 
relation to in verse hyperbolic functions____ _ _ _ _ _ 80 
series expansions for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 81 
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logarithmic representations_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  87 
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Jacobian elliptic functions_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  567 

addition theorems for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  574 
approximations in terms of circular functions_ _ _  573 
approximations in terms of hyperbolic functions_ 574 
calculation by use of the arithmetic-geometric 

mean_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  571 
calculation oL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 579, 581 
change of argument__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  572 
change of parameter_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 5 73 
classification of_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  . _ _ _  570 
complex arguments_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  575 
definitions_ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  569 
derivatives oL _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ __ _ _  _ _  _ _ _ _ _ _ _ __ _ _  _ 574 
double arguments_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  574 
graphs of_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  570 
half-arguments_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  574 
integrals___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  575 
integrals of the squares__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  576 
Jacobi's imaginary transformation_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  574 
Landen transformation_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  573 
leading terms of series in powers of u_ _ _ _  _ ___ _ _ _  575 
parameter_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  569 
principal terms__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  572 
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quarter periods___  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 569 
reciprocal parameter_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 5 73 
relations between squares of the functions _ _ _ _ _ _  573 
relation to the copolar trio ___ _ _ _ _  - - - - - - - - - - _ _ _  570 
relation with Weierstrass functions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  649 
series expansions in terms of the nome q _ _ _ _ _ _ _ _ 57 5 
special arguments _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  571 

Jacobi's eta function__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  577 
Jacobi's polynomials _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  561, 773 

(see orthogonal polynomials) 
coefficients for _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - _ _ _ _  - _ _ _ _ _ _ 793 
graphs of_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - _ _  - - _ _ _  773, 776 

Jacobi's theta function (see theta functions) _ _ _ _ _ _  576 
Jacobi's zeta function_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  578, 595 

addition theorem for__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  595 
calculation by use of the arithmetic-geometric 

mean _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  578 
graph of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  595 
Jacobi's imaginary transformation _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  595 
q-series for___  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 595 
relation to theta functions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  578, 595 
special values _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _  595 
table of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ 619 
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Kelvin functions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  379, 387, 509 

ascending series for_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  379 
ascending series for products of___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  381 
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T(m, n, r) Toronto function _ 509 
T,.(x) Chebyshev polynomial of the first kind_ _ _ _  774 
T;(x) shifted Chebyshev polynomial of the first 

kind- - - - - � - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 774 
U(a, b, z) Kummer's confluent hypergeometric 

function •• _ _ _ _ _ _  504 
U,.(x) Chebyshev polynomial of the second kind_ 774 
U:(x) shifted Chebyshev polynomial of the second 

kind _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  774 
U(a, x) Weber parabolic cylinder function_ _ _ 687 
vers A, versine A_ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _  • _ 78 
V(a, x) Weber parabolic cylinder function . _ .  - 687 
w(z) error function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  297 
W(a, x) Weber parabolic cylinder function _ 692 
W11,!'(z) Whittaker function - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 505 
Wlf(x) , g(x) J (=f(x)g' (x) -f' (x)g(x) ) Wronskian re-

lation _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  505 
[xo, x�o . . .  , xkl divided difference__ _ _ _ _ _  877 
y,.(z) spherical Bessel function of the second kind_ 437 
Y ,(z) Bessel function of the second kind_ _ _ _ _ _ _ _ 358 
Y!'(ll, 'P) surface harmonic of the first kind _ _ _ _ _ _  332 
Z(x) normal probability "density function _ _ _ _ _ _ _ _  931 



Notation - Greek Letters 

a modular angle (elliptic function) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

a,.(z) = L"' tne-•'dL__ _ _ _  - - - - - - - - - - - - - - - - - -
{J,.(z) = J�l tne-• 1dL - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

.. 
tJ(n) = � ( - 1) k(2k+ 1)-n _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ kcO 
B�(a, b) incomplete beta function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
B(z, w) beta function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
'Y Euler's constant _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
-y(a, x) incomplete gamma function (normalized) _ 

-y1 = � coefficient of skewness_ 
0'3 

-y2=�- 3  coefficient of excess _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
u 

r(z) gamma function _ - - - - - - - - - - - - -
r (a, x) incomplete gamma function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
8;; Kronecker delta ( =0 if i r4-k;  = 1 if i=k) _ _ _ _  _ 
8!(/,.) central difference _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - _ _ _  - - ---
� difference operator _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
� discriminant of Weierstrass' canonical form _ _ _  _ 
�(!,.) forward difference _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
t.x absolute error _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
t(x) Riemann zeta function 
t(z) Weierstrass zeta function _____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
Z(u lm) Jacobi's zeta function _ _ _ _ _ _ _ _ _  -- _ _ _ _  - - _  

.. 
71 (n) =� ( - l) Hk-• _ __ _ _ _ 

k•l 
'Ia = t(<o�4) Weierstrass elliptic function_ _ _ _ _ _  _ 
H (u) , Ht (u) Jacobi's eta function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
t1,.(z) theta function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
u.(e\a) ,t'Jd(E\a), Neville's notation _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

for 
t1,(e\ a) ,t1,(e\a) theta functions 
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E)(ulm) Jacobi's theta function ____ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _  _ 
.-,. nth cumulant _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - - - - - - -
K�� joining factor for spheroidal wave functions _ _  

.. 
X(n) ==�(2k+ l)-n _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

kcO 
x .. ,. characteristic value of the spheroidal wave 

equation _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - _ _ _ _  _ 

Au(�\a) Heuman's lambda function _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _  _ 
p.(f,.) mean difference _ _  
p. (n) Mobius function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
,.,. nth central moment ___ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _  _ 
p.',. nth moment about the origin _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  -· - - _ _  
..-(x) number of primes �x _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

..-,.(x) = (x-xo) (x-x1) • • •  (x -x,.) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  . - - - -
II(n ; �\a) elliptic integral of the third kind _ _  
II(z) factorial function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
p correlation coefficient- _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
p,.(xo, x11 • • •  , x,.) reciprocal difference __ _ _ _ _ _  _ 
p,.(,, x) Poisson-Charlier function. --- _ _ _ _ _  . - - - - -
u standard deviation _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
a2 variance _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
u(z) Weierstrass sigma function. - - - - - - - - - - - -
a t(n) divisor function ____ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
T,.(x) tetrachoric function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
tp=am u, amplitude _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

�(n) Euler-Totient function. _ _  - - _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - -
<P(t) = E(e"X) characteristic function of X _  _ _ _ _  _ 
<l>(a; b; z) confluent hypergeometric function _ _ _ _  _ 
!jt(z) logarithmic derivative of the gamma 

function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
w(a; c; z) confluent hypergeometric function _ _ _ _  _ 
w,. period of Weierstrass elliptic functions _ _ _ _ _ _  _ 
w.,p(X) Cunningham function _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 
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[a;t) determinant _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ 19 
[a;] column matrix _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ 1 9  
V "  Laplacian operator _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - - - - - - - 752 
�: forward difference operator_ - - - - - - - - _ - 877 

�z partial derivative · - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - 883 
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(�) binomial coefficient _ _ _ _ _  - - - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  - - - - _ _  10 
n! factorial function_ - - - - - - --- - - - - - - - - - - - - - 255 
(2n) l! = 2·4·6 . . .  (2n) = 2 nn L_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  258 
(m,n) greatest common divisor__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  822 

r(�H n + k) , 
(n, k) 

k!r(�H n - k) (Hankel s symbol) 437 

(n; n" nii . . . , nm) multinomial coefficient__ _ _ _ _  823 
[x] largest integl'r �X-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- 66 
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<x> nearest integer to X - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- 222 
i complex conjugate of z (=:1! - iy) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  16 
z=x+ iy complex number (Cartesian form) __ _ _ _ _  16 

= re" (polar form) _ _ _ _  - _ - _ _ _ _ _  - --- - - - __  - - - - -- 16 
l z l  absolute value or modulus of  z _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  16 
l: overall summation - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - --- - - 822 
l:' restricted summation _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  755 
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• •  
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f Cauchy's principal value of the integraL _ _ ___ 228 
""" approximately equaL - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 4  

asymptotically equaL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ 1 5  
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IN ALL FIELDS OF INTEREST 

AMERICA's OLD MASTERS, James T. Flexner. Four men emerged unexpectedly 
from provincial 18th century America to leadership in European art: Benjamin 
West, J. S. Copley, C. R. Peale, Gilbert Stuart. Brilliant coverage of lives and con
tributions. Revised, 1967 edition. 69 plates. 365pp. of text. 

2 1806-6 Paperbound $3.00 

FIRST FLOWERS OF OUR WILDERNESS : AMERICAN PAINTING, THE COLONIAL 
PERIOD, James T. Flexner. Painters, and regional painting traditions from earliest 
Colonial times up to the emergence of Copley, West and Peale Sr., Foster, Gustavus 
Hesselius, Feke, John Smibert and many anonymous painters in the primitive manner. 
Eng·aging presentation, with 162 illustrations. xxii + 368pp. 

22180-6 Paperbound $3 .50 

THE LIGHT OF DISTANT SKIES : AMERICAN PAINTING, - 1760-1835,  James T. Flex
ner. The great generation of early American painters goes to Europe to learn and 
to teach: West, Copley, Gilbert Stuart and others. Allston, Trumbull, Morse ; also 
contemporary American painters-primitives, derivatives, academics-who remained 
in America. 102 illustrations. xiii + 306pp. 22179-2 Paperbound $3 .00 

A HISTORY OF THE RISE AND PROGRESS OF THE ARTS OF DESIGN IN THE UNITED 
STATES, William Dunlap. Much the richest mine of information on early American 
painters, sculptors, architects, engravers, miniaturists, etc. The only source of in
formation for scores of artists, the major primary source for many others. Unabridged 
reprint of rare original 1834 edition, with new introduction by James T. Flexner, 
and 394 new illustrations. Edited by Rita Weiss. 6% x 9J'g.  

2 1 695-0, 2 1 696-9, 2 1 697-7 Three volumes, Paperbound $13.50 

EPOCHS OF CHINESE AND JAPANESE ART, Ernest F. Fenollosa. From primitive 
Chinese art to the 20th century, thorough history, explanation of every important art 
period and form, including Japanese woodcuts ; main stress on China and Japan, but 
Tibet, Korea also included. Still unexcelled for its detailed, rich coverage of cul
tural background, aesthetic elements, diffusion studies, particularly of the historical 
peri'Jd. 2nd, 1913  edition. 242 illustrations. Iii + 439pp. of text. 

20364-6, 20365-4 Two volumes, Paperbound $6.00 

THE GENTLE ART OF MAKING ENEMIES, James A. M. Whistler. Greatest wit of his 
day deflates Oscar Wilde, Ruskin, Swinburne ; strikes back at inane critics, exhibi
tions, art journalism; aesthetics of impressionist revolution in most striking form. 
Highly readable classic by great painter. Reproduction of edition designed by 
Whistler. Introduction by Alfred Werner. xxxvi + 334pp. 

2 1 875-9 Paperbound $2.50 
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VISUAL ILLUSIONS : THEIR CAUSES, CHARACTERISTICS, AND APPLICATIONS, Mat
thew Luckiesh. Thorough description and discussion of optical illusion, geometric 
and perspective, particularly ; size and shape distortions, illusions of color, of motion ; 
natural illusions; use of illusion in art and magic, industry, etc. Most useful today 
with op art, also for classical art. Scores of effects illustrated . Introduction by 
William H .  Ittleson. 100 illustrations. xxi + 25 2pp. 

2 1 530-X Paperbound $2.00 

A HANDBOOK OF ANATOMY FOR ART STUDENTS, Arthur Thomson. Thorough, vir
tually exhaustive coverage of skeletal structure, musculature, etc. Full text, supple
mented by anatomical diagrams and drawings and by photographs of undraped 
figures. Unique in its comparison of male and female forms, pointing out differences 
of contour, texture, form. 2 1 1  figures, 40 drawings, 86 photographs. xx + 459pp. 
5% x 8%. 21 163-0 Paperbound $3 .50 

1 5 0  MASTERPIECES OF DRAWING, Selected by Anthony Toney. Full page reproduc
tions of drawings from the early 16th to the end of the 18th century, all beautifully 
reproduced : Rembrandt, Michelangelo, Di.irer, Fragonard, Urs, Graf, Wouwerman, 
many others. First-rate browsing book, model book for artists. xviii + 150pp. 
8% x 1 1Y4 .  21032-4 Paperbound $2.50 

THE LATER WoRK OF AuBREY BEARDSLEY, Aubrey Beardsley. Exotic, erotic, 
ironic masterpieces in full maturity: Comedy Ballet, Venus and Tannhauser, Pierro!, 
Lysistrata, Rape of the Lock, Savoy material, Ali Baba, Volpone, etc. This material 
revolutionized the art world, and is still powerful, fresh, brilliant. With The Early 
Work, all Beardsley's finest work. 174 plates, 2 iri color. xiv + 176pp. 8% x 1 1 .  

21817-1  Paperbound $3.00 

DRAWINGS OF REMBRANDT, Rembrandt van Rijn. Complete reproduction of fabu
lously rare edition by Lippmann and Hofstede de Groot, completely reedited, up
dated, improved by Prof. Seymour Slive, Fogg Museum. Portraits, Biblical sketches, 
landscapes, Oriental types, nudes, episodes from classical mythology-All Rem
brandt's fertile genius. Also selection of drawings by his pupils and followers. 
"Stunning volumes," Saturday Review. 550 illustrations. lxxviii + ��2pp. 
91;8 x 12�.  2 1485-0, 21486-9 Two volumes, Paperbound $10.00 

THE DISASTERS OF WAR, Francisco Goya. One of the masterpieces of Western civi
lization-83 etchings that record Goya's shattering, bitter reaction to the Napoleonic 
war that swept through Spain after the insurrection of 1808 and to war in general. 
Reprint of the first edition, with three additional plates from Boston's Museum of 
Fine Arts. All plates facsimile size. Introduction by Philip Hofer, Fogg Museum. 
v + 97pp. 9% x 8Y4. 2 1872-4 Paperbound $2.00 

GRAPHIC WORKS OF 0DILON REDON. Largest collection of Redon's graphic works 
ever assembled : 172 lithographs, 28 etchings and engravings, 9 drawings. These 
include some of his most famous works. All the plates from Odilon Red on : oeuvre 
graphique complet, plus additional plates. New introduction and caption translations 
by Alfred Werner. 209 illustrations. xxvii -1- 209pp. 91j8 x 12Y4 . 

2 1966-8 Paperbound $4.00 
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jOHANN SEBASTIAN BACH, Philipp Spitta. One of the great classics of musicology, 
this definitive analysis of Bach's music (and life) has never been surpassed. Lucid, 
nontechnical analyses of hundreds of pieces (30  pages devoted to St. Matthew Pas
sion, 26 to B Minor Mass ) .  Also includes major analysis of 18th-century music. 
450 musical examples. 40-page musical supplement. Total of xx + 1799pp. 

(EUK) 22278-0, 22279-9 Two volumes, Clothbound $1 5.00 

MOZART AND HIS PIANO CONCERTOS, Cuthbert Girdlestone. The only full-length 
study of an important area of Mozart's creativity. Provides detailed analyses of all 
23 concertos, traces inspirational sources. 417 musical examples. Second edition. 
509pp. (USO) 21271-8 Paperbound $3.50 

THE PERFECT WAGNERITE : A COMMENTARY ON THE NIBLUNG'S RING, George 
Bernard Shaw. Brilliant and still relevant criticism in remarkable essays on 
Wagner's Ring cycle, Shaw's ideas on political and social ideology behind the 
plots, role of Leitmotifs, vocal requisites, etc. Prefaces. xxi + 136pp. 

2 1707-8 Paperbound $1 .50 

DoN GIOVANNI, W. A. Mozart. Complete libretto, modern English translation ; 
biographies of composer and librettist; accounts of early performances and critical 
reaction. Lavishly illustrated. All the material you need to understand and 
appreciate this great work. Dover Opera Guide and Libretto Series ; translated 
and introduced by Ellen Bleiler. 92 illustrations. 209pp. 

2 1 1 34-7 Paperbound $1 .50 

HIGH FIDELITY SYSTEMS : A LAYMAN's GuiDE , Roy F. Allison. All the basic 
information you need for setting up your own audio system: high fidelity and 
stereo record players, tape records, P.M. Connections, adjusting tone arm, cartridge, 
checking needle alignment, posit:oning speakers, phasing speakers, adjusting hums, 
trouble-shooting, maintenance, and similar topics. Enlarged 1965 edition. More 
than 50 charts, diagrams, photos. iv + 9lpp. 2 1 5 14-8 Paperbound $1.25 

REPRODUCTION OF SOUND, Edgar Villchur. Thorough coverage for laymen of 
high fidelity systems, reproducing systems in general, needles, amplifiers, preamps, 
loudspeakers, feedback, explaining physical background. "A rare talent for making 
technicalities vividly comprehensible," R. Darrell, High Fidelity. 69 figures. 
iv + 92pp. 2 1 5 1 5-6 Paperbound $1 .00 

HEAR ME TALKIN' TO YA: THE STORY OF ]AZZ AS TOLD BY THE MEN WHO 
MADE IT, Nat Shapiro and Nat Hentoff. Louis Armstrong, Fats Waller, Jo Jones, 
Clarence Williams, Billy Holiday, Duke Ellington, Jelly Roll Morton and dozens 
of other jazz greats tell how it was in Chicago's South Side, New Orleans, depres
sion Harlem and the modern West Coast as jazz was born and grew. xvi + 429pp. 

2 1 726-4 Paperbound $2.50 

FABLES OF AESOP, translated by Sir Roger L'Estrange. A reproduction of the very 
rare 193 1 Paris edition; a selection of the most interesting fables, together with 50 
imaginative drawings by Alexander Calder. v + 128pp. 6Ylx9¥.�. 

21780-9 Paperbound $1 .25  
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ALPHABETS AND ORNAMENTS, Ernst Lehner. Well-known pictorial source for 
decorative alphabets, script examples, cartouches, frames, decorative title pages, calli
graphic initials, borders, similar material. 14th to 19th century, mostly European. 
Useful in almost any graphic arts designing, varied styles. 750 il lustrations. 256pp. 
7 x 1 0. 2 1 905-4 Paperbound $4.00 

PAINTING: A CREATNE APPROACH, Norman Colquhoun. For the beginner simple 
guide provides an instructive approach to painting: major stumbling blocks for · 

beginner ; overcoming them, technical points ; paints and pigments; oil painting; 
watercolor and other media and color. New section on "plastic" paints. Glossary. 
Formerly Paint Your Own Pictures. 22 lpp . 22000-1 Paperbound $ 1 .75 

THE ENJOYMENT AND UsE OF CoLO_R, Walter Sargent. Explanation of the rela
tions between colors themselves and between colors in nature and art, including 
hundreds of little-known facts about color values, intensities, effects of high and 
low illumination, complementary colors. Many practical hints for painters, references 
to great masters. 7 color plates, 29 illustrations. x + 274pp. 

20944-X Paperbound $2.75 

THE NoTEBOOKS OF LEONARDO DA VINCI, compiled and edited by Jean Paul 
Richter. 1 566 extracts from original manuscripts reveal the full range of Leonardo's 
versatile genius: all  his writings on painting, sculpture, architecture, anatomy, 
astronomy, yeography, topography, physiology, mining, music, etc., in both Italian 
and English, with 186 plates of manuscript pages and more than 500 additional 
drawings. Includes studies for the Last Supper, the lost Sforza monument, and 
other works. Total of xlvii + 866pp. 7% x 10¥J. 

22572-0, 22573-9 Two volumes, Paperbound $1 0.00 

MONTGOMERY WARD CATALOGUE OF 1895. Tea gowns, yards of flannel and 
pillow-case lace, stereoscopes, books of gospel hymns, the New Improved Singer 
Sewing Machine, side saddles, milk skimmers, straight-edged razors, high-button 
shoes, spittoons, and on and on . . .  listing some 2 5,000 items, practically all illus
trated. Essential to the shoppers of the 1890's, it is our truest record of the spirit of 
the period. Unaltered reprint of Issue No. 57, Spring and Summer 1895 . Introduc· 
tion by Boris Emmet. Innumerable illustrations. xiii + 624pp. 8lf2 x 1 1 %. 

22377-9 Paperbound $6.95 

THE CRYSTAL PALACE EXHIBITION ILLUSTRATED CATALOGUE (LONDON, 185 1 ) .  
One o f  the wonders o f  the modern world-the Crystal Palace Exhibition i n  which 
all the nations of the civilized world exhibited their achievements in the arts and 
sciences-presented in an equally important illustrated catalogue. More than 1 700 
items pictured with accompanying text--ceramics, textiles, cast-iron work, carpets, 
pianos, sleds, razors, wall-papers, billiard tables, beehives, silverware and hundreds 
of other artifacts--represent the focal point of Victorian culture in the Western 
World. Probably the largest collection of Victorian decorative art ever assembled
indispensable for antiquarians and designers. Unabridged republication of the 
Art-Journal Catalogue of the Great Exhibition of 185 1, with all terminal essays. 
New introduction by John Gloag, F.S.A. xxxiv + 426pp. 9 x 12.  

22503-8 Paperbound $4.50 
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DESIGN BY ACCIDENT; A BoOK OF "ACCIDENTAL EFFECTS" FOR ARTISTS AND 
DESIGNERS, James F. O'Brien. Create your own unique, striking, imaginative effects 
by "controlled accident" interaction of materials : paints and lacquers, oil and water 
based paints, splatter, crackling materials, shatter, similar items. Everything you do 
will be different ; first book on this limitless art, so useful to both fine artist and 
commercial artist. Full instructions. 192 plates showing "accidents," 8 in color. 
viii + 2 15pp. 8% x 1 11/4 .  2 1942-9 Paperbound $3 .50 

THE BooK OF SIGNS, Rudolf Koch. Famed German type designer draws 493 beau
tiful symbols: religious, mystical, alchemical, imperial, property marks, runes, etc. 
Remarkable fusion of traditional and modern. Good for suggestions of timelessness, 
smartness, modernity. Text. vi + 104pp. 6Ys x 91;4. 

20162-7 Paperbound $1 .25 

HISTORY OF INDIAN AND INDONESIAN ART, Ananda K. Coomaraswamy. An un
abridged republication of one of the finest books by a great scholar in Eastern art. 
Rich in descriptive material, history, social backgrounds ; Sunga reliefs, Raj put 
paintings, Gupta temples, Burmese frescoes, textiles, jewelry, sculpture, etc. 400 
photos. viii + 423pp. 6% x 93/4. 2 1436-2 Paperbound $4.00 

PRIMITIVE ART, Franz Boas. America's foremost anthropologist surveys textiles, 
ceramics, woodcarving, basketry, metalwork, etc . ;  patterns, technology, creation of 
symbols, style origins. All areas of world, but very full on Northwest Coast Indians. 
More than 350 illustrations of baskets, boxes, totem poles, weapons, etc. 3 78 pp. 

20025-6 Paperbound $3 .00 

THE GENTLEMAN AND CABINET MAKER'S DIRECTOR, Thomas Chippendale. Full 
reprint ( third edition, 1762 ) of most influential furniture book of all time, by 
master cabinetmaker. 200 plates, illustrating chairs, sofas, mirrors, tables, cabinets, 
plus 24 photographs of surviving pieces. Biographical introduction by N. Bienen
stock. vi + 249pp. 9'/s x 123/4. 21601-2 Paperbound "$4.DO 

AMERICAN ANTIQUE FURNITURE, Edga,· G. Miller, Jr. The basic coverage of all 
American furniture before 1840. Individual chapters cover type of furniture
clocks, tables, sideboards, etc.-chronologically, with inexhaustible wealth of data. 
More than 2 100 photographs, all identified, commented on. Essential to all early 
American collectors. Introduction by H. E. Keyes. vi + 1106pp. 7% x 103/4. 

21 599-7, 21600-4 Two volumes, Paperbound $11.00 

PENNSYLVANIA DUTCH AMERICAN FOLK ART, Henry J. Kauffman. 279 photos, 
28 drawings of tulipware, Fraktur script, painted tinware, toys, flowered furniture, 
quilts, samplers, hex signs, house interiors, etc. Full descriptive text. Excellent for 
tourist, rewarding for designer, collector. Map. 146pp. 7% x 103/4. 

2 1 205-X Paperbound $2.50 

EARLY NEW ENGLAND GRAVESTONE RUBBINGS, Edmund V .  Gillon, Jr.  43 photo
graphs, 226 carefully reproduced rubbings show heavily symbolic, sometimes 
macabre early gravestones, up to early 19th century. Remarkable early American 
primitive art, occasionally strikingly beautiful ; always powerful.  Text. xxvi + 
207pp. 8% x 1 1 1/4 .  21380-3 Paperbound $·3 .50 
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